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OZET

SABIT NOKTA TEOREMLERI UZERINE

MURAT SALDAMLI
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: DR. OGR. UYESI iZZETTIN DEMIR
Haziran 2019, 39 sayfa

Bu tez ¢calismasi beg boliimden olugmaktadir. Birinci béliimde tez konusu tanitilmus, ikinci
boliimde ise kolaylik saglamak amaciyla metrik uzaylara ve sabit nokta teorisine iligkin
temel kavramlar verilmistir. Uciincii boliimde kompleks degerli metrik uzay kavrami ifade
edilmis ve bu uzay iizerinde bazi biiziilme sartlarini saglayan doniisiimler yardimiyla sabit
nokta teoremleri incelenmistir. Ayrica bu teoremler drnekler ile desteklenmistir. Dordiincii
boliimde kompleks degerli metrik uzayin bir genellemesi olan kompleks degerli b-metrik
uzay kavrami verilerek gesitli sabit nokta teoremleri arastirilmistir. Son bdliimde ise
kompleks degerli b-metrik uzay iizerinde bazi yeni sabit nokta teoremleri ispatlanmustir.

Anahtar sozciikler: Sabit nokta, Kompleks degerli b-metrik uzay.
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ABSTRACT

ON FIXED POINT THEOREMS

MURAT SALDAMLI
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Asst. Prof. Dr. IZZETTIN DEMIR
June 2019, 39 pages

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the subject of the thesis is
introduced, in the second chapter, with aim of making easier, basic concepts related to
metric spaces and fixed point theory are given. In the third chapter, the concept of a
complex valued metric space is expressed and the fixed point theorems are established for
mappings satisfying some contractive conditions on this space. Also, these theorems are
supported with examples. In the fourth chapter, the concept of a complex valued b-metric
space, which is a generalization of complex valued metric space, is presented and various
fixed point theorems are investigated. Finally, some new fixed point theorems are proved
on complex valued h-metric space.

Keywords: Fixed point, Complex valued b-metric space.
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1. GIRIS

Metrik uzay kavrami ilk olarak 1906 da Fransiz matematik¢i Maurice Frechet [1] tarafindan
yazilan "Sur Quelques Da Calcul Fonctionnel" isimli doktora teziyle literatiire girmistir.
Frechet, matematikteki limit, siireklilik gibi onemli kavramlarin sadece Oklid uzayinda
degil farkli uzaylarda da kullanilabilmesi adina iizerinde tanimlanan uzayda herhangi
iki eleman arasindaki "mesafe" kavramini tanimlamistir. Boylece daha soyut kavramlar
ve sonuglar elde edilmistir. Bunun yanisira metrik uzaylar kavrami Hausdorff uzaylar
[2], Topolojik uzaylar [3] ve Diizgiin uzaylar [4] gibi cok sayida soyut yapiya da temel

olusturmustur.

1912 de Brouwer, R”" iizerindeki bir kapali yuvardan kendisine giden herhangi bir
stirekli doniigtimiin bir sabit noktaya sahip oldugunu gostermistir. 1922 de ise Polonyali
matematik¢i Stefan Banach [5] doktora tezinde "Daralma (Biiziilme) Teoremi" olarak da
bilinen sabit nokta teoremini ispatlamig ve bdylece sabit noktanin varligi hakkindaki
en kullanigh ve en kolay sonuglardan birini ortaya koymustur. Sabit nokta teorisi
diferansiyel ve integral denklemlerin ¢oziimiiniin varligini ve tekligini arastirmak amaciyla
da kullanilmaktadir. Bu pratik sonuglar1 sebebiyle sabit nokta teorisi giiniimiizde
tip, haberlesme (telekomiinikasyon, interpolasyon, ekstrapolasyon, quantizer tasarlama,
sinyal sentezleri, filtre sentezleri) ve ekonomi olmak iizere daha bir ¢ok alana siklikla

uygulanmaktadir.

Metrik uzaylar iizerinde taniml fonksiyonlara iligskin en ilgi uyandiran teoremlerden birisi
"Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremi" dir [5]. Bu teoremden esinlenen Ciric [6], Dass ve
Gupta [7], O’Regan [8, 9] ve Berinde [10, 11] gibi cok sayida bilim adami farkli biiziilme
doniisiimleri sunarak sabit nokta teoremlerine farkli bir boyut kazandirmistir. Sabit nokta
teorisi tizerindeki arastirmalar sonucunda bazi yeni sabit nokta teoremleri elde edilirken
bazilarinda ise daha Once verilen sabit nokta teoremlerinin genellestirilmis durumlar ifade
edilmistir. Matematikciler bu arastirmalarda sabit noktanin varligini ve tekligini garanti

eden sartlar elde etmeye ¢alismiglardir. Sabit nokta teoremlerinin ¢alisildig1 genellestirilmis



metrik uzaylara bulanik metrik uzaylar [12], kismi metrik uzaylar [13], b-metrik uzaylar
[14], G-metrik uzaylar [15], konik metrik uzaylar [16], kismi b-metrik uzaylar [17],
D-metrik uzaylar [18] ve genellestirilmis b-metrik uzaylar [19] 6rnek olarak verilebilir. Bu

genellestirmeler cogunlukla iki nokta arasindaki uzaklig: temel alir.

Son yillarda Azam ve dig. [20] metrik fonksiyonun deger kiimesini C alarak kompleks
degerli metrik kavramini tanimlamig ve bazi sabit nokta teoremleri elde etmistir. Azam
ve dig.tarafindan "(X,d) bir tam kompleks degerli metrik uzay olsun. 6 + ¢ < 1 olacak
sekildeki &, it negatif olmayan reel sayilar i¢in asagidaki sarti saglayan S,7 : X — X

doniisiimleri alinsin:

d(x,Sx)d(y,Ty)

Vx,y € X igin d(Sx,Ty) 3 &d(x,y) +u 1+d(x,y)

Bu takdirde, S ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir." seklinde ortaya konulan teorem
kompleks degerli metrik uzaylarda bazi biiziilme kosullarini saglayan doniisiimlerin ortak
sabit noktaya sahip oldugunun gosterilmesi bakimindan temel olusturmaktadir. Daha sonra
pek cok yazar tarafindan bu uzaylar iizerinde cesitli sabit nokta sonuglar1 elde edilmistir.
Rouzkard ve dig. [21], Azam ve dig. [20] nin sonuglarint genellestirerek bazi sabit nokta
teoremleri vermistir. Ahmad ve dig. [22] bir kapal1 yuvar iizerinde rasyonel ifadeleri
saglayan doniisiimler yardimiyla bu uzaylar iizerinde sabit nokta teoremleri arastirmistir.
Daha sonra, Rao ve dig. [23] hem b-metrik uzaylarin [14] hem de kompleks degerli metrik
uzaylarin bir genellemesi olan kompleks degerli b-metrik uzaylar1 tanitmis ve ¢esitli sabit
nokta sonuglar1 elde etmistir. Kompleks degerli metrik uzaylar tizerindeki sabit nokta
calismalar1 daha bircok matematikgi tarafindan yapilmakta olup bu alandaki calismalar

biiytik bir hiz kazanmaktadir [24, 25, 26, 27, 28, 29, 30].

Bu calismada 6ncelikle metrik uzaylarla ilgili temel tanim ve teoremler arastirtlmigtir. Daha
sonra Banach Sabit Nokta teoremi ispat edilmistir. Ayrica kompleks degerli metrik uzay ve
kompleks degerli b-metrik uzay tanimlar1 verilmistir. Bunun yani sira, bu uzaylar iizerinde
sabit nokta teoremlerini inceleyen bazi makaleler ¢alisilmigtir. Son olarak kompleks degerli

b-metrik uzayda bazi sabit nokta teoremleri elde edilerek 6zgiin bir calisma yapilmstir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Metrik Uzaylar Uzerine Temel Kavramlar

Tanmm 2.1. [31] X bostan farkli bir kiime olsun. Asagidaki aksiyomlar1 saglayan d :
X x X — R fonksiyonuna X iizerinde bir metrik denir. (X,d) ikilisine de bir metrik uzay

denir.

M1) Her x,y € X i¢in 0 < d(x,y),

0= x=y,
d
<d

Y X)

(M1)

(M2) Her x,y € X i¢in d(x,
(M3) )

(M4) x,2) +d(z,y).

(
y)
M3) Her x,y € X i¢in d(x,y) = d(
M4) Her x,y € X igin d(x,y) < d(
Her (x,y) € X x X ikilisinin d fonksiyonu altindaki goriintiisiine x ile y arasindaki mesafe
denir. (M1) aksiyomu bu mesafenin negatif olamayacagini ifade eder. (M2) aksiyomu
birbirine esit iki nokta arasindaki mesafenin sifir oldugunu, (M3) aksiyomu ise x noktasinin
y ye uzaklig1 ile y noktasinin x e uzakhiginin esit oldugunu gosterir. Uggen esitsizligi olarak
bilinen son aksiyom ayn1 dogrultuda olmayan ii¢ farkli noktanin bir ticgen belirttigini ve

bu ticgende iki kenar toplaminin iigiincii kenardan daima biiyiik oldugunu ifade eder.

Ornek 2.2. [31] X = R olsun. Her x,y € R icin d(x,y) = |x — y| seklinde tanimlanan
d:X xX — R" doniisiimii X iizerinde bir metriktir. Bu metrige R iizerinde aligilmis

metrik denir.

Tamim 2.3. [31] (X,d) bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun. Eger her € > 0
reel sayisina karsilik n > ng 6zelligindeki her n dogal sayist i¢in d(x,,x) < € olacak sekilde
bir ng € N varsa {x, } dizisi x € X noktasina yakinsaktir denir ve /im,,_,cx, = X veyan — oo

iken x,, — x seklinde gosterilir.

Tamim 2.4. [31] (X,d) bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun. Eger her € > 0
reel sayisina karsilik her n,m > ngy dogal say1st i¢in d(x,,x,) < € olacak sekilde bir ng € N

sayist varsa {x, } dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tanmm 2.5. [31] (X,d;) ve (Y,d,) iki metrik uzay, f : (X,d;) — (Y,d>) bir doniisiim ve
a € X olsun. Eger her € > 0 sayist i¢in d; (x,a) < 0 iken da(f(x), f(a)) < € olacak sekilde



bir 6 > 0 sayis1 varsa f doniisiimiine a noktasinda siireklidir denir. Eger f doniigiimii X in

her noktasinda siirekli ise f doniisiimiine X iizerinde siireklidir denir.

Onerme 2.6. [31] {x,} ve {y,}, (X,d) metrik uzayinda iki dizi olsun. Eger lin,, ,ox, = x

ve limy ey =y i8€ limy_yeod (X, yn) = d(x,y) olur.

Onerme 2.7. [31] (X,d) metrik uzayindaki yakinsak bir dizinin her alt dizisi de yakinsaktir

ve ayni noktaya yakinsar.

Teorem 2.8. [31] (X,d) metrik uzayindaki yakinsak her {x,} dizisi bir Cauchy dizisidir.

Ispat. {x,} (X,d) uzayinda yakinsak bir dizi olsun. Bu durumda x, — x olacak bigimde
bir x € X vardir. Buradan, her &€ > 0 sayisina kargilik her m,n > ng i¢in d(x,,x) < § ve

d(xm,x) < § olacak sekilde bir ng dogal sayis1 bulunur. Ucgen esitsizliginden
d(xXn,xm) < d(xy,%) +d(x,xp) < €

elde edilir. O halde {x;} bir Cauchy dizidir. O

Tanim 2.9. [31] Bir (X,d) metrik uzaymdaki her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya

yakinsiyor ise bu uzaya tam metrik uzay denir.

Ornek 2.10. [32] X = N dogal sayilar kiimesi iizerinde, her m,n € N igin

ile tanimli d : X x X — R metrigi alinsin. Bu durumda (X, d) metrik uzay1 tam degildir.

Tanm 2.11. [32] (X,d) bir metrik uzay, xo € X ve r > 0 bir reel say1 olsun. Bu takdirde,

B(xo,r) ={x€X :d(x,xp) <r}

kiimesine xo merkezli r yaricaph agik yuvar,

D(xo,r) ={x€X :d(x,x0) <r}

kiimesine xo merkezli r yaricaplh kapali yuvar,

S(xp,r) ={xe X :d(x,x0) =r}

4



kiimesine de xop merkezli r yaricapli yuvar yiizeyi denir.

Teorem 2.12. [32] Metrik uzayda yakinsak bir dizinin limiti tektir.

Ispat. (X,d) bir metrik uzay ve {x,} de bu uzayda bir dizi olsun. {x, } dizisinin birbirinden
farkli x,y € X noktalarina yakinsadigi kabul edilsin. Bu takdirde € = @ olmak iizere
B(x,€)NB(y,€) = ¢ dir. Gergekten de z € B(x, &) NB(y, &) olacak sekilde bir z € X noktasi

oldugu varsayilsin. Buradan d(x,z) < € ve d(y,z) < € olur. Dolayisiyla
d(X,y) < d<x7z> _I_d(Z,y) <eE+e=2¢

elde edilir. Bu ise 2€ = d(x,y) olmasiyla celigir. Buradan B(x, &) N B(y, &) = ¢ olur. Diger
taraftan {x,} dizisi x noktasina yakinsadigindan her n > ng sayisi i¢in x,, € B(x, €) olacak
sekilde bir ng € N vardir. Benzer sekilde {x, } dizisi y noktasina yakinsadidindan her n > n;
say1s1 i¢in x,, € B(y, €) olacak sekilde bir n; € N vardir. Bu durumda her n > maks{no,n; }
i¢in x,, € B(x,€) N B(y, €) olur. Buise B(x, &) NB(y, ) = ¢ olmasiyla celisir. Boylece {x;, }

dizisi tek bir noktaya yakinsar. [
2.2. Sabit Nokta Kavrami ve Banach Biiziilme Prensibi

Tamm 2.13. [10] X bostan farkli bir kiime ve T : X — X bir doniisiim olsun. Eger T'x = x
olacak sekilde bir x € X noktas1 varsa bu noktaya 7 doniisiimiiniin bir sabit noktas1 denir.
Bu durumda 7'x = x denkleminin ¢6ziimleri 7" nin sabit noktalaridir. 7 doniigtimiiniin tim

sabit noktalarinin kiimesi F(T') ile gosterilir.

Ornek 2.14. X = R olsun. Tx = x> + 3x + 1 olacak sekildeki T : X — X doniisiimii icin
F(T)={-1}dir.

Ornek 2.15. X = R olsun. Tx = x° olacak sekildeki 7 : X — X doniisiimii icin F(T) =
{~1,0,1} dir.

Tanm 2.16. [33] (X,d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniigiim olsun. Her x,y € X ve

X # yicin,
d(T(x),T(y)) < aud(x,y)

sartin1 saglayan bir o > O reel sayis1 varsa 7' doniisiimii Lipschitz kosulunu sagliyor denir.



Tanim 2.17. [33] (X,d) bir metrik uzay ve T : X — X dontisiimii Lipschitz kosulunu
sagliyor olsun. d(T(x),T(y)) < o d(x,y) esitsiziginde a € [0,1) olmasi halinde T

doniisiimiine biiziilme doniisiimii denir.

Teorem 2.18 (Banach Biiziilme Prensibi). [5] (X,d) bir tam metrik uzay ve 7 : X — X
bir biiziilme doniisiim olsun. Bu durumda 7' dontisiimii (X,d) uzayinda bir tek sabit

noktaya sahiptir.

Ispat. Keyfi bir xo € X noktas1 alinsin.
Txy—1=x,, ne{l,2,3,..}

olacak sekilde bir {x,} dizisi tanimlansin. Simdi {x,} dizinin bir Cauchy dizisi oldugu

gosterilsin. 7" bir biiziilme doniisiimii oldugundan,

d()Cz,xl) = d(Txl,TX()) < ad(xl,xo)

d(x3,x2) =d(Txp, Tx1) < ad(x2,x1) < a*d(x1,x0)

d(xpi1,xn) < a’d(xy1,x0)
elde edilir. m > n olmak iizere her m,n € N icin,

d(xp,xpm) <d(XpXm—1) +d(Xm—1,Xm—2) + ... +d(Xpn41,%,)

< (@™ a4 4 a™)d(xy,x)

=a" (" o2 4 1)d (x1,x0)
an

<

T l-o

d(x1,x0)

esitsizlikleri bulunur. 0 < o < 1 oldugundan /im,_,..0" = 0 ve bundan dolay1 {x, } dizisi
bir Cauchy dizisidir. (X,d) uzay1 tam oldugundan {x,} dizisi bir xy € X noktasina yakinsar.

Simdi xp noktasinin tek bir sabit nokta oldugu gosterilsin.

d(Txp,x0) < d(Txp,x,)+d(xp,x0)
=d(Txo0,Txy—1) +d(x,%0)

< ad(xp,xn—1) +d(xn,X0)

6



olur. Buradan n — o iken d(Txp,xo9) = 0 olur; yani Txg = xo bulunur. Son olarak bu
noktanin tekligi gosterilsin. Bunun i¢in xo # yo ve Tyg = yo olacak bi¢imde bir yg € X

noktasinin var oldugu kabul edilsin.

d(x0,y0) = d(Txo,Tyo) < ad(xo,y0)

elde edilir. Bu durum 0 < o < 1 olmasiyla celisir. Boylece ispat tamamlanir. 0



3. KOMPLEKS DEGERLI METRIiK UZAYLARDA ORTAK SABIT
NOKTA TEOREMLERI

Ik olarak, kompleks degerli metrik uzaylara iliskin temel tanimlar ve sabit nokta

teoremlerinin ispatinda kullanilacak olan iki 6nemli lemma verilecektir.

C bir kompleks sayilar kiimesi ve z1,z € C olsun. C kiimesi iizerinde asagidaki sartlar

saglayan bir = kismi siralama bagintist tanimlansin.
21322 & Re(z1) < Re(z) ve Im(z1) < Im(zp)

Diger bir deyisle, asagidaki kosullardan birisinin saglanmasi z; = zo oldugu sonucunu
ortaya cikarir:
(i) Re(z1) = Re(z2) ve Im(z1) < Im(z22),
(ii) Re(z1) < Re(zz) ve Im(z1) = Im(22),
(iii) Re(z1) < Re(z2) ve Im(z1) < Im(z2),
(iv) Re(z1) = Re(z2) ve Im(z1) = Im(z2).
Bu ¢alisma boyunca (i), (ii) ve (ii1) kosullarindan birisi saglanirsa z; ,j 7o ve sadece (iii)
kosulu saglanirsa z; < zp yazilir. Ayrica,
03z 322 = |al <z

71 322 ve 22 <73 = 71 <23 [20].

Tamm 3.1. [20] X bostan farkli bir kiime olsun. Asagidaki aksiyomlar1 saglayan d :

X x X — C dontisiimiine X iizerinde bir kompleks degerli metrik denir.

(CM1) Her x,y € X i¢in 0 2 d(x,y),
(CM2) Her x,y € X igin d(x,y)
(CM3) Her x,y € X i¢in d(x,y)
( y)

Oex=y,
d(y,x),
2 d(x,z) +d(z,y).

CM4) Her x,y € X i¢in d(x,
O halde (X,d) ikilisine bir kompleks degerli metrik uzay denir.
Tamim 3.2. [20] (X, d) bir kompleks degerli metrik uzay ve {x,} X tizerinde bir dizi olsun.

0 < ¢ olmak iizere her ¢ € C sayisina kargilik her n > ng i¢in d(x,, x) < ¢ olacak sekilde bir

ng € N sayisi varsa {x, } dizisi x € X noktasina yakinsiyor denir ve bu durum lim,,_,cox, = X



ile gosterilir. 0 < ¢ olmak iizere her ¢ € C sayisina kargilik her m,n > ng i¢in d(xp,,x,) < ¢

olacak sekilde bir ny € N sayisi varsa {x,} dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Lemma 3.3. [20] (X,d) bir kompleks degerli metrik uzay ve {x,} X iizerinde bir dizi
olsun. Bu durumda, {x,} dizisinin bir x € X noktasina yakinsamasi i¢in gerek ve yeter

kosul limy_ye|d (xn,x)| = O olmasidir.

Ispat. (=) {x,} dizisi bir x € X noktasina yakinsasin. Bir € > 0 reel sayis1 igin

&€ . €
c=—F=+1—F

V2 V2

alinsin. Bu takdirde, 0 < ¢ € C dir. Hipotezden, her n > ng i¢in d(x,,x) < ¢ olacak sekilde
bir ny € N sayis1 bulunur. Buradan, her n > ny i¢in |d(x,,x)| < |c| = € olacak sekilde bir
no € N elde edilir. Boylece, lint,—e|d (x,,x)| = 0 sonucuna ulagilir.

(=) limp—o0ld(xp,x)| = 0 ve 0 < ¢ olmak iizere bir ¢ € C kompleks sayis1 alinsin. Bu
takdirde, bir z € C i¢in

7] <6 = z<c

olacak sekilde bir 6 > 0 reel sayisi vardir. O halde, bu § sayisina kasilik her n > ng i¢in
|d(xn,x)| < & olacak sekilde bir nyp € N vardir. Bu ise her n > ng i¢in d(x,,x) < c olacak

sekilde bir ny € N oldugunu ifade eder. Boylece {x,} dizisi x € X noktasina yakinsar. [

Lemma 3.4. [20] (X,d) bir kompleks degerli metrik uzay ve {x,} X iizerinde bir dizi
olsun. Bu durumda, {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi olmast i¢in gerek ve yeter kosul m € N

olmak iizere limy_,co|d (X, Xp1+m)| = O olmasidir.

Ispat. (=) {x,} dizisi bir Cauchy dizisi olsun. Bir € > 0 reel say1s1 igin

e €
c= E + IE
alinsin. Dolayisiyla, 0 < ¢ € C dir. Hipotez geregince, her n > ng i¢in d(x,,Xp41m) < ¢
olacak sekilde bir ng € N sayisi bulunur. Bu takdirde, her n > ng i¢in |d (x,, Xp+m)| < |c| = €
olacak sekilde bir ny € N elde edilir. O halde, limy, e |d (X, Xp+m)| = 0 olur.
(=) limy—seo|d (Xp, Xntm)| = 0 ve 0 < ¢ olmak iizere bir ¢ € C kompleks sayist alinsin.
Buna gore, bir z € C igin

lz] <6 = z=<c¢



olacak gekilde bir & > 0 reel sayis1 vardir. O halde, bu § sayisina kasilik her n > ng
icin |d(xy,Xn1m)| < 6 olacak sekilde bir ngp € N vardir. Dolayisiyla her n > ng icin
d(Xn,Xn+m) < c olacak sekilde bir nyp € N vardir. Boylece {x,} dizisi bir Cauchy dizisidir.

O

3.1. Sabit Nokta Teoremleri

Teorem 3.5. [34] (X,d) bir tam kompleks degerli metrik uzay olsun. &+ 3 + ¥y < 1 olacak
sekildeki a, B,y negatif olmayan reel sayilar1 i¢in agsagidaki sart1 saglayan S,7 : X — X

doniisiimleri alinsin: Her x,y € X i¢in,

d(x,8x)d(y,Ty) d(x,Sx)d(y,Ty)

<
d(Sx,Ty) 3 ad(x,y) + B 1+d(x,y) Y 1+d(x,y)+d(x,Ty)+d(y,Sx)

Bu takdirde, S ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat. xo € X olsun. (X,d) uzaymda, n = 0,1,2,3,... olmak iizere, xp,:1 = Sxz, ve
Xon4+2 = Txpny1 olacak sekilde bir {x,} dizisi tanmimlansi. Simdi, {x,} dizisinin bir

Cauchy dizisi oldugu gosterilsin.

d(Xon41,X2n42) = d(Sx20, TX241)
(X200, 8%2) d (X2n41, TX2n41)
1 +d(xon,X2n41)
d(x2n,8x20) d(x20 11, TX2n11)
1 +d(x20, %204 1) +d(x20, Tx2n41) +d(X2011,5%21)
(X2n,X2n41) d(X2n41,X2012)
1+d(x2n,X2011)
d(x2p,X2041) d(X2041,X2042)
1 +d(xon,X2n41) +d(X20,X2042) +d (X204 1,X2041)

d
3 od(x2,x2041) + B

+Y

d
3 od(xon,x2041) + B

+7

olur. Bu durumda,

d(x2n,%2m41) 3 14+d(xon,x2041) 2 1+d (X2, X0141) +d (X20, X20n42)

esitsizliklerinden,

10



o
d(X2n+1 7x2n+2) ,'5, md(mmxznﬂ)

dir. Benzer sekilde,

d(xon42,X2n43) = d(X2n43, X2n+2) = d(Sx242, Tx2041)

(2042, Sx2012) d(x2041, TX2n41)
1 +d(x2n12,%0+1)
d(Xon42,8%2042) d(X2041, TX2n41)
1 +d(x2p42,Xn41) +d(X2p42, Tx2p11) +d(X2041,S%2442)
Xon42,X2043) d(X2n+1,X2012)
1+d(xon12,%0+1)
d(X2n+2,X%2043) d(X2n41,X2n42)
1 +d(x2n42,%n+1) +d(X2n42,%2n12) +d (X204 1, X204 3)

d
2 ad(xont2,%m41) + B

+Y

d
S od (x40, X0m41) + B (

+Y

bulunur. Buradan,

d(xon42,Xn+1) S 1+d(xon42,%0n+1) S 1+ d(xon42,X0n+1) +d(X241,%2043)

oldugundan
o
d(X2n+2,%2m43) 3 md (*2n41,%2n42)
elde edilir. Bu ise, i = —5— < 1 olmak iizere,

—B—v

d(Xn+1,X042) T hd(xn, xn41) 3 -0 3 h"+1d(x0,x1)
oldugunu ifade eder. Boylece, m > n olacak sekildeki her m,n € N i¢in

d(xmxm) 2 d(xp,Xng1) +d(xn+1,xn+2) + .. +d(xmfl7xm)

SRR R D (xo,x1)

hn
3 |15t

olur. Bu durumda,
[ (xn )| < 5, 1 (x0,x1)]
esitsizligi saglanir. O halde, lim,_,.h" = 0 oldugundan, Lemma 3.4 geregince, {x,} dizisi

(X,d) uzayinda bir Cauchy dizisidir. (X,d) uzay1 tam oldugundan lim,,_,..x, = u olacak

11



sekilde bir u € X noktasi vardir. Buradan,

d(u,Su) =z 2 d(u,xon12) +d(x2n42,5u)

= d(u,x2p42) +d(Tx2,11,5u)

d(u,Su) d(x2p+1,Tx2n41)
1 +d(xop+1,u)

d(u,Su) d(xani1, Tx2n+1)

1 +d(x2n+1,u) +d(x2n+1,Su) +d(u, TXQn+1)

N ﬁzd(x2n+17x2n+2)
1 +d(XQn+1,u)

2d(X2n+1,%2042)
1 +d(xon41,u) +d(x2n41,5u) +d(u,x2142)

r—\<1 d(u7x2n+2) + ad(x2n+1 ) l/l) + B

+7

2d(u,xon42) + ad(xont1,u)

+Y

oldugundan

12| |d (%2041, %2012)]
1+ |d(x2p11,u)|
|z| |d(x20+1,%2n42)]
1+ |d(x2n41,u) |+ |d (X2nt1,Su) | + |d (1, X2n12)|

|d(u,Su)‘ - |d(u,x2n+2)| + (X\d(xzn+1,u)| + B

+Y

elde edilir.

Boylece, n — oo iken |d(u,Su)| = 0 olur ve (CM2) geregince Su = u elde edilir. Benzer
sekilde Tu = u bulunur. O halde, u noktas1 S ve T doniisiimlerinin ortak sabit noktasidir.

S ve T doniisiimlerinin sabit noktasinin tek oldugunu gostermek icin u # u* olacak sekilde

bir u* € X sabit noktast alinsin. Bu durumda,

d(u,u*) =d(Su, Tu™)
d(u,Su)d(u*,Tu") d(u,Su)d(u*,Tu*)

=< ad *
Io (u,u )'f‘ﬁ 1+d(u,u*) 1+d(u,u*)+d(M,Tu*)+d(u*7S”)

= od(u,u™)

oldugundan (1 — a)|d(u,u*)| <0 ve dolayisiyla d(u,u*) = 0 sonucuna ulagilir. Bu ise
u = u* celiskisine neden olur. Sonug olarak, u# noktas1 S ve T' doniisiimlerinin bir tek ortak

sabit noktasidir. ]

Uyarn 3.6. Yukaridaki teoremde ¥y = 0 alinirsa o zaman bu teorem ile [20, Teorem 4]

cakasir.
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Sonuc 3.7. [34] (X, d) bir tam kompleks degerli metrik uzay olsun. @+ f8 + 7 < 1 olacak
sekildeki o, B,y negatif olmayan reel sayilari i¢in asagidaki sart1 saglayan bir 7 : X — X

doniisiimii alinsin: Her x,y € X icin,

d(x,Tx)d(y,Ty) d(x,Tx)d(y,Ty)

<
d(TxTy) S adtoy) + B = e Y T dtoy) + din Ty) + 0 T)

Bu takdirde, T bir tek sabit noktaya sahiptir.
Ispat. Teorem 3.5 de T = S alinirsa ispat agiktir. [
Sonuc 3.8. [34] (X, d) bir tam kompleks degerli metrik uzay olsun. @+ f3 + 7y < 1 olacak

sekildeki a, 3,y negatif olmayan reel sayilari i¢in asagidaki sart1 saglayan bir 7 : X — X

doniisiimii alinsin: Her x,y € X ig¢in,

d(x,T"x)d(y, T"y) d(x,T"x)d(y, T"y)
1+d(x,y) y1+d(x,y)+d(x,T”y)—|—d(y,T”x)

d(T"x,T"y) 3 ad(x,y) +

Bu takdirde, T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Sonug 3.6 geregince T"p = p olacak sekilde bir p € X vardir. Tp # p oldugu kabul

edilsin. Buradan,

d(Tp,p)= d(TT"p,T"p) = (T"Tp,T"p)

jad(Tp’p)_|_ﬁd(Tp7T”Tp)d(p,T”p) + Y d(Tp.T"Tp)d(p,T"p)

1+d(Tp,p) Tp,p)+d(Tp,T"p)+d(p,T"Tp)
_ (Tp,T"Tp)d(p,p) d(Tp,T"Tp)d(p,p)
- ( ) + ﬁ 14+d(Tp,p) + y]+d(Tp,p)+d(Tp,T”p)+d(p,T”Tp)
= ad(Tp,p)

elde edilir.
0 < a < 1 oldugundan |d(Tp,p)| < o |d(Tp,p)| < |d(Tp,p)| ve bu da bir ¢eligkidir.
Boylece T p = p dir. Dolayisiyla,
Tp=T'p=p
bulunur. O halde T doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir. [

Teorem 3.9. [35] (X,d) bir tam kompleks degerli metrik uzay olsun. S,7 : X — X

doniigiimleri, o € [0,1) olmak iizere, x # y, d(x,Sx) + d(x,y) + d(x,Ty) # 0 olacak
sekildeki her x,y € X i¢in

d(x,8x)d(x,Ty) + [d(x,y)]* +d(x,Sx)d (x,y)

d(Sx, Ty) 3
(Sx,Ty) 3 d(x,8x) +d(x,y) +d(x,Ty)
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sartim1 veya d(x,Sx) +d(x,y) +d(x,Ty) = 0 ise d(Sx, Ty) = 0 sartin1 saglasin. Bu takdirde,
S ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat. xo € X olsun. (X,d) uzaymda, n = 0,1,2,3,... olmak iizere, xp,,1 = Sxz, ve
Xon+2 = Txpny1 olacak sekilde bir {x,} dizisi tammlansin. Simdi, {x,} dizisinin bir

Cauchy dizisi oldugu gosterilsin.

d(x2n+1,%2042)
= d(Sx2,, Tx2541)

<o {d(xzn,szn)d(in, Txops1) + [d(Xon,%2041)]? +d(xzn,SX2n)d(X2n,x2n+1)}
~ d(x2n,Sx20) +d(x20,X2n41) +d (X200, TX2011)
— |:d<x2nux2n+l)d(x2n»x2n+2) + [d(x2m, X2041) ] +d(x2n»x2n+1)d(x2n7x2n+l):|
d(x2p,X0n+41) +d (X0, X2n41) +d (X2, X2042)
d(x2n,X2n42) +2d (X201, X204 1)
d(x2n,%0n+2) +2d(X20,X2041)

= otd(X2n,X2m41) {

= ad(x2n7x2n+l>

elde edilir. Benzer sekilde,

d(x2n7x2n+1)

= d(Sx2,—1,Tx2p)

<o |:d(x2n—lan2n—1)d(x2n—laTxZn) + [d(xZn—17x2n>]2+d(x2n—17sx2n—1)d(x2n—17x2n)}

~ d(x2n—1,8x2n—1) +d(x20—1,%2) + d(x20—1,Tx2,)

_ |:d(x2n17x2n)d(x2n17x2n+1) + [d(x2nlax2n)]2+d(x2n17x2n)d(x2nlax2n):|
d(xon—1,%X2n) +d(X2n—1,%20) +d (X201, %20+1)

d(xon—1,%m+1) + 2d (X2n—1,%21)

d(x2n1,%m+1) + 2d (X2n—1,%21)

= ad(x2n717x2n) {

= otd(x2n—1,%2n)

elde edilir. Dolayisiyla,
d(Xps1,%0) S d(xXy,x,—1) D 02d(x,_1,%,2) 3 ... 30" d(x1,x0)

olur. Boylece, m > n olacak sekildeki her m,n € N icin

d(xmxm> ,_j d(xmxn—l—l) +d(xn+l 7xn+2> +... +d(xm—1 ,xm>

2o+ a4+ o™ d(xy,x0)

[ o } d(x1, %)

l—-«o

A
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olur. Bu durumda,
n

o
’d(xnaxm” < 1 ’d(X(),Xl)’

—o
esitsizligi saglanir. O halde, lim,_,..a" = 0 oldugundan, Lemma 3.4 geregince, {x, } dizisi
(X,d) uzayinda bir Cauchy dizisidir. (X,d) uzay1 tam oldugundan /im,,_,.x, = p olacak

sekilde bir p € X noktasi vardir. Buradan,

d(p,Sp) =z 2d(p,xn42) +d(x2042,Sp)
= d(p7x2n+2) + d<Sp7 TxZn-H)

;5 d(p7x2n—|—2)

fa {d(p,Sp)d(p,TmnH) +[d(p,x2n+1)]? +d(p7Sp)d(p,in+1)}
d(p,Sp) +d(p,xont1) +d(p,Tx2p41)

=d(p,xon+2)

d(p,Sp)d(p,xan+2) + [d(p,x2n11)]? +d(p,Sp)d(p,xzn+1)1
d(p,Sp) +d(p,xoni1) +d(p,x2n12)

va|

oldugu icin,

l2lld (P, xans2)] +|d (P, xon 1) + 2] Id(p,xznml}

zZ| < d X +a
‘ | ‘ (P 2n—|—2)‘ |: |Z_|_d(p,x2n+1)—l—d(l?;x2n+2)|

elde edilir. Boylece, n — oo iken |d(p,Sp)| = 0 olur ve (CM2) geregince Sp = p elde
edilir. Benzer sekilde T p = p bulunur. O halde, p noktast S ve T dOniisiimlerinin ortak
sabit noktasidir.

S ve T doniisiimlerinin sabit noktasinin tek oldugunu gostermek icin p # p* olacak sekilde

bir p* € X sabit noktas1 alinsin. Bu durumda,

d(p,p*) =d(Sp,Tp")
{d(p,Sp)d(p, Tp*)+[d(p,p*)]? +d(p,Sp)d(p,p*)}
d(p,Sp) +d(p,p*)+d(p,Tp*)
o [d(p,p)d(p,p*) + [d(p,p*)]z+d(p,p)d(p,p*)]
d(p,p)+d(p,p*)+d(p,p*)

A

(04

oldugundan |d(p, p*)| < §|d(p,p*)| < a|d(p,p*)| < |d(p,p*)| elde edilir ve bu ise bir
celigkisine neden olur. Sonug olarak, p noktas1 S ve 7" doniistimlerinin bir tek ortak sabit

noktasidir.
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Ikinci olarak, herhangi bir n € N i¢in d(x2,,Sx2,) + d (X210, %2011) + d(x20, Tx211) = 0
oldugunda d(Sxzy,, Txz,+1) = 0 elde edilir. Buradan, xp, = Sxz, = X241 = TX2n41 = Xon42
oldugundan x,,4+1 = Sxp, = x2, dir. Yani k; = SI; = [; olacak sekilde k; ve /1 noktalar1
vardir. Benzer diigiinceyle k, = T'l, = I, olacak sekilde k; ve I, noktalari vardir. d(1,SI;) +
d(l1,l)+d(1;,Tly) =0 oldugundan d(SI;,Tl,) = 0 olur. Buradan, ky = SI} =Tl =k, ve
k1 = Sl; = Sk, elde edilir. Benzer sekilde ky = Tk, dir. k; = ko alindiginda Sk; = Tk, =k

oldugu goriiliir. O halde k; = k, noktas1 S ve 7' doniisiimlerinin bir ortak sabit noktasidir.

S ve T doniistimlerinin sabit noktasinin tek oldugunu gostermek igin ky # kj olacak
sekilde bir k] € X sabit noktas1 alinsin. d(ky,Sky) +d(ky,ky) +d(ki,Tk}) = 0 oldugunda
d(ky,ki) = d(Ski,Tky) = 0 dir. Bu ise kj = k; celiskisine neden olur. O halde S ve T

doniistimlerinin bir tek ortak sabit noktasi vardir. [

Sonug 3.10. [35] (X, d) bir tam kompleks degerli metrik uzay olsun. 7' : X — X doniigiimii,

o € [0, 1) olmak iizere, x # y, d(x, Tx) +d(x,y) +d(x, Ty) # 0 olacak sekildeki her x,y € X

icin

d(x, Tx)d(x,Ty) + [d(x,)]* +d(x, Tx)d (x,y)
d(x,Tx)+d(x,y) +d(x,Ty)

d(Tx,Ty) S o

sartin1 veya d(x, Tx)+d(x,y)+d(x,Ty) =0ise d(Tx,Ty) = 0 sartin1 saglasin. Bu takdirde,

T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Teorem 3.9 de T = S alinirsa ispat aciktir. [
Sonug 3.11. [35] (X, d) bir tam kompleks degerli metrik uzay olsun. 7' : X — X doniigiimii,
o € [0,1) olmak iizere, x # y, d(x,T"x) +d(x,y) +d(x,T"y) # 0 olacak sekildeki her
x,y € X icin

d(x,T"x)d(x,T"y) + [d(x,y)]* + d(x,T"x)d(x,)

d(T"x,T"y) =
(T"x,T"y) Z o d(x,T"x) +d(x,y) +d(x,T"y)

sartin1 veya d(x,T"x) +d(x,y) +d(x,T"y) = 0 ise d(T"x,T"y) = 0 sartin1 saglasin. Bu
takdirde, T bir tek sabit noktaya sahiptir.
Ispat. Sonug 3.10 geregince T"p = p olacak sekilde bir p € X vardir. Tp # p oldugu

kabul edilsin. Buradan,

d(Tp,p)=d(TT"p,T"p)=d(T"Tp,T"p)

~ o [4Tp, T"Tp)d(Tp,T"p) +[d(Tp,p)* +d(Tp, T"Tp)d(Tp,p)
- d(Tp,T"Tp)+d(Tp,p)+d(Tp,T"p)
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d(Tp,TT"p)+d(Tp,p)+d(Tp,T"p)

Y [d(Tp, Tp)d(Tp,p)+1d(Tp,p)* +d(Tp, Tp)d(Tp,p)}
d(Tp,Tp)+d(Tp,p)+d(Tp,p)

o
= — T
2d( p.p)

<ad(Tp,p).

0 < o < 1 oldugundan |d(Tp,p)| < o |d(Tp,p)| < |d(Tp,p)| elde edilir. Bu ise bir
celiskidir. Boylece T p = p elde edilir. Dolayisiyla,

Tp=T'p=p

dir. O halde 7" doniisiimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir. [

Ornek 3.12. [35] X = {0, %,2} kiimesi verilsin ve asagidaki sekilde tanimlanan bir d :

X x X — C doniisiimii olsun.
Va,y € X igin d(x,y) =[x —y|V2e'T = Jr—y|(1+i).

(X,d) nin bir tam kompleks degerli metrik uzay oldugu kolayca goriilir. S,7 : X — X
doniistimii
1 1

S(0) =0, S(3) =0, 5(2) = 5

T(0) =0, T(%) =2,7T(2)=0

seklinde tanimlasin.
Ilk olarak, Teorem 3.9 da x = % ve y =0 almsin. 7(0) =0 ve S(%) =0 dir.

I+

d(Sx,Ty) =03 a(—-)

oldugundan & > 0 olur. Eger O < o < 1 alinirsa Teorem 3.9 un tiim sartlar1 saglanmis olur.

Ikinci olarak, Teorem 3.9 dax =2 ve y = 5 alnsin. S(2) = 3 ve T(3) = 2 dir.

i 3(1+0)

2~ 2

d(Sx,Ty) =
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oldugundan o > % olur. Eger 0 < o < 1 alimirsa Teorem 3.9 un tiim sartlar1 saglanmig
olur.

Son olarak, Teorem 3.9 dax =2 ve y = 0 alnsin. S(2) = 5 ve 7(0) = 0 dur.

14

d(Sx,Ty) = So2(1+10)

oldugundan o > }‘ olur. Eger 0 < o < 1 alinirsa Teorem 3.9 un tiim sartlar1 saglanmis olur.
Bu durumda 0 noktast S ve 7' doniisiimlerinin bir tek ortak sabit noktasidir.

Ornek 3.13. [35] Ornek 3.12 de tammlanan (X,d) tam kompleks degerli metrik uzay:

almsm. 7 : X — X doniigtimii
T(0)=0 T(l)—O T(2)—1
A A 2

seklinde tanimlasin. Ilk olarak, Sonug 3.10 da x = % ve y = 0 alinsin. Bu durumda,

1+
2

d(Tx,Ty) =03 a(—-)

oldugundan o > 0 olur. Eger O < o < 1 alinirsa Sonug 3.10 nun tiim sartlar1 saglanmis
olur.

Ikinci olarak Sonu¢ 3.10 dax =2 ve y = % alinsin. Buradan,

1+ 3(1+1i
a(rx. 1) = T 5 M)

oldugundan o > % olur. Eger 0 < o < 1 alinirsa Sonug 3.10 nun tiim sartlar1 saglanmus
olur.
Son olarak, Sonug¢ 3.10 da x = 2 ve y = 0 alinsin. Dolayisiyla

1+, 20(1+1)

d(Tx,Ty) =

oldugundan o > }1—(1) olur. Benzer sekilde, 0 < o < 1 alinirsa Sonug 3.10 nun tiim sartlari

saglanir. O halde 0 noktas1 7" doniisiimiiniin bir tek sabit noktasidir.
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4. KOMPLEKS DEGERLI h-METRIK UZAYLARDA ORTAK
SABIT NOKTA TEOREMLERI

[lk olarak, kompleks degerli b-metrik uzaylara iliskin temel kavramlar verilecektir.

Tamm 4.1. [23] X bostan farkli bir kiime olsun. Asagidaki aksiyomlar1 saglayan dj, :
X x X — C doniisiimiine X iizerinde bir kompleks degerli b-metrik denir.
CbM 1) Her x,y € X i¢in 0 3 dp(x,y),
) Herx,y € X igin dp,(x,y) =0 & x =y,
) Her x,y € X i¢in dp(x,y) = dp(y,x),
)

CbM4) Her x,y € X i¢in dp(x,y) = s[dp(x,2) +dp(z,y)] olacak sekilde bir s > 1 reel sayisi

O halde (X,d,) ikilisine bir kompleks degerli b-metrik uzay denir.
Uyari 4.2. [23] Yukaridaki tanimda s = 1 alinirsa o zaman bu tanim ile Tanim 3.1 ¢akigir.

Tamim 4.3. [23] (X, d}) bir kompleks degerli b-metrik uzay ve {x,} X iizerinde bir dizi
olsun. 0 < ¢ olmak iizere her ¢ € C sayisina karsilik her n > ng i¢in dp(x,,x) < ¢ olacak
sekilde bir ng € N sayis1 varsa {x, } dizisi x € X noktasina yakinsiyor denir ve bu durum
limy, X, = x ile gosterilir. 0 < ¢ olmak iizere her ¢ € C sayisina karsilik her m,n > ng
icin dp(x,,X,) < c olacak sekilde bir ng € N sayis1 varsa {x,} dizisine bir Cauchy dizisi

denir.

Tanmim 4.4. [23] Bir (X,d;) kompleks degerli b-metrik uzayindaki her Cauchy dizisi

yakinsak ise bu uzaya bir tam kompleks degerli b-metrik uzay denir.

Asagidaki iki lemmanin ispati sirastyla Lemma 3.3 ve Lemma 3.4 iin ispatlarina benzer

sekilde elde edilir.

Lemma 4.5. [23] (X,d,) bir kompleks degerli b-metrik uzay ve {x,} X iizerinde bir dizi
olsun. Bu durumda, {x,} dizisinin bir x € X noktasina yakinsamasi i¢in gerek ve yeter

kosul limy_e|dp(xn,x)| = 0 olmasidir.

Lemma 4.6. [23] (X,d;,) bir kompleks degerli b-metrik uzay ve {x, } X iizerinde bir dizi
olsun. Bu durumda, {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi olmast i¢in gerek ve yeter kosul m € N

olmak tizere limy_,eo|dp(Xp, Xn+m)| = 0 olmasidir.
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4.1. Sabit Nokta Teoremleri

Asagidaki teorem, [20, Teorem 4] iin kompleks degerli b-metrik uzaylara bir

genellemesidir.

Teorem 4.7. [25] (X, d;) bir tam kompleks degerli b-metrik uzay olsun. sA + u < 1 olacak
sekildeki A, negatif olmayan reel sayilari i¢in agagidaki sart1 saglayan S,7 : X — X

doniisiimleri alinsin: Her x,y € X i¢in,

,leb(x, S.X)db(y, Ty)
1 +db(x7y>

dp(Sx,Ty) 3 Adp(x,y) +

Bu takdirde, S ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat. (X,dp) uzayinda xq keyfi noktas1 alinsin. n =0, 1,2,3, ... olmak iizere, x2,,1 1 = Sx2,

ve xpn+2 = Txpn41 olacak sekilde bir {x,} dizisi verilsin. Bu durumda her n € N i¢in

dp(x2n+1,%2n+2) = dp(Sx2n, TX2n11)

pdy(x20, 82, )dp (X2n 11, T X201 1)
1 +dp(x20,%2041)

pdp (X2, X2041)dp (X201 1,X2n+2)
1 +dp(x2n,%20+41)

3 Adp (%20, X2n41) +

= Adp(xon, X2n+1) +

olur. Buradan

Wldp(X2n, X2n41)||dp (X20+1,X2042) |
|14 dp(x2n,%20+1)]|

|d (X201, %2042)| < Aldp(x20,X2n41)| +

dir. ’1 +db(.x2n,x2n+1)| > ‘db(XQn,)Qn_,_l)‘ oldugu i¢in,

|dp (x2n+1,%m42)| < Aldp (%20, X2n41)] + 1|dp (X241, %20+2) |

elde edilir. Boylece

|dp (X2n, X2n+1)]

|dp (X2n-41,%2042)| < I

olur. Benzer sekilde,

|dp(X2n42,%2043)] < |dp(X2n41,%2042)|

l—u
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saglanir. sA +u <1 ve s > 1 oldugundan A + u < 1 olur. Buise 0 = % < 1 olmak

uzere

|dp (X2n41,%2042)| < 8l (x2n, X2n41)| < 82[dpy(xon—1,X2m)| < ... < 8 |djy(x0,x1)]
esitsizligini verir. Buradan, her m,n € N ve m > n igin,

| (xn, Xm) |
< sldp (xn, Xn41) ] + b (Xn+-1,%m)|
< sldp(xn, Xn+1)] +32|db<xn+laxn+2)| +32|db(xn+27xm)|
< sl (s X 1) | 4 5l (Gt 1, % 42) | 48 |y (Gn12,%013) | + 87 dp (043, 0m) |
< sl (n X 1) | 57| (V4 1, X02) | 48l (42, %043 )|
e 82y (3522 | 48"l (2, K1) 8™l (1, 30m)|
< sldp(xn, Xn+1)] +52|db<xn+laxn+2)| +33|db(xn+27xn+3)|

F o R (X3, Xm—2) | " (X2, X 1) | ™" | (i1 Xim)|

bulunur. Dolayisiyla,

| (X, Xm) |
< 58" |dy(x0,x1)| + 578" dy (x0,x1)|

o ST28M 73 dy (xg, x1 )| A 52 dy (x0, x1 )|+ 5™ dy (x0,x1 )|
< 58" dp (xg,x1)| + "1 8" ) (x0,x1)|

+ o A 8383 dy (x0,x1) | 4 5282 dy (x0,x1) | 4 5L dy (x0,x1)|

— 58" |dp (x0,x1)|[1 4+ 58 + (s8)* + ... + (s§)™ "~ 1]
(55)"
1—s56

< |dp, (x0,x1)]

bulunur ki s < 1 olmast sebebiyle n — oo i¢in |dj(xp, X )| — 0 olur. Bu da {x,} dizisinin

bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. (X,d},) uzay1 tam oldugundan lim,,_,..x,, = u olacak

sekilde bir u € X vardir. Bu durumda,
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db(u,Su) =z j Sdb(u,)C2n+2) + Sdb(X2n+2,Su)

= sdp(u,x2012) + sdp(Tx2n1 1, Su)
sudp (u, Su)dp (X241, TX2n+1)
1 +dp(u,x2n41)
spedp (u, Su)dp(Xan+1,%2n+2)
1 +dp(u,x2n41)

3 sdp(u,x2012) +sAdp(u,x0011) +

= sdp,(u,X2n42) + sAdy (U, X2, 1) +

esitsizlikleri bulunur. Boylece, n — oo igin |djp(u,Su)| = 0 ve Su = u elde edilir. Benzer
sekilde Tu = u dur. Bu takdirde, u noktas1 S ve 7" doniisiimlerinin ortak sabit noktasidir.
S ve T dontisiimlerinin sabit noktasinin tek oldugunu gostermek icin u # u™ olacak sekilde

bir u* € X sabit noktasi alinsin. O halde,

dp(u,u*) = dp(Su, Tu™)
wudp(u, Su)dy(u*, Tu*)
[+ dy (u,10%)

r—'j )Ldb(l't?u*) g

< db(uvu*)

olur. Bu durumda |dp,(u,u*)| < |dp(u,u*)| elde edilir. Bu ise bir celigkidir. Sonug olarak, u

noktasi S ve 7" doniisiimlerinin bir tek sabit noktasidir. [

Sonug 4.8. [25] (X,d,) bir tam kompleks degerli b-metrik uzay olsun. sA + u < 1 olacak
sekildeki A, u negatif olmayan reel sayilari i¢in asagidaki sart1 saglayan bir 7 : X — X

doniigtimii alinsin: Her x,y € X i¢in,

pdy(x,Tx)dy(y, Ty)

dy(Tx,Ty) 3 Ad,
b( X, y)N b(x7y)+ 1+db(x,y>

Bu takdirde, T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Teorem 4.7 de S = T alimirsa ispat agiktir. [

Sonug 4.9. [25] (X,d,) bir tam kompleks degerli b-metrik uzay olsun. sA + u < 1 olacak
sekildeki A, u negatif olmayan reel sayilar1 i¢in asagidaki sart1 saglayan bir 7 : X — X

doniigtimii alinsin: Her x,y € X i¢in,

pdy(x, T"x)dp(y, T"y)

dy(T"x,T"y) 2 Ad,
b( X, y)N b(xvy)+ 1+db(x,y)
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Bu takdirde, T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Sonug 4.8 den T"u = u olacak sekilde bir u € X vardir. Tu # u oldugu kabul edilsin.

Boylece,

dp(Tu,u) = dp(TT"u, T"u) = dp(T"Tu, T"u)
wdp(Tu, T"Tu)dy(u, T"u)
1 +dp(Tu,u)
wdy(Tu, T"Tu)dp(u,u)
1 +dp(Tu,u)

S Adp(Tu,u) +

j ldb(Tua u) +

= ldb(Tu,u).

elde edilir. Dolayisiyla, |dp(Tu,u)| < A|dy(Tu,u)| < |dp(Tu,u)| olur ki bu bir ¢eligkidir.

Bu durumda Tu = u olur, yani 7 doniisiimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir. [

Ornek 4.10. [25] X = C verilsin. z; = x| 4 iy ve 2o = x» +iy> olmak iizere dj, : X x X — C
doniisiimil

dy(z1,22) = |x1 — 22> +ily1 — 32/
seklinde tanimlansin. (X,d},) uzayinin bir tam kompleks degerli b-metrik uzay oldugunu

gostermek i¢in (ChbM4) sartinin saglandigint gostermek yeterlidir. z1,22,z3 € X verilsin.

Bu durumda,

dp(z21,22) = |x1 — x> +ily1 — 2|
= o1 —x34+x3 =0 +ily1 —y3 +y3 —y2f
2 xp — ;3P 4 v — x| 2+ 2xp — x3]|x3 — X0
+illyr — 3>+ [ys — yal* + 2y = yllyz — yal]
2 —xa2 [ — P — x4 e —x
+illyr —ya* + lys = y2 I+ [y1 = y31> + [y3 — 32/
=2[lxy —x3* + [x3 —x2 + iy — y3 > +ilys — ya ]

=2[dp(z1,23) +dp(23,22)].

elde edilir. O halde s = 2 dir.
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Simdi, z = x + iy olmak lizere asagidaki sekilde tanimlanan bir 7 : X — X doniisiimii

verilsin. )
0, x,y €Q,
2, xeQyeQ,
T(z)=T(x+iy) =
2i, xeQyeqQs,
| 2+2i, xeQ,yeQ-.

x= % ve y =0 alinsin. A € [0, 1) oldugundan

1
db(Tx7 Ty) = db(TE7 TO)

= d)(2,0) =4
1

1
= A— = Adp(—,0
2 b( T’ ) +
bulunur. Fakat n > 1 i¢in 7"z = 0 oldugu dikkate alinirsa, 24 + p < 1 olacak sekildeki

tim A, u > 0 reel sayilar1 ve her x,y € X i¢in

pdy(x,T"x)dy(y, T"y)

dp(T"x,T"y) =0 =2 Adp(x,y) +

elde edilir. Bu durumda Sonug 4.9 daki tiim sartlar saglanmis olur. Boylece 0 noktast T

doniisiimiiniin bir tek sabit noktasidir.

Teorem 4.11. [26] (X,d;) bir tam kompleks degerli b-metrik uzay olsun. sA +su < 1
olacak sekildeki A, u negatif olmayan reel sayilari i¢in asagidaki sart1 saglayan bir 7T :

X — X doniigiimii alinsin: Her x,y € X ig¢in,

Ad?
db(Txv Ty) N b(x,y)

b iy (y, T

Bu durumda, T doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat. (X,d),) uzayimda xo keyfi noktasi alinsin. x,,.1 = Tx, olacak sekilde tanimlanan

{x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu gosterilsin.

dp(x2n+1,X2n42) = dp(Tx2, TX241)

Ad2 (xXan, %00 +1)
~ 1 +dp(x2m, %2041

) + pdp (X201, Tx2041)
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_ Ad2 (Xan, %00 +1)
1+dp (x2nax2n+1

] + udp(Xon41,%2m42)

olur. Buradan,

Aldp(x2n,%2041) | |dp (X200, X2n41) |
|1 +db(x2n,)€2n+1)|

|dp (X241, %2m42)| < + pldp (X241, X2n+2)]

elde edilir. |1 4 dp(x24,X20+1)| > |dp (X211, X20+1)| 0ldugundan,

\dp (X241, X2n+2) | < Aldp(X2n,X2n+1) | + | dp(X20+1,X2042) |

bulunur. Boylece,

|dp (x2n41,%2m42)| < |dp, (X2n, X2n+1)]

I—u

olur. Benzer sekilde,

A
|dp (x2n+2,%2n43)| < - |dp (X201, %2n42)]

elde edilir. sA + sy < 1 ve s > 1 oldugundan A + u < 1 olur. Buise 0 = % < 1 olmak

uzere,

\dyy (X211, %20 2)| < 8|dp(x2n,X2011)| < 82|y (x2n—1,%20)| + ... + 8" dp (x0,x1)|

olur. m > n olmak iizere her m,n € N i¢in,

|dp (X, Xm) |
< sldp (Xns Xni1) + 8| (Xng1,%m ) |
< sldp (X X 1)| 4 87| dp (X1, X0 42) | 87 |dp (X2, %)
< sldy (ns X4 1) | 4 57| (n 1, Xn42) | + 5 |dp (X2, Xn3) |+ 8° | (X3, %m)|
< s|dp (Xn, Xn+1)] +S2|db<xn+17xn+2)| +33|db(xn+27xn+3)|
+ o A2 (3 X)) | 5™y (2, X 1) | 4 S d (15 X )|
< s1dp (X, X1 + 5% [dp (Xt 1,%042) |+ 5°|db (X2, Xn13)|

STy (o3, X 2) | ST dy (2 X 1) | A 5™ (X1, Xm) |
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bulunur. Buradan,

| (X, Xm) |
< 58" |dp(x0,x1)| +5>8" ! |dp(x0,x1)]

oA T2 dy (x0, 1) | 4 L2 d (x0, x1) |+ 8™ | d (x0, x1)|
< 58" dy (x0,x1)| + 518" | d)y (x0, x1)|

oA 5383 dy (x0,x1) | 4 5™ 282 dy (x0,x1)| 4+ 5™ L dy (x0,x1)|

= 5"8"|d (x0,x1)|[1 + 56 + (s8)> + ... + (s8)™ " 1]
(s6)"

<
~—1—s0

|dp, (x0,21)]

elde edilir. Boylece n — o igin, s6 < 1 oldugundan,

dp(xp,xm)| — 0 olur. Yani {x,}
dizisi bir Cauchy dizisidir. (X,d}) uzay1 tam oldugundan lim,,_,..x,, = u olacak sekilde bir
u € X vardir. Simdi |dj(u, Tu)| = |z| > 0 olacak sekilde bir z € X oldugu kabul edilsin. Bu

durumda,

z2=dp(u,Tu) 3 sdp(u,Xan+2) + sdp(x2n+2, Tu)

= sdp,(u,x2n42) + sdp(Tx2p41,Tu)

s?Ldg (xX2n+1,u)
1 +dp(x2n41,u)

3 sdp(u,x242) + + sudy(u, Tu)

esitsizlikleri elde edilir. Boylece

sA|d7 (xons1,u))|
|1 —|—db(X2n+],1/l)|

2| = |dp(u, Tu)| < s|dp(u, x2n42)| + +su|dp(u, Tu)|

olur. n — oo oldugunda |z| = |dp(u, Tu)| < su|dy(u, Tu)| < |dp(u, Tu)| elde edilir. Bu ise
bir ¢eligkidir. O halde |z| = 0 oldugundan Tu = u olur. Son olarak 7' doniisiimiiniin bir tek

sabit noktasi oldugu gosterilsin. #* Tnin bagka bir sabit noktas1 kabul edilsin. Bu durumda

Ad2 *
dp(u,u*) = dp(Tu, Tu™) 3 ACLY)

————— + udy(u*, Tu"

olur. Buradan,

Aldp(u,u”)||dp(u,u”)|
’1 +db(u7u*)‘

|db(1/l,l/t*)| r'\_<./ +‘Ll|db(u*,TI/t*)|
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elde edilir.

|1+ dp(u,u™)| > |dp(u,u™)|

oldugu i¢in

d(at,)| < Ay (,0%)] 4+ aldy(a”u*)] = Al (at, )|

sonucuna ulasilir. Bu da bir celigkidir. Yani u noktas1 7" doniisiimiiniin bir tek sabit

noktasidir. O]

Sonug 4.12. [26] (X, d},) bir tam kompleks degerli b-metrik uzay olsun. sA +su < 1 olacak
sekildeki A, u negatif olmayan reel sayilari i¢in asagidaki sart1 saglayan bir 7 : X — X

doniigtimii alinsin: Her x,y € X i¢in,

_ Ady(x.y)

dy (T, T"y) < 22 5Y)
b = 1 +dp(x,y)

Bu durumda, T doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Teorem 4.11 den T"u = u olacak bigimde bir u € X vardir. Tu # u oldugu kabul

edilsin. Buradan,

dp(Tu,u) = dp(TT"u, T"u) = dp(T"Tu, T"u)

- Ad? (Tu,u)

—_— dp(u, T"
~ 1+db(TM,M) +|u“ b(l/l, l/l)

elde edilir. Dolaysiyla,

Ald? (Tu,u)|
dp(Tu,u)| < —L= 2720 4 yldy(u,u
| ( )| < 1+ dp(Tu, )| tldp(u,u)l
bulunur.
|1 +db(TM,M)| > |db(TI/t,I/t)|
oldugundan

|dp(Tu,u)| < A|dy(Tu, u)l

sonucuna ulasilir ki bu bir celigkidir. O halde Tu = u olur, yani T doniisiimiiniin bir tek

sabit noktas1 vardir.
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5. KOMPLEKS DEGERLI /-METRIK UZAYLARDA BAZI YENI
SABIT NOKTA SONUCLARI

Bu béliimde, daha once verilen bazi sabit nokta teoremleri genellestirilerek yeni sabit
nokta teoremleri elde edilecektir.
Ilk olarak, asagidaki teoremde gosterildigi gibi, Teorem 3.5 in kompleks degerli b-metrik

uzaylara bir genellemesi yapilacaktir.

Teorem 5.1. (X,d,) bir tam kompleks degerli b-metrik uzay olsun. sa + 8 + v < 1 olacak
sekildeki o, B3, ¥ negatif olmayan reel sayilari igin agagidaki sartlari saglayan S, 7 : X — X

doniisiimleri alinsin: Her x,y € X i¢in,

db(x,SX) db(ya Ty) db(X,SX) db(ya Ty)

dp(Sx, Ty) 3 oudp(x,y) + ™
b(Sx, Ty) b(x,y)+ B T+dp(x,y) YT dy(y) +dy(x, Ty) +dp (v, Sx)

Bu takdirde, S ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat. xo € X olsun. n € {0,1,2,3,...} igin xp, 11 = Sx2, Ve X212 = Tx2,1 1 olacak sekilde
X deki elemanlardan olusan bir {x, } dizisi tanimlansin. Simdi, {x, } dizisinin bir Cauchy

dizisi oldugu gosterilsin.

dp(Xon+1,X2n+2) = dp(Sx20, TX20+1)

(X2n,8x24) dp (X204-1, TX2n41)
1 +dp(x20,%2041)
dy,(Xon,Sx24) dpy(X2n41, TX2n 1)
L +dp(xon, X2n41) +dp(x20, Tx2n41) +dp(X2n41,5%2,)
X205 X2n41) dp (X204 1,X2042)
1 +dp,(x20,%2041)
dp(x20,%2n41) dp(X2041,X2042)
1+ dp(x2n, X2n41) + dp (X201, X2042) + dp(X204-1,X2041)

d
3 odp(xon,x2n11) + B b

+Y

d
j adb(XZnax2n+1) +B b(

+7

bulunur. Buradan,
dp(xon,%2m11) D 1 +dp(x2n,X0n41) S 1+ dp(x2n, X2041) + dp (X2, X2042)

esitsizliklerinden,

o
dp(X2n41,%2n+2) T mdb (%20, %20+1)-
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olur. Benzer islemler yapilirsa,

dp(x2042,%20+3) = dp(X2043,%20+2) = dp(Sx2p42, Tx204+1)

dy(x2n12,S%2442) dp(X2041, TX2n41)
1 +dp(x2042,X2011)
dp(X2n+2,8%2012) dp(X2n+1, TX2041)
1 +dy(x2n12,%20+1) +dp (X202, Tx2011) + dp(X2041,5%2042)
dp(X2n+2,X2013) dp(X2n11,X2n42)
1 +dp(x2n12,X2041)
dyy(x2n12,%2043) dp(X2n41,X2042)
1 +dp(x2n12,%20+1) +dp (X202, X2042) + dp (X201 1,%2043)

2 adp(xon42,Xn41) + B

+7

3 ody(x2n42,%2041) + B

+7

elde edilir. Bu durumda,

dp(xon42,Xn+1) 3 1+ dp(x2n12,Xn41) 2 1+ dp(X2n42,X2n+1) + dp(X2n+1,X20+43)
oldugundan
a
dp(Xont2,X2m43) 3 mdb (X241, X20+2)

dir. Dolayisiyla, h = % olmak iizere,

db(xn+1,xn+2) j hdb(xn,xnﬂ) j j h"+1db(xo,x1)
saglanir. Buradan, m > n olacak sekildeki her m,n € N i¢in

dp (X0, Xm) = 8dp(Xp,Xn11) + dp(Xnt1,Xm)

A

2 2
sdp(Xn, Xn 1) +5°dp(Xnt1,Xn12) +57dp(Xn12,Xm)

1N

( )
( )

sclp (X, X1 1) + 57 dp (X1 1,%n12) + 5 dp (X042, X0 13) + 5 dp (Xn 1.3, %m)
( )

A

P 3
sdp (X, Xnt1) +5°dp (X 1,X042) + 57 dp(Xn12,X043)

+...+ Sm_n_ldb (Xm—2,%m—1) + 5" "dp(Xm—1,%m)
elde edilir. Boylece,

dp(Xn,Xm) = sh™dp(x0,x1) + szh"Hdb(xo,xl) + s3h"+2db(xo,x1)
F oS 2 (x0, x1) 4 SR N (x0, x1)
2SRy (x0,x1) + 5" R dy (g, x1 ) + 82 Rd (x, 1)

+... +sm*2hm*2db(x0,x1) —I—Smilhmildb()c(),xl)
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= (sh)"dp(x0,x1)[1 +sh + (sh)? + ...+ (sh)" "]
(sh)"

-<
~1—sh

dp(x0,x1)

olur. Bu durumda,

[y (onr5m)] < T4 1 (x0,31)|
esitsizligi saglanir. O halde, limy,_,(sh)" = 0 sebebiyle, Lemma 3.4 den, {x,} dizisi
(X,dp) uzayinda bir Cauchy dizisidir. (X,d)) uzay1 tam oldugundan lim,_..x, = u olacak

sekilde bir u € X noktasi vardir. Bu takdirde,

dp(u,Su) =z 3 sdp(u,x2042) + sdp(X2n+2,Su)

= sdp(u, x2112) + 5dp(Tx2n11,Su)

(u,Su) dp(x2n+1,TX2n11)
1 +dp(x2n+1,u)

d
= sdp(u,x0n12) + s0dp(x2n41,u) + s B b

dy,(u,Su) dp(x2n+1, TX2041)
1 +dp(x2n11,u) +dp(x2041,Su) +dp(u, Tx2n1 1)
zdp(X2n11,%2112)
1 +dp(x2n41,u)

+ 8y

;5 sdb(u,x2n+2) + SOCdb(X2n+1,u> + Sﬁ

zdp(X2n41,X2042)
+ sy
1 +dp(x2n+1,u) +dp(x2n+1,Su) + dp (U, x2042)

oldugu gerceginden asagidaki durum bulunur:

12| |dp(X2n+1,%20+2)]

dp(u,Su)| < s|dp(u,x + soe|dp(x Ju)|+ s
\dp(u,Su)| < s|dy,(u,x2012)| \dp(x2n41,u)| + sB TR AT

2| |dp(x2n41,X2n+2)|
|14+ dp(xon+1,u) +dp (X241, S5u) + dp (1, %242)|

+ sy

Boylece, n — oo iken |dj(u, Su)| = 0 olur ve (CbM2) den Su = u elde edilir. Benzer sekilde
Tu = u bulunur. O halde, u noktast S ve T doniisiimlerinin ortak sabit noktasidir.
Simdi, S ve T doniisiimlerinin sabit noktasinin tek oldugu gosterilsin. Bunun icin u # u*

olacak sekilde bir u* € X sabit noktast alinsin. Bu durumda,

dp(u,u™)

= db(Su, Tu*)
(u, Su)dp(u*, Tu*) dp(u,Su)dy(u*, Tu*)
L+ dy (u, ) VT diy Gty )+ diy (u, Ta) + dp (", S)

d
< ody(u,u*) + B2
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= adp(u,u”)

geregince (1 — a)|dp(u,u*)| < 0 ve buradan dj(u,u*) = 0 dir. Bu ise u = u* ¢eligkisine
neden olur. Sonug olarak, u# noktas1 § ve 7" doniisiimlerinin bir tek ortak sabit noktasidir.

]

Sonuc 5.2. (X,dp) bir tam kompleks degerli b-metrik uzay olsun. st + 3 + 7 < 1 olacak
sekildeki «, 3,7 negatif olmayan reel sayilar i¢in asagidaki sart1 saglayan 7 : X — X

doniisiimii alinsin: Her x,y € X ig¢in,

db(xa Tx) db(y7 Ty) db(x7 Tx) db(y7 Ty)

dp(Tx,Ty) = ady(x,y) + +
oI Ty) S ady(y) + B = Y T ey) (. Ty) + dy (. T)

Bu takdirde, T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Teorem 5.1 de T = S alinirsa kolaylikla elde edilir. [l

Sonug 5.3. (X,d}) bir tam kompleks degerli b-metrik uzay olsun. s + 8 + ¥ < 1 olacak
sekildeki a, 3, ¥ negatif olmayan reel sayilari igin asagidaki sarti saglayan bir 7 : X — X

doniistimii alinsin: Her x,y € X icin,

dp(x, T"x)dp(y, T" dp(x, T"x)dp(y, T"
db(T"x,T"y)jadb(x,y)+ﬁ b(xv x) b(y7 y) b<x> x) b(ya y)

+
Trdy(ey) 7 Tdp(y) + ol T7) o0, T)
Bu takdirde, T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Sonug 5.2 den T" p = p olacak sekilde bir p € X vardir. Tp # p oldugu kabul edilsin.

Bu durumda,

dy(Tp,p) = dp(TT"p, T"p) = (T"Tp,T"p)

dy(Tp,T"Tp)dy(p,T"p) dp(Tp,T"Tp)dy(p,T"p)
S ody(Tp,p) + B0 ) T YT dTpp) s do T o Tp) b p T7T7)

_ dy(Tp,T"Tp) dp(p,p) dy(Tp,T"Tp)dy(p,p)
= 0dy(Tp: p)+ B g ) T YT5a(T0.0) 7y (T Tp) 1y (5T T7)

= ady(Tp, p)
olur. 0 < a < 1 geregince |dp(Tp,p)| < o |dp(Tp,p)| < |dp(T p, p)| elde edilir. Bu bir
celiskidir. Dolayisiyla 7' p = p dir. Boylece,
Tp=T'p=p

elde edilir. Buradan 7" doniisiimiiniin bir tek sabit noktas1 oldugu anlagilir. [

31



Asagidaki teorem, kompleks degerli b-metrik uzaylara Teorem 3.9 un bir genellemesidir.

Teorem 5.4. (X,d,) bir tam kompleks degerli b-metrik uzay olsun. S,7 : X — X
donisiimleri, 0 < o < % olmak iizere, x # y, dp(x,Sx) + dp(x,y) + dp(x, Ty) # 0 olacak
sekildeki her x,y € X i¢in

db(x7 Sx)db(x7 Ty) + [db(xay)]z + db(x7 Sx)db(xvy)
db(x,Sx) +db(x7y) +db(x>Ty)

dp(Sx,Ty) S &

sartin1 veya dp,(x,Sx) + dp(x,y) + dp(x,Ty) = 0 ise dp(Sx,Ty) = 0 sartin1 saglasin. Bu
takdirde, S ve T bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat. xo € X olsun. (X,d}) uzayinda, n = 0,1,2,3,... olmak iizere, x2, 11 = Sxz, ve
Xont2 = Txpny1 olacak sekilde bir {x,} dizisi tammlansin. Simdi, {x,} dizisinin bir

Cauchy dizisi oldugu gosterilsin.

dp(Xon+1,X2n+2)

= dp(Sx2n, TX2n41)

< {db (%2, S22 )dp (X2, Ton-41) + [diy (X2n, X2n11)]* + dip(X20, 520 )y (X2nax2n+1):|

~ dp (X2, Sx2,) + dpp(X20,X2n+1) +dp(X20, TX2n41)

g {db (%20, %2041 (X2m, X204+2) + [dp (X20, X2041)) + dp (X2, X2041) i (x2n7x2n+1):|
dp(X2n,X2n+1) + dp (X2, X204 1) + dp(X20, X204 2)

dy,(x20,X2n42) + 2dp (X2, X204 1)

dy,(x20,X2n42) + 2dp (X2, X204 1)

= o dp(X2n,X2n+1) [

= odp (x2nax2n+1)

olur. Benzer islemler yapilirsa,

dp(Xon,X2n+1)

= dp(Sx2n—1,Tx21)

<u |:db(x2n—175x2n—1)db(XZn—laT2n) + [dp (xon—1,%20)]* + dp (X201, %20 1)dp (X2n—1,%2n)

dp(x2n—1,8%2,—1) +dp(X20—1,%20) +dp (X201, TX20)
_ |:db(x2n17x2n)db(x2nlax2n+l) + [db<x2n17x2n)]2+db(x2nlax2n)db(x2n17x2n):|
dy,(x2n—1,%20) +dp(X20—1,X20) + dp(X2n-1,%2041)
dp(x2n—1,%20+1) + 2dp (X201, X20)
dp(x2n—1,%2n+1) + 2dp (X201, X20)

= otdp(x2n—1,%20) {

= otdp(x2n—1,%21)
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olur. Buradan,
dp(Xnt1,%n) 3 dp(Xn,x0-1) 3 &2 dp(xXp—1,%0—-2) 3 ... 3 " dp(x1,%0)

elde edilir.

Boylece, m > n olacak sekildeki her m,n € N i¢in

dp(Xn; Xm) 3 81dp(Xn, Xn1) +dp (X1, %m)]
3 sdp (X, Xn 1) + S dp (X 1,%042) + 57 (Xn 12, X0 43)
+... +s’"7"*1db(xm_2,xm_1) —I—sm*”*Idb(xm_l,xm)
3 5dp (X, Xnt1) + 52dp (Xng 1, Xn42) + 52 dp (X2, %043

+ .. +sm_n_ldb(xm—2;xm—l) +Sm_ndb(xm—1 ,Xm)
olur. Bu durumda,

dp(Xp, Xm) = 50 dp(x0,x1) + 520" dp (x0, x1) + .. 4+ 5" "™ Ly (x0, x1)
25" dy (x0,x1) + 5" o T dy (xg,x1) 4 .+ 5" L dy (xo, x1)
= (s00)"d)(x0,x1)[1 +sa + (s&)* + (s&)® + ...+ (sa)" "]

(s0)"

~
~1-sa

dp(x0,x1)

p—

elde edilir. Bu takdirde,

[ (6 0m)| < 295 [l (x0,21)|
esitsizligi saglanir. O halde, lim,_,(sa)" = 0 geregince, Lemma 3.4 den, {x,} dizisi
(X,dp) uzayinda bir Cauchy dizisidir. (X,d}) uzay1 tam oldugundan /im,,_,..x, = p olacak

sekilde bir p € X noktasi vardir. Buradan,

dp(p,Sp) =z 3 sldp(p,x2n+2) + dp(x2042,5p)]
= S[db (p7x2n+2) + db (SP7 Tx2n+1 )]

r-j Sdb (p; x2n+2)

[dy(p,SP)dp(p, Txan+1) + [dp (P, X2n11))* + db(p, SP)dp (P, X2n 11 )]

+ s
dp(p,Sp) +dp(p,x2n+1) +dp(p, Tx2n41)

= sdp(p,Xon+2)

[dp(p,Sp)dp(p,%2n+2) + [dp(P,X2nt1)]? + db(P,Sp)db(p,mnﬂ)}

+so
dy(p,Sp) +dp(p,x2n+1) +dp(p,x2n+2)
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elde edilir. Dolayisiyla,

\2|dp (P, x2n12)| + |db(psx2n 1) 12 + |2]|dp (pyX2n41)]
|z+dp(p,x2011) +dp(Prx2042)|

2| < sldp(p,x2n42)] + 501

oldugu gergeginden, n — oo iken |d;(p,Sp)| = 0 dir ve boylece (ChbM2) den Sp = p elde
edilir. Benzer sekilde 7' p = p olur. O halde, p noktas1 S ve T doniistimlerinin ortak sabit
noktasidir.

S ve T dontisiimlerinin sabit noktasinin tek oldugunu gostermek icin p # p* olacak sekilde

bir p* € X sabit noktas1 alinsin. Buradan,

dp(p,p*) = dp(Sp,Tp*)
{db<PaSP>db(P» Tp*)+[dy(p,p*))? +db(p,5p)db(p,p*)}
dy(p,Sp) +dp(p, p*) +dp(p, T p*)
- {db(p,p)db(p,p*) +[dp(p,p*))? +db(p,p)db(p,p*)}
dp(p, p) +dp(p, p*) +dp(p, p*)

N
)

geregince |dy(p,p*)| < Fldp(p,p")| < atldy(p,p*)| < |dp(p,p*)| bulunur. Bu da bir

celiskidir. Sonug olarak, p noktast S ve 7" doniisiimlerinin bir tek ortak sabit noktasidir.

Ikinci olarak, herhangi bir n € N igin dj,(x2,,,Sx2,) + dp (X210, %X20n11) + dp (X20, Tx25 1) = 0
iken dp,(Sx2,,, Tx2441) = O bulunur. Dolayisiyla, xp, = Sxo, = X241 = TX0p4+1 = X242
oldugundan xj, 11 = Sx2, = x2, elde edilir. Yani k; = S/; = [; olacak sekilde k; ve [;
noktalar1 vardir. Ayn diisiinceyle k, = T'l; = I, olacak sekilde k; ve [ noktalar1 bulunur.
dp(l1,Sly) +dp(ly, o) +dp(11,Tly) = 0 gerceginden dj(SI;,Tl) = 0 elde edilir. Buradan,
ky =S8l} =Tl =ky ve ky = Sl = Sk dir. Benzer sekilde ky = Tk; olur. ky = k> alindiginda
Ski = Tky = k; sonucuna ulagilir. Bdylece k| = kp noktast S ve T doniisiimlerinin bir ortak

sabit noktasidir.

S ve T doniisiimlerinin sabit noktasinin tek oldugunu gostermek icin ky # kj olacak sekilde
bir k € X sabit noktas1 alinsin. dj(ky,Ski) + dp(k1,k}) + dp(k1,Tk}) = 0 oldugunda
dp(ky,k}) = dp(Sk1, Tki) = 0 dir. Bu ise ki = k; ¢eligkisine neden olur. O halde S ve T

doniisiimlerinin bir tek ortak sabit noktasi vardir. O
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Asagidaki iki sonucun ispat1 sirasityla Sonug 3.10 ve Sonug 3.11 deki ispatlara benzer

sekilde yapilir.

Sonug 5.5. (X,dp) bir tam kompleks degerli b-metrik uzay olsun. 7 : X — X doniisimdi,
0 < a < ! olmak iizere, x # y, dy(x,Tx) +dj(x,y) +dp(x,Ty) # 0 olacak sekildeki her
x,y € X i¢in

db(x7 Tx)db<x7 Ty> + [db(xvy)]z + db(x7 Tx)db<x7y)

dy(Tx,Ty) 2 o
b( X y)m db<x7Tx)+db(X,y)+db(x>Ty)

sartin1 veya dp(x, Tx) + dp(x,y) + dp(x,Ty) = 0 ise dp(Tx,Ty) = 0 sartim saglasin. Bu
takdirde, T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Sonug 5.6. (X,d,) bir tam kompleks degerli b-metrik uzay olsun. 7 : X — X doniisiimii,
0<ac< % olmak tizere, x # y, dp(x, T"x) + dp(x,y) + dp(x,T"y) # 0 olacak sekildeki her
x,y € X i¢in

dpp (x, T"x)dp (x, T"y) + [dp (x,y)]* + dp(x, T"x)d} (x, y)

dp(T"x, T"y) 2 o
oI5 1) 2 dy v, T7) (5, ) + o (x, )

sartin1 veya dp,(x, T"x) 4+ dp(x,y) + dp(x, T"y) = 0 ise d,(T"x,T"y) = 0 sartin1 saglasin.
Bu takdirde, T bir tek sabit noktaya sahiptir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda ilk olarak metrik uzaylardaki sabit nokta teorisine iligkin temel tanim
ve teoremler verilmistir. Daha sonra Azam ve dig. [20] tarafindan literatiire kazandirilan
kompleks degerli metrik uzaylar tanimlanmis ve bu uzaylar iizerinde bazi sabit nokta
teoremleri ispatlanmistir. Ayrica bu teoremler 6rnekler ile desteklenmistir. Bunun yani sira
kompleks degerli metrik uzaylarin genellestirilmis bir versiyonu olan kompleks degerli
b-metrik uzaylar tizerinde ¢alisilmis ve literatiirde var olan cesitli teoremler aragtirilmastir.
Daha sonra ise kompleks degerli metrik uzaylardaki bazi teoremler b-metrik anlamda
caligilarak yeni sabit nokta sonuclari elde edilmisgtir.

Benzer sekilde, kompleks degerli metrik uzaylardaki sabit nokta teoremleri h-metrik

anlamda genellestirilerek 6zgiin calismalar yapilabilir.
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