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OZET

USTEL FONKSIYONLARI KORUYAN BERNSTEIN-STANCU
OPERATOTLERI IiCIN BIR CALISMA

Ibrahim CAKIR
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Dog. Dr. Fuat USTA
Mart 2022, 36 sayfa

Bu tez sekiz boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. Bu kisimda
tezde ele alinan konu ve bu konuyla ilgili olan literatiirdeki diger calismalara kisaca
deginilmistir. Ikinci boliimde tezde kullanilacak bazi tamim ve teoremlere temel kavramlara
yer verilmistir. Ugiincii boliimde genel bir literatiir taramasi lineer pozitif operatorler
ve Ozelliklerine kronolojik bir sira halinde yer verilmistir. Dordiincii boliimde iistel
fonksiyonlar1 koruyan Bernstein-Stancu operatoriiniin modifiye edilmis yeni versiyonunu
tanitmaya ayrilmistir. Besinci boliimde modifiye edilmis Bernstein-Stancu operatotiiniin
yaklagim 6zelliklerine yer verilmistir. Altinc1 boliimde modifiye edilmis Bernstein-Stancu
operatoriiniin noktasal yakinsakligina ve yakinsamay1 gosterebilmek i¢in Vronoskaya tipi
teoremi, hem hedeflenen yakinsama derecesini hem de yaklagim hatasi i¢in iist sinira izin
verecek nicel ortalamada sunuyoruz. Yedinci béliimde modifiye edilmis operatdriin sayisal
orneklerine yer verilmistir. Sekizinci boliimde ise sonug¢ ve Oneriler kismina ayrilmigtir.

Anahtar sozciikler: Bernstein operatorii, Bernstein-Stancu operatorii, Pozitif lineer
operator, Ustel fonksiyonlar1 koruyan Bernstein-Stancu operatorii, Vronoskaya tipi
teoremler.
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ABSTRACT

A STUDY FOR BERNSTEIN-STANCU OPERATORS KEEPING
EXPONENTIAL FUNCTIONS

Ibrahim CAKIR
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Fuat USTA
March 2022, 36 pages

This thesis consists of eight chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In the
second part, some definitions and theorems that will be used in the thesis, basic concepts
are given. In the third part, a general literature review is given to linear positive operators
and their properties in chronological order. Approximation properties of the modified
Bernstein-Stancu operator are given. In the sixth section, we present the point convergence
of the modified Bernstein-Stancu operator and the Vronoskaya type theorem in quantitative
mean that will allow both the targeted degree of convergence and the upper bound for the
approximation error. Numerical examples are given. The eighth chapter is reserved for
conclusions and suggestions.

Keywords: Bernstein operator, Bernstein-Stancu operator, Positive linear operator,
Bernstein-Stancu operator conserving exponential functions, Vronoskaya type theorems.
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1. GIRIS

Yaklagim teorisi, ortaya c¢ikip yayginlagsmasi 19. yiizyila dayanan ve bu yiizyildan
giiniimiize kadar diinyadaki bircok matematikci tarafindan ¢aligilan matematiksel analizin
onemli aragtirma konularindan biridir. Sadece matematikte degil temel bilimler ve
miithendislik bilimleri basta olmak iizere diger alanlardaki bircok bilimsel probleme 151k
tutmasi, yaklagim teorisinin giinden giine 6neminin artmasina neden olmustur. Ozellikle
bu alanda yapilan bilimsel ¢aligmalarin cagimiza yon veren bilgisayar hesaplamalari ile
zenginlestirilmesi bu alanin giiniimiizde de hala eski etkinligini siirdiirmesini saglamistir.
Bu yiizden yaklagim teorisi, matematikte analizin, harmonik analiz, fonksiyonel analiz,
niimerik analizi, fourier analizi gibi bircok daliyla iligkili olmasinin yani sira; operator
teorisi, olasilik teorisi, sayilar teorisi, istatistik teorisi gibi diger bilim dallariyla i¢ icedir.
Buna ek olarak yaklasim teorisi fizikte ve miithendislikte veri gosterimi, sinyal isleme,
termografik goriintiileme, dalgacik nalizi gibi bir¢ok konuda kullanilmaktadir.

Yaklasim teorisinin temel amaci; ele alinan bir fonksiyonun daha basit ve daha ¢ok
elemanter Ozellige sahip diger fonksiyonlar yardimiyla bir gosterimini elde etmektir.
Ornegin bir fonksiyon kuvvet serisine acilirken onun kuvvet serisi islem yapmak yerine
kuvvet serisinin kismi toplamiyla islem yapmak bizim i¢in daha kullanish olacaktir. Bu
sekilde gosterimler fonksiyon hakkinda bir¢cok bilgiye daha kolay ulasmamizi saglar.
Aksi durumda o fonksiyon hakkinda bilgi sahibi olmaya ¢alisirken i¢inden ¢ikilmasi zor
ispatlarla ve hatta karmasik bilgisayar hesaplamalariyla karsilasilabilir. Bazen bilgisayar
yardimiyla bazi bilgiler elde edilse bile bu elde edilen yaklasik sonuca nasil ulagildigini
gorememek ya da sonuca daha iy1 bir yaklasimla ulagsma istegi boyle durumlarda polinom
yaklasiminin tercih edilmesine neden olur. Bu durumda polinom ailesi bizim i¢in daha iyi
ozelliklere sahip fonksiyon tanimini iistlenmis olur. Iste bu yiizden yaklagim teorisi, belli
ozelliklere sahip fonksiyon uzayinin elemanlarinin bu uzayin bir alt uzayindan olan iyi
ozelliklere sahip fonksiyonlar cinsinden gosterimini elde etmeyi temel alir.

Pozitif lineer operatorler yaklagim teorisinde kullanilan basit fakat giiclii kavramlardan

biridir. Ornegin Weierstrass teoremi pozitif lineer operatorler (Bernstein operatorii)



kullanarak ispatlanabilir. Bu teorem eger [0, 1] iizerinde siirekli siirekli bir fonksiyon ise

verilen herhangi bir € > 0 i¢in 6yle bir P(x) polinomu vardir ki

| f(x) —P(x) |< e

sartin1 saglar.
1912°de Berntein bu teoremin yeni bir ispatin1 verdi ve B,(f;x) Bernstein polinom
operatOriini tanitti.

[0, 1] kapali arahginda n > 1 ve x € [0, 1] igin,

n

B = 3 () =ar 4 (L)

k=0

ve n degeri sonsuza yaklastirildik¢a | f(x) — Bn(f;x) |< €, 0 < x <1 oldugunu
gosterdi.

Bernstein operatorii bir¢cok kullanigh 6zellige sahiptir ve matematik¢ilerin yogun ilgi
gosterdigi bir konu olmugtur. Ancak bu operatorle ilgili baz1 dezavantajlar vardir bunlardan
biri yavag yakinsamadir. Yillar boyunca operatorii genellestirmek ve incelemek icin bir¢cok
arastirma yapildi. "Bernstein-benzeri" operatorlerin dzellikleri 1953’te Pavel Korovkin [1]
yaklagim teorisinde "Pozitif Lineer Operator" kavramini tanitt1 ve ilgili bir makale 1952’de
Herald Bohman [2] tarafindan yaymlanmisti. Ufuk ac¢ic1 sonu¢ simdi Bohman-Korovkin
Teoremi olarak bilinir.

Hemen ardindan sinirsiz aralifa acilimi literatiirde yayginlasmistir. Bunla birlikte sonsuz
araliklarda polinomla tek tiirlii yaklasim beklenemez bu nedenle operatorlerin araliginin
rasyonel fonksiyonlardan kaynaklandi81 yerde bir degisiklik yapmaya ¢alismak dogaldir.
1969’da Stancu daha iyi sonuclar elde etmek i¢in araliklar1 bagka bir sekilde se¢mek
istiyor. Stancu n — oo giderken iki ardigik aralik arasindaki mesafenin 0’a yakinlagma
egiliminde oldugunu gordii ve asagidaki Bernstein-Stancu polinomlart olarak adlandirilan

lineer pozitif operatorii tanimladi:

B = X (ot () (12)

k=0 n+p



Burada fe€10,1], n>1, o,BER, ve 0<oa<p dr

Eger o = = 0 alinirsa Bernstein polinomu oldugu agiktir. Diger yandan King’in
[3] yaklagim teorisi iizerinde muazzam bir etkisi vardir ve bir dizi iyi bilinen operator
dizisine ince bir sekilde uygulanmistir [4] ,[5],[6],[7],[81.[9],[10],[11],[12]. King’in temel
motivasyonu ge¢mise oranla daha iyi yaklasan standart Bernstein operatorleri i¢in x birim
fonksiyonu yerine ikinci dereceden fonksiyonu korumaktir. King’in fikri ile ilgili olarak,
yenilik¢i makale Acar [13]a aittir.

Sabitleri ve e***

,a > 0’1 koruyan modifiye Szdsz-Mirakjan operatorlerini tanitti. Bu
fikir yaklasim teorisinde bir dizi nitelikli makaleye ilham kaynag1 oldu ve bir¢ok iyi
bilinen operator dizisinde de basartyla uygulandi. Daha ayrintili olarak [14]’de , a > 0
icin [15],[16]'de e®* ve 2™ Bernstein, Szdsz-Mirakjan gibi baz1 iyi bilinen pozitif
lineer operatorlerin modifiye yardimiyla korunmustur. Mirakjan ve Baskakov operatorleri
kisa bir siire sonra [17]’de sabit ve e*, [18]’de sabit ve e~ benzer sekilde korunmustur.
Benzer motivasyonla ilgili olarak en son makale uygun bir fonksiyon ve Vronovskaya tipi
teoremler kullanarak tasarlanan sinirsiz ve sinirl araliklar tizerinde tanimlanan genel bir
dogrusal ve pozitif yaklagim prosediirii sinifin1 elde eden Usta’ya [19] aittir.

Bu tez sabit ve e >’i koruyan Bernstein-Stancu operatorlerinin gelistirilmis bir
versiyonunu tanitmayi amaclamaktadir. Bu arada bu yeni tanimlanan operatorlerin hem
agirlikli fonksiyon uzaylari hemde siirekli fonksiyon uzaylar icin yaklasim 6zelliklerini

sunuyoruz. Ek olarak bu operatorlerin belirli araliklarla orijinal operatorlerden daha 1yi

hata tahminine sahip oldugunu géstermek icin teorik arka plan sagliyoruz.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 2.1. X # @ bir kiime ve R reel sayilar cismi olsun.

1) Vx,y € X i¢cin x +y € X dir. (Kapalilik 6zelligi)

2) Vx,y,z € X igin (x+y) +z = x+ (y+z)’dir. (Birlesme ozelligi)

3) Vx € X i¢in x+ 6 = 6 +x = 60 olacak sekilde 6 € X vardir. (Birim eleman)
4) Vx € X igin x+ (—x) = (—x) +x = 0 olacak sekilde —x € X vardir. (Ters eleman)
5) Vx,y € X i¢in x+y = y+x ’dir. (Degisme 6zelligi)

Yani (X,-+) toplama islemine gore degismeli bir gruptur.

Vx,y € X ve o, B € R i¢in;

6) ax € X dir.

7) o(x+y) = ax+ ay’dir.

8) (a+ B)x = ax+ Bx’dir.

9) (af)x = or(Px)’dir.

10) 1gx = x1g = x’dir. (Burada 1, R’nin birim elemanidir. )

Yukarida verilen sartlar1 saglayan X’ e R iizerinde vektor uzayi denir.

Tanim 2.2. X bir vektor uzayi olsun, x,y € X keyfi vektorler ve o skaler olmak iizere
Dlx[| =0

x| =0<x=06

3)| ol =[ o | {|x]]

4)||x+y|| = ||x|| + ||y|| 6zelliklerini saglayan ||.|| fonksiyonuna X uzayi iizerinde bir norm

ve (X, ||.]|)ikilisine bir normlu uzay denir.

Tamm 2.3. X ve Y bos olmayan iki fonksiyon uzay1 olsun. Eger X ’den alinan herhangi
bir f fonksiyonu Y’de bir g fonksiyonuna karsilik getiren bir L kural1 varsa bu durumda X

uzayinda bir operator tanimlanmig olur ve

g(x) = L(f3x)



biciminde gosterilir. X uzay1 L operatoriiniin tanim bolgesidir ve X = D(L) ile gosterilir.
Bu durumda L(f;x) = g(x) , Y uzaymnn bir elemani olur ve bu sekilde g fonksiyonlarinin

kiimesine L operatoriiniin deger kiimesi denir. Bu kiimede R(L) ile gosterilir.

Tamm 2.4. X ve Y fonksiyon uzaylar1 olmak iizere X kiimesinden Y kiimesine tanimli
olan bir L doniisiimiine operator denir. Bu durumda L operatorii X uzayinda tanimli her
f fonksiyonuna Y uzayinda bir Lf fonksiyonuna karsilik getirir. Bu Lf fonksiyonunun x

noktasinda aldig1 deger L(f;x) ile gosterilir. Eger her f,g € X ve her o, B € R igin,

L(af+Bg;x) = aL(f;x) + BL(g;x)

kosulunu sagliyor ise L(f;x) operatoriine lineerdir denir.
Eger L operatoriinii pozitif bir f fonksiyonunu pozitif bir L f fonksiyonuna doniistiiriiyorsa;

yani her x € X i¢in
f(x)>0 iken  L(f;x)>0

sart1 saglantyor ise, L( f;x) operatdriine pozitif lineer operator denir.

2.1. LINEER POZITIF OPERATORLERIN YAKINSAKLIGI:

Kapali bir [a, b] aralig1 tizerinde tanimli ve siirekli olan tiim reel degerli fonksiyonlarin

kiimesine C|a, b] fonksiyon uzay1 denir. f € C[a,b] olmak iizere bu uzay iizerindeki norm:

1 fllclap) = xgl[gf;] |f(x)]

ile gosterilir. Eger her x € [a,b] i¢in

Jim 1fy =l = Jim max 1fi(x) — £(9)] =0

©xela,b



sartin1 sagliyorsa f, fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna Cla,b] normunda diizgiin

yakinsaktir ve

=t

ile gosterilir. Yaklagim teorisinde diizgiin yakinsaklik kavrami ilk kez Weisrtrass tarafindan

asagidaki gibi verilmistir.
2.2. TEOREM (WEISRTRASS 1885)

f(x) € Cla,b] olsun. Her € > 0 i¢in

[f(x) = Pa(x)| < €

olacak sekilde bir P, (x) polinomu vardir.

Yani o6zetle, kapali bir aralikta siirekli olan her fonksiyona bu aralikta diizgiin yakinsayan
bir polinom fonksiyonu vardir. Ilki 1885 yilinda Weisrtrass tarafindan verilmis olan
bu temel teoremin bir ¢ok ispati yapilmistir. Weisrtrass tarafindan verilen ispati ¢cok
karmasik olmasi sebebi ile bircok matematikg¢i tarafindan bu teoremin daha basit bir
ispatini verebilmek i¢in uzunca bir siire bu teorem iizerinde ¢aligsmiglardir. Weisrtrass’tan

sonra Bernstein tarafindan 1912 yilinda agagidaki teoremi vermistir.

2.3. TEOREM (BERNSTEIN 1912)

f:[0,1] — R olmak iizere f fonksiyonunun Bernstein polinomu :

By(f3x) = Zn: (Z)xk(l —x)" " f (S)

k=0

ile tammlanir ve f € C|0, 1] olmak iizere her € > 0 i¢in

[f(x) = Ba(fx)| <€



dir.

Bernstein bu teoremiyle [0, 1] araliginda f fonksiyonuna diizgiin yakinsayan bir polinomun
varligindan s6z etmemis ayni zamanda bu polinomu acik bir sekilde gostermistir.
Boylelikle Weierstrass’in yaklasim teoremi daha basit ve anlasilabilir bir gekilde
ispatlanmustir.

1953 yilinda ise Korovkin, lineer pozitif operatorler yardimiyla f fonksiyonuna yaklagma

problemine dair cok dnemli bir teorem vermistir.
2.4. TEOREM (KOROVKIN 1953)
f(x) € Cla, D] ve tiim reel eksende | f(x)| < My olsun. Eger L,(f) lineer pozitif operator

dizisi,

her x € [a,b] ve e; = t' olmak iizere i = 0,1,2 icin
Ly(ei;x) = X

sartlarin1 sagliyorsa bu durumda [a, b] araliginda

Lu(f3%) = f(%).

Korovkin teoremi lineer pozitif operatorlerin siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsakliginm
ispatlamada oldukga etkili bir yontem vermistir. Bernstein polinomlarida [0, 1] araliginda
lineer porzitif oldugundan dolayr bu operatorlerin [0, 1] araliginda siirekli olan f

fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini1 Korovkin teoremi yardimiyla kolaylikla gosterilebilir.



3. POZITIF LINEER OPERATORLER

3.1. BERNSTEIN OPERATORU

Benstein polinomu (Bernstein Operatérii) Sergei Bernstein tarafindan tanitildi. f € C[0, 1]

ve n € N fonksiyonu i¢in Bernstein operatorii su sekilde tanimlanir:

By(f3x) := Zn: (Z)xk(l —X)"fkf (S) :kzzn‘bpn,k(x)f (S); (3.1)

burada

P i= (Z)xk(l —x)"_k,O <x<1.

Genel olarak f [a, D] lizerinde taniml1 ise ;

B, (f;x;]a,b]) == (b—la)” ké)(x_a)kay_x)nkf <a—|— k(bn—a)> .
B,(f;0) = f(0) ve B,(f;1) = f(1) oldugu agiktir. Bunu gostermek kolaydir.
1) By(1;x) = 1

2) B,(t;x) =x

3) Bu(t%;x) = (1 — %)x2 + %x

D. Stancu tarafindan gosterilmistir [20].

_ .\ n—1
)= Bu(fi0) = Ra(fix) = — Y ) [ LRl (3.2)
no = nn

ve 0zdeslik artik Bernstein operatorii i¢in Stancu kalani olarak adlandirilmaktadir. [20]’de

Stancu, iki saymin farki i¢in kullanigh bir formiil elde etti. Dizinin monotonlugunu

8



incelemek i¢in ardigik Bernstein polinomlar B,, ,

x(1—x)

k k+1 k+1
Bt/ ~Bu(fix) =~ 5 ¥ pacia(o) R
k=0

—f

(3.3)

?

Zn—f—l’

Formiil, Bernstein operatorii i¢cin Arama-Popoviciu tipi formiil olarak bilinir.
3.2. KANTOROViICH OPERATORU

Bernstein operatorleri siireksiz fonksiyonlara yaklagim i¢in uygun degildir. Bu baglamda,
1930’da Kantorovich makalesinde "S. Bernstein formunun polinomlarini takip eden bazi
gelismeler iizerine" entegre edilebilen fonksiyonlar i¢in tanimlanmig bir operator tanitti.

f(x), [0, 1] tizerinde integrallenebilir oldugunu ve

Flx) = /0 " f(@)de

oldugunu varsayalim.

Daha sonra Kantorovich operatoriinii K;,(f;x) olarak tanimlar.

Kalf3) = 5 Byt (F1)

ntl /p ne k+1 k
:kzb <k)Xk(1 0" 1) F(n+1)_F(n+1)
k+1 k

i ( ) - ’<<n+1)/ L p(ai

Kantorovich operatorii asagidaki 6zelliklere sahiptir.

1) Kn(1:x) = 1



n 1
2) Ky(t:x) =
VKaltX) = ¥ 55T
nin—1) 2n 1
3) K, (1%;x) = 2
VEalt552) = 5 2 31y

3.3. BERNSTEIN-CHLODOVSKY OPERATORU

Sinirsiz araliklar i¢in Bernstein polinomlarinin genellestirilmesi tanitildi. 1. Clodovsky

tarafindan 1937°de [21]. b, artan bir dizi olsun dyle ki;

)b, €RT
2) lim b, = oo
n—oo
b
3) lim — =0
n—oo n

f,]0,00) tizerinde taniml1 ve her sonlu aralikta [0,a] C [0,ee) sinirlandirilmis bir fonksiyon

olsun. Her n € N i¢in Bernstein-Chlodovsky operatorii asagidaki gibidir:

n x
Colfix) = Yi—o Pn,k(bn

f(x) , X>b, ise

)f(bn%c) , Xx€1[0,b,] ise

burada p, «(x) temel Bernstein polinomlaridir. b, = 1 i¢in C,(f;x) operatorii klasik

Bernstein operatoriidiir. Bernstein-Chlodovsky operatorii asagidaki 6zellikleri saglar:

1) Cu(13x) = 1
2) Cy(t;x) =x
1 b
3) Cu(t%x) = (1 — —)x* + "«
n n
5.0 (m=D)(m=2) 3 3(n—1) 5  buy,
4)Cy(t7;x) = " X+ " bux —l—(;) x
4 S 2 2 x 2 X,
5) C,(t ;x):n—3(n —6n°+11n—6)+6b,(n —3n+2)n—3+7bn(n—l)n—3—l—n—3bn

b
Dikkat edilecek olursa lim,_s. — = 0 durumunda C, (f;x) operatorii f fonksiyonuna
n

yakinsar.
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b, =nvea € R igin

lim C (eat'x) = lim i n (f)k(l N E)n—keak
n—o0 n ’ nﬁwk:() k n n

Lo (n\ x X\ ik
_}%Z(k)ﬁ (-2

k=0
= lim (142 (e — 1))"
n

n—oo

— ee“—l
# P

ax»

Operatoriiniin e**’e yakinsamadigi goriiliiyor. Ayrica bir bagka 6rnek olarak ;

lim C,(r%;x) = x> +x #x*

n—oo
oldugu gortiliiyor.
3.4. FAVARD-SZASZ-MIRAKJAN OPERATORU

Favard-Szdsz-Mirakjan Operatorii 1941°de Mirakjan tarafindan tanitildi ve {izerinde
calisildi. Favard tarafindan 1944’te ve ayrica 1950°de Szész tarafindan: M >0 ve ot € N
icin

Cy[0,00) := {f € Cl0,00) :| f(x) |< Me*} Favard-Szdsz-Mirakjan Operatorii
F, : Cy[0,00) — C[0,0) iizerinde ;

0

Fn(f;x) = A n

bl
izt
Q

olarak tanimland.
Operatoriin ozellikleri;
1) F(Lix)=1
2) F(t;x) =x
3F,(t%x) = x* + %x

11



3.5. BASKAKOV OPERATORU

C510,00) , [0,00) iizerindeki tiim siirekli reel degerli fonksiyonlarin agirlikli uzayi olsun.

x—voo | 4 x2
f€C5]0,0) vex € [0,00) , Baskakov operatorii, Baskakov tarafindan 1957’de [22] tanitilan

operator asagidaki gibidir:

o ek o
Ly(f:x) :=k_ZO( o l>mf(§)

Baskakov operatoriiniin 6zellikleri;
) L,(Lix)=1
2) Ly(t;x) =x

3) L(t%:x) = x> + *1+x)

n

3.6. DURRMEYER OPERATORU

"Laplace Doniigiimiiniin Bir Tersine Cevirme Formiili" baglikli makalesindde 1967°de
J. L. Durrmeyer yaklagik olarak asagidaki operatorii tanitti: [0, 1] iizerinde Lebesgue

integrallenebilir fonksiyonlar:
1
Dy (f;x) ::/ F(w)K(x,u)du , x € [0,1] ve neN
0

burada;
Kn(x,u) = (n+1) Y, P i (X) P i (1)
k=0

Ve

pn,k(x) = (Z)Xk(l _x)nik k:()ala 1.

12



Dolayisiyla;

ve
/0 1) (Z) k(1= )" F(u)du

k

ifadesi Bernstein operatoriindeki f ( —) ’ nin yerini alir. Bu nedenle, f’nin de8erini tek bir
n

noktada degistirmek Durrmeyer operatorii iizerinde muhtemelen 6nemli 6lciide hicbir

etkiye sahip olmayacaktir. Ama Bernstein operatoriinii onemli dl¢iide degistirecektir.

Durrmeyer operatoriiniin 6zellikleri:

) D,(L;x)=1
1
2) Dy(t2x) = ——
) Dalt:) n+2x+n+2
— . 4 2
3 Dyt = 0D o -

n+2)n+3) T )13 T i+ 2)(n+3)

3.7. BLEIMANN-BUTZER-HAHN OPERATORU

1980’de Bleimann, Butzer ve Hahn [23] Bernstein tipi bir operator tanitti. C[0, ) iizerinde

f €C[0,00) ve n € N igin

Li(fx) =Y (’,Z)x"u 0" (o)

k=0

Favard-Szasz-Mirakjan ve Baskakov operatorleri gibi, Bleiman-Butzer-Hahn operatorii
(kisaca BBH) [0,00) iizerinde tamimlanir. Ancak toplamlamlarin sonlu oldugunu
belirtmekte fayda vardir.

BBH operatoriiniin 6zellikleri:

1) Ly(1;x) = 1
2N L t . . nx
) n(t+1’x)_(n+1)(x+1)
t o nx(l4nx)
G0 = e 17

13



3.8. KING OPERATORU

2003 yilinda, J. P. King [3] , hem x?’yi hemde 1’i koruyan bir operator tanitti.

Bu operatér V,, : C[0, 1] — CJ0, 1] iizerinde asagidaki gibi tanimlanir:

Burada

2

X ,n=1 1ise

rn(x) = —1++/4n(n—1)x2+1 o1 ise
n
2(n—1) ’

King operatdriiniin 6zellikleri:
D V,(Lix) =1

2) Vu(t;x) = ry(x)

3) Vo (t%;x) = x?

(3.4)

Vi(f;x) = (1 —x*)f(0) +x*>£(1) oldugundan V,(t;x) = r,(x) , n > 1 icin bir polinom

operatorii degildir. King operatori , f noktasinda interpolasyon yapmasi bakimindan

Bernstein operatoriine benzer. Araligin ug¢ noktalar1 gergekten de r,, = 0 oldugunan

Vo(£:0) = Z (Z (r(0))F(1 —rn)n_kfé)

k=0

Benzer sekilde r,(1) =1 ve V,,(f;1) = f(1) oldugunu ifade eder.

14



4. ¢~ 2 I KORUYAN BERNSTEIN-STANCU OPERATOLERI

a n+a

T nip

iizerindeki tiim siirekli reel de8erli fonksiyonlarin uzayi ig¢in C(I,) notasyonunu

Bu ve bundan sonraki boliimlerde [ aralig1 I, ile temsil edecegiz. I,
kullanacagiz. Bu sekilde C(1,,)’deki tiim sinirli fonksiyonlardan olusan uzay icin Cp(1,)’1
kullanacagiz. Burada Cp(I,) iizerinde tanimli Banach normlu uzay1 ||| ile tanimlanmistir.
Ek olarak C.(1I,) ve Cy(I,), I, lizerinde tanimli reel degerli sinirl siirekli fonksiyonlar

uzayinin alt uzaylari olsun.

C*(In):{fEC(In):H lim  f(x) ER A lrilril_af(x)eR}

X—r

X—r

n+p n+p

Ve

Colh) = {f€Clh):3 tim f)=0 A lim f()=0}

T+ B n+p

X

Simdi daha genis anlamda inceleyecek olursak:

Fn = {f € C(I) : sup pm(x)| f(x)] € R},

x€l,

Burada

pm(x):(x—nzﬁ)g(z:::g—x>n en=>0 om>1 ve xely,

agirlik fonksiyonudur.

Bu agirlikli alanin norm uzayi ile donatildig1 aciktir.

1fllen = suppm(X)|f (X)) ve feFn

x€ly

15



Fa={feFn:3 lim pul)f(®erR A

X—

n+p

veE

Fo={reFna tm puwrw=0 A

X—

n+p

lim  pu(x)f(x) €ER

n+o
n+p

4.1

——

lim  p(x)f(x) =0}

n+o
n+p

X—r

Weiersrass teoremi geregince Cy(,)’ nin F0’1m iginde var oldugu aciktir. Buna ek olarak

bu ve sonraki boliimlerde, sabit bir gergek degerli parametre olan u > 0 i¢in f; iistel

fonksiyonunu aliyoruz.

fulx) =" x|,

1] 4.2)

Ayrica her zamanki gibi, e; ile tanimlanan fonksiyonlari e;(t) = t/, (j € N) polinomlart

ile belirtiyoruz.

Her n > 1 i¢in;

DBLP (eg) = e

o.B __nej +a
2)%n (el) = I’l—i—ﬁ
3)%0573(62) _ ( 2 —n)ey+ (2an+n)e; + a?

(n+pB)?

Ozellikle , Vx > 0 i¢cin tanimlanan fonksiyon alinirsa

¢ = (e1 —teg)™

Her x € [0, 1] aralig1 i¢in,

DBIP(90) =1

) ,‘f’ﬁ 1:nel—|—a_
)% <¢Z) n+ﬁ €]

16



ap, a2 (P —n)er+ (2an+n)e; + o _ 2(nex+aey)
3)%;1 ((pt ) - (n+ﬁ)2 I’l—{—ﬁ +e

Sonug olarak (4.2) denkleminde verilen esitlik iistel fonksiyon icin kolayca gosterilebilir.

—uo U\ n
BLB(f,)(x) = TP (1—x(1—e”+ﬁ>) (4.3)

Sonug olarak (‘Bff’ﬁ Jn>1 > C[0, 1] araliginda bir yaklagim yontemidir. Her f € [0, 1] i¢in

lim B7P () = f

n—soo

esitligi saglanir. Daha Once tamimladigimiz ifadeleri dikkate alarak, f>’yi sabitleyen
Bernstein-Stancu operatorlerinin genel bir versiyonunu sunabiliriz. Bu amagcla her seyden

once ;

BOP .= B%Pos, | a1 icin (Sp)ax1 (4.4)

dizisini tanimlamamiz gerekir.

Bunu tanimlayabilmek icin (4.3) denklem yardimiyla ;

» 20 2x 5 n
_en(n+B) n
MBI l—e — (1_en+/3)
1—enth
20 -2

17



esitliginin var oldugunu soyleyebiliriz.

20 2x
1 _en(n—l—[j’) n
Sn(x) - ) 5
1—ent+B
o,BER ve 0 <o <P Ayrica
20 2x
. |_en(n+B) n
lim
e -2
1_en+ﬁ
= im 5,09
=X
Buna ek olarak l—e*<x i¢cin x> « denkleminden asagidaki
n+f
esitsizlige ulasabiliriz:
20 2x 20 20
|_et(n+B) n < En(n+B) 41 _n(n+p)
n
200 2x 200 200
_on(n+B) n < 2_)Cen(n+[3) _n(n+B)
n
20 20 20 2x
N+ B) < Fon(n+B) | n(n+p) n
n
20 20 2x
11+ B) < 2 n(n+B) (&;7)
n n
2x
-— 2
l—e n <—
n
l—e*<x

18



20

Buradan 1 — (7 +B) < ¢ esitsizligi elde edilmis olur. Yani;

0 < Su(x) < Kp(x) 4.5)

burada K,, dizisi asagidaki gibidir:

o
Burada hern > 1 ve x > ( B) icin
n

2a
_ 201 (n+p)
lim | ————
n—yoo -2

n(l—e”"’ﬁ)

=1lmK, =1

n—soo

’dir. Buna ek olarak K,, > 1 ve n > 1°dir.

Tiim bunlar dikkate alindiginda yeni (‘B,‘f’ﬁ )n>1 dizisi asagidaki gibi tanimlanabilir;

20 2x 2a 2x
- - m_7 k B m_; n—k
%,‘i‘ﬁ(f;x)zxf(zi—g)(z)(l e e )(1_1 e i ) w6
k=0
1_el’l—|—ﬁ l_en—|—B
Burada;
2—a 2_x 2a %
* n\ (1=en(1+B) n \* 1 _en(n+B) n\"E
- (=Y (e
l—en+ﬁ l_en+ﬁ

19



olarak alinirsa yeni operatorii asagidaki gibi gosterebiliriz:

feCyly), n>1 ve X €Iy, o,BER ve 0<a<p’ dr

Yardimci Teorem 4.1. Her x € [, ve n € N i¢in asagidaki sartlar saglanir.

1) ’Bg’ﬁ(eo;x) =1

200 2_x
aﬁ . n 1 el’l(l’t—l—ﬁ) n o
2) B, (e15x) 5 _—2 e
1—e”+B
n o
:mSn(x)—i—n_i_B
20 2x 2 200 2x
wp .y (=n) | 1=enntB) 2Bt one | 1—en(1+B)
Ry ) -2 (wB) =
l—en+ﬁ 1_en+ﬁ
o +o2f +202
(n+pB)3
_@=m o P nBtna o+ a?f+20]
= g STy

Burada o, € Rve 0 < ¢ < B ’dur.

Yardimc Teorem 4.2. Her x € I, ve n € N i¢in asagidaki sartlar saglanir.

DB (9x) =1

20 2x
o 1_on(n+B) n
R e o
| —entB
n o
B

20



20 2x\ 2

(n?> —n) 1—enntp) n (n* 4+ np +2na)

B2 y) = x
R |+ s
1—enttB
2o 7%

a’n+o?B+20%  2nx | —en(ntp) n 20,
(n+B)?  n+P =2 | aep
1—entB
(P =n) , (n? +npB +2na) a’n+o?f+20> 2nx 200x
BT T g Y g

Burada o, € Rve 0 < ¢ < 3 ’dur.

Buradan (4.3) denlemi yardimiyla her p > 0 icin

—Ha .
B i) =" TP (1-5,(1 ="+ P))
V. __ZaW x il
_i+B (1_<1—e”<"+ﬁ> ”_>2<1—e"+/3>>"
1—entB

Her x > 0 i¢in y/" = (e™" — e™*)™ alinirsa agagidaki yardimci teorem verilebilir.

Yardimer Teorem 4.3. Her x € I, ve n € N i¢in asagidaki sartlar saglanir.

1 BP (yhix) =1

o 2a 2x 1 "
1 _en(n+pB) n
2) BLP (ylix)=entB | 1- ¢ - |—entB e
1—entB
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o i B) n | —
1—
3) B (yix) =20 —2e e FB 11— | e+ P
|—entB
—a 1

=2e X — 2e‘xem (1 —Sn(x)(1 _em))”

Burada o, € Rve 0 < o < 3 ’dur.
Yardimci Teorem 4.4. Hern > 1 ve x € [, i¢in

&®ZU+%M—% @4.7)

o,BeERve0< <P dir.

Ispat. Oncellikle n > 1 i¢in S,,’nin I, > de artan digbiikey bir fonksiyon oldugunu biliyoruz.

n+ao

Buna ek olarak Sn(i) =0 ve S,( ) = 1 oldugundan x € I, i¢in
n n

+B +B
(04 (04
S >(1+—)x——
) > (14 S)x =2
elde edilebilir, boylece ispat tamamlanmais olur. [

Yardimc1 Teorem 4.5. [,,’nin kompakt alt araliklarinda @, € Rve 0 < a0 < B igin

lim S, = e
n—soo
esitligi saglanir.
Ispat. Acikga goriilityor ki
lim §,, = e
n—yoo

I,, tizerinde bir noktadir. Buna ek olarak her S, (x) i¢biikeydir. Yakinsama gergektende

I’ nin her kompakt araliginda tekdiizedir. 0
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5. (B*P),>, DIZiSININ YAKLASIM OZELLIKLERI

Bu boliimde iistel fonksiyonu koruyan bir ka¢ operatoriin yaklasim 6zelliklerini verecegiz

[24].

Teorem 5.1. x > 0 ve %,‘f’ﬁ (4.6) ’te tanimlanan operator olsun.n > 1 i¢in
HBLP pozitif lineer operatér olsun. Cy(I,) iizerinde ||B P e,y =1,

DBEP(Co(1,) € Coll). o, B €Rve 0 < o < Bdir.

Ispat. 1) Her n € N igin S,(x) pozitif fonksiyondur(4.5). Bunun agik bir sonucu
olarak B P> nin pozitif bir operator oldugu c¢ikarimi yapilabilir. Eger f € C.(I, ise
BeP (f) € Cy(I,’den (2) yardimiyla B P (f) € C(I,) oldugunu sdyleyebiliriz. O halde
D (f) € C(I, Sp(x) igin (4.4) denklemini verdigi aciktir. Ayrica;

lim BB () (x) = lim )(x) €R
)H{n%o—éﬁ’nig} XA{nj—g’nig}

“dir.
Her pozitif B P icin

18P e, 1) = B3P (e0) |0 = 1
dir.
2) Ispatin ilk bsliimiiniin sonucu olarak;

lim B (x) =0

)H{n%o—cﬁ’Zig}
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veE

f € Co(I,) i¢in kolayca ispatlanabilir.
0

Teorem 5.2. a,f € R icin 0<a<fB ve n>1 iken (4.1)’de tanimlanan

F, operatorleri i¢in:

1) lim BEP (f) = f, Bger feC.(,) ise I, iizerindedir.

n—yoo

2)lim BEP(f)=f, Bger feCy(l,) ise I, iizerindedir.

n—yoo

Ispat. Teoremin ilk kismin1 ispatlamak icin, 6ncelikle her p > 0 icin

lim BEP (fy) = fu, (5.1)

n—>o0

I’ nin iizerinde oldugunu gostermeliyiz. Bu dogrultuda her k£ > 0 i¢in (4.7)’de verilen

esitlikten asagidaki bilgileri kullanabiliriz.

—e—"<k—" n>1 (5.2)

e—ko,,

— o hn

1
Burada o, = ve (kp)n>1 igin pozitif gergel say1 dizisidir [25].

n
(4.7)’nin ispatinin benzer yontemini takip ederek, sunu cikarabiliriz:

BEP(£) () — () @)] e HB (1-5,(0) (1 — e #/4B)) " —etn
— p nlog | 1-S8,(x)(1—e #/ntB
:e”+ﬁelg<l Sulx)(1—e >>_eux
—ua  —n (1—e H/mth)

(x)

0 Tkl
<etPent+p u/n+p  _ ux
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—ua  —n (1 —e H/ntB) n o
1S (x) —WSp(x) ———u
<eNtBen+p u/n+f - _, n+B n+p
—uao . —n S()(l—e’“/’”ﬁ) 5,00
_on B | nt BT u/nt B T B

U

Ciinkii  Inx < x— 1 dir ve (4.7) esitsizligi gosterilmis olur. Sonra k = oS, (x)TB ve
n
ky = . s " icin (5.2) denkleminden asagidaki ifadeleri elde edebiliriz:
(04
y—
Ot,ﬁ _ < n + B ‘LL
B ()W)~ (| <e P b,
ve
o
IBEP ()0~ () e m B E 5.3
iy A 4 2e(n-+ )

x € I, i¢in (5.1) ve (4.7)’den dolay1 ispatin birinci boliimii tamamlanmus olur.

2)Teoremin ikinci boliimii icin;

‘%g’ﬁ(61)<x)_(31)()€)’SX<K " )+ o

"n+B) n+p’
ve
o 2 n 2, 1 o2 2
|%Z"ﬁ(€2)(x)—(€2)(x)|§(WK3_1>2 Ef;ﬁa s L‘iﬁ;m
Boylece;

r}glgo%g’ﬁ({eo,ehez}) = {ep,e1,€2}
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esitligi /, 'nin kompakt alt kiimeleri tizerinde

IimK, =1

n—oo

"dir. Sonug olarak {eq,e;,e2} C F;’a (Teorem 4.5)’ten ulasilmis olur. (Teorem 5.2)’den
n > 1 igin f’e kadar (B, P (f))’in yakinsama oranini tahmin etmek igin, siireklilik
hakkindaki bilgilerimizi tazelemek gerekir. Bu tahminde [25]’te tamitilan asagidaki
stireklilik modiilii tanimindan yararlanacagiz.

]

Tanim 5.3. f € C.(I,) olsun. Bir fonksiyonun siireklilik modiilii, @*(f,d), § > 0 olsun.

0" (f,8) = sup [f(x) = @)l (5.4)
|e*xie*?|§5

Bir bagka deyisle; bu siireklilik modiilii standart gosterimle gosterilebilir.

o*(f,8) = o(f,5), burada f : C.(I,) — C(I,) tammlanan siirekli fonksiyondur.

f(—=InB@) ,eger 6 € (0,1] ise
7(6) = |
1 ,eger =0 ise

O halde sonraki teoremleri ifade etmek i¢in agagidaki teoremden faydalanabiliriz.

Teorem 5.4. Eger P, : C.(I,) — Ci(I,), n > 1 igin pozitif ve lineer operatorlerin bir dizisi
olsun.

An = ||Pa(e0) — eol|oo,

By = ||P.(f1) = f1l
Co = [[Pa(f2) — f2]|oo,

Burada n — oo giderken A, B,,,C, — 0’a gider.

1Pa(f) = flleo < I flleoAn + (2 + An)W* (f, VAn+2By+Ca) .f € Cilln) igin esitsizligi

saglanir.

0y

Bu baglamda, W*(f,8) ile C.(I,) icin secilen belirli Korovkin arasinda yakin bir
iligki oldugu agiktir [25]. Bu noktada yukaridakilerin yardimiyla asagidaki teoremi

aciklayabiliriz.
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Teorem 5.5. Her f € C.(I,) ve n > 1 i¢in,

(04

1BEB (£) () = () ()l < 20" <f, B L

esitsizligi (Teorem 5.2) *nin varsayimlari altinda saglanir.

Ispat. Tammlarindan dolay1 A,, ve C,,’nin sifira esit oldugu agiktir. Her n > 1 ve u = 1 icin

o
1
B, — et ﬁ -
" 2e(n1 B)
oldugu aciktir (5.3). Boylece ispat tamamlanmais olur. [
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6. (B¥P),>, "NIN NOKTASAL YAKINSAKLIGI

Tezimizin bu boliimii, By P dizisinin noktasal yakinsamasina ayrilmistir. Yakinsamay1
sunmak i¢in Voronoskaya tipi teoremi hem hedeflenen yakinsama derecesi hem de yaklagim
hatasi i¢in iist sinirina izin verecek nicel ortalamada sunuyoruz. Simirh araliklar1 ve
siirsiz araliklart hareket ettiren Voronoskaya tipi teoremi sirasiyla [26], [27] makalelerde
bulunabilir. Burada (5.3)’de verilen siireklilik modiiliinii aliyoruz. Bu boliimiin ana

teoremi:

Teorem 6.1. f, f” € C.(I,) i¢in esitsizlik;

BB (£,2) — F(3)] —x(1 )/ (x) — 3x(1 20— )" (0)
< 1F () llan @)+ 11" ()1 (x)| + 21265 (x) +2(1 = 200 = )|+ 25 ()W (f": 1/ 1 /),
herhangi bir x € I, ve a, B € R, 0 < o < B i¢in saglanur.
an(x) = nBP () 1x) —x(1 - x),

bulx) = 3B (9752) —2(1 ~ 20 ),

ea(x) = 2\ BB (0)\/BEP (o),

¢/ ve y" Boliim (4)’te tanimlandi.

Ispat. Taylor agilimi yardimiyla x € I, ’i f’in yerine yazilabiliriz.

fO) =fE)+f(x)F-x)+ %f”(X) (1 =x)*+ = (1,2) (1 —x)%, (6.1)
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Burada ;

ST = ")

(6 =

ve v, x ile ¢ arasinda bir sayidir. Girilen B,/ P operatorlerini esitligin (6.1) her iki tarafina

uygularsak By P (eo) = ep gercegini kullanarak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

1
BP0 = S 0) = £ OB (0]50) = 57100 BP (0730) < 1951 (0750

Sonra yukaridaki esitsizligi diizenlersek asagida verilen esitsizligi elde ederiz:

BB (f,x) — F(0) (1~ ) (6) — 3x(1 20~ ) f"(x)

< If’(X)Hn%,?’ﬁ(fPtl;X)—X(l—x)\+%|f”(X)Hn‘Bf?7ﬁ(¢t2;X)—X(l—ZOC—X)IHH%?’B(T(I)f;X)!

Daha basit halde yazmak icin ;
an(x) = nBiP () 3x) —x(1 - x)

ba(x) = %n%ﬁ“ﬁ (62:x) — x(1 — 20— x).

Yardimc1 Teorem (4.2)’nin bir sonucu olarak herhangi bir x € I,, ve n — oo i¢in a, — 0 ve

bn(x) — 0 yakinsar. Buradan;

EBEB () — F(3)] —x(1 )£/ (x) — 33(1 20— )" (0)

< 1F Cllan ()] 4 1 (0)llbx| + [nBF (67:2)].
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Ispat1 basariyla tamamlamak icin en son |n5, P (¢2;x)| terimini tahmin etmeliyiz.

Holhos un makalesindeki [25] bir esitligi g6z Oniinde bulundurarak su sonucu ¢ikartyoruz:

(e—x _ e—t)2

i) < (14 5 Ywe o)

ve
|h(t,x)| <2W*(f";8) , eger |e*—e <5 ise
—x __ ,—1\2
|h(t,x)|§2% , eger |e¥—e >0 ise
Buna gore;

(e™*—e”

12
i) < (145w i),

esitligi ile asagidaki denklemi elde ederiz.

2n

W (7 8)BEP (97 vP)

InBEP (92 x)| < 2nW (", 8)BEP (92:x) +

Cauchy-Schwarz esitsizligini uygulayarak,

2 o o
WD ([70)x) < 20 ("5 5)BLP (02:5) + aW* (17:8)\ B (-0 B (vt

1
0= \/j secerek c,(x) = n? \/ D (9 x) \/ BLP (y;x) gosterimini kullanarak sunu
n

elde edebiliriz.

BB () — F(0] (1~ ) (6) — 3x(1 ~20~ )" (x)

< 1F' (o) an () " (1B ()] 4 21260 (x) + x(1 = 20 = %) + 25 ()W ("3 1/1 /),
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boylece ispat tamamlanmig olur.
6.1. SONUC

f,f" € Ci(I,) i¢in ve her x € I, i¢in

lim n[BEB (f:2) — £()] = x(1 —0)f' () + 2x(1 — 20— ) "(x)

n—oo 2

esitligi saglanmis olur.
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7. SAYISAL ORNEKLER

Bu boliimde bilgisayar ortaminda hesaplamasi yapilan iki sayisal ornek verilmistir.

7.1. ORNEK 1:

T
PR Test Function

O  Approximation

Sekil 7.1. BoP (f,x) yaklagim operatdriimiizii f(x) = — sin(10x)e3* +0.3 fonksiyonu
tizerinden a = 1, B =2 ve n = 1000 igin.

Sekilde goriildiigii gibi yeni tanimladigimiz operator iistel fonksiyonlara klasik Bernstein
operatoriine gore cok daha yaklasik sonuglar verdigi bilgisayar ortaminda yapilan
hesaplamalar sonrasinda goriilmiistiir. Dikkat edilecek olursa grafik iizerinde fonksiyonun
ani degisimler gosterdigi yerlerde modifiye edilmis Bernstein-Stancu operatorii klasik

Bernstein operatoriine gore cok daha iyi sonuglar verdigi goriilmektedir.
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7.2. ORNEK 2:

Test Function
01 O Approximation |

0.2

031

04

051

06

0.7

081

-0.9 1 1 1 1 1 1 1 1 1

10 2

Sekil 7.2. BP (f,x) yaklagim operatoriimiizi f(x) = *3- + % — 3xe™* fonksiyonu
tizerinden a = 1, B =2 ve n = 1000 i¢in.

Sekilde goriildiigii gibi yeni tanimladigimiz operator iistel fonksiyonlara klasik Bernstein
operatoriine gore cok daha yaklasik sonuglar verdigi bilgisayar ortaminda yapilan
hesaplamalar sonrasinda goriilmiistiir. Bu iki 6rnekten de anlasilacagi tizere modifiye
edilmis operatoriimiiz klasik Bernstein operatoriine gore hem yakinsama hiz1 acgisindan
hem de daha iyi sonuclar vermesi agisindan 6zellikle iistel fonksiyonlar i¢in ¢cok daha

avantajli bir operatordiir.
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8. SONUC

Bu boliimde calismamizda elde ettigimiz sonuclardan bahsedilecektir. Bu c¢alismada
lineer pozitif operatorler tanitilip Bernstein-Stancu operatorleri ve yaklasim ozellikleri
incelendi. Siireklilik modiilii ve Voronoskaya tipi teorem ispati ile birlikte verildi. Klasik
Bernstein-Stancu operatdriiniin modifiye edilmis bir versiyonu tanimland: ve yaklasim

ozellikleri incelendi. Bu operator:

_e X 2
o o (kta) (n) (1=enntB) |_on(n+B) n\"*
%nvﬁ(f;x)zkgf<n+ﬁ)<k)< i )(1_ e )

1—ent+B 1—en+B

seklinde modifiye edilip iistel fonksiyonlar: klasik Bernstein operatoriine gore daha iyi
yaklagim sergiledigini gostermek i¢in iki tane sayisal ornek tanimlanip grafikler lizerinde
modifiye edilmis Bernstein-Stancu operatoriiniin klasik Bernstein operatoriine gére daha
1yi sonuglar verdigi goriilmiistiir. Sonug olarak bu ¢calisma sayesinde literatiirde var olan
Bernstein-Stancu operatorlerinin daha iyi yaklasim veren yeni bir modifikasyonundan
bahsedilmigtir. Tanimlanan bu yeni operator daha 1yi yaklasim sonuglart verdigi icin

uygulama alanlarina daha iyi katki saglayabilecegi diisiiniilmektedir.
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