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OZET

GECIKMELI DIFERANSIYEL DENKLEMLER, KARARLILIK
ESITSIiZLIKLERI VE NUMERIK COZUMLERI

Ece EROGLU

Diizce Universitesi
Lisansiistli Egitim Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Ilhame AMIRALI
Temmuz 2023, 81 sayfa

Bu c¢alismada gecikmeli diferansiyel denklemlerin bir siniflandirilmasi yapilarak, bir
sabit gecikmesi olan geciken argiimanli denklemler, bir degisken gecikmesi olan
geciken arglimanli denklemler, nétr denklemler, advanced argiimanli denklemler,
pertiirbe olmus geciken argiimanli denklemler ve singiiler pertiirbe 6zellikli gecikmeli
sinir-deger problemi incelenecektir. Daha sonra sabit katsayili geciken arglimanli
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in Laplace doniisiimii uygulamalart yapilacaktir.
Singliler pertiirbe 0Ozellikli lineer sinir-deger probleminin niimerik ¢o6ziimleri ele
alimacaktir. Son olarak da gecikmeli integro-diferansiyel denklem icin kararlilik
esitsizlikleri sunulacaktir. Verilen Orneklerle teorik sonuglarin niimerik sonuglarla

uyumlu oldugu gosterilecektir.

Anahtar sozciikler: Gecikmeli diferansiyel denklem, Integro-diferansiyel denklem,
Singiiler pertiitbe 0Ozellikli diferansiyel denklem, Kararlilik esitsizlikleri, Hata

degerlendirmesi.



ABSTRACT

DELAY DIFFERENTIAL EQUATIONS, STABILITY
INEQUALITIES AND NUMERIC SOLUTIONS

Ece EROGLU

Duzce University
Graduate School, Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Prof. Dr. [lhame AMIRALI
June 2023, 81 pages

In this study, giving the classification of differential equations with delayed argument,
will be analyzed delay differential equations with constant delay, delay differential
equations with variable delay, neutral equations, equations with advanced argument and
singularly perturbed delay boundary-value problem. Then Laplace transformations will
be applied to solve differential equations with constant coefficients and delay
arguments. Numerical solutions of a singularly perturbed linear boundary-value
problem are discussed. Finally, stability inequalities for an integro-differential equation
with delay will be presented. Further numerical results will be provided to assist the

theoretical estimates.

Keywords: Delay differential equation, Differential equation with singular perturbation,

Error evaluation, Integral-differential equation, Stability inequalities
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1. GIRIS

Calismanin

1. boliimiinde konuya giris yapilacaktir.
2. boliimiinde tezde kullanilacak genel bilgilerden bahsedilecektir.

3. bdliimiinde tiirevi ve farki birinci mertebeden sabit katsayili lineer
aou'(t) + aqu'(t)(t — 1) + bou(t) + byu(t — 1) = f(t)

gecikmeli diferansiyel denklem ele alinacaktir. Eger ap #0 ve a; =0 ise bu
denkleme gecikmeli diferansiyel denklem, ay +# 0 ve a, # 0 ise notr diferansiyel
denklem, ay = 0 ve a; # 0 ise, advanced diferansiyel denklem denir. ay, = a; = 0 ise
denklem fark denklemi olur. by = b; = 0 ise fark denklemine indirgenir. ay, = by = 0

ya da a; = b; = 0 ise bu denkleme adi diferansiyel denklem denir.

Uygulamalarda t genellikle zaman1 simgeler. Gecikmeli diferansiyel denklem, ge¢mis
ve simdiki nicelik degerlerine bagli sistemin degisim oraninin davranisini, nétr denklem
sistemin ge¢cmis degerlerine bagli olan niceligin simdikilere gore degisimini, advanced
denklem ise sistemin niceliginin simdiki ve gelecek degerlerine bagli degisimini ifade

etmektedir.

Bu boliimde gecikmeli diferansiyel denklemlerin bir siniflandirilmast yapilarak, bir
sabit gecikmesi olan geciken arglimanli denklemler, bir degisken gecikmesi olan
geciken argiimanli denklemler, notr denklemler, advanced arglimanli denklemler ve

pertiirbe olmus geciken argiimanli denklemler incelenecektir.

4. boliimiinde sabit katsayili geciken argiimanli diferansiyel denklemlerin ¢oziimii igin
Laplace doniisiimii uygulamalar1 verilecektir.

5. bdliimiinde singiiler pertiirbe 6zellikli lineer sinir-deger problemi ele alinacaktir.

Diferansiyel denklemler i¢in singiiler pertiirbe 6zellikli problemler uygulamali bilim
dallarinin bircok degisik alanlarinda kullanilmaktadir. Ornegin, akiskanlar mekanigi,
akigkanlar dinamigi, elastik kuantum mekanigi, plastik, kimyasal-reaktdr teori,
aerodinamik, plazma dinamik, manyetik dinamik, aritilmis-gaz dinamik, osinografi,

meteoroloji, yayilma teori ve reaksiyon-difiizyon siirecleri vb. Bu tiir problemler



matematiksel olarak, en yliksek merteben tiirevlerinin katsayilariin pozitif kiigiik bir
parametre oldugu problemler olarak bilinmektedir. Boyle problemlerin ¢oziimii, tanim
bolgesinin baz1 kisimlarinda ¢ok hizli degisime sahiptir. Yani ¢oziim smir katlar

denilen ince geg¢is katlarinda hizli, diger yerlerde ise diizenli ve yavas degisir.

Bu boéliimde singiiler pertiirbe 6zellikli gecikmeli sinir-deger problemi sonlu farklar
metoduyla c¢oziilecektir. Hata degerlendirmesi yapilarak niimerik sonuglar verilecektir.

Niimerik sonuglarin teorik sonuglarla uyumlu oldugu gosterilecektir.



2. GENEL BILGILER

2.1. GECIKMELI DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Aranan fonksiyon ve tiirevlerinin argiimaninin farkli degerleri ile verilen

F(t, u(®), u'(©),..u™)(©), u(h (), v (rh(©®), ..,

um (hy (), ..., w(ha(®), @' O(ra(®), ... u™ (R, (D)) =0 2.1)

seklindeki denkleme gecikmeli diferansiyel denklem denir. Burada t — bagimsiz
degisken, u(t) aranan fonksiyon, h;(t), i = 1,2, ...,n verilen fonksiyon, u® (h;(t))
ise u(t) fonksiyonunun j. tiirevinin z = h;(t) noktasindaki degeridir. Cogu zaman
h;(t), i =1,2,...,n fonksiyonlar1 h;(t) = t — 7;(t) seklinde yazilir. Bu durumda (2.1)

denklemi

F(tu(t), w'(t), .. u™)(0), u(t—7,(®), w(t—1.(t)), ..,

um(t = 11(6), ., ult —7(0), Wt —10(£)), e, u™(t—7,())=0 (2.2)

seklini alir. Burada 7;(t), { = 1, 2, ..., n fonksiyonlarina argiimanin meyli denir,

7;(t) = 0 oldugunda ise argiimanin gecikmesi denir. Ozel olarak baz1 durumlarda 7;(t)

sabit oldugunda (2.2) denklemine diferansiyel — fark denklemi denir.

Bu calismada

um) () = f(t, ut), W), .., um(t), u(t—r1.(0), v (t —7,(0), ..,



u™(t = 7,(8)), oo, u(t = 7, (1)), U (€ = T (), oo, u™ (£ — 7, (1)) (2.3)

7;,(t) =0,i =1,2,...,n

seklindeki denklemleri ele alacagiz.

2.2. BASLANGIC PROBLEMININ OLUSTURULMASI

Bir sabit gecikmesi olan

u'(t) = f(t, u(t), u(t-— T)), >0 2.4)

diferansiyel denklemini ele alalim. Burada f(t, uy, u,) fonksiyonu ¢, uq, u,
degiskenleri uzaym bir G bdlgesinde tanimli bir fonksiyondur. Belli bir (t,,T)

araliginda diferansiyellenebilen ¢ (t) fonksiyonu i¢in
t, o), p(t—1)€EG, tE(ty, T)
ve
'O =f(t o@®), pt-1), tE(ty, T)

sartlar1 saglaniyorsa u = @(t) fonksiyonuna (2.4) denkleminin bu araliktaki ¢oziimii

denir.
t argiimani (t,, T) (to + 7 < T) araliginda degistik¢e t — T argiimaninin da
(to — 1, T — 1) araliginda degisecegi agiktir. Bu sebepten (2.4) denkleminin

(to, T)’de ¢oziimili olan u = @(t) fonksiyonu (t, — 7, tp]’da tanimlanmalidir. Bu

durumda (2.4) denkleminin (t,, T) araliginda belli bir ¢6ziimiinii bulmak i¢in
(to — 7, to] araliginda ek sart vermelidir.

Tammm 2.1. (t, — 7, to] araliginda verilmis ¢,(t) fonksiyonuna esit olan ve (ty, T)
araliginda (2.4) denklemini saglayan fonksiyonun bulunmasi problemine baslangi¢
problemi, t, noktasina baslangi¢c nokta, (ty — t, ty] araligina baslangi¢c kiime, @q(t)

fonksiyonuna ise baslangi¢ fonksiyonu denir.

Cogu zaman (2.4) probleminin ¢éziimiiniin [ty, T) araliginda bulunmasi gerekebilir. Bu

PR

durumda t argiimam [ty, to+ T] (tc +7t< T) araliginda degistiginde, t—rt
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arglimani [ty — T, t,] araliginda degisecektir. Bu sebepten (2.4) denkleminin [¢t,, T)
araliginda ¢oziimiinii bulmak i¢in baslangi¢ kiime olarak E; = [ty — T,t] arali,

baslangi¢ fonksiyon olarak da bu aralikta tanimli belli bir ¢ (t) fonksiyonu ele alinir.

Simdi de (2.3) problemi i¢in baglangi¢ problemi olusturalim. ty € (t,, T) igin t — 7;(t)

fonksiyonunun t," dan kiigiik degerler kiimesini E; ile gosterelim yani

Ei={zz=t—z(t) <ty t, <t<T} i=1,2,..,n

Bu kiimelerden olusan {E;} kiimesine baslangi¢ kiime, baslangi¢ kiimede taniml ve

p. (p= 1max{mi}) mertebeden tiirevi olan @, (t) fonksiyonuna baslangi¢c fonksiyon
<isn

denir.

to noktasinda

u(ty) = up, u'(tg) = Uy, o, uMI(ty) = Umy—1 (2.5)

baslangi¢ kosullar1 verildigini varsayalim. Ozel olarak, {E;} kiimesi bos oldugunda
(2.3) denklemi ig¢in baslangic problemi bu denklemin (2.5) sartlarin1 saglayan

¢ozlimiinlin bulunmas1 problemidir.
Not 2.1. (2.3) denkleminin [t,, T) arahiginda ¢oziimiinii bulmak igin genellikle
baslangi¢ kiime olarak t, ile {E;} kiimesinin birlesiminden olusan E,, kiimesi, baslangic

fonksiyon olarak da E;  kiimesinde p. mertebeden tiirevi olan ¢, (t) fonksiyonu ve
Uy = @o(t), uy = @o(to), v, Up = (P(gp)(to)

ele alinir.

Bazi durumlarda gecikme aranan fonksiyon ve onun tiirevlerine bagli olmaktadir. Bu tiir
denklemler icin baglangi¢ kiime tanimlamak daha zordur. Bu sebepten boyle
denklemleri aragtirirken ¢cogu zaman baslangi¢ kiime olarak (—oo, t,] araligi alinir ve

baslangic problem ise yukaridaki gibi olusturulur.



2.3. GECIKMELI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SINIFLANDIRILMASI

(2.3) denklemi i¢in ele alinan baslangi¢ problemin ¢oziimiiniin varligi ve ozellikleri m

ve p = max{m;} sayilar1 arasinda mimkin olan my>p, my=p, Mmy<p
1<isn

durumlarindan hangisinin saglanacagina baglidir. Bu sebepten (2.3) denklemi ii¢ sinifa

ayrilir:

my > p oldugunda (2.3) denklemi geciken argiimanli,

mg = p oldugunda nétr tip,

m, < p oldugunda ise advanced tip

diferansiyel denklem olarak adlandirilmaktadir. Ornek olarak;

u'(t) = u(t — 1) denklemi geciken argiimanlt,

u'(t) = u(t) —u'(t — 1) denklemi notr tip,

u'(t) =u""(t — 1) + u(t) denklemi ise advanced tip diferansiyel denklemlerdir.

Uygulamali problemlerde en c¢ok geciken arglimanli diferansiyel denklemler ile

karsilagilmaktadir ve bu tip problemler daha ¢ok aragtirilmistir.



3. ADIM YONTEMI

3.1. BiR SABIT GECIKMESI OLAN GECIiKEN ARGUMANLI DENKLEMLER

u'(t) = f(t, u(t), u(t— 1')), t=>0, (3.1)

u(t) = @o(t), t € Ey, (3.2)

problemini ele alalim. Burada 7 > 0 sabit gecikme, ¢,(t) fonksiyonu E.’ da,
f(t, uy, uy) fonksiyonu ise G ={t=>t;,, —o<uy; <o, i=12} kimesinde

sureklidir.

Oncelikle bu béliimde kullanacagimiz, ¢oziimiin varligi hakkindaki Peano Teremi’ni

verelim:

Coziimiin Varhgr Hakkinda Peano Teoremi

vy =fxy) (3.3)

denkleminin

y(x0) = o (3.4)

baslangic sartin1 saglayan c¢Ozlimiiniin bulunmasi gerektigini varsayalim. f(x,y)
fonksiyonu D bolgesinde siirekli ve (xq,y,) € D. Diferansiyel denklemin belli
kosullar1 saglayan ¢6zlimiiniin varlik ve tekligini arastirmak i¢in en yaygin metotlardan
biri uygun integral denklemi kullanmaktir. (3.3) denkleminin (3.4) kosulunu saglayan

¢Ozlimiiniin varlik probleminin



y(x) = yo + f f(s,y(s))ds (3.5)

integral denkleminin siirekli ¢6ziimiiniin varlik problemine denk oldugu gdosterelim.

y = ¢(x) fonksiyonunun (3.3) denkleminin (3.4) baslangi¢ kosulunu saglayan ve
(a,B) (a < xg < B) araliginda tanimli ¢dziimii oldugunu varsayalim. Yani (a,f3)

araliginda

@' (x) = f(x, 9 (x))

Ozdesligi saglanir. @(x,) = y, oldugu dikkate alinarak 6zdeslik x,’dan x’e kadar

integrallenirse,

o) = yo + f f(s,0()ds  x € (@B)

denklemi elde edilir.

Buradan (3.3) denkleminin (3.4) baslangi¢ kosulunu saglayan her bir ¢ézliimiiniin ayn

zamanda (3.5) integral denkleminin ¢6ziimii oldugu goriiliir. Tersini varsayalim.

y = P(x) fonksiyonu (a,f) araliginda (3.5) integral denkleminin siirekli ¢oziimii

olsun. Bu durumda (e, §) araliginda

PYx) =y, + ff(s,w(s))ds (3.6)

esitligi saglansin. Y(x) ve f(x,y) fonksiyonlar1 siirekli oldugundan f(x,y(x))
fonksiyonu (a, ) araliginda stireklidir.



!

[ Fsw@)as | = flupe)

oldugu i¢in (3.6) denkleminden ¥ (x) fonksiyonunun diferansiyellenebilir oldugu ve
Y'(x) = f(x,P(x)) Ozdesligi elde edilir. Diger taraftan (3.6) esitliginde x = x,
yazilirsa Y (x,) = y, olur. Yani (3.5) integral denkleminin her bir siirekli ¢6ziimii
(3.3) diferansiyel denkleminin (3.4) baslangi¢ kosulunu saglayan ¢6zimii olacaktir.
Dolayisiyla (3.3) denkleminin (3.4) baslangi¢ sartin1 saglayan ¢oziimiiniin varlik ve
teklik problemleri yerine (3.6) integral denkleminin siirekli ¢éziimiiniin varligi ve

tekligini arastirmak yeterlidir.
Teorem 3.1. Peano Teoremi f(x, y) fonksiyonunun

R={xy<x<xq+a yo—b <y <y,+ b} bolgesinde siirekli oldugu varsayalim.
Bu durumda (3.3) denkleminin (3.4) kosulunu saglayan ve [xg, X, + a] araliginda

tanimli en az bir ¢6zlimii vardir; burada
i b
a= mm{a,ﬁ} , M =max|f(x,y)l.

fspat

Genelligi bozmaksizin x, = 0 kabul edilsin ve h,, = zim alinarak, [0, a] araliginda

taniml
em(0) = yo
Om(x) = @ (rhy,) + f(rhm, (pm(rhm))(x —1rhy) , (3.7)
X € [rhy, (r + 1)h,,], m=12,.., r=012,..,(2"-1)

fonksiyonlar dizisi olusturulsun.
Herbirm (m = 1,2,...) sayisive x € [0, a] i¢in 6ylen (0 < n < 2™ — 1) vardir ki,

x € [nh,, (n+ 1)h,,] olur. Ote yandan (n + 1)h,, < a oldugu dikkate alinirsa



n
9m(® = ol £ Y | (P, G )| e < M1+ Dl < Ma < b
r=0

yazilabilir. Boylece {¢@,,(x)} dizisinin [0,a] araliginda diizgiin sinirli oldugu

gosterilmis olur.

Simdi de [0, a] araligindan alinan keyfi x’ ve x"' i¢in

| (pm(xn) - (pm(x,)l = Mlxn - xlli m=12,.. (38)

esitsizliginin dogru oldugunu gosterelim. Bunun i¢in asagidaki durumlar ele alalim:

1) x" ve x"" degerlerinin ikisi de [rh,,, (r + 1)h,,] araligindan alinsin. Bu durumda
(3.7)’den
| om (™) = @) = [f(rhym, Gm(rhyn))|Ix™ = x'] < M|x™ = x'|.
2) x' ve x"" komsu araliklardan olsun:
(r—1Dh, < x'<rh,, < (r+ 1)h,.
Bu durumda

Om (™) = O (x") = [@n(x™) — @ ()] + [ @ (rhy) — @ (x")]

ifadesi yazilarak her bir toplanan yukaridaki sekilde degerlendirilir:
| (™) = @ (XD = | 9 (x™) = @ (rhi)| + | @i (rhy) — @m(x")]
<M x™—rhy) +M(rh, —x")

=M™ —x")

3) x' ve x" i¢in 6yle r ve n tamsayilar1 vardir ki,
x' <nhy, << (m+1r)h, <x™
Bu durumda
(pm(xn) - ¢m(x’)

= [(pm(xn) - (pm((n + r)hm)]
+ [(pm((n + r)hm) — <pm((n +r— l)hm)]
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+t [(pm(nhm) - (pm(x’)]

ifadesi yazilarak

| o (X™) — @ (x| < M(x™ — x")

elde edilir.

{@m(x)} dizisinin aym dereceden siirekli oldugu goriiliir. Arzela Teoremi’ne gore
{@m(x)} dizisinden [0, @] araliginda diizgiin yakinsak
Qr(x) = @, (x) (k=1,2,..) alt dizisi segilebilir. Dizinin her bir terimi siirekli

oldugundan lim ; (x) = ¥ (x) limit fonksiyonu [0, @] araliginda siirekli olur.
X—00

Simdi de y = ¥(x) fonksiyonunun [0, ] araliginda (3.3) denkleminin ¥(0) = y,
kosulunu saglayan ¢oziimii oldugu gosterelim. Bunun i¢in [0, ] araliginda (x)

fonksiyonunun

() = yo + f £(s,y(s))ds (3.9)

integral denklemini sagladig: gosterecegiz.

X

Herhangi bir x € (0, a] noktas1 alinsin ve [, = (6x = hm,) olsun.

’lim O L = x, ,lim Yr(6k L) = P(x) olacagr aciktir. (3.7)’den

Y (0) =y,
Y (x) = P (réy) + f(T5k;1/Jk(7”5k))(x —718;), X € [réy, (r+ 1)6],
k=1,2,.., r=012.,0Q2™—1)

yazilabilir.

Ozel olarak x = (r + 1)8 alinirsa

Yr((r + D8k) = Yr(r8) + f(r6i, Yi (rSi) )8y,
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esitligi elde edilir. Bu esitlikte r’ye 0, 1, ..., [, — 1 degerleri verilip elde edilen esitlikler

toplanirsa
lr—1
Vel 80 = Yo+ ) F(r80pi(r8) 8¢ (3.10)
r=0
olur.
Ikinci toplam da
lp—1

Wil 80 = vo + ) f(r e (r80) 8 =1k +12
r=0

seklinde yazilabilir. Burada

lp—1

=) Fr00w080) 8+ (bt () =~ b,

lg—1

]i = Z f(r5k;1/)(7‘5k)) - f(r5k'1/1(7‘5k))5k = f(lk5k;1/)(7‘5k))(x — 1k 6k)-
=0
13 degeri f (s, 1/)(5)) [0, x] araligindaki integral toplamidir. Bu sebeple

limli = [ (s 9)ds

olur.

{@m(x)} dizisi [0, a] araliginda P (x) fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugundan keyfi
6 > 0 sayisii¢in dyle K sayis1 vardir ki, k > K oldugunda

li(x) =PI <6, x€[0,a]
esitsizligi saglanir.

Ayrica, f(x,y) fonksiyonu kapali R bolgesinde siirekli oldugundan keyfi € > 0 sayist
igin § sayis1 yeterince kiigiik alinarak k > Ks ver = 0,1, 2,..., (2™ — 1) igin

|f(7”5k’l/’(7”5k)) — f(T5k,ll)(7”5k))| <eg

yazilabilir. Bunlar ]2 nin ifadesinde dikkate alinirsa

2] < el by + Mlx — ;65|
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olur. ’lim |x — ;6| = 0 oldugundan
lim 2] < e(x + 1)
elde edilir. Burada ¢ yeterince kiiciik secilebilecegi icin ’lim 11| = 0 olur. Bdylece

k — oo igin (3.10) esitliginin limiti alinirsa

X
W) = yo+ [ Fls.9())ds
0
integral denklemi elde edilir. x, (0, ] araligindan alinan keyfi bir deger oldugundan

y = P(x) fonksiyonu [0, a] araliginda (3.9) integral denkleminin siirekli ¢6ziimii olur.

{@m(x)} dizisinin Y (x)’ten farkli bir fonksiyona yakinsayan alt dizisi segilirse bu
fonksiyon da (3.3) denkleminin y(0) = y, kosulunu saglayan ¢6ziimii olur. Boylece

ispat tamamlanmais olur.

Sonug: Teoremin kosullari dahilinde (3.3) denkleminin y(0) = y, kosulunu saglayan
¢oziimii [0, a] araliginda tek ise (3.7) formiilleri ile tanimlanan {¢,,(x)} dizisi [0, a]

araliginda ¢oziime diizglin yakinsar.
fspat
y = P(x) fonksiyonunun [0, a] araliginda (3.3) denkleminin y(0) = y, kosulunu
saglayan tek ¢oziimii oldugu varsayalim. Keyfi € > 0 i¢in 6yle N sayis1 vardir ki,
m > N oldugunda

lom(x) =) <&, x € [0,0a]

esitsizligi saglanir. Bunu géstermek igin tersi diisiiniiliirse, oyle &5 > 0 sayisi {@,,(x)}

dizisi ve x € (0, @] noktasi bulunabilir ki, her bir k = 1,2, ... igin

|, (x0) — W (x0)| = & (3.11)

olur.

{(pmk (x)} dizisi diizglin sinirli ve ayni dereceden siirekli oldugundan Arzela

Teoremi’ne gore bu diziden [0, a] araliginda (3.3) denkleminin y(0) = y, kosulunu

saglayan ¢oziimiine yakinsayan alt dizisi segilebilir. Genelligi bozmamak i¢in bdyle bir
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dizi olarak {¢,, (x)} dizisi segilebilir. Bu yolla olusturulan ¢éziim y = ¢(x) ile

gosterilsin. (3.11) esitsizliginde limite gecilirse
lpCxo) — P (x0)| = &
elde edilir. Bu da ¢oziimiin tekligi ile gelisir. O

Not 3.1 Denklemin bir noktadan gecen integral egrilerinin timii her zaman Euler kirik

egrileri yardimiyla olusturulamaz.

.. 1
Ornek 3.1 y' = y3 denkleminin [0, 1] araliginda y(0) = 0 kosulunu saglayan tanimli

sonsuz ¢oziimii vardir.

Coziim: Gergektende 0 < a < 1 kosulunu saglayan keyfi a i¢in

0, 0<x<a

3

0a(X) =412(x — Q)2
PEOF fcsn

fonksiyonu denklemin y(0) = 0 sartin1 saglayan ¢oziimiidiir. Ozel olarak « = 1

alinirsa, ¢, (x) = 0 ¢oziimii elde edilir. y' = y§ denklemi i¢in (0, 0) noktasindan
gecen Euler kirik egrisi olusturulursa bu kirik egrilerin hepsi ¢4 (x) = 0 dogrusu
ile cakisir yani integral egrisi olur.

[lk olarak (3.1)-(3.2) probleminin I; = [t,, t, + 7] araligindaki ¢ziimiine bakalim.

to <t<ty+7t oldugunda t,—7<t—1<¢t, olacag agiktir. Bu sebepten t € I;

icin u(t — 1) = ¢@y(t — 1) olur ve ele alinan problem

u'(t) = f(t,u®), po(t —1) (3.12)

adi diferansiyel denkleminin

u(to) = @o(to) (3.13)

kosulunu saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine doniisiir.
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Burada g,(t,u) = f(t, u, po(t — 1)) fonksiyonu Gy ={t, <t <ty+71, —0o<u<
oo} kiimesinde siirekli oldugundan ¢6ziimiin varligi hakkindaki Peano Teoremi’ne gore,
(3.12)~(3.13) probleminin belli bir [t,, ty, + a] (0 < a < 7) araliginda tanimli en az bir
¢Oziimii vardir. a < t oldugunda ¢6zlimiin I; aralifinda devam ettirilebilen oldugunu

varsayalim. Bu ¢oziimii ¢ (t) ile gosterelim ve (3.1)-(3.2) probleminin
I, = [ty + 1, ty + 27] araligindaki ¢6ziimiinii bulalim. Bu aralikta

u(t — ) = @,(t — 1) oldugundan ele alinan problem

u'(t) = f(tw, @1(t — 1)) (3.14)

adi diferansiyel denkleminin

u(ty +1) = @.(tyg + 1) (3.15)

kosulunu saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine doniisiir.

g1t w) = f(t, u, p;(t — 1)) fonksiyonu G; = {ty +t <t <ty + 21, —0 < u < 0}
kiimesinde siirekli oldugundan (3.14)-(3.15) probleminin ¢éziimii vardir. (3.14)-(3.15)

probleminin ¢, (t) ¢6ziimiiniin I,’de taniml1 oldugunu varsayalim. Bu durumda

I3 = [ty + 21, ty + 37] araliginda u(t — ) = ¢@,(t — 7) olur ve bu aralikta ele alinan

problemin ¢oziimi

u'(t) = f(t,u, 2(t — 1)) (3.16)

adi diferansiyel denklemin
u(to + ZT) S (pz(to + ZT) (3.17)

kosulunu saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasi problemine doniisiir. Siire¢ bu sekilde devam

ettirilirse (3.1)-(3.2) probleminin ¢6ziimii olan
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Po(t), tEE
t), tel
u= @1(0) 1 (3.18)
p2(0), tEL

fonksiyonu elde edilir.

Baslangi¢ probleminin ¢oziimiiniin yukaridaki metotla bulunmasi ydntemine adim

yontemi veya ardisik integralleme metodu denir.

Adimm yonteminin Ozelligi her bir sonlu aralikta meyleden argiimanli diferansiyel
denklemden adi diferansiyel denkleme geg¢ilmesidir. Bu yontemle elde edilen ¢6zlimiin
diizglinliiglinli incelemek i¢in f(t,uq, u,) fonksiyonunun G kiimesinde her mertebeden
stirekli tlirevlerinin sahip oldugunu varsayalim. Verilen kosullar dahilinde (3.1)-(3.2)

probleminin tek bir ¢oziimii vardir.

Teorem 3.2. Coziimiin Diizgiinliigii Hakkinda. D bolgesinde f(u, v) fonksiyonunun
u, v degiskenlerine gore p. (p = 0) mertebeye kadar siirekli 6zel tiirevlerinin oldugunu
varsayalim (p. tiirevi de dahil olmak tizere). Bu D bélgesinde verilmis v’ = f(u,v)
denkleminin istenilen ¢oziimiiniin tanimli oldugu aralikta (p + 1). mertebeden siirekli

tiirevi vardir (p = 0. tiirev denildiginde fonksiyonun kendisi anlasilmaktadir).

Teorem 3.2°ye gore (3.12)-(3.13) probleminin ¢4 (t) ¢oziimiiniin /; araliginda siirekli
tiirevi vardir. Fakat (3.18) formiilii ile taniml1 ¢, noktasinda tiirevli olmayabilir. ¢ (t)
fonksiyonunun E; ’da siirekli tiirevi varsa ¢dziimiin t, noktasinda siirekli tiirevinin

varligi i¢in

@' (to — 0) = f(to, @o(to), @o(to—1)) (3.19)

kosulunu saglamasi gerektigini gosterelim. Gergekten de (3.18) fonksiyonunun t,

noktasindaki sol tiirevi ¢ (t, — 0), sag tiirevi ise

@1(to +0) = f(to, ©o(ty), @o(ty— 1)) olacaktir. Bu tiirevlerin esitliginden (3.19)
kosulu ¢ikar.

Simdi de Teorem 3.2’yi (3.14)-(3.15) problemin ¢6ziimiine uygulayalim.
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g1(t, w) = f(t, u, p,(t — 7)) fonksiyonunun Gide siirekli ve birinci mertebeden
stirekli tiireve sahip oldugu goriilmektedir. Bu sebepten de (3.14)-(3.15) probleminin
@,(t) ¢oziiminln [, aralifinda ikinci mertebeden tiirevi yoktur. Fakat ¢g(t)
fonksiyonunun siirekli tiirevi varsa ve (3.19) kosulu saglamiyorsa ¢oziimiin ty + 7

noktasinda ikinci mertebeden siirekli tiirevi vardir.

Bu muhakemeleri (3.16)-(3.17) problemi icin de yiiriitiirsek (3.18) fonksiyonunun
(to + 21, ty + 37) araliginda tgilincii mertebeden siirekli tiireve sahip oldugunu
gOriiriiz. Bunun disinda, ty + 27 noktasindaki ikinci mertebeden tiirev siireklidir. Genel
olarak (3.18) fonksiyonunun ¢, + 27t noktasinda {giincii tirevi yoktur. Aymni
muhakemeleri sonraki araliklar icin de yiiriitiirsek (3.1)-(3.2) probleminin ¢oziimiiniin

integralden integrale gectikce bir birim diizgiinlestigini goriiriiz.
Ornek 3.2.
u'(t) =ult—1),ult) =1, t €0,1]

probleminin adim ydntemi ile ¢oziimii

1, 0<t=<1
1+@-1), 1<t<2
u= t—2)!
1+(t—1)+( i ), 2<t=3
AN 4
seklinde olacaktir. Bu ¢ozim u = Y, Gl n<t<n+1 formili ile ifade

Kkl
edilebilir. Denklemin sag tarafinin ve baslangi¢ fonksiyonunun istenilen her mertebeden

tiirevi olmasina ragmen ¢oziimiin ¢ = 1 noktasinda birinci, t = 2 noktasinda ikinci vs.,
t = n noktasinda da n. mertebeden tiirevi yoktur.

Ornek 3.2.’nin grafigi asagida Sekil 1°de gosterilmistir.
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Sekil 1: Ornek 3.2.’nin grafigi
Not 3.2. m sayida sabit 74, 7,, T3, ..., T, gecikmesi olan
u'(t) = f(t, ult), ult—r1ty), .., ult—1,)) (3.20)
denkleminin
u(t) = @o(t), t € E, = [to — T, to] (3.21)

sartin1 saglayan ¢oziimiiniin bulunmas1 problemini ele alalim. Burada

0<7, <7 < ..<Ty. Ik olarak problemin [ty, t,+ 7;] araligindaki ¢dziimiinii
olusturalim. Agiktir ki, t € [to, to + 7;] oldugunda t — 7, € E;, ... ,t — T, € E¢,. Bu
yiizden [t,, to + 71] arahiginda u(t — t,) = @o(t —71), ..., Ut — Tp) = @o(t — Tp)

olur ve ele alinan problem

u'(t) = f(¢t, u(t), u(t—1tq), ..., u(t — 1))

adi diferansiyel denkleminin u(t,) = ¢, (t,) kosulunu saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasi
problemine doniigiir. Problemin [t,, t, + 7,] araliginda ¢6ziimiinii ¢4 (t) ile gosterelim
ve ikinci adim olarak da [ty + 74, to + 27;] araligini ele alalim. Bu araliktaki t'ler igin
t—T1,€Etg+11 -7, to+2t,—7], i=12, ..., m oldugundan u(t —t;)

degerleri @, (t) ve @4(t) ile ifade edilir. Bu sebepten
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Po(t), to—Tm St <t

t) =
h(®) {(pl(t), ty<t<ty+17

olarak gosterirsek ikinci adimda (3.20)-(3.21) probleminin ¢oziimii

u'(t) = f(t, u, Y,(t —1q), ..., Y1(t — 7,,)) adi diferansiyel denkleminin

u(ty +71) =P,(ty +7;) kosulunu saglayan ¢Oziimiiniin bulunmasi problemine
doniistir.
Ornek 3.3. u'(t) = 2u(t—0.6) —u(t —1) probleminin u(t)=1, —1<t<0

kosulunu saglayan ¢éztimiinii adim metodu ile bulunuz.

Birinci adim olarak [0, 0.6] aralifim1 almamiz gerek. Bu aralikta incelenen problem
u'=1, u(0) =1 probleminin ¢oziimiiniin bulunmasina dontigir. u=1+t

fonksiyonunun son problemin ¢6ziimii oldugu agiktir. Bu sebepten

1, -1<t<0
v (t) :{1+t, 0<t<0.6
ise [0.6, 1.2] araliginda ele alinan problem
u' =2p(t—0.6)—@(t—1)
u(0.6) = 1.6

problemine doniislir. Buradan

!

{215—0.2, 0e<t<s1

’u =
t+08 1<t<1.2
ve boylece
{tz — 0.2t + 1.36, 06<t<1
u=
0.5t 4+08t+086, 1<t<1.2

olur. Bu sekilde ¢6ziimii istenilen sonlu araliga kadar devam ettirebiliriz.

Ornek 3.3.’{in grafigi asagida Sekil 2°de gdsterilmistir.
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Sekil 2: Ornek 3.3.%iin grafigi

3.2. BIiR DEGISKEN GECIKMESi OLAN GECIKEN ARGUMANLI
DENKLEMLER

W) =f (t,u(t),u(t _ T(t))), (3.22)

u(t) = @o(t), tEkE, (3.23)

problemini ele alalm. Burada 7(t) = 0, @,(t) ve f(t, uq, u,) fonksiyonlar: sirasiyla

[to, T, Ei, ve G = {to <t<T, —o<u; <oo, i =1, 2} araliklarinda stireklidir.

Asagidaki durumlari inceleyelim:

o . ir%f . 7(t) = A> 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda ¢ argiimani
osSts

I; = [tg, to + A] (to + A< T) araliginda degisirse h(t) =t — t(t) < t, olur.

Bu sebepten I; araliginda (3.13)-(3.14) probleminin ¢6ziimii

u' = f(tu ot — (1)) (3.24)
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adi diferansiyel denkleminin

u(to) = @o(to) (3.25)
kosulunu saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine doniisiir.
Problemin sartlar1 dahilinde go(t, w) = f(¢t, u, @o(t —7(t))) fonksiyonu
Gy ={ty <t <ty+A —oo <u < oo}kiimesinde siirekli oldugundan Peano
Teoremi’ne gore (3.24)-(3.25) probleminin belli bir [t,, to + a] (0 < a < A)

araliginda en az bir ¢4 (t) ¢6ziimii vardir. O halde

@o(t), tEE

t) =
oY {wl(t), t € (to, to + a]

fonksiyonu [t,, t, + a] araliginda (3.22)-(3.23) probleminin ¢oziimii olur. Bu ¢oziimiin
[;araliginda devam ettirildigini varsayalim ve (3.22)-(3.23) problemini
I, = [ty + A, ty + 2A] (ty + 2A < T) araliginda ele alalim. Verilen problem
u =1t u Pt —2(®))
diferansiyel denklemin
u(ty +4A) = @o(to +4)
kosulunu saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine doniisiir. Boylece

tir%fT 7(t) = A> 0 oldugunda (3.22)-(3.23) probleminin ¢6ziimiine adim metodu
osts

uygulamak ve her adimda ¢6ziim bulmak miimkiindiir.

o 7(t) fonksiyonunun diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve 7(t) < 1 oldugunu
varsayalim. Bu durumda h(t) = t — 7(t) fonksiyonu kesin olarak monoton artan olur.
Bu yiizden E, = [ty —t(tp), to] ve h(t) fonksiyonunun tersi vardir. h(t)
fonksiyonunun tersini y(t) ile gosterelim. Once y(t,) > to, durumunu inceleyelim. Bu
durumda t € &, = [to, ¥(to)] icin h(t) <ty olur ve &, icerisinde t bulunduran en
buytk araliktir. Birinci adimda (3.22)-(3.23) problemine &, araliginda bakalim. Bu
durumda problem &, aralifinda (3.24)-(3.25)’in ¢6ziimiiniin bulunmasi problemine

doniisiir.
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Asikardir ki, y(ty) =t oldugunda & sadece t, noktasinda olusur. Ote yandan
y(h(to)) = to ve y(t) monoton artan fonksiyon oldugundan, E. = {t,} olur. Bu ise

ancak 7(ty) = 0 oldugunda miimkiindiir. Bu sebepten y(t,) = t, oldugunda adim
metodu uygulanamaz ve bu duruma ézel durum denir. Ozel durum olmadiginda ve

(3.24)-(3.25) probleminin ¢oziimi olan u = ¢4(t) fonksiyonu & araliginda taniml
oldugunda  ikinci adimda (3.22)-(3.23) probleminin ¢dziimiine &,y = [y(to),

y(y(ty))] araliginda bakilir. Bu aralikta ele alinan problemin ¢éziimii
u' =f (t, u, gol(t — T(t))),
U(V(to)) = <P1(V(t0))

probleminin ¢dziimiine doniisir.
Not 3.3. Bazi durumlarda 7(t,) = 0 oldugunda da adim metodu uygulanir.

Ornek 3.4. t >0’ da u'(t) = u(t —Vt) denklemini ele alalim. Burada 7(t) =/t
oldugundan, t, = 0 noktasi i¢in 7(0) =0, t > 0 igin h(t) =t —+/t fonksiyonunun
t —/t < 0 kosulunu saglayan deger kiimesi E;, = [—%, 0] oldugundan bu denkleme

adim metodu uygulanir.

Denklemin u(t) = 1, t € Ey, sartini saglayan ¢dziimiinii iki adim i¢in bulalm.

Birinci adimda problem &, = [0, 1] araliginda incelenir ve bu aralikta u(t) =1 + ¢,
t €&y, u' =1, u(0) =1 problemi elde edilir. Ikinci adimda t, =1 ve t > 1 icin

h'(t) =1- zi\/f < 1 oldugundan buraya ikinci durum uyar. O halde

2t + 1 +V1 + 4t 3445
2 ) £1=[1’ 2 ]

y(®) =
olur. Bu yiizden ikinci adimdaki problem &; araliginda
u'=t—-vVt+1, u(l) =2

problemine doniisiir. Buradan
2 23 7
u(t) =?—§t2 +t+g, teg

olur.
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3.3.NOTR TiP DENKLEMLER

Bir sabit gecikmesi olan nétr tip

u'(t) = f(t,ult),u(t —1), u'(t — 1)) (3.26)

denkleminin

u(t) = @o(t), t€E, (3.27)

kosulunu saglayan ¢0ziimiiniin bulunmasi problemine adim metodu uygulayalim.
Burada f(t, uq, uy, uz) fonksiyonu G ={t, <t<T, —oo<u; <o, i =1,2,3}
kiimesinde siireklidir. @, (t) fonksiyonu da E; kiimesinde siirekli tiireve sahiptir. Ele
alinan problem I; = [t,, to + t] arahigmda u'(t) = f(t, u, @o(t — 1), @o(t — 1)) adi
diferansiyel denkleminin u(ty) = @ (ty) kosulunu saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasina
getirilir. Verilen kosullar dahilinde bu problemin ¢6ziimii oldugu agiktir. u = @4(t)
fonksiyonunun bu problemin [; araliginda tanimlanmis ¢6zliimii oldugunu kabul
edelim. O halde I, = [t, + T, ty + 27] araliginda (3.26)-(3.27) probleminin ¢éziimiini

bulmak i¢in

u' = f(tu e (t—1),0:(—1))

denkleminin  u(ty +7) = @o(ty +7) kosulunu saglayan ¢Oziimiinii bulmak
gerekmektedir. Verilen kosullardan ¢oziimiin (t, — T, ty), (to, to +7T), (to + 7, to +
27), ... araliklarinda siirekli tiirevleri, ty, to + T, to + 27, ... noktalarinda ise sol ve sag
tiirevlerinin oldugu goriilmektedir. Fakat ¢6ziimiin ¢t,, t, + 7, ty + 27, ... noktalarinda

tiirevi olmayabilir.

Gergekten de t, noktasinda ¢oziimiin sol tiirevi ¢ (t, — 7), sag tlirevi ise

@1(to +0) = f(to, @o(to), Polto— 1), oty —1))

seklindedir. Bu sebepten de ancak

Po(to —0) = f(to, Po(to), @olto—1), @o(to—1)) (3.28)
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kosulu onerildiginde t;, noktasinda ¢oOziimiin tiirevi vardir. Aciktir ki, ¢+t
noktasinda ¢6ziimiin sol tirevi f(ty + 7, @1(to + 1), @o(ty), @o(to —0))’a, sag
tirevi ise f(ty + 7, @1(to + 1), @o(ty), @1(ty + 0))’a esittir. Buradan (3.28) kosulu

saglandiginda

flto+7, @1(to+ 1), 9o(te), @o(to—0))

=f(to+7, @1(to +7), @o(te), @1(to+0))

olur ve bu da t, + 7 noktasinda ¢ézlimiin siirekli tlireve sahip olmasi demektir. Bu
yolla (3.28) kosulu saglandiginda ¢oziimiin, t, + 27, t, + 37, ... noktalarinda siirekli
tiireve sahip oldugu gosterilebilir. Fakat genel olarak (3.27)-(3.28) probleminin ¢éziimii
araliktan araliga gectikce diizgiinlesir. Bu ozelligi ile nétr tip denklemler geciken

argiimanli denklemlerden farklidir.

Bunlar degisken gecikmeli nétr tip denklemler icin de yiiriitiilebilir.

Ornek 3.5.

probleminin ¢éziimiinii bulalim.

Bu denklem igin h(t) =§ oldugundan, y(t) = 3t. Bu sebepten [1,3] araliginda
incelenen problem  u'(t) =t+ 1 denkleminin  u(1) =1 kosulunu saglayan
¢ozlimiinlin bulunmasi problemine doniisiir. Buradan u = §+% olur. O halde [3,9]
araliginda incelenen problem u' = % denkleminin u(3) = 7 kosulunu saglayan

2
¢Oziimilinliin bulunmasi problemine doniisiir. Bdylece [3,9] araliginda u = % -1

olur.
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3.4. ADVANCED ARGUMANLI DENKLEMLER

u(t) =f( wt—1), v(t—-1)

u(t) = @o(t), t€E,

problemini adim metodu ile ¢ozelim. ¢@qy(t) fonksiyonunun E, araliginda k.

mertebeye, f(t, u;, u,) fonksiyonunun ise

G={ty<t<oo, —o<u; <o, i=1,2} kiimesinde (k¢ — ). mertebeye kadar
stirekli tiirevinin oldugunu varsayalim. Birinci adimda yani (t,, t, + t] araliginda
problemin ¢oziimii  @1(t) = f(t, @o(t — 1), ot —17)) olur ve u=@(t)
fonksiyonunun (¢t,, t, + t] araliginda genel olarak (k — ). mertebeye kadar siirekli
tiirevi oldugu goriiliir. Ikinci adimda yani (t, + 7, to + 27] araliginda ele alinan

problemin ¢oziimii ¢, (t) = f(t, ¢,(t — 1), @1(t — 7)) olur.

Aciktir ki, u = ¢,(t) fonksiyonunun (t, + 7, t, + 27| arahiginda genel olarak (k —2).
mertebeye kadar siirekli tirevi vardir. @ (t) = f(t, @r_1(t — 1), @)_,(t — 1))
fonksiyonu (to, + (k — 1)1, tg + kt] araliginda ele alinan problemin ¢oziimiidiir ve
problemin (ty + (k — 1)t, ty, + kt] araliginda tiirevi yoktur. Boylece (ty, tg + kt]

araliginda ele alinan problemin ¢éziimii

(Po(t), to—T<t=<ty
(pl(t), tOStSt0+T
) =L @,(t), to+T<t<ty+27

\(pk(t), tO + (k - 1)T <t< tO + kt

seklindedir. Coziim, @(ty+ 0) # f(ty, @o(to — 1), @o(ty — 7)) oldugunda t = ¢,
noktasinda, @,(ty + T+ 0) # f(ty + 7, @1(ty +0), @1(ty + 0)) oldugunda ise
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t =ty + v noktasinda siireklidir. Buradan ¢ arttikca bir araliktan komsu araliga
gecildiginde ele alinan problemin c¢oziimiiniin dlizglinliigiiniin bir birim arttig1

goriilmektedir.

Coziimiin Varhgi ve Devami

Bu kisimda

u(t) =f (t, u(e), u'(t- T(t))), t>t,
denkleminin

u(t) = @o(t), tE€E,

sartin1 saglayan ¢ozliimiiniin varlig1 ve tekligi hakkindaki problem ispatlanarak ¢oziimiin

devami problemi arastirilacaktir.

Teorem 3.3. Varsayalim ki;

1) ¢@o(t) baslangic fonksiyonu E  kiimesinde siireklidir.

2) Belli bir h > 0 sayis1 i¢in 7(t) fonksiyonu [t,, to + h] araliginda siireklidir ve
7(t) = 0.

3) f(t, uy, uy) fonksiyonu D = {to <t <to+h, @o(ty) —b <u; < @olty) +

b, i = 1,2} bolgesinde stireklidir ve u4, u,’ye gore
If(t uy, uz) = f(& vy, v2)| < N[ug —v1| + [up — v5l]

Lipshitz sartin1 sagliyor. Bu durumda (3.13)-(3.14) probleminin [t,, t, + ]

araliginda tanimli bir tek ¢oziimii vardir, burada

b
a= min{h,—}, M = sup|f(t, uy, uy)l.
M b

fspat.

Teoremi sikan doniisiim prensibi yardimui ile ispatlayacagiz. Bunun i¢in @ ile
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U = E, U [to, to+ a] kiimesinde siirekli, E; ’da ¢, (t) fonksiyonuna esit olan ve

t €[ty to+a] oldugunda |@(t) — @o(ty)] < b kosulunu saglayan {¢(t)}

fonksiyonlar ailesini gosterelim.

Her bir ¢(t) € @ i¢in A(¢(t)) fonksiyonu

A((p(t)) = @o(ty) + ff(S,(p(S),(p(S — T(s))) ds, to<t<ty+a

A(p(®)) = olte), tEE, (3.29)

olsun. Bu yolla @ kiimesinde bir 4 operatorii tanimlamis oluruz. (3.29) formiili ile

tanimlanmis A((p(t)) fonksiyonunun U kiimesinde siirekli oldugu aciktir. Kosula gore

t € [to, to + ] igin (t, @(t), ot - T(t))) €D ve |f (t, @(0), o(t— T(t)))| <
M oldugundan, |A(@(t) ) — A@(t))| < Ma < b elde edilir. Buradan 4 operatoriiniin
® kiimesinde siirekli oldugu goriilmektedir. Ote yandan f(t, u,, u,) fonksiyonu

Lipshitz sartin1 sagladigindan keyfi ¢(t), ¥ (t) € ® i¢in

[4(e(®) - A(w®)|

t

< [ ] (00005 = 2(2) = £ (59, (s — 7)) | s

to

<N f [9(s) = ()| + |9 (s — () — (s — 2())|]ds
<2N f 0 (s) — (s)]ds

S2N(t—to) sup [o(6) =y (D).

tost<stpta
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Bu esitlikten

|4%(p () — A2 (¥ (D)|

= f[f(s, Alp(), ACe(s—1())) = f(s, AW, A(Y(s —(s))))]ds

< 2N f 14(0(s)) — A(p(s))|ds

toststpta

<@NY? sup o) — (D) f (s — to)ds

_RNE—F e — o)

2! toststpta

elde ederiz. Buradan da tlimevarim metodu ile keyfi k£ dogal sayis1 igin

2N(t — to)]*

|44 (p(®) — A*(p ()] < : sup |p(t) — (b))l

k! toststp+a

esitliginin saglandig1 gosterilebilir. Yeterince biiyiik 4 ’lar i¢in

[2N(t = to)]* < @Na)* _

Kl oo a<t

oldugu agiktir. Yani bu £’lar i¢in A operatoriiniin £. iterasyonu

|44 (p(®) — A*(p ()] < a_sup o) =y

oStstota
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kosulunu sagliyor. Oyle bir k, sayis1 vardir ki, Ao operatdriiniin sikan doniisiim

prensibinin sartlarini saglar. Bu sebepten de sikan doniisiim prensibine gore
t
o(t) = @o(ty) + ff (s, o(s), (p(s — T(s))) ds, to<t<ty+a
to

p(t) = @o(t), tEE,

integral denkleminin @ kiimesinde bir tek siirekli ¢dziimii vardir. Ote yandan (3.22)-
(3.23) probleminin ¢oziimiiniin bulunmasi bu integral denklemin siirekli ¢oziimiiniin

bulunmasina denk oldugundan teorem ispatlanmustir.

Not 3.4. Peano teoreminin ispatinda oldugu gibi, 1 ve II kosullar1 saglandiginda
f(t, uy, u,) fonksiyonu D bélgesinde sadece siirekli ise (3.22)-(3.23) probleminin en
az bir ¢éziimiiniin oldugu gosterilebilir.

Simdi de ¢0ziimiin devami konusunu inceleyelim. Varsayalim ki, f(¢t, uq, uy)
fonksiyonu t degiskenine gore [ty,t;] araliginda; u,, u, degiskenlerine gore ise
(po(to), @o(ty —1(ty))) noktasini igerisinde bulunduran bolgede tanimlidir ve tim
arglimanlara gore siireklidir. ¢, (t) fonksiyonu E¢ ’da, 7(t) = 0 fonksiyonu ise [to, t;]
araliginda siireklidir. Bu durumda (3.22)-(3.23) probleminin belli bir a(a < t; — t;)
icin [ty, to + a] araliginda tanimhi en az bir u = ¢(t) ¢éziimiinii t, + a’dan saga

devam ettirebiliriz.

f(t, uy, uy) fonksiyonunun tanimli oldugu kiimeyi G ile gosterelim ve asagidaki

durumlar1 inceleyelim:

e (Cozim tim [t,, t;] araliginda devam ettirilir.
e Opyle bir t' € (ty + a, t;) noktas: vardir ki, ¢dziim [ty, t') araliginda devam

ettirilendir ve t degiskeni soldan t’ noktasina yaklastiginda
T(t) = ( t, o(t), (p(t — T(t))) noktasi G kiimesinin sinirina yaklasir. Yani G

kiimesinin keyfi F kompakt alt kiimesi i¢in Oyle bir s € (ty, t") noktasi vardir
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ki, t € (s, t') oldugunda T(t) € G\T olur (istenilen sonsuz alt kiimesinden
yakinsak dizi segmek miimkiin olan kiimeye kompakt kiime denir).

o (ozim [ty, t') (t, <t' <t;) araliginda devam ettirilendir ve t degiskeni t’
noktasina soldan yaklastiginda T(t) noktast G kiimesinin sinirma sonsuz defa
yaklasip uzaklasir. Diger bir deyisle G kiimesinin Oyle bir kompakt alt kiimesi
ve t'noktasma yakinsak monoton artan (¢ dizisi bulunabilir ki, T({) € F,,
k = 1,2, ... olur; fakat G kiimesinin keyfi F kompakt alt kiimesi ve t’ noktasina
yakinsak dyle bir monoton artan ({f) dizisi bulmak miimkiindiir ki, T({f) €
G\F, k=1,2,... olur.

Onu da belirtelim ki, 7(t) =0 veya 7(t) > 0, t, < t’' < t; oldugunda ii¢iincii durum
ortaya ¢ikmaz. Yani adi diferansiyel denklemler i¢in sadece birinci ve ikinci durumlar

mumkundiir.

Not 3.5. Adi diferansiyel denklemlerden farkli olarak meyleden argiimanli denklemin
varligr ve tekliginin verilmis kosullar dahilinde saglanmasi durumunu da iki farkl

¢Oziim bir noktada, hatta belli bir aralikta ¢akisabilir. Bunu gostermek i¢in
u'(t) =cost + (sin t— u(t))f(u(t — 1)), t>0
denkleminin
u(t) = @1(0), u(t) = @2(t), teE,=[-10]

kosullarini saglayan ¢oziimlerini inceleyelim. Burada f(t) fonksiyonu gercek eksende
stireklidir. ¢4 (t), @, (t) fonksiyonlari ise E, pargasinda siirekli ve ¢4(0) = ¢,(0) =0

kosullarin1 saglayan keyfi fonksiyonlardir.

Ele alinan problemlere adim metodu uygularsak birinci adimda yani [0,1] arali§inda

u'(t) =cost + (sint — u)f(gol(t — 1)), u(0) = ¢,(0) =0

v'(t) = cost + (sint — v)f(goz(t — 1)), v(0) = p,(0) =0

problemini elde ederiz ve bunlarin bir tek u = v =sint ¢6ziimii vardir. Sonraki
adimlarda ele alinan lineer denklemlerin sag taraflar1 ayni oldugundan ¢oziimler
cakisacaktir. Demek ki, ele alinan denklemlerin iki farkli baslangi¢ fonksiyonuna gore

bir ¢éziimii vardir.
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3.5. LINEER DENKLEMLER

3.5.1. Geciken Argiimanh Denklemler

Bir sabit gecikmesi olan

u'(t) + a(®u(t) + b(Hu(t — 1) = f(t), t>t, (3.30)

denkleminin

u(t) = @o(t), t€Ey=[ty—T1,¢0] (3.31)

kosulunu saglayan ¢oziimiiniin bulunmasinin istendigini varsayalim. Burada 7> 0
sabit gecikmedir. ¢((t) baslangi¢ fonksiyonu [ty — T, t,] araliginda siirekli, a(t),
b(t), f(t) fonksiyonlari ise [ty, +o0) araliginda siireklidir. Bu problemin ¢oziimiiniin
adim metodu ile bulunmasinin miimkiin oldugunu belirtelim. Gergekten de (3.30)-

(3.31) problemi [t,, ty + 7] araliginda

u'(t) + a(®u + b()@o(t — 1) = f(t)

lineer denkleminin

u(ty) = @o(to)

kosulunu saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasina getirilir. Aciktir ki, ele alinan problemin
[to, to + T] araliginda tanimli bir tek u = ¢4(t) ¢6ziimii vardir. Bu sebepten (3.30)-
(3.31) problemi [ty + T, t, + 27] araliginda

u'(t) + a(®u + b, (t — 1) = f(1)

lineer denkleminin
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u(to + 1) = @1(to +7)

Kosulunu saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine getirilir.  uq(t), u,(t)

fonksiyonlar1 lineer homojen

uw' @) +al®u®) +bu(t—1)=0 (3.32)

denkleminin ¢4 (t) ve ¢, (t) baslangi¢ fonksiyonlarina uygun ¢oziimleri ise keyfi ¢y, ¢,
sayilart i¢in c¢qxq(t) + ¢, x,(t) fonksiyonu da onun cy4(t) + ¢, @,(t) baslangig
fonksiyonuna uygun ¢oziimiidiir. Bunun disinda u(t) fonksiyonu (3.32) denkleminin
@o(t) baslangi¢ fonksiyonuna, i(t) fonksiyonu ise (3.30) denkleminin sifir baslangig
fonksiyonuna uygun olan ¢6ziimii ise u(t) + i(t) fonksiyonu (3.30) denkleminin ¢ (t)

baslangi¢ fonksiyonuna uygun ¢oziimiidiir.

Boylece (3.30) denkleminin ¢((t) baslangi¢ fonksiyonuna uygun ¢Oziimiiniin

bulunmasi daha basit olan iki problemin ¢dziimiiniin bulunmasina getirilir.

Bu boliimde esas amag self-adjoint denklemi kavramini kullanarak (3.30)-(3.31)
problemin ¢oziimiinii integral seklinde gostermektedir. Bu kavram yardimi ile
denkleminin ¢6ziimiinlin 6zelliklerini 6grenebilir ve bircok teorik problemleri

aragtirabiliriz. Bu gdsterim daha genel denklemler ve sistemler i¢in de gecerlidir.

Varsayalim ki, f(t, s) fonksiyonu G = {t > t,, t; < s <t + v} kiimesinde tanimli,

her bir t >t, icin s degiskenine gore [t,, t] aralifinda siireklidir ve (t,, t)

araliginda
af (t, s
— f(gs ) + f(t,s)a(s) + f(t,s+1)b(s+1) =0 (3.33)
denkleminin
0, t<s<t+rt
f(t,s) = { (3.34)
1, s=t
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kosulunu saglayan ¢oziimidiir. (3.33) denklemine (3.30) denkleminin self-adjoint

denklemi denir.

Ilk olarak adim metodu yardimi ile (3.33)-(3.34) probleminin ¢dziimiiniin varligin
gosterelim. Birinci adimda bu probleme (t—1t, t] araliginda bakalim. (3.34)
kosulundan s € (t — 1, t] icin f(¢t, s+71) =0, f(t, t) =1 oldugundan (t — 1, t]
araliginda f(t,s) fonksiyonu

of (t,s)
~ 9s

+f(t,s)als) =0, f( t)=1

Cauchy (baslangi¢-deger) Problemi’nin ¢6ziimii olarak kabul edilir. Buradan

f(t,s)zexp(—fta(f)d{>, t—17<s<t

elde edilir.

Ikinci adimda (3.33) — (3.34) problemine (t— 27,t — 1] araliginda bakilir. Bu

durumda
(t — 2t,t — 7] araliginda

t

af (t,s)
~ 0s

+ f(t,s)a(s) + b(s + 1) exp <—j a(Q)d () =0

+T

t

Fltt—1) = exp (— f a@)d c)

problemi elde edilir ve ¢oziimii

¢ e p+T
f(t,s)=exp<— j a(()d() 1- f b(p + 1) exp( f a(()d()dp
s : p

olur. Bu metotla her bir t > t; i¢in sonlu adimdan sonra f(t,s) fonksiyonunu [t,, t]

araliginda olusturulabilir.
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Teorem 3.4. Varsayalim ki, ¢q(t) fonksiyonu E, arahfinda a(t), b(t), f(t)
fonksiyonlar1 ise [ty, +o0) araliginda streklidir ve f(t,s) fonksiyonu (3.24)-(3.25)

probleminin ¢oziimiidiir. O halde

w(®) = £(t, to)o(to) — f Fts +17) 9o(s)ds

t (3.35)
+ ff(t,s)f(s)ds, t>t,

esitligi ile ifade edilen u(t) fonksiyonu (3.30)-(3.31) probleminin ¢oziimiidiir. (3.35)

formiiliine geciken argiimanl diferansiyel denklem i¢in Cauchy formiilii denir.
fspat.

Teoremin kosullar1 dahilinde (3.30)-(3.31) probleminin [t,, +0) araliginda tanimli bir
tek  u(t) ¢oziimi vardir. Bu ¢6ziimi (3.21) denkleminde t degiskeni yerine s
degiskenini yazalim ve her iki tarafi f(t,s) fonksiyonu ile ¢arpip t,’dan t’ye

integralleyelim:

ff(t,s)u’(s)ds+ ff(t,s)a(s)u(s)ds+ ff(t,s)b(s)u(s—r)ds
¢ ¢ ° ° (3.36)
- [ resreas

kismi integrasyon ile

af(t; $) u(s)ds

[ resyueras = £eou® - re ot - [

elde ederiz. Degisken doniisiimii yaparsak
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ff(t, s)b(s)u(s — 1)ds = f f(t,s + )b(s + D)u(s)ds

tO—T

buluruz. Fakat kosula gore s € (t — 7, t) igin f(t,s + 7) = 0 oldugundan

ff(t, s)b(s)u(s — 1)ds = J- f(t,s +t)b(s + )u(s)ds

to—T

+ jf(t, s+ 1)b(s + t)u(s)ds

olur. Bdylece (3.36) esitligi

f(t, Oult) — f(t, to)ulty) + j f(t,s + ©)b(s + )u(s)ds

to—T

+ f (— Of(gt;, ) + f(t,s)a(s) + f(t,s + t)b(s + T)>u(s)ds

- [ resreas

seklinde yazilabilir. Buradan da (3.31) kosulu ve f(t, s) fonksiyonun tanimindan (3.35)

elde edilir. Teorem ispatlandi. O
Not 3.6. Teoremin ispat yontemi kullanilarak
u' (1) + A@®u) + B@u(t —t(t)) = F(t)
sisteminin
u(t) =0, tE€E,

kosulunu saglayan ¢éztiimii

u(t) = jf(t,s)F(s)ds
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formiili ile verilir. Burada A(t) ve B(t) verilmis matris fonksiyonlar, F(t) verilmis

vektor fonksiyon, u(t) aranan vektor fonksiyondur. ¢(t,s) matris fonksiyonu

af (t,s) ,
— == T fEAE) + fEY()BG () =0
matris sisteminin
fts) = {0’ t<s=y®
E, s=t

kosulunu saglayan ¢oziimidiir. y(t) ise h(t) =t — t(t) fonksiyonunun tersidir (E

birim matristir).

3.5.2. Pertiirbe Olmus Geciken Argiimanh Denklemler

v'(t) + [a(t) + a, (O)]v(t) + [b(t) + by (O)]v(t —1) =0, t>t, (3.28)

lineer homojen denklemini ele alalim.
Teorem 3.5. Varsayalim ki;

1) (3.32) denkleminin (3.31) kosulunu saglayan ¢6ziimii I = [t,, +00) araliginda
stnirhdir.

2) a4(t), by(t) fonksiyonlar1 [ araliginda siireklidir ve
fttolal(t)ldt < 4o, f:olbl(t)ldt <+,
3) (3.33)-(3.34) probleminin ¢éziimii G = {t > t,, to < s <t + 1}
kiimesinde sinirlidir: |f(t, s)| < ¢ (c bir sabittir).

Bu durumda (3.37) denkleminin (3.31) kosulunu saglayan ¢6ziimii [ araliginda

sinirlidir.
fspat.

u(t) ve wv(t) fonksiyonlarinin (3.32) ve (3.37) denklemlerinin (3.31) kosulunu

saglayan ¢oziimleri oldugunu varsayalim. O halde z(t) = v(t) — u(t) fonksiyonu
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z'(t) + a(t)z(t) + b(t)z(t — 1) = —[a, (D) v(t) + by (DV(t — 1)), t>t,
denkleminin
z(t) = 0, t € Ey,

kosulunu saglayan ¢oziimii olacaktir. Bu problemin ¢6ziimiinii (3.35) formiiliine gore
t
20) = - [ FE@ ) +byv(s — Dlds
to
seklinde yazabiliriz. Buradan
t
v(t) = u(t) - ff(t, s)lai(s)v(s) + bi(s)v(s — 7)lds
to
ve degisken doniisiimii yaparak

v(t) = u(t) — f f(t,s —1t)b (s + T)py(s)ds

tO—T
t

— j[f(t, s)a,;(s) + f(t,s + )b (s + T)]v(s)ds

to
elde ederiz. Teoremin 1. ve 3. kosullarindan

t

lv(t)| <c +c j[lal(s)l + |bi(s + DI]|lv(s)lds |, ¢4 = sabit >0

to
esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlige Gronwall Esitsizligi uygulanirsa

t

lv(t)| < cyexp| ¢ j[lal(s)l + |b1(s + 7)|]ds

to

bulunur. Buradan da teoremin 2. kosulundan v(t) fonksiyonunun [ araliginda sinirlilig

goriilmektedir. Teorem ispatlandi. m
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3.5.3. Notr Tip Denklemler

u'(t) +a(®u'(t — 1) + b(u(t) + c(u(t — 1) = f(t), t>t, (3.38)

denkleminin

ut) =0, tE€E, (3.39)

kosulunu saglayan ¢oziimiiniin integral ifadesini bulalim. Burada = > 0 sabit gecikme,
a(t), b(t), c(t) ve f(t) fonksiyonlar: da I yarim ekseninde siireklidir. Varsayalim ki,

a(t) fonksiyonunun siirekli tiirevi vardir ve f(t, s) fonksiyonu

(s € (tg, ), k = 1,2, ... igcins # t — k1)

- af(gi, s) _ % [f(t,s +D)a(s + )] + f(t,s)b(s) + f(t,s +T)c(s+1) =0 (3.40)

denkleminin

0, t<s<t+r1
f(ts) = (3.41)
1, s=t
kosulunu saglayan ve
ft,s)+f(t,s+1t)a(s+1) (3.42)
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ifadesinin s’ye gdre [to, t] araliginda siirekli oldugunu gosteren ¢oziimiidiir. i1k olarak
adim metodu ile (3.40)-(3.41) probleminin (3.42) ifadesinin siirekliligini temin eden
¢ozliciiniin oldugunu gosterelim. Birinci adimda (3.40)-(3.41) problemine (t — 7, t)

araliginda bakalim. Bu aralikta f(t,s + t) = 0 oldugundan

af( s)

+ f(t,s)b(s) =0, f(t,t)=1

problemi elde edilir.

Buradan

t

ft5) = exp - f b(Q)dg

S

olur. O halde s € (t — 27, t — 7)i¢in f(t,s + 7) = exp (— fstﬁb(()d{) oldugundan

(t —2t,t — 1) araliginda (3.40) denklemi

af (t s)

+ 169 = o als + Dew | = [ b©ag

S+T

(3.43)

t

—c(s+1)exp| — fb({)d(

S+T

seklini alir. Bu denklemin 6yle bir ¢Oziimiinii bulmamiz gerekiyor ki, bu ¢6ziim i¢in

(3.42) ifadesi s = t — 7 noktasinda siirekli olsun. Yani

lim [f(t,s)+ f(t,s+1Da(s+1)] = S_)ltizrrl_o[f(t, s)+ f(t,s+1)a(s +1)]

s—>t—1+0
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esitligi saglansin. Buradan ¢(t,s) fonksiyonunun s € (t — 7, t) i¢in olan ifadesine

ve (3.41)’e gore

t

ft,t—7—0)=exp| — fb(()d{ —a(t) (3.44)

t—t

elde edilir. Demek ki, (3.43) denkleminin (3.44) baslangic kosulunu saglayan
¢Oziimiinlin bulunmasi gerekiyor ve agiktir ki, bu problemin (t — 27,t — 7) araliginda

tanimli bir tek ¢6ziimii vardir.

Bu yolla belirlenen t (t > t,) i¢in [ty t] aralifinda bir tek f(t,s) fonksiyonu
olusturulur. Olusturulan bu metottan s = ¢, t — 1, t — 27,... noktasmin f(t,s)

fonksiyonunun 1.tip siireksiz noktalar1 olabilecegi goriilmektedir.

Teorem 3.6. a(t), a’(t), b(t), c(t), f(t) fonksiyonlar1 I = [t,, +o) araliginda
stirekli olsun. f (¢, s) fonksiyonu ise (3.40)-(3.41) probleminin (3.42) ifadesinin

[to, t]araliginda s’ye gore siireklili§ini temin eden ¢oziimii olsun. O halde (3.38)-

(3.39) probleminin ¢éziimii

u(t) = jf(t: s)f(s)ds (3.45)

formiila ile verilir.
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jspat.

(3.38)’den

ff(t, s)[u'(s) + a(s)u'(s — 1) + b(s)u(s) + c(s)u(s — 17)]ds

= ff(t, s)f(s)ds, t>t,

elde edilir. Degisken doniisiimii uygulanirsa

ff(t, s)a(s)u'(s —t)ds = f f(t, s +1t)als +)u'(s)ds,

tO—T

ff(t, s)c(s)u(s —t)ds = f f(t,s +1t)c(s + Du(s)ds

tO—T

bulunur. Burada da (3.39) ve (3.41) kosullar1 dikkate alinirsa

ff(t, s)a(s)u'(s —t)ds = ff(t,s + 1)a(s + t)u(s)ds,

ff(t, s)c(s)u(s —t)ds = ff(t,s + 1)c(s + t)u(s)ds

olur. O halde (3.46)’y1
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f[f(t, s)+ f(t,s+1t)al(s+1)]u'(s)ds

(3.47)

t

+ f[f(t, s)b(s) + f(t,s + T)c(s + 1) ]u(s)ds = ff(t, s)f(s)ds

to

seklinde yazabiliriz. Agiktir ki, u(s) ve f(t,s) + f(t,s + 7)a(s + t) fonksiyonlari
[to, t] arahiginda s’ye gore siireklidir ve kismi siirekli tiirevlere sahiptir. Bu sebepten

(3.47)’nin sol tarafindaki birinci toplama kismi integrasyon uygulayabiliriz. Bu

durumda (3.39) ve (3.41) kosullarindan

f[f(t, s)+ f(t,s + t)a(s + 1)]u(s)ds

=[f(&. ) + ft, t + Da(t + D]u®) — [f (L, o) + f(&, to + Dalty + 1)]u(ty)

- f% [£(6,5) + £(t,5 + Dals + Dlu(s)ds

= u(t) — f % [F(ts) + (&, s + T)als + D]u(s)ds

elde ederiz. Boylece (3.47) esitligi

t

u(t) + f <—%[f(t, )+ f(t,s+1ta(s+ 1)+ f(t,s)b(s)

to

+ f(t,s+1)c(s + T)>u(s)ds
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- [reor©as

seklini alir. Buradan da f(t,s) fonksiyonu (3.31) denkleminin ¢6ziimii oldugundan

(3.36) denklemi elde edilir. Teorem ispatlandi. |
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4. GECIKMELI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMU
ICIN LAPLACE DONUSUMU UYGULAMALARI

4.1. SABIT KATSAYILI GECIKEN ARGUMANLI DIiFERANSIYEL
DENKLEMLER

Bu bolimde

Lw)=u'(t) +au(t) +bu(t—1)=0 4.1)

denkleminin e?t seklinde ¢oziimlerinin bulunmasinmi inceleyecegiz. Burada 7> 0, aq,
b+ 0 gercek saylardir. Aciktir ki, h(1) = A +a+be ¥ ile gosterirsek
L(e*) = h(A)e* olacaktir. Buradan e?* fonksiyonunun (4.1) denkleminin ¢oziimii

olabilmesi i¢in A’nin

A+ a+ be =0 4.2)

denkleminin kokii olmas1 gerek ve yeter sart olarak goriilmektedir. (4.2) denklemine (4.1)
denkleminin karakteristik denklemi, h(A) fonksiyonuna ise karakteristik quazi-polinomu
denir. Karakteristik denkleminin her bir A asal kokiine (4.1) denkleminin e?t ¢oziimii
karsilik gelir ve farkli koklere karsilik gelen kokler lineer bagimli degildir. Bunun diginda
karakteristik denklemin A = a + if(f # 0) kompleks kokiine (4.1) denkleminin lineer

bagimli olmayan e® cos St , e sin St ¢oziimleri karsilik gelir. Ayrica

h'(A) =1—bre, hOQ) = (-1)kbtke ™™, k=23, ..

oldugundan (4.2) karakteristik denkleminin her bir kokii en ¢ok iki defa tekrarlanabilir.

Varsayalim ki, A, sayis1 karakteristik denkleminin iki defa tekrarlanan kokiidiir yani

h(4y) = 0, h'(4y) = 0. Bu durumda

L(e?t) = h(Ap)ett =0, L(te™") = [th(o) + h'(Ag)]e*" =0
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esitliklerinden e?o?, te?ot fonksiyonlarmn (4.1) denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri

oldugu goriilmektedir.

Eger h(1,) =0, h'(1y) = 0 esitliklerinden A,’1 yok edersek bre®™*! =1 elde ederiz.

Buda bte?*! # 1 oldugunda (4.2) denkleminin koklerinin asal olacagini gdstermektedir.

Karakteristik denklem transendent denklem oldugundan kompleks sayilar kiimesinde
sonsuz sayida kokii vardir. Bu sebepten (4.1) denkleminin sonsuz sayida lineer bagimsiz
¢oziimleri vardir. Bu ¢oziimleri incelerken karakteristik denklemin kdklerinin kompleks

diizlemde nasil yerlestigini bilmek gerekiyor.

A=a+if, (B #0) sayis1 karakteristik denklemin kokii ise l=a-— if sayisi da
denklemin kokii olacaktir. Demek ki, karakteristik denklemin kokleri reel eksene gore

simetriktir. Ote yandan yeterince biiyiik |A|’lar i¢in
) =2(1+5) +be ™
A

ve
hy(1) = 1+ be M
fonksiyonlarinin kokleri birbirine yakindir. Fakat h, (1) fonksiyonlarinin kokleri i¢in
|| = |b|
esitligi saglandigindan buradan elde edilen
In|b| = In|A| + TRe(1)

esitligi |A| sonsuza yaklastiginda Re(A)’nin —oo’a yaklagtigini gostermektedir. Demek ki,
|A] sonsuz biiylidiik¢e (4.2) denkleminin koklerinin reel kismi reel eksenin negatif
bolgesine yaklagir. Buradan sadece sonlu sayidaki kokiiniin reel kisminin pozitif

olabilecegi sdylenebilir.

Aag +ify, k =1,2,..sayilarinin karakteristik denklemin m; (m, < 2) defa tekrarlanan
kokleri, pg(t) ve qr(t)’nin ise dereceleri (m;, — 1)’den biiyiik olmayan keyfi katsayili

polinomlar oldugunu varsayalim. O halde

[oe)

Z ekt [py (t) cos Byt + qi(t) sinfy t] (4.3)

k=1
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serisi yakinsak oldugu ve diferansiyellendigi araliklarda (4.1) denkleminin ¢éziimii
olacaktir. Ozel olarak a; < 0, k = 1,2, ... oldugunda bu seri (0, ) araliginda yakinsaktir

ve terim terim diferansiyellenebilir. p, (t), g, (t) polinomlar
©o(t) = X5, ekt [py(t) cos Byt + qi(t)sinfy t], t € [ty — T, to] kosulunun

saglanabilecegi sekilde se¢ilsin. Bu durumda (5.1) (bkz. 5. boliim) serisi (4.1) denkleminin

u(t) = @o(t), t €[ty — 7, to] kosulunu saglayan ¢6ziimii olacaktir.
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5. GECIKMELI SINGULER PERTURBE OZELLIiKLI SINIR-
DEGER PROBLEMININ NUMERIK COZUMU

Bu boliimde gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in sinir-deger problemini ele alacagiz:

eu" (x) + aC)u'(x) + b()ulx —r) = f(x), x €N (5.1)

u(x) = p(x), X € 0,, u(l) =B (5.2)

burada R=0,U0,, 2,=00,7], 2, =0, D>02=[-r,0 ve 0<e<1
pertiirbasyon parametresi, a(x) = a > 0, b(x), f(x) ve ¢@(x) verilmis belirli
regiilerlik kosullarin1 saglayan yeterince diizgiin fonksiyonlar ve r (I < 2r), & ve B’den
bagimsiz sabit gecikmedir. €’nun kiigiik degerleri i¢in u(x) fonksiyonu x = 0 civarinda

siir katina sahiptir.
Genel olarak bu alanda iki tip yaklasim kullanilmaktadir:

1) Diizgiin veya esit aralikli diigiimlerden olusan sebekede iistel katsayili fark
semalarinin (uyarlanmis sema) uygulanmasi.
2) Swnir katlar1 dahilinde 6zel kuralla belirlenen diizglin olmayan sebekelerin

(uyarlanmig sebeke) se¢cimine dayali fark metotlari.

Bunlarin her ikisinde de amac¢ diferansiyel problemin o&zelliklerini daha iyi ifade
edebilecek niimerik metodun olusturulmasidir. Singiiler pertlirbe 6zellikli diferansiyel
denklemler i¢in uygun niimerik metotlarin olusturulmas: ve analizi ile ilgili cesitli

yaklasimlar [12], [26], [37], [53] te bulunabilir.

(5.1)-(5.2) probleminin ¢6zliimii i¢in diizgiin sebekede sonlu fark semasi kurularak
uygun niimerik metot ele alinacaktir. Kesin ¢oziimiin énemli 6zellikleri verilecektir.
Sonlu fark diskritizasyonu yapilarak yaklasik ¢6ziim i¢in hata analizi verilecektir.
Diizgiin yakinsaklik ayrik maksimum normda incelenecektir. Ayrik problemin ¢oziimii

icin iteratif algoritma olusturularak teorik analizleri destekleyen niimerik sonuglar
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verilecektir. Tiim boliimde C, € ve sebeke parametresinden bagimsiz genel pozitif sabiti

gostermektedir.

5.1. SUREKLI PROBLEM

Burada (5.1)-(5.2) probleminin ¢oziimiiniin bazi 6zelliklerinden bahsedecegiz. Bu
ozelliklere uygun niimerik ¢6ziimiin analizini yapti§imiz zaman ihtiyacimiz olacaktir.

Oncelikle asagidakileri hatirlayalim:

1
lgllo = lglloz = maxlg@L gl = gl = [ lgGold
0

Igllok = l9llez,  Ngllie = llgllie, k=012, ..

Lemma 5.1. a(x), b(x), f(x) € C(ﬁ). p(x) € C(£2y) olsun ve

p=a bllo(—71) <1 (5.3)

O halde (5.1)-(5.2) probleminin ¢éziimii i¢in

lullew < Co, (54)

1
lu' (x)] SC(l +§eT), 0<x<lI (5.5)

yazabiliriz, burada

Co = (|§00| + Bl + a7 tIfIlL + a_1||b||oo,2||(ﬂ||1,o)(1 -p)~ L

fspat.
Oncelikle (5.4) denklemini ispatlayalim:

eu"(x) +a()u'(x) + b()ulx —r) = f(x),
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eu"(x) +a(x)u’'(x) = f(x) — b(x)ulx — 1),

burada

b(x)u(x —r) — f(x) = F(x).
O halde

1 1
u'’(x) = —Ea(x)u’(x) — EF(x)

olur ve Green fonksiyonunu kullanirsak

X
1

1 x 1 x
w' (x) = u'(0)e eho AW g7 E,[ F(Qe ) a(”)d”d( (5.6)
0

elde ederiz. Bu denklemin (0, x) araliginda integralini alalim:

m | =

u(x) —u(0) =u'(0) f e_ifora(”)d“df _ f deF(Z)e_%fga(”)d“d{_
0 0 0
u(0) = ¢(0) oldugundan
r 1T 1 ; H 1T
U(x) = (p(O) + ul(o) j e—;fo a(#)dﬂd,[ _ Ej dT]F(()e Ef( a(u)dud{ (57)
0 0 0

ve u(l) = B oldugundan

B —p(0) +1[LdgF(Q) [} e HK Wy

u'(0) = (5.8)

fol o5l alwdn g

(5.7) ve (5.8)’den
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l l
uG) = (0) + [8 = 9(0) + [ dgF(q) [ R Wigyy
¢

0

(5.9)
P I OLT x x
e &0 dt T
Lo — 2 f F(O) f e el A gy,
fol e_;fo a(ﬂ)dﬂdr & 0 7
Green fonksiyonunu kullanirsak
1 1p [* eelo aan g
G(x,9) =—fe_5f<a(”)d”df >
& 7 fo e_;fo a(“—)dﬂdr
(5.10)
X
1 1T
_ETO(x _ () j- e Ef( a(ﬂ)dﬂdT
¢
elde ederiz. (5.9) esitligi yeniden yazilirsa
frethawigg) g gtamgs
u(x): 1- 1 —lf‘[()d (P(0)+ I —lf‘[()d
foegoaﬂ ”dT J‘Oegoaﬂ Md‘[
(5.11)

l

n f 6(x,{) F(O)dg

0

(To(A)=1, 1=20; To(1)=0, 1<0)
elde edilir.

Alternatif olarak

Lu:=—cu"(x) —a(x)u'(x), 0<x<I;
u(0)=0, u()=0

operatoriiniin Green fonksiyonu [27] deki gibi
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(5.12)

1 2 ,0<(<x<l
6(x,0) = 1 {‘P(f)fp(x) <{<x<

e 91(0)92(), 0<x <<l

seklinde de ifade edilebilir, burada ¢4(x) ve @,(x) fonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki

problemlerin ¢éziimleridir:

Lo; =0, ¢;(0) =0, o,(D) =1,
Lo, =0, 9,(0) =1, p,(D)=0
Ve

_f©
(@) = Gy

Q(X) _d ff(S)dS, f(() > e—%a(‘t)d‘t'
0

(5.12) formiiliinde anlatilan G (x,{) < 0 anlamina gelir ve (5.10)’dan

l

1 1T
max G(x,{) = max —f e el awan g
x,(€N x,{€EQ E{

fox e_%f‘fa(”)d“ds

1 ,T
fol e_;fo a(ﬂ)dﬂd,l.

X
1 T
_ETO(x_()-]-e gf(a(ﬂ)dﬂd,l_
¢

l

1 1
< max _f e gf( a(ﬂ)d#d,l_
x,(eEn\ &€

IN e thawangy\
< —
&

1,7
fol e_;fo a(.u)d.ud,l.

feat (1 - e7t0-0)]

Buradan G (x,{) < a~!. Bu esitsizligi kullanirsak (5.11)’den

l
u(ol < lo(0)] + [B] + fm(x,c)uF(mdc
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l l
< lp(O) + B1+ maxlG e Ol [IFQIAE < lo(@)] + 181+ [IFEOag
' 0 0

l
< o)) + 1B] + & Ifll; + a~ f b - r)ldg

elde ederiz. Integral degiskenini { = r + s olarak degistirirsek
l-r

< @)+ 1B] + a M Ifll; + a? f Ib(r + $)u(s)lds

l-r

< 10| + 1B] + a2fll, +a? j Ib(r + $)g(s)lds +a~! j Ib(r + s)u(s)lds
-1 0

0 l
< 1p(O)] + 1Bl + & lIfll, + a? j|b(r + 9)o@s)lds + a Ml f|b(s)|ds
-Tr T

<l +[Bl+a  lIflly + a lIbllwllello + a Hiullellbllw (L — 1)

olur. Buradan da (5.4) elde edilir.

Simdi (5.5)’1 ispatlayalim:

l l

1T _a't & _ail & *
feJWWWMSIeEM:_O_QE>S—O—€ﬂQE%&
a* a*
0 0

burada a* = ||al|s ve

(=9

l l l l
1 iy 1 .
;]dch(c)lje 3t (")d“drsgfdilF(C)lfe —dr
0 I 0 4

52



l

< %f d¢|F(Q)] [a-ls(1 — e‘@)] <a’! flIF(C)IdZ
0 0

0 l-r
Sa*Wﬂh+a*WmmfMKQMS+a*WmmfhMQMs
—-r 0

<a 'liflly + a bl ll@llo + @™ IblleCo(l = 1) = €.

(5.8)’den

d:

Bl +1@(0)] +2 [} dZIF Q)] f e “ % ar

lu'(0)] < :
I o sdo atdn g

< Co'(IBl + ¢(0) + Cy) s C;

& &

Onceki esitsizligi (5.6)’da kullanarak ve benzer islemleri yaparak (5.5)’i elde ederiz. O

5.2. AYRIK PROBLEM

Burada, w ile ()’ da tanimli diizgiin sebekeyi gosterecegiz:
w={x=ih i=12.,N-1 h=l/

ve w=wU{x =0, [}. Kolaylik i¢in ;N = Ny’ tamsayr oldugu yani yy, =7

oldugunu varsayacagiz. Niimerik metodumuzu belirlemeden 6nce sebeke fonksiyonlari

i¢in bazi notasyonlar1 verelim.

Herhangi bir g(x) sebeke fonksiyonu igin
9i = g(x),
gzi = (Gi = 9i-D/h Gxi = (Giv1 — g/,
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go = (giv1—91)/2h, gzxi = (Gis1 — 29: + gi-1) /1%,

x,i

lgllo = lglleow = Orgiglg(xi)l,

N-1
gl = llglo = ) hlgil.
i=1

] ] (5.13)
h1 f Lu(x); (x)dx =h‘1ff(x)1/)i(x)dx, i=12..,N—1
0 0

integral 6zdesligini kullanarak ve

llJi(l) (x), Xi-1 <x <X
i) ={pP ), X <X <Xigy,

0, x & (Xi-1,Xi41)
baz fonksiyonlarini dikkate alarak fark metodu yaklasimini olusturabiliriz. Burada
lpi(l)(x) ve wi(z) (x) sirastyla asagidaki problemlerin ¢oziimiidiir:
" (x) —a;p’'(x) = 0, Xi-1 <X <X
Y1) =0, Plx) =1,
" (x) —a;p’'(x) = 0, Xi <X < Xy,
Y) =1, Plxiq) = 0.
l/)l-(l)x ve l/)l.(z)x fonksiyonlar1 agik olarak

edi(x—xi-1)/e _ 1 1 — e~ ®ilXip1—x)/€

D, _ ), _
lpi X = eaih/e _ 1 1’bi X = 1 — e—aih/e "’
seklinde ifade edilebilir. Bunlar da
Xi+1
h~t P;(x)dx =1
Xi-1

ifadesini saglamaktadir. (5.13)’ten
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Xi+1 Xi+1

[ @ =t [ o,

Xi-1 i-

Xi+1 Xi+1

h~t f [eu" (x) + a()u’ + b(X)u(x — r)]Y;(x)dx = b1 j FO)Y;(x)dx,
eh™1 j u” (0)Y;(x)dx + h71 f a()u’ ()Y, (x)dx
+ h1 f b(x)u(x — r)y;(x)dx
=it [ feomieodx

Yukaridaki birinci ifadeye kismi integrasyon uygulayalim:

eh?t

u' () (x) — j u’(x)llfi(x)dx‘

Xi-1

Xi+1

=ceh W' (x)yY;(x) —eh™? j u' () (x)dx.
Ikinci ifadeyi diizenleyelim:
h~1 j a()u' (x)yP;(x)dx =h™1 ja(x)u’(x)l,bi(x)dx+f a()u’ ()Y (x)dx
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Xi

h1 j a()u' (x)yP;(x)dx

=h1 j a(x)u’(x)lpi(x)dx +pt j [a(x) _ a(xi)]u'(x)l,bi(x)dx
=i [ wEwedcr b [ [aG) - aGolw v

Ucgiincii ifadeyi diizenleyelim:

h~1 f b(x)u(x — r)y;(x)dx
=h"1 j b(x)u(x — r)Y;(x)dx + h~1 j b(x)u(x — r)y;(x)dx
h1 j b(x)u(x — r)y;(x)dx
=h1 j b(x)u(x — r)y;(x)dx
#r [ eout - 1) - b - Dl
= b oh™ [ b = 1) = bGue = lCIdx.
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Esitligin sag tarafin1 diizenlersek

Xi+1 Xi Xi+1

= f FEOW ) dx = bt f FEOW ) dx + A f F O () dx

i- i—

[ Feweadx = [ feweads+ [ 1F6 - Flids
—firh [ 1760 - FG I d
elde ederiz. Boylece
—eh™? j Yi(ou' (x)dx + a;h™! j u' ()Y (x)dx + bju;_y, = f; — Ry,
i=12..N-1 (5.14)
burada
R, =RW +R® + R, (5.15)
RO =17 [ el - aGelu' G,
Ri(z) =h1 j [b()u(x — 1) — b(x)ulx; — r)yY;(x)dx,
Xi+1 Xi+1 d
—n [ wdr [ S (b@ut - )G O,
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Kgi(x, ) =To(x =) —To(x; =), 1<i<N-1,

Xi+1

RO =1 [ 176w - el

Xi—

[44]e gore
Xi+1 Xi+1

—eh™! f Yi(x)dx + a;h™?! f u' () (x)dx
Xi-1 Xi-1

Xi

= —eh tuz; + eh~Muy; + ayug h™? f Wi (x)dx

Xi—1
Xit+1
+aiux,ih_1j wi(z)(x)dx
X

1 2
= EUzy; + ai(uzi)(i( )4 ux,i)(i( ))

elde ederiz, burada

X
(1) _ -1 (1) _ ¢ 1
X =h fl/Jl- (x)dx—ﬂ—m,

Xi-1

Xi+1

1
(2 _ -1 (2) — -
i=h f i (Wdx = 1—e-wh/e  qh

Xi

Uy = U0 — Z Uxx Uy = Uo + = Uz

ifadelerini dikkate alarak (5.16)’dan
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D (2

EUzy + ai(uzi){i + Uy X; ) = €0;uzy,;a;uo (5.18)

x,i

elde ederiz, burada

a;h
0; = yicoth(y;), v;= é (5.19)

Sonug olarak (5.14) ve (5.17)’den kesin ¢6ziimiin ifadesi elde edilir:

lui = e@iu;x,i + a;uo + bl-ui_NO = fl - Ri' i = 1, 2, .. N—1.

x,1

Yukaridakilere gore (5.1)-(5.2) yaklagimi icin fark semasi agsagidaki sekilde olacaktir:

lyi = €6;yzxi + aiyo +biyi-n, =fi, 0<i<N, (5.20)

X1

Yi=¢1, —No<i<0,  yy=B5 (5.21)

buradaki 6 (5.18)’de verilmistir.

5.3. HATA DEGERLENDIRMESI

z; = y; — u; olsun. Bu durumda niimerik ¢6ziimiin hatasi asagidakini saglar:

lzi=R, 0<i<N, (5.22)

z;z=0, —Ny<i<0; zy=0, (5.23)
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burada R; (5.15) seklindedir.

Lemma 5.2. Eger a(x), b(x), f(x) € C1() ve p(x) € C1(£,) ise R; icin
IRIl; < Ch (-24)

esitsizligi dogrudur.

jspat.

R; ifadesindeki Rl.(k) (k =1, 2, 3) fonksiyonlarini belirlemek igin

[R®]| € ch, k=123

yaklasimini kabul etmek yeterlidir. Ara Deger Teoremi kullanilarak

la(x) —a(x)| = la’"(Dllx —x;| € Ch, x, {€[x;_1, Xi41]

elde edilir. Buradan

Xit+1
[RO] < ch{n [ welweods

Xi-1

ve 0 < 1;(x) < 1 oldugunu dikkate alirsak

N—1 Xi+1 l
||R§1>|| < Chz f lu' (x)|dx < ZChflu’(x)Idx.
i=1 Xi_1 0

(5.4) yaklasimini kullanarak
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!
||R(1)||1§Ch 1+ife Tdx | = <1+a‘1(1—e_a?l)>=0(h)
0

yazabiliriz.

Rl.(z) icin b € C1(12) oldugunu goz 6niinde bulundurarak ve Lemma 5.1.%i kullanarak

Xi+1 N-1 %i+1
|r?| < fk%w@m«—ﬂlamcsaz1+ flu@—ﬂwf
Xi-1 i=1 Xi-1

elde ederiz. Dolayisiyla

N 1 Xi+1

IRl < cnl 1+ flu@—ﬂMZ<Ch1+fm@—ﬂMC

=1 x;_4

ve s = ( —r yazarsak

l-r l-r

[R®||, < ch| 1+ f lu'(s)|ds | = Ch| 1+ f|(p (s)|ds+f lu'(s)|ds |,

elde ederiz. Bu da bize

[R®]|, < ch (1 +119' Ml +a™ (1 - 9_@» =0(h)

verir. Ayni yaklagim yukaridakine benzer yontemle Ri(3) icin de elde edilebilir.
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Lemma 5.3. z;, (5.22)- (5.23)’iin ¢6ziimii olsun ve (5.3) dogru olsun. O halde

12ll0,0 < [IRl1,00- (5.25)

jspat.
Burada

Ihz; = —€0,zz,; +aiz0, 1<i<N-1,
x,1

Z0=ZN=O

operatorii icin G"(x;, ¢ ;) aynk Green fonksiyonunu kullanacagiz. Bu fonksiyon

asagidaki sekilde tanimlanabilir:

LhGh(xi,Zj) = 5h(xl-,(j), Xi € w, Z] € w,
6"(0,¢)) =6"(L¢), (e,

burada & h(xl-, { j) = h™'6;; ve &;; Kronecker deltadir. Green fonksiyonunu kullanarak

(5.22)-(5.23) probleminin ¢6ziimii i¢in

N-1

hG"(x;, ) (bzj-n, — R;), % € @ (5.26)

j=1

~.

esitligini yazabiliriz. [63], [64] teki gibi yaklasimla 0 < Gh(xl-,{ j) < a! oldugunu
gosterebiliriz. Bu durumda (5.26)’dan

N-1

12lleo < @ 4Bl ) bz | + 1R

j=1

ve j — Ny = k yazarak
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N-Ng—1 N-Ng—1
12l < @ Bll > hlzl + @RI, = @ Bll Y Az
k=1—N0 k=1

+a Rll1e < @ HIbllw(N — No = Dhllzllw,e + @ IRl10

< plizllco, + @M IRI10

esitsizligi elde edelir. Buradan da (5.25)’in dogrulugu ¢ikar. Bu iki lemmadan asagidaki

yakinsaklik sonucu ¢ikar. g

Teorem 5.1. u(x) (5.1)-(5.2) probleminin, y de (5.19)-(5.20) probleminin ¢6ziimi

olsun. Bu durumda

ly — ullwz < Ch.

5.4. NUMERIK SONUCLAR

a) (5.20)-(5.21) problemleri i¢in asagidaki iterasyon teknigini kullanacagiz:

1 1 .
seiy%)i + aiygf) = fi( ), fl-( )=f - biyi_n, 1=<i<Ny—1, (5.27)
X,l
Y=g, —No<i<0,  y=p, ., (5.28)

2 2 .
eOyens +ays” = 2 [P =fi- byin, No+1<iSN—1, (529

x,i

W = tner, W =B, (5.30)
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burada u, yy, i¢in (5.20)’nin degeridir. Boylece

1
I’l'n = E y]s]:ll + yI\(]:)l)_l + hz(SQNO)_l (aNoy(()n) -I— bN()fO - fN())] n = 1,2,3, ey
X,NO

Uo = Cy ve Cy (5.4)’te verilmisti.

b) Asagidaki 6rnegi ele alalim:

3
eu"(x) +128u'(x) + 0,25u(x — 1) =0,25(x— 1), 0<x< 3 (5.31)

u(x) =y, -1<x<0, u (E) = 2. (5.32)

Kesin ¢oziim

128x

di(-1+e7 %), x € [0,1]

ulx) = 1ex (x—1)%2  e(x— 1) (x—1) 128(x-1) 3
— _—— € 1 —
d2+d3e e + 210 — 5 +d1 29 (1+e € ),x [ ,2]

seklindedir, burada

128

64
((e% — 64e — 224 + 2 M)ee —e¥)e=

dy = 92 128 ’
256((215 =32+ ¢e)e e — (32 +e)e e — 215)

82

dy = 55— (14 355)
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€2 128

d3=(1+%)d1—ﬁe :

el kesin hatas1 ve hesaplanan parametreye gore diizgiin maksimum noktasal hata
eV asagidaki gibidir:
et =y — ulloz

eV = maxe?.
&

Tablo 1: e Kkesin hatalari, hesaplanan ¢ hatalar ve wy iizerinde p" yakinsama hatalar

€ Ny=64 Ny= 128 N,=256 No=512 No= 1024

22 4.01597E-5  143704E-5  0.41855E-5 1.09607E-6  0.27592E-6
1.48 1.78 1.93 1.99

24 5.01637E-5  2.34099E-5 1.00416E-5 3.59363E-6 1.04678E-6
1.10 1.22 1.48 1.78

276 526725E-5  2.59186E-5 1.25413E-5 5.85263E-6  2.51050E-6
1.02 1.05 1.10 1.22

2-8 5.32996E-5  2.54457E-5 1.31684E-5 6.47973E-6  3.13536E-6
1.01 1.01 1.02 1.05

2-10 5.34955E-5  2.67024E-5 1.33252E-5 6.63650E-6  3.29213E-6
1.00 1.00 1.01 1.01

2712 5.34955E-5  2.67416E-5 1.33644E-5 6.67569E-6  3.33132E-6
1.00 1.00 1.00 1.00

21 5.35053E-5  2.67514E-5 1.33742E-5 6.68549E-6  3.34112E-6
1.00 1.00 1.00 1.00

2-16 535078E-5  2.67539E-5 1.33766E-5 6.68794E-6  3.34357E-6
1.00 1.00 1.00 1.00

el 5.35078E-5 2.67539E-5 1.33766E-5 6.68794E-6  3.34357E-6

pN 1.00 1.00 1.00 1.00
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Burada y, u’nun, N ve &’nun farkli degerlerine gore niimerik yaklagimidir. Ayrica

v _ In(e"/e?M)

In2

Cozdigiimiiz bu Ornekteki & degerleri e =27 i =2,4,..16 seklindedir. 30

iterasyon sonucu elde edilen e" ve p"’ler Tablo 1°de listelenmistir.
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6. VOLTERRA GECIKMELI INTEGRO-DIFERANSIYEL
DENKLEMI ICIN KARARLILIK ESITSIZLIKLERI

6.1. GIRIS

Volterra gecikmeli integro-diferansiyel denklemlerinin biyoloji, tip, fizik ve ekoloji
gibi bilim alanlar iizerinde biiyiilk etkisi vardir. Bu denklemler miihendislik

uygulamalarinda da yaygin olarak kullanilmaktadir (bkz., [3], [12], [59]).

Diferansiyel denklemlerin kararlilik esitsizlikleri ile ilgili birgok ¢alisma vardir. [37]de
yazarlar adi diferansiyel denklemler ve gecikmeli integro-diferansiyel denklemler
arasindaki kararhilik iliskisini ele almiglardir. [26]’da birinci mertebeden diferansiyel
denklemler icin ¢oziim kosullar1 sunularak elde edilen sonuglar nonlineer denklemlere
ve denklem sistemlerine uygulanmistir. [53]’te enerji tahmini metodu yontemi ile lineer
pseudo-parabolik  baslangic deger problemi icin yiiksek kararlilikli  metot

olusturulmustur.

Bu béliimde (6.1)-(6.2) problemi igin kararlilik esitsizliklerini elde edecegiz. Asagidaki

sabit gecikmesi olan lineer integro-diferansiyel denklemi ele alalim:

t

u'(x)+a®u(t) + b(Oult —r) + J- K(t,s)u(s)ds = f(t), tel, (6.1)

t—T
u(t) = o(t), —r<t<y, (6.2)
burada I = (0,T] =UpLy I, I, = {t Ty <t < rp}, 1<p<mver, =sr,

0<s<micnl = [0,T] ve I, = [-7,0].a(t) = 0, f(t) (t € 7), b(t), (t € 7),

p(t) (t€ly) ve K(ts)((t,s) € I xI) fonksiyonlarimin yeterince diizgiin oldugu

varsayillmaktadir, r sabit bir gecikmedir.
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Lemma 6.1. a(t) > 0, |F(t)| < F(t) ve F(t)’nin azalmayan fonksiyon oldugunu

varsayalim. Bu durumda baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii

u' +a(t)u = F(t), Xo <t<y,
u(xy) = u

lu@®] < lul+ —x0) ), x<t<xy

esitsizligini saglar.

fspat.

(6.3)-(6.4) probleminden

t
(¢t t
u(t) = pe [y a@ar fF(t) e~ fr e gr

X0

ifadesini elde ederiz. Buradan kolaylikla
t t
w@l < Il + [IF@ld < | Forr
X0 X0

esitsizligine ulasirz ve bu da bize (6.5)’i verir.

(6.3)

(6.4)

(6.5)

O

Not 6.1. ||g|| kapali aralikta herhangi bir siirekli g fonksiyonu icin maksimum

normdur.
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Teorem 6.1. a(t), b(t), f(t) € C(I), K(t,s) € CIXI) ve ¢(t) € C(Iy) olsun bu

durumda (6.1)-(6.2) probleminin u(t) ¢6ziimii i¢in asagidaki kararlilik esitsizligi elde

edilir:
K — 14
lulloop < €™ (1 + tllbll o7 + K72) 9llooo +
(6.6)
—eTP (1 +7||b w7+ K12 "1
Te" P — E( 1617 + K) Ifllop  1<p<m,
ety (1 +7l|bll,7 + KTZ) -1
burada
K = max|K(t, Q).
IXI
jspat.
t
PO = (O = bOuc -0 — [ K(6Ou@)ds
t—T
i¢in

FO < IF OO ult — )] + f K, D@1 g

yazabiliriz. Bunu [,,’de dikkate alirsak

Tp_l

t
IF] < I lloop + IBllooplltelloo,p—1 + K flu(i)ld€+f f lu(Old ¢
t—-7

Tp—l
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t

< flloop + (Iblloop + TK)1tlleop—1 + K f lu(Old ¢

Tp_l

olur. Lemma 5.1. ve Gronwall esitsizligini kullanirsak
”u”oo,p < ﬂ”u”oo,p—l + p

elde ederiz, burada

B=e"K(1+1lbll,; +72K),  p=1"F|fllo

Birinci mertebeden fark esitsizligi kullanilirsa

P _

-1

lulleop < l@lleo,0B” + p

elde edilir. Bu da (6.6)’nin dogrulugunu gostermektedir. m|
Yukaridaki metodu iki 6rnek iizerinde inceleyelim.

Ornek 6.1.

Asagidaki problemi ele alalim:

u' (@) +t2u®) + A+ e Hu(t—0,5) + f Vvt + su(s)ds = sinmnt, 0<t<?2

t—0,5
ut)=1+4+t, —05<t<0.

Burada

=05 T=2  1<p<4 |blly;= r[rgag(l +e ) =2,
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”f”ooj =1, K= 2, ”(p”oo,O =1

oldugundan (6.6) esitsizliginden u(t) ¢6ziimii i¢in
ullws < e®25XP2(1 + 0,5 X 2 + 2 X 0,25)

e0251x2(1 + 0,5 x 2+ 2% 0,25) — 1

0,5 0,25%X2
T0.>e e025x2(1 + 05 x 2 + 2 X 0,25) — 1

= 4,94,

ulloo 2 < €%25%2*2(1 4+ 0,5 X 2 + 2 X 0,25)?

e025%2X2(1 4+ 05 x 2 + 2 X 0,25)% — 1
e025%2(1 + 0,5 x 2 + 2 X 0,25) — 1

+0,5¢%25%2 = 21,21,

lullows < €%253*2(1 40,5 X 2 + 2 X 0,25)3

e025X3%2(1 4+ 05 x 2 4+ 2 x 0,25)% — 1
e025%2(1 + 0,5 x 2 + 2 x 0,25) — 1

+0,5¢%25%2 = 88, 25,

ulloo,s < €¥25**2(1 4+ 0,5 X 2 + 2 x 0,25)*

e025%3x2(1 + 05 x 2 +2x0,25)* — 1

+O,5 0,25%2
¢ e025%2(1 + 05X 2+ 2 x 0,25) — 1

= 364,59,

degerleri elde edilir.

Ornek 6.1.%in grafigi asagidaki Sekil 3’te gosterilmistir.
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Sekil 3: Ornek 6.1.%in grafigi

Ornek 6.2. Tkinci 6rnegimiz
t

u'(t)+4u(t—1) — fu(t)dt=t, 0<t<2

i
u(t) =1, -1<t<0
seklindedir. Ornegin ¢6ziimii
b t -t -1<t<0
u(t) = _5e +Ze7, 13 0<t<1
(Ee"lt—ze_t - 1)et + (—3et+Te + 2>e"t -1, 1<t<2

olarak bulunur.

r=1 T=2 1<p<2 [ bllor=4

Ifllo; =2, K=1ve llpllwo =1
oldugundan Teorem 6.1.’e gore sinirlar
lulle,1 = 4,71,

llulleo,2 = 36,12

seklinde olacaktir.
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Ornek 6.2.’nin grafigi asagidaki Sekil 4 ve Sekil 5’te gdsterilmistir.

uy ()
0.5 — % —u ()

-, (t)

15 /

25} N %

35 u, ()
— % —u, ()
u, (t)

30

25

ekil 5: Ornek 6.2.’nin grafigi
Sekil 5: Ornek 6.2.’nin grafig
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7. SONUC

Bu calismada gecikmeli diferansiyel denklemler ele alinarak onlarin bir smiflandi-
rilmast yapildi. Bir sabit gecikmesi olan geciken arglimanli denklemler ig¢in adim
yontemi incelendi. Bir degisken gecikmesi olan geciken arglimanli denklemler, notr
tip denklemler, advanced argiimanli denklemler, lineer denklemler, pertiirbe ol-
mus geciken argiimanli denklemler ayrintili incelenerek oOrneklerle desteklendi.
Gecikmeli diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in Laplace doniisiimii verilerek uy-
gulamalar yapildi. Singiiler pertiirbe 0Ozellikli gecikmeli sinir-deger probleminin
niimerik ¢6ziimi elde edilerek teorik sonuclarla niimerik sonuglarin uyumlu oldugu
orneklerle desteklendi. Daha sonra gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklem icin
kararlilik esitsizlikleri verildi. Verilen Ornekler tablo ve sekillerle agiklamali olarak

sunuldu.
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