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OZET

LEAVITT YOL CEBIRLERININ IDEALLERININ SINIFLANDIRILMASI

Suat SERT
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Prof. Dr. Miige KANUNI ER
Subat 2020, 38 sayfa

Bir K cismi ve E yonlii ¢izgesi lizerinde kurulan Leavitt yol cebirleri, 2005 yilinda
tanimlanmuis ve giiniimiize kadar hem fonksiyonel analiz, hem de halka teorisinin popiiler
bir arastirma konusu haline gelmistir. Halka teorisinde, ideallerin siniflandirilmasi halkanin
yapisi ile ilgili bilgi icerdigi i¢in 6nemlidir. Leavitt yol cebirlerinin idealleri tek basina ele
alinmamig olmakla beraber, pek ¢ok arastirmanin i¢inde sonug¢lart mevcuttur. Bu calismada
konuyla ilgili yayimlanmis makale, kitap ve tezler incelenmis ve ¢ift yonlii ideal yapisi
ile ilgili bilinen tiim sonuclar derlenerek Tiirk¢e kaynak olusturulmustur. Tezde Leavitt
yol cebirlerinin, asal, maksimal, ilkel ideal yapilari, dereceli ideal i¢in yap1 teoremi, sonlu
boyutlu boliimleri incelenmistir.

Anahtar sozciikler: Asal idealler, Keyfi cizgeler, Leavitt yol cebirleri, Maksimal idealler.



ABSTRACT

CLASSIFICATION OF IDEALS IN LEAVITT PATH ALGEBRAS

Suat SERT
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Muge KANUNI ER
February 2020, 38 pages

Leavitt path algebras that were constructed on a field K and a directed graph E , were first
defined in 2005, and have since become a popular research topic in both functional analysis
and ring theory. In ring theory, the classification of ideals is important, because it contains
information about the structure of the ring. Although the ideals of Leavitt path algebras
have not been dealt with alone, their results are in many studies. In this study, published
articles, books and theses on the subject were examined, all known results related to two
sided ideal structure have been compiled and a source in Turkish has been created. In
this thesis, prime, maximal, primitive ideal structures, structure theorem for graded ideals,
finite dimensional quotients of Leavitt path algebras have been studied.

Keywords: Arbitrary graphs, Leavitt path algebras, Maximal ideals, Prime ideals.
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1. GIRIS

Sifirdan farkli bir vektor uzayi, eger baz vektorler kiimesi sonlu sayida vektorii iceriyor
ise sonlu boyutlu olarak adlandirilir. Sonlu boyutlu bir vektor uzayi i¢in her hangi iki baz
kiime ayn1 sayida vektore sahiptir. Sonlu boyutlu bir vektor uzayinin boyutu baz vektor
kiimesindeki vektor sayisidir. Bu sonucun standart dogrulamasi, sifirdan farkl katsayilar
yoketmeye dayanir. Ciinkii R bir cisim oldugu i¢in bu miimkiindiir. Sonlu iiretilen serbest
modiilleri Z" pozitif tamsayilar gibi davranan herhangi bir R halkasinin Invariant Bases
Number-Degismez Taban Sayisi (IBN) 6zelligine sahip oldugu soylenir. Bir¢ok halka
bu ozellige sahip degildir. Ornegin S, pozitif tamsayilar tarafindan endekslenen satir ve
slitunlara sahip sonsuz matrislerden her siitununda O a esit pek cok girdisi olan bir matris
olsun. Tek siitunlarin ilk ve ¢ift siitunlarin ikinci toplamaya karsilik gelmesine izin vererek
S =S@S := 5 elde edilir. Bunu kullanarak S" = S elde edebiliriz. Yani /BN in maksimum
epik hatasi ile karsilagiriz. O zaman, "Sonlu tiretilen serbest modiillerin davraniginin R ve
S arasinda bir yerde olan halkalar var m1?" sorusu ortaya ¢ikiyor. Ornegin serbest modiil

olarak R 2 R ancak R® = R olan bir R halkasi var m1?

Aslinda 1962’de W. G. Leavitt tarafindan R?> % R (ve cok daha fazlas1) kuruldu [1]. Bu R
halkasina (1,3) tipli Leavitt cebiri denir. Her bir n > 2 tamsayisi i¢in benzer bir Leavitt

cebir tipi (1,n) vardur.

G. Bergman, 1974’te yaptig1 ¢calismalar [2] ile herhangi bir uygun monoid ile baglayan ve
kargilik gelen bir cebir iireten acik bir yap1 tammladi. Ortaya ¢ikan bu cebir i¢in @ iglemine
sahip sonlu tiretilen projektif modiillerin monoidinin, verilen monoid gibi davrandigi
ozelligine sahiptir. Yapinin 6zel bir 6rnegi M,, = {0,x,2x,...,(n — 1)x} monoidinden

nx = x iligkisi ile baglayarak (1,n) tipli Leavitt cebirini verir.

E ¢izgesi, kose kiimesi E? olan sonlu yonlii bir ¢izge olsun. v = Y r(e) formundaki modiil
iligkisi altinda E° tarafindan iiretilen degismeli monoidi Mg, yi diisiinelim. Genel E ¢izgesi

icin, Bergman’in Mg icin karsilik gelen cebiri, E ¢izgesinin Leavitt yol cebiri olarak



adlandirilir. Leavitt yol cebirleri, 2005 yilinda [3]’te Abrams, Aranda Pino ve [4]’te Ara,
Moreno, Pardo tarafindan karakterize edilmistir. Leavitt yol cebirleri K cismi ve satir
sonlu E ¢izgesi tlizerinde Cuntz ve Kriger’in C(E) formundaki C-cebirleri ile cebirsel bir
uyum saglar. Ayn1 zamanda W. G. Leavitt tarafindan [1] ve [5]’te insa edilen cebirleri de
genellestirir ve bu baglanti nedeniye Leavitt yol cebirleri adin1 alir. Leavitt yol cebirlerinin
bilinen 6rnekleri arasinda n x n matris cebiri ve Laurent polinom (K [x,x~!]) cebiri bulunur.

Daha ilging 6rnekler belki de beklenmedik davranislara sahiptir.

Baglangicta satir sonlu ¢izgeler icin bircok calisma yapilmis ve sonuclar elde edilmistir.
Daha sonra satir sonlu olmayan ¢izgeler ve sonrasinda da daha da genisletilerek keyfi

cizgeler iizerinde ¢alismalar yapilmaya baglandi.

Leavitt yol cebirlerinin ideal yapilari ile ilgili ilk ¢aligmalar [3]’te Abrams ve Aranda Pino
tarafindan satir sonlu bir ¢izgenin kalitsal doymus altkiimeleri iizerinde, [6]’da Tomford
tarafindan keyfi ¢izgeler lizerinde yapildi. Daha sonra [7]’de Abrams, Bell ve Rangaswamy
asal ve asikar olmayan Leavitt yol cebirleri ve [8]’de Abrams ve Rangaswamy keyfi
cizgeler iizerinde ¢aligmalar yapti. [9]’da Aranda Pino, Pardo ve Siles Molina asal ve asikar
Leavit yol cebirleri tizerinde calismalar yaptilar. Rangaswamy, Leavitt yol cebirlerinin
[10]’da asal ideallleri, [11]’de iki yonlii ideallerini, [12]’de dereceli ilkel idealleri iizerinde
calismalar yapti. Rangaswamy, Esin ve Kanuni [13]’te Leavitt yol cebirlerinin iki yonlii
ideallerinin kesisimleri lizerine ¢alismalar yaptilar. [14]’te Esin ve Kanuni Leavitt yol
cebirlerinin maksimal idealleri tizerine ¢aligmalar yaptilar. Kanuni ve Sert [15] te Leavitt
yol cebirlerinin ideal yapilari tizerine yapilmig caligmalart derledikleri bir kitap boliimii

olan calismalarin1 yayimladilar.

Leavitt yol cebirlerinin sonlu boyutlu boliimleri ile ilgili ¢alismalar [16] ve [17]’de Kog¢
ve Ozaydin tarafindan yapildi. Kog¢ ve Ozaydin satir sonlu yonlii bir ¢izge iizerinde
uyguladiklar1 yeni bir algoritma olan indirgeme algoritmasini tanimlayip, verilen sonlu
cizgeye bu algoritmay1 uygulayarak elde edilen ¢izgenin Leavitt yol cebiri ile verilen
cizgenin Leavitt yol cebirlerinin Morita denk olduklarimi gosterdiler. Satir sonlu yonlii bir
cizgenin sonlu boyutlu boliimiiniin olmasi i¢in sonlu sayida onciilleri olan maksimal batak
ve maksimal dongiiye sahip olmasi gerektigini ifade ettiler. [16]’da satir sonlu bir ¢izgenin

Leavitt yol cebirlerinin tiim sonlu boyutlu boliimleri siniflandirildi.



Bu tezde, oncelikle Leavitt yol cebirleri ve Leavitt yol cebirlerinin ideal yapilarim
gostermek icin gerekli olan ¢izge teorisi tanim ve Ozelliklerinden bahsedildi. Daha
sonra Leavitt yol cebirlerinin tanimi yapilarak, 6zel durumlardaki cizgeler i¢in izomorf
oldugu durumlara 6rnekler verildi. Verilen bu 0n bilgiler 1s181nda Leavitt yol cebirlerinin
ideallerinin varli81 i¢in saglamasi gereken kosullar, tanim ve teoremler verildi. Daha sonra
Leavitt yol cebirlerinin dereceli idealleri tanimland1 ve dereceli ideallerinin yap1 teoremi
hakkinda bilgi verildi. Leavitt yol cebirlerinin ideallerinin varlig1 i¢in gerekli kosullar
ve dereceli ideallerinin yapisinin gosterilmesinin ardindan, ideallerin siniflandirilmasi
yapildi. Sirastyla iki yonlii idealler, asal ve ilkel idealler ile maksimal ideallerin saglanmasi
icin gerek ve yeter kosullar gosterildi, ornekler verildi. Son boliimde ise Leavitt yol
cebirlerinin sonlu boyutlu boliimleri ile ilgili calismalara yer verildi. Leavitt yol cebirlerinin
sonlu boyutlu boliimlerinin varolabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullar incelendi. Boyut
fonksiyonu ve Leavitt yol cebirlerinin sonlu boyutlu boliimleri arasindaki iligki verildi.

Leavitt yol cebirlerinin sonlu boyutlu boliimlerinin ne sekilde oldugundan bahsedildi.

Bu tez, Leavitt yol cebirlerinin ideal yapilar1 ve sonlu boyutlu béliimleri ile ilgili
Tiirkce kaynak olusturulmak amaci ile hazirlandi. Tiirkiye’deki bir¢ok iiniversiteden
akademisyen ve ogrencilerin katilmi ile 2017 yilindan bu yana Diizce Universitesi
Matematik Boliimii 6gretim iiyesi Miige Kanuni Er 6nderliginde Leavitt yol cebirleri ile
ilgili online dersler ve seminerler diizenlenmektedir. Leavitt yol cebirleri ile ilgili calistaylar
diizenlenmekte, ¢esitli iiniversitelerde diizenlenen matematik ile ilgili organizasyonlarda
sunumlar yapilmaktadir. Yapilan tiim bu ¢alismalarin bir araya getirilerek herkese acik
sekilde sunuldugu Ipa.duzce.edu.tr internet sayfas1 2019 yili Kasim ayi itibari ile aktif hale

getirildi.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. CIZGE TEORISI

Leavitt yol cebirlerinde yonlii ¢izgeler tarafindan olusturulan K-cebiri vardir. Bu béliimde,
yonlii bir ¢izge ve Leavitt yol cebirlerini incelerken yararl olacak birka¢ 6nemli ¢izge

kavrami tanimlayacagiz.

Tamm 2.1. Yonlii Cizgeler : Yonlii cizge E = (E°,E',s,r), E° ve E' olmak iizere iki
kiime ile r,s : E' — E° olmak iizere iki doniisiim icerir. EY kiimesinin elemanlar1 koseler
ve E! kiimesinin elemanlar1 kenarlar olarak adlandirilir.

E
o —e

Sekil 2.1. E cizgesi.

Her e € E! igin s(e), e kenarinin kaynag ve r(e), e kenarinin hedefi anlamina gelir. s(e) =v

ve r(e) = w ise v, e kenarini yayiyor ve w, e kenarini aliyor demektir.
Eger e),e; € E! icin r(e;) = s(ey) ise, e] ve e; kenarlara komsu denir.

Her v € E icin, s~ (v), v tarafindan yayilan kenarlarin kiimesi, »~!(v) ise v tarafindan
alinan kenarlarin kiimesini ifade eder. Eger bir v kosesi hi¢ kenar yaymiyorsa, yani
s~1(v) = 0 ise v kosesi batak, bir v kosesi hi¢ kenar almiyorsa, yani ! (v) = 0 ise v kosesi

kaynak olarak adlandirilir.

Eger bir v kosesi icin |[s~!(v)| = oo ise v kdsesi sonsuz yayan olarak adlandirilir. Bir v
kosesi bir batak ya da bir sonsuz yayici ise v kdsesine tekil kose denir. Eger bir v kosesi
tekil kose degil ise diizgiin koge olarak adlandirilir. Yani bir v kosesi diizgiin kose ise

0 < |s~!(v)| <o olur.



E bir cizge olmak iizere, E° ve E! kiimeleri sonlu ise, E ¢izgesi sonlu cizge olarak
adlandirilir. Eger E cizgesi hi¢ sonsuz yayan kose icermiyorsa, E ¢izgesine satir-sonlu

cizge denir.

Bir E ¢izgesinde, her i = 1,2,3,...,(n— 1) i¢cin r(e;) = s(e;11) olacak sekilde, ejezes...e,
seklindeki kenarlar dizisine E ¢izgesinin p yolu denir. Bir p yolu, n adet kenar iceriyorsa

bu p yolunun uzunlugu n dir ve I(p) = n ile gosterilir.

Eger bir p yolu sonsuz sayida kenar iceriyorsa, p sonsuz uzunlukludur denir. Bir p
yolunun kaynagi, ilk kenarinin kaynagt ile aynidir, yani s(p) = s(e;) dir. Eger bu yol sonlu
uzunlukta ise, hedefi son kenarinin hedefi ile aymdir, yani r(p) = r(e,) dir. Ayrica her

v € EV kosesini s(v) = v = r(v) olmak iizere 0 (sifir) uzunluklu bir yol olarak diisiinebiliriz.

E ¢izgesinin tiim yollarinin kiimesi Yol(E) ile gosterilir. p = eje;...e, € Yol(E) yolu i¢in

p nin tiim koselerinin kiimesi p° ile gosterilir.

PP ={s(er),r(e;):i=1,2,..}

p = erer...e, bir yol ve s(e) = s(e;) iken e # e; olacak sekilde bir i € {1,2,...,n} varsa,

e € E' kenarma p yolu icin bir ¢tkzs denir.

E cizgesi iizerindeki bir p yolu i¢in, v =s(u) = r(u) ise; u ye v kogesini taban olarak

alan bir kapali yol denir.

v € EY kosesini taban alan bir 4 = 1y15...1, € Yol(E) kapali yolunda her i > 1 icin

s(n;) # v ise u yoluna v kisesini taban olarak alan kapali basit yol ad1 verilir.

Bir p yolu, s(p) = r(p) ve her i # j igin s(e;) # s(e;) ise dongii olarak adlandirilir.
s(¢) = r(c) = v olmak iizere ¢ bir dongii ise, v kdsesi ¢ dongiisiiniin tabamdir. Bir E ¢izgesi

hi¢c dongii icermiyorsa, E ¢izgesine dongiisiiz ¢izge denir.

Tamm 2.2. EY iizerindeki ~» bagimtist; p € Yol(E) igin, s(p) = v ve r(p) =wise v~ w
ile tanimlanir. Bu durumda v, w ile baglantili denir. Eger tek kdseden olusan bir yol goz

Oniine alirsak, v = w olur. Her kose kendisi ile baglantilidur.



Tamm 2.3. Her v € E¥ icin, E° da v ile baglantili olan tiim koselerin kiimesine, v kosesinin

agact denir ve T (v) ile gosterilir. Bu durumda;
T(v)={wecE’:v~w}

olarak tanimlanir. Her zaman v € T (v) olur. Ayrica, hedefi v olan tiim yollarin kdselerinin

kiimesi M (v) ile gosterilir. Bu durumda;
M) ={ucE: u~v}

olarak tamimlanir.

Tamm 2.4. E cizgesinde kapali basit yol iizerindeki her v € E icin, taban1 v kosesi olan

o, B gibi en az iki farkli kapali basit yol varsa, E ¢izgesi (K)Kosulu’nu saglar denir.

E ¢izgesi lizerindeki her bir dongiiniin ¢ikisi varsa, E ¢izgesi (L)Kosulu’u saglar denir.

E cizgesi iizerindeki bir ¢ dongiisii i¢indeki herhangi bir kdse E ¢izgesi lizerinde bagka bir

dongiiniin taban1 degil ise ¢ dongiisiine K ’siz dongii olarak adlandirilir.

E° kose kiimesinin sayilabilir bir altkiimesi S varsa, ve her u € EY i¢in u ~» w olacak

sekilde dyle bir w € S varsa, E cizgesine Sayilabilir Ayirma Ozelligi’ni saglar denir.

E bir cizge, S ise E° 1n bos kiimeden farkli sayilabilir altkiimesi olsun. Her u,v € E°
icin u ~ w ve v~ w olacak sekilde w € § varsa, E cizgesine sayilabilir bir sekilde

yonlendirilmis denir.

Tamm 2.5. H C E° olsun.

(i) v € H iken, T'(v) C H oluyorsa, H kiimesine kalitsal altkiime denir.
(i) Her v € E¥ diizgiin kosesi igin {r(e) : s(e) = v} C H iken, v € H ise, H kiimesine

doymus altkiime denir.

Bir v € EY kosesi birden fazla kenar yayiyorsa, [s~!(v)| > 1 ise, v kosesine catallanma

denir.



Her w € T(v) igin, w kosesini taban alan herhangi bir dongii ve catallanma yoksa, v € E°
kosesine ¢izgi noktast ad1 verilir. Bu durumda her batak ayni zamanda bir ¢izgi noktasi

olur. E® daki tiim cizgi noktas1 olan koselerin kiimesi P;(E) ile gosterilir.

Tamm 2.6. (Kisitlama Cizgesi (Ey)) E keyfi bir ¢izge ve H, E° 1n kalitsal bir altkiimesi
olsun. E cizgesinin H kalitsal altkiimesi tarafindan olusturulan kisitlama cizgesi Ey

asagidaki sekilde tanimlanir;
EY:=H, E}, :={ecE'[s(e) e H}

Ey nin kaynak ve hedef fonksiyonu E cizgesinin H tarafindan kisitlanan kaynak ve hedef

fonksiyonudur.

E cizgesini asagidaki sekilde alalim. H = {v,w} kalitsal doymus altkiimesi i¢in;

E

8” — eV — .WD
Sekil 2.2. Kisitlama cizgesi icin E ¢izgesi.
Ep kisitlama ¢izgesi asagidaki gibi olur.
En
pey oV D

Sekil 2.3. Ey Kisitlama cizgesi.

Tamm 2.7. Kalitsal Altkiimenin Béliim Cizgesi (E /H) Herhangi bir E ¢izgesi alahm. H,
E° 1 kalitsal altkiimesi olsun. E cizgesinin H kalitsal altkiimesi tarafindan olusturulan

boliim ¢izgesi E /H asagidaki sekilde tanimlanir;
(E/H)’=E°\H,  (E/H)'={ecE'|r(c)¢H}

E /H bodlum ¢izgesinin kaynak ve hedef fonksiyonu, E in E /H tarafindan kisitlanan kaynak

ve hedef fonksiyonudur.



E cizgesini asagidaki sekilde alalim. H = {v,w} kalitsal doymus altkiimesi i¢in;

E
8”—>0V—>QWQ

Sekil 2.4. Bolim cizgesi icin E ¢izgesi.

E /H boliim ¢izgesi asagidaki gibi olur.
E/H

8,

Sekil 2.5. E /H Bolum ¢izgesi.

Tanmm 2.8. (Kalitsal Altkiimenin Kirpi Cizgesi (Fg(H))) Herhangi bir E cizgesi alalim.
H, E° 1n bos olmayan kalitsal altkiimesi olsun. Fg(H) kirpi gizgesi asagidaki sekilde

tanimlanir.

Fp(H)={acYol(E)|a=e...e,,s(e;) € E°\H,r(e;) € E°\H her 1 <i<n, ve r(e,) €H}

Fg(H) kirpi ¢izgesinin bir diger kopyas1 Fg(H) olarak tanimlamr. EZer o € Fg(H)
ise @ da o nin kopyasi olarak yazilir, buradan @ € Fg(H) olur. yE cizgesi yE =

(HE®,z E',s', 1) olacak sekilde tanimlanr.
HE=HUFg(H) ve yE'={ecE!|s(e)c H}UFL(H)

s’ ve ' kaynak ve hedef fonksiyonlari, her e € E! icin s(e) € H olacak sekilde s'(e) = s(e)
ve '(e) = r(e), ve her @ € Fg(H) igin s'(@) = s(at) ve ¥'(&) = r(a) olacak sekilde
tanimlanir.
E cizgesini asagidaki sekilde alalim. H = {v,w} kalitsal doymus altkiimesi i¢in;

E

eCo”LoV—>oWD

Sekil 2.6. Kirpi ¢izgesi i¢in E ¢izgesi.



mE kirpi ¢izgesi asagidaki gibi olur.
uE

I

e
Sekil 2.7. gE Kirpi ¢izgesi.

Tammm 2.9. E bir cizge ve H C E° kalitsal doymus bir altkiime olsun. H kiimesinin
elemanlarina sonsuz sayida ve EY\ H kiimesinin elemanlarina ise sonlu sayida kenar yayan

kosesine kirilma kogesi denir ve bu koselerin kiimesi By ile gosterilir.
By :={veE\H: s !(v)| =cove 0 < |s~ 1 (v) Nr Y(EO\H)| < oo}

ve her v € By i¢in,

v =y — Z ee”

s(e)=v,r(e)¢H

seklinde tamimlanir. S C By igin (H,S) ikilisine gecerli ¢ift denir.

E bir ¢izge ve (H,S) E kiimesinde bir gecerli ¢ift olsun.

(1) E/(H,S) boliim ¢izgesi,
(E/(H,S))?:= (EO\H)U{v :v € By\S}

(E/(H,8))°:={ecE":r(e) c E®\H}U{e :e € E',r(e) € By\S}

ve s(¢') = s(e) ile r(e') = r(e) seklinde r ve s fonksiyonlarinin genisletilmesi ile
tanimlanir.
(2) Eg s) cizgest,
(Es)’:=HUS

(E(H,S))l ={ecE':s(e)cH}U{ecE' :5(e) € Sver(e) € H}
r ile s fonksiyonlarinin kisitlanmasiyla tanimlanir.
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Tammm 2.10. E bir cizge ve F C E olsun. Eger F° ¢ E® ve F' C E! oldugunda f € F!
icin s(f),7(f) € F° oluyorsa F altcizgesi her v,w € F icin E cizgesini tam olarak saglar

ve F altgizgesine E ¢izgesinin 6z altcizgesi denir.

{f eFYs(f) =vr(f) =w} ={e € E's(e) = v,r(e) = w}

M, E c¢izgesinin bos olmayan 6z altcizgesi olsun. M asagidaki kosullar1 sagliyorsa M ye

maksimum kuyruk denir.

MT-1 ) Egerv e E% weMvev~s wiseve M dr.
MT-2 ) Eger v € M° ve s;' (v) # 0 ise, s(e) = v ve r(e) € MO olacak sekilde bir e € E!
vardir.

MT-3 ) Eger v,w € M? icin v~>y ve w ~» y ise y € M? vardir.

MT-3 kosulu literatiirde daha yaygin olarak asagi yonliiliik olarak adlandirilir. Ancak

metinde tutarlilik i¢in biz MT-3 olarak kullanacagiz.

2.2. LEAVITT YOL CEBIRLERI

Bu boliimde Leavitt yol cebirlerinin tanimini1 yaparak, birka¢ ornek ile farkli cizgeler
tizerinde izomorfik oldugu yapilar1 gosterecegiz. Leavitt yol cebirlerinin Z-dereceli

K-cebiri oldugunu ifade edecegiz.

Tanim 2.11. [19, Definition 1.2.3] K bir cisim ve E keyfi bir ¢izge olsun. Leavitt yol cebiri
Lk (E), bir {v: v € EY} kiimesi tarafindan ortogonal degiskenler ¢ifti {e,e* : e € E'} ile

birlikte olusturulan K — cebiri olarak tamimlanir ve asagidaki kosullar1 saglar:

i) Her e € E! icin s(e)e = e = er(e)

ii) Her e € E! igin r(e)e* = e* = e*s(e)
iii) (CK-1)Here, f € E'igin e*e = r(e) ve eer e # fise e* f = 0
iv) (CK-2) Her v € EY diizgiin kosesi icin,

10



Leavitt yol cebirleri, tek terimliler kiimesi tarafindan K— vektor uzay1 olarak ele alinir.

{yA*|y,A €Yol(E) oyleki r(y)=r(A)}

Yani, x € Lx(E) olsun, baz1 k; € K ve ¥, A; € Yol(E) igin,

ki’yi)”i*
1

n
X =

1=

olur.

Bazi bildigimiz halkalar, Leavitt yol cebirlerinin 6rnekleri olarak goriiliir.

Ornek 2.12. E; yonlii cizgesini asagidaki sekilde alirsak,

Sekil 2.8. Ey ¢izgesi.

LK(El) = Mz(K) olur.

Ornek 2.13. E, yonlii cizgesini asagidaki sekilde alirsak,
E>

€]
Sekil 2.9. Ej ¢izgesi.

Lx(E>) = M, (K) olur.

Ornek 2.14. R, yonlii cizgesini asagidaki sekilde alirsak,

Rl = .VDe

Sekil 2.10. R; cizgesi.

v 1,e > x,e* — x~! oldugundan dolay1 bu durumda, Lg (R;) = K[x,x~!] olur.
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Ornek 2.15. n > 2 icin, R, yonlii ¢izgesini asagidaki sekilde alirsak,

Sekil 2.11. R, ¢izgesi.

Lk (R,) = Lk(1,n) olacagindan, Leavitt yol cebirinin tipi (1,7) olur.

Bir R halkasinin lokal birimler kiimesi F olsun. O zaman F, R deki idempotentlerin kiimesi
olur. Buradan R deki her sonlu altkiimeler ry,r,,...,r, icin her 1 <i <nicin frif =r;
olacak sekilde f € F vardir. R halkasi birimli ve birimi 1 ise o zaman lokal birimler kiimesi

F ={1} olur.

Leavitt yol cebirlerinde, her x € Lg(E) i¢in x = fxf olacak sekilde f = Y ev(x) v olan
farkli koselerin olusturdugu V (x) kiimesi vardir. EY sonlu oldugunda, Lg (E) birim elemani

1= Z v olan birimli bir halka olur. Aksi takdirde, Lg (E) birimli bir halka degildir, ama
veE©
E? 1n farkli elemanlarinin toplamindan olusan yerel birimli bir halkadir.

Leavitt yol cebirlerinin en 6nemli 6zelliklerinden biri, her Lx (E) nin Z-dereceli bir K-cebiri
olmasidir. Buradan, her v € E° ve e € E! i¢in, der(v) = 0, der(e) = 1, der(e*) = —1

degerlerine bagli olarak Lk (E) = @Ln olarak tanimlanir. Ayrica her n € Z i¢in, L,

nez
homojen bileseni,

L, = {Zkia,-ﬁ,-* € LK(E) : l(a,-) — l(ﬁl) =n, k€K, OC,',BI' € YOZ(E)}.
seklinde verilir.

I, Lk (E) nin bir ideali olsun, eger I = @([ NL,) ise, I idealine dereceli ideal denir.
neZ
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3. LEAVITT YOL CEBIRLERININ IDEALLERI

Eger R # 0 ve R nin 6z ve agikar olmayan idealleri varsa, R cebirine basit denir. Basit
Leavitt yol cebirleri, Abrams ve Aranda Pino tarafindan [3] ’te karakterize edilmistir. Bu
boliimde Leavitt yol cebirlerinin idealleri ile ilgili caligmalar1 géz Oniine alarak Leavitt
yol cebirlerinin ideallerini siiflandiracagiz. Once Leavitt yol cebirlerinin idealleri ile E

cizgesindeki koseler arasindaki iligkiden bahsederek baglayalim.

Teorem 3.1. K bir cisim ve E herhangi bir ¢izge olsun. E (L)Kogsulu’nu sagliyor ve kalitsal

doymus altkiimeleri sadece @ ve E ise o zaman Lk (E) basittir.

Leavitt yol cebirlerinde, herhangi bir idealin koseler kiimesi ile kesisimi her zaman kalitsal

bir kiimedir.

Yardimci Teorem 3.2. ([3, Lemma 3.9]) K bir cisim, E herhangi bir ¢izge ve N de Lg(E)

nin bir ideali olsun. O zaman NNE° € 7% dir.

NN E? bos kiime olabilir. Ancak Leavit yol cebiri (L) Kosulu’nu saglayan bir gizge iizerinde

ise, o zaman N kesinlikle bir kose igerir.

Onerme 3.3. ([3, Corollary 3.8]) K bir cisim ve E de (L)Kosulu’nu saglayan herhangi bir

¢izge olsun. Lg(FE) nin sifirdan farkli her ideali bir kose igerir.

Onerme 3.4. K bir cisim, E herhangi bir cizge ve H de E° 1n kalitsal altkiimesi olsun.
O zaman her v € E}) e € E}; icin v v,e — e,e* — ¢* yoluyla Lx(Ey) den Lg(E) ye

Z-dereceli bir ¢ fonksiyonu vardir.

Bir cizgede, koselerin kalitsal altkiimeleri tarafindan iiretilen ideallerin elamanlarini

tanimlayalim.

Yardimcei Teorem 3.5. ([6, Lemma 5.6]) K bir cisim ve E herhangi bir ¢izge olsun.
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(i) H, E° 1 kalitsal bir altkiimesi olsun. O zaman I(H ) ideali

I(H) = spang ({yA*|y,A € Yol(E) 6yle ki r(y) =r(A) € H})

-1,

n
1=

kiyidiIn > 1,k € K, %, A € Yol(E) dyle ki r(y:) = r(A:) € H}
1

(ii) H, E® 1n kalitsal bir altkiimesi ve S de By nin altkiimesi olsun. O zaman I(H, S) ideali
I(H,S) = spang ({yA*|y,A € Yol(E) 6yle ki r(y) =r(A) € H})

+spang ({av? B*|a, B € Yol(E) ve v € S}).

olur.

3.1. DERECELI IDEALLER

Bu béliimde Leavitt yol cebirlerinin dereceli ideallerinin yapisindan bahsedecegiz. 11k
olarak, Lg(E) asikar olmayan dereceli ideallere sahip olmadigi zaman, dereceli basitligin
sonucundan bahsedebiliriz. [19, Corollary 2.5.15]’te belirttigi gibi, Lx(E) basit dereceli
ise ancak ve ancak E° 1n kalitsal doymus altkiimesi sadece 0 ve E° olmali. Ornek 2.14 ’te
goriildiigii gibi K|[x,x~!], basit dereceli Leavitt yol cebirleri igin tipik bir 6rnektir. Ancak,
< 14 x > (derecelendirilmeyen) bir ideal oldugu igin, K[x,x~!] basit degildir. Bu nedenle,

basit dereceli halkada agikar olmayan derecesiz ideallerin olmas1 miimkiindiir.
Simdi, [20, Remark 2.2]’de oldugu gibi Leavitt yol cebirlerinde dereceli idealleri
tanimlamaya haziriz.

Teorem 3.6. K bir cisim ve E herhangi bir ¢izge olsun. O zaman Lg (E) deki her dereceli
ideal N, HU S tarafindan iiretilir. Burada H = NNE°? € 7% ve S = {ve By eN}
dir, diger bir deyisle N = I(H,S) dir.

Ozellikle, Lk (E) nin her dereceli ideali, homojen idempotentlerin kiimesi tarafindan

dretilir.

Eger N = I(H,S) dereceli ideal ise, bu durumda N =< H,v : v € § > nin iireteglerinin

u € H ve v deki tiim idempotentler olduguna dikkat edelim. Eger N dereceli ideal
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ise 0 zaman N = N2 dir, yani hepsi N? ye aittir. Tersine, N ideali, N = N? gibi bir
ideal ise [13]’teki sonucu kullanabiliriz. [13, Theorem 3.6]’da, herhangi bir ideal N icin,
{N": n > 0} kiimelerinin kesisiminin bir dereceli ideal oldugu belirtilir. Buradan, eger
N? =N ise, 0 zaman N = N{N" : n > 0} dereceli idealdir. B&ylece, bir Leavitt yol cebirinin
dereceli ideallerinin bir karakterizasyonu elde edilir.( [19, Cor. 2.9.11]de farkl bir sekilde

kanitlanmustir.)

Teorem 3.7. K bir cisim ve E herhangi bir ¢izge ve N, Lx(E) nin bir ideali olsun. N in

Lk (E) de dereceli ideal olmast i¢in gerek ve yeter kosul N 2 = N olmasidr.

Bu noktada, Leavitt yol cebirlerinin idealine boliimii ile boliim cizgesinin Leavitt yol
cebirleri arasindaki iliskiye dikkat cekmek gerekir. Asagidaki teoremin (i) kismu [20,

Lemma 2.3]’te ve (if) kismui [6, Theorem 5.7]’de gosterilmistir.

Teorem 3.8. K herhangi bir cisim olsun.

(i) E satir sonlu bir ¢izge ve H € 7% olsun. O zaman Z-dereceli K-cebiri iizerinde
Lx(E)/I(H) = Lg(E/H) olur .

(ii) E keyfi bir ¢izge, H € ¢ ve S C By olsun. O zaman Z-dereceli K-cebiri tizerinde
Lx(E)/I(H,S) = Lg(E/(H,S)) olur.

3.2. DERECELI IDEALLERIN YAPI TEOREMI

Simdi Dereceli Ideallerin Yap: Teoremi ile, E° da belirtilen altkiimelerin, Leavitt yol
cebirlerindeki dereceli ideallerin latislerini tam olarak tanimlamaya haziriz. Bu boliimdeki
sonuglar ilk olarak [4]’te satir sonlu ¢izgeler icin ve [6]’da istege bagl ¢izgeler i¢in ortaya

cikmustir.

Tanim 3.9. K bir cisim ve E keyfi bir ¢izge olsun. %, (Lg(E)) kiimesini Lg(E) deki
tiim dereceli ideallerin latislerinin kiimesi olarak tanimlayalim. %, (Lx(E)) kiimesi, C

bagintisina gore bir kismi sirali kiimedir. Ayrica A, B € %, (Lg(E)) igin;
ANB:=ANB ideal kesigimi ,

AV B :=<AUB > ideal birlesimi
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olmak izere .Z,,(Lx(E)) bir latis yapis1 olusturur.

Not 3.10. E keyfi bir ¢izge olsun. % de, H C H' olmasi durumunda H < H’ siralama
bagintisini tanimlariz. Bu nedenle, 7%, sirasiyla V;crH; := U;crH; ve AjerH; := NjerH;

islemleri ile verilen .7z de supremum V ve infimum A ye sahip tam bir latistir.

Tamm 3.11. E keyfi bir ¢izge ve & (Bp), By nin (Tanim 2.9) tiim altkiimelerinin kiimesi

olsun;

S = |J 2(Bn)
He

olmak iizere, S € &(By) olacak sekilde (H,S) formundaki gecerli ¢iftlerden olugan

HE x & altkiimesini, 7 olarak gosterelim. 7¢ de su iligkiyi tanimlariz:
(H1,81) < (H»,S,) ancak ve ancak H; C Hp ve S| C Hy U S».
Onerme 3.12. E keyfi bir ¢izge olsun. (H,,S}), (H»,S,) € g icin,
(H1,81) < (H2,$,) <= 1(H,,S1) CI(H>,53)

olur. Burada <, .9 de bir siralama bagintisidir.

JE nin latis yapist hakkinda daha fazla ayrint1 igin, [19] ’a bakabilirsiniz.

Teorem 3.13. ([6, Theorem 5.7]) K bir cisim ve E keyfi bir ¢izge olsun. Asagida verilen

¢ fonksiyonu, latis izomorfizmasi saglar:
¢: Ly(Lg(E)) — Jr  oyleki I~ (INEY,S).

H=1NE"icin S = {v € By €I} olur. ¢ in ters fonksiyonu ¢’ asagidaki sekilde
tanimlanir.

¢ Tp — ZLor(Lk(E)) oyleki (H,S)— I(HUSY).

Teorem 3.14. ([4, Theorem 5.3]) K bir cisim ve E satir sonlu bir ¢izge olsun. Asagida

verilen ¢ fonksiyonu, latis izomorfizmasi saglar:
¢: Ly(Lg(E)) — H#% oyleki @) =INE,
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tersi de

¢ A — Lo(Lk(E)) oyleki  ¢'(H)=1I(H)

seklinde verilir.

E keyfi bir ¢izge ve K herhangi bir cisim olsun. Lg (E) nin her dereceli ideali bir K-cebiridir
ve Leavitt yol cebirlerine izomorfiktir. Asagidaki teoremin (i) kismi, Ey ¢izgesinin

(L)Kogsulu’nu sagladig1 hipotezi altinda [20, Lemma 5.2]’de goriilmektedir.

Teorem 3.15. E keyfi bir ¢izge ve K bir cisim olsun. E nin bos olmayan kalitsal altkiimesi

H ve S C By alalim. O zaman;

(i) I(H), K-cebiridir ve Lx(gE) ye izomorfiktir.
(i) I(H,S), Lk ((a,5)E) ye K-cebiri olarak izomorfiktir.

3.3. IKi YONLU IDEALLERIN YAPISI

Rangaswamy [11]’de, bir 1dealin iireteclerini gostermis ve dereceli ve dereceli olmayan
boliimiintin yararli bir karakterizasyonunu vermistir. Leavitt yol cebirlerinde sonlu
olarak iiretilen herhangi bir idealin esas ideal oldugunu gostermistir. Asagidaki sonuclar

Rangaswamy’den kaynaklanmaktadir [11].

Teorem 3.16. K herhangi bir cisim ve E keyfi bir ¢izge olsun. Lg(E) nin sifirdan farkli

herhangi bir ideali, asagidaki formun elemanlar: tarafindan iiretilir.

(it L") (u- o)

ecX

Burada u € EV, k; € K, r; pozitif tamsayilar, X, s~! () nun sonlu (ya da bos) uygun bir
altkiimesidir ve bazi i ler icin k; # 0 oldugu zaman, g, u yu taban olarak alan tek bir

dongiidiir.

[11]’in ana sonucu asagidaki teoremdir:

Teorem 3.17. I, Lx(E) nin stfirdan farkli keyfi bir ideali, INEY = H ve S = {v € By : v/ €
I} olsun. O zaman [ ideali, HU {V/' : v € S} UY tarafindan iiretilir. Burada Y asagidaki

ifadelerin bulundugu (u+Y." | k;g"") formundaki karsilikli ortogonal elamanlar kiimesidir.
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() g, E°\H deki u kosesine dayanarak E°\H de higbir ¢ikisi olmayan, (tek) bir
dongiidiir; ve

(i) En az bir k; = 0 olacak sekilde k; € K dur.

Eger I dereceli degil ise, Y bos kiime degildir.

Ozellik 3.18. L (E) nin her sonlu iiretecli ideali esas idealdir. Hatta, E eger sonlu ¢izge

ise, o zaman her ideal esas idealdir.

3.4. ASAL VE ILKEL IDEALLER

Asal ideallerin yapis1 halka teorisinde kilit bir rol oynamustir. Leavitt yol cebirinde, satir
sonlu ¢izgelerdeki Leavitt yol cebirlerinin asal ve ilkel ideallerine odaklanan ilk calisma
[9]°dadir. Daha sonra herhangi bir ¢izge iizerinde ana ideal yapisi [10] *da ¢aligilmus, ilkel
Leavitt yol cebirleri [7]’de agiklanmustur. Ilkel cebirler Kaplansky’nin "Diizenli bir asal

halka mutlaka ilkel midir?" sorusunun cevabini vermesi agisindan da onemlidir.

Birkag halka teorisi tanimi hatirlayalim. P # R olmasi durumunda, R halkasinin iki yonlii
ideali P asaldir ve P, eger IJ C P ise o zaman [/ C P yada J C P olacak sekilde R de iki
yonlii 7,/ ideallerine sahiptir. R halkasi asal ise, bu durumda {0}, R nin asal idealidir. Eger
R/P asal halka ise, o zaman P nin R de asal ideal oldugu kolayca gosterilebilir. R nin tim
asal ideallerinin kiimesine R nin asal spektrumu denir ve Spec(R) ile gosterilir. Eger R
basit sifirlayicisiz sol R-modiil ise, R ye sol ilkel halka denir. Herhangi bir ilkel halkanin

asal oldugunu gostermek kolaydir.

Her a € R i¢in a = axa olacak sekilde x € R nin mevcut olmasi durumunda bir halka von
Neumann diizenlidir. Leavitt yol cebirlerinin teorisinde, Lx (E) nin diizenli olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul Abrams ve Rangaswamy tarafindan [8]’de verilmektedir.

Teorem 3.19. K herhangi bir cisim ve E keyfi bir ¢izge olsun. Lg(E) nin von Neumann

diizenli olmasi icin gerek ve yeter kosul E nin dongii icermemesidir.

Ornek 2.14’te bir kose ve bir bukleden olusan R; cizgesine bakalim. K[x,x '] = Lg(R;)
esas ideal kiimesinin asal idealleri, genel Leavitt yol cebirlerinin asal spektrumlari icin

bir model saglar. R cizgesinin temel 6zelligi, ¢ikislari olmayan benzersiz bir dongii
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icermesidir. Spesifik olarak, Spec(K|[x,x"!]), K[x,x"!] in indirgenemez polinomlar
tarafindan olusturulan ideallerle birlikte ideal {0} dan olusur. indirgenemez polinomlar
x" f(x) bigimindedir, burada f(x) standart polinom halkasi K [x] i¢cindeki indirgenemez bir
polinomdur ve n € Z dir. Ozellikle, Lx(R;) de tam olarak tek dereceli ideal (yani, {0})
vardir. Kalan tiim Li (R ) idealleri, K[x,x '] deki indirgenemez polinomlara karsilik gelen

derecelendirilmemis ideallerdir.

Leavitt yol cebirlerinin asal idealleri, agagidaki teoremde tamamen tanimlanir. M («) nun

Tanim 2.3’te tantmlandigin1 hatirlayalim.

Teorem 3.20. [10, Theorem 3.12] K herhangi bir cisim ve E keyfi bir ¢izge olsun. PNE? =
H olacak sekilde L (E) de bir P ideali alalim. Eger P asagidaki kosullardan birini saglarsa

ancak ve ancak o zaman P, L (E) nin asal ideali olur.

() P=(H,{v":veBy}) ve E°\H, MT — 3 kosulunu saglamali;
(i) P= (H,{v" :ve By\{u}}), baz1 u € By ve E°\H = M(u) icin;
(iii) P = (H,{v" :v € By}, f(c)), burada ¢, E°\H = M(u) olacak sekilde u kosesini
taban olarak alan E de K’s1z bir dongiidiir ve f(x), K[x,x!] de indirgenemez bir

polinomdur.

Eger {0} asal ideal ise o zaman R halkasinin asal oldugunu hatirlayalim. Bu nedenle

Teorem 3.20’ye ait 6nemli bir sonuca ulasiriz.

Sonu¢ 3.21. K herhangi bir cisim ve E keyfi bir ¢izge olsun. O zaman Lk (E) nin asal

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul E cizgesinin MT — 3 kosulunu saglamasidir.

E satir sonlu bir ¢izge oldugunda, Lg(E) nin ilkel oldugu ile ilgili karakteristigi [9]’da

gosterilmisgtir.

Teorem 3.22. K herhangi bir cisim ve E satir sonlu bir ¢izge olsun. O zaman, Lg (E) nin

ilkel olmast i¢in gerek ve yeter kosul, E ¢izgesinin MT — 3 ve (L)Kosulu’nu saglamasidir.

E keyfi bir ¢izge oldugunda, bu sonug ¢izge iizerinde yeni bir kosul gerektirir [7].

Teorem 3.23. K herhangi bir cisim ve E de keyfi bir ¢izge olsun. O zaman, Lg (E) nin ilkel
olmasi igin gerek ve yeter kosul, E ¢izgesinin MT — 3, (L)Kosulu ve Sayilabilir Ayirma

Ozelligi’ne sahip olmasdir.
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Burada, Kaplansky’nin "Diizenli bir asal halka mutlaka ilkel mi?" Sorusuna ornek tegkil

eden bir Leavitt yol cebiri 6rnegi verelim.

Ornek 3.24. X sayilamayan bir kiime ve S de, X in sonlu altkiimelerinin kiimesi olsun. E

cizgesini asagidaki sekilde tanimlayalim:

(1) S ile endeksli koseler , ve
(2) Uygun altkiime iligkisi ile indirgenmis yollar.

O zaman Lk (E) diizenli, asal ama ilkel olmayan bir Leavitt yol cebiridir.

Asagidaki sonuclar [10]’dan alinmugtir..

Yardimer Teorem 3.25. ([10, Lemma 3.8]) H = PN E° olacak sekilde Lx(E) de bir P
asal ideali alalim ve S = {v € By : v/ € P} olsun. O zaman I(H,S) ideali, ayn1 zamanda

Lk (E) nin asal idealidir.

Ozellik 3.26. ([10, Corollary 3.9]) E keyfi bir cizge ve K herhangi bir cisim olsun. O
zaman Leavitt yol cebiri Lg(E), sadece herhangi bir kdse icermeyen Lk (E) 1n bir ideali

varsa, bir asal halkadir.

Ortaya c¢ikan dogal bir soru, Kaplansky’nin sorusunun dereceli versiyonuna, yani her
asal dereceli von Neumann diizenli Leavitt yolu cebirinin ilkel dereceli olup olmadigini
cevaplamaktir. Bu soru, son zamanlarda Rangaswamy’nin yayilanmamus eseriyle ¢oziildii

[12].

Teorem 3.27. Herhangi bir E keyfi ¢izgelsi icin, asagidaki maddeler denktir:
(i) Lg(E) ilkel derecelidir;
(i) EO° sayilabilir yonliidiir;

(iii) Lx(E) asal derecelidir ve baz1 v € E° koseleri icin, T (v) agac1 Sayilabilir Ayirma

Ozelligi’ni saglamaktadir.

Rangaswamy, [12]’de, asal dereceli ancak ilkel dereceli olmayan, dereceli von Neumann

diizenli halkalarinin bir¢ok 6rnegini sunmaktadir.
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3.5. MAKSIMAL IDEALLER

Birimli bir halkada, herhangi bir maksimal ideal, ayn1 zamanda bir asal idealdir. Ancak, bu
birimli olmayan bir halka icin mutlaka dogru degildir. Ornegin, birimli olmayan halka 27
ve onun ideali 47 olsun. 47 ifadesinin maksimal bir ideal olduguna dikkat edelim, ancak
27 de asal bir ideal degildir. Sadece E° sonlu ise Leavitt yol cebirleri birimli halkadr.
Bu yiizden, maksimal idealleri birimli olmayan bir ortamda incelemek faydal1 olacaktir.
Birimli olmayan Leavitt yol cebirlerinde maksimal ve asal idealler lizerine asagidaki

calismalar [10, pp.86-87]’de gosterilmistir.

Onerme 3.28. Bir R halkasinda R? = R oluyorsa, herhangi bir maksimal ideal bir asal
idealdir. Bu nedenle, herhangi bir Leavitt yol cebirinde, herhangi bir maksimal ideal bir

asal idealdir.

[10, Lemma 3.6]’da belirtildigi gibi, bir Leavitt yolu cebiri Lg(E) de, en biiyiik dereceli
ideal, H = NNE" ve S = {v € By|v/! € N} olacak sekilde (H,S) gegerli cifti tarafindan
iiretilen herhangi bir N idealini icerir (¢r(N) seklinde ifade edilir) yani gr(N) = I(H,S)
dir. Eger derecelendirilmemis bir ideal N, bir Leavitt yol cebirindeki iki tarafl1 ideallerin
latisi 2, (Lg(E)) de maksimal bir eleman ise, o zaman gr(N), Leavitt yol cebirinin tiim

iki tarafli derecelendirilmis ideallerinin latisi olan .%,,(Lx(E)) de bir maksimal elemandir.

Maksimal idealler her zaman birimli halkada bulunur; ancak, bu birimli olmayan bir

halkada her zaman dogru degildir. Asagidaki 6rnekte Leavitt yol cebirine bakalim:

Ornek 3.29. E, her i igin E® = {v; : i = 1,2,...} olacak sekilde satir sonlu ¢izge olsun. e;
ile r(e;) = vj, s(e;) = viy1 olacak sekilde kenarlar1, ayrica v; lerin her birinde iki dongii
fi,&i olacak sekilde v; = s(f;) = r(f;) = s(gi) = r(g;) koseleri vardir.

f3 83 12 82 h 81

.......... o o "o

€ el

Sekil 3.1. iki kulak cizgesi.

E de koselerin n > 1 i¢in H, = {vi,...,v,} olacak sekilde bos kiimeden farkli uygun

kalitsal doymus altkiimeleri, kiime islemleri altinda sonsuz bir zincir olusturur. E
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cizgesi (K)Kosulu’nu saglar, bu yiizden tiim idealler derecelidir ve bazi n ler igin H,
tarafindan iiretilir. Ayrica kiime islemleri altinda bir zincir olusturur. Idealler zinciri
sonlanmadigindan, Lk (E) herhangi bir maksimal ideal icermez. Ayrica, her n igin
E\(H,,0) nin MT — 3 kosulunu sagladigim1 ve bu nedenle tiim ideallerin asal ideal

oldugunu goriiyoruz.

Iyi bilinen bir soru, birimli olmayan bir Leavitt yol cebirinde maksimal bir idealin ne
zaman var oldugunu bulmaktir. Gerekli ve yeterli kosul, [14] “te kanitlandig1 gibi, E® in

maksimal kalitsal ve doymus altkiimesinin varligina baghdir.

Teorem 3.30. (Varolma Teoremi) Lg(E), ancak ve ancak .7z bir maksimal elemana

sahipse, maksimal ideale sahiptir.

Dabhasi, 7% nin poset yapisi, Leavitt yol cebirindeki her idealin maksimal bir ideali i¢erip

icermedigini belirler.

Teorem 3.31. Asagidaki iddialar esdegerdir:

(i) Her X € 7% elemam, Z € 7% maksimal elemaninda bulunur.

(ii) Lk (E) nin her ideali, maksimal idealde bulunur.

Ornek 3.32. E bir cizge olsun

8u o’ .WQ ¢

Sekil 3.2. Dereceli maksimal ideal icin 6rnek E ¢izgesi.

E (K)Kogsulu’nu saglamaz, bu yiizden E iizerindeki Leavitt yol cebiri hem derecelendirilmis
hem de derecelendirilmemis ideallere sahiptir. Q kalitsal doymus altkiime H = {v,w}
tarafindan olusturulan derecelendirilmis bir ideal olsun. Q, L/Q ve Lx(E\H) izomorfik
oldugu ve ayn1 zamanda da basit Leavitt cebirine L(1,2) izomorfik oldugu i¢in maksimal
idealdir. Teorem 3.20’yi kullanarak L deki asal idealleri siniflandirabiliriz. Her biri f(c)
tarafindan iiretilen ve f(x) in K[x,x!] de bulunan indirgenemez bir polinom oldugu ve

hepsi Q da bulunan, sonsuz sayida derecelendirilmemis asal ideal vardir. Ayrica E MT —3
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kosulunu sagliyorsa agikar ideal {O} asaldir ve Lg(E) tek bir Q maksimal elemanina

sahiptir.

Asagidaki 6rnekte sonsuz sayida kalitsal doymus altkiime iceren bir ¢izge Ornegi veriliyor.

Buna karsilik gelen Leavitt yol cebiri, derecelendirilmis bir maksimal ideale sahiptir.

Ornek 3.33. E, heriicin E® = {v;: i = 1,2,...} olacak sekilde satir sonlu ¢izge olsun.
ile s(e;) = v;, r(e;) = viy1 olacak sekilde kenarlari, ayrica v; lerin her birinde iki dongii

fi,gi olacak sekilde v; = s(f;) = r(f;) = s(gi) = r(g;) koseleri vardir.

f3 83 f2 9] bil 81
oL o oo

Sekil 3.3. Ters iki kulak ¢izgesi.

E satir sonlu bir cizgedir ve E icindeki koselerin bos olmayan uygun kalitsal doymus
altkiimeleri H, = {v;;,Vy+1,...} bazin > 2 ve H, | C H,, kiime iglemleri altinda sonsuz
bir zincir olusturur ve H, = {vp,vs,...}, 7% kiimesindeki maksimal elemandur. E ¢izgesi
(K)Kosulu’nu saglar, bu nedenle tiim idealler derecelidir ve bazi n ler i¢in H,, ile iiretilir.
Yani L (E) tek bir maksimal ideal olan I(H,) y1 igerir. Ayrica, E°\H, her n icin MT — 3

kosulunu saglar ve bu nedenle Lk (E) nin tiim ideallerinin asal ideal oldugu goriiliir.

Bir Leavitt yol cebirinde, eger tek bir maksimal ideal varsa, o zaman dereceli bir idealdir.
Ayrica, her maksimal ideal Lg (E) de dereceli ise, ancak ve ancak .7z deki her bir maksimal
eleman H i¢in, E\(H,Bpy) (L)Kosulu’nu saglar. Asagidaki rnekte gosterildigi gibi hem
dereceli hem de derecesiz maksimal idealleri iceren Leavitt yol cebirlerinin olduguna

dikkat edelim.

Ornek 3.34. E bir cizge olsun
@” —— o —— .W;) c

Sekil 3.4. Dereceli ve derecesiz maksimal ideal icin Ornek E ¢izgesi.

E iizerindeki Leavitt yol cebiri hem dereceli hem de derecesiz maksimal ideallere sahiptir.

A& kiimesi sonludur ve bu nedenle herhangi bir ideal maksimal idealde bulunur. Bos kiime
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tarafindan olugturulan dereceli bir ideal olan agikar ideal {0}, E, MT — 3 kosulunu yerine
getirmediginden asal degildir. f(x), K[x,x~'] de {0} 1 iceren indirgenemez bir polinom
oldugundan, her biri f(c) tarafindan iiretilen sonsuz ¢oklukta dereceli olmayan asal ideal
vardir. N kalitsal doymus altkiime H = {u} tarafindan olusturulan dereceli ideal olsun,
bu durumda, E\H boliim cizgesi (L)Kosulu’nu saglamaz. f(x), K[x,x~!] de {N} i iceren
indirgenemez bir polinom oldugundan, her biri f(c) tarafindan iiretilen sonsuz ¢oklukta
dereceli olmayan maksimal ideal vardir. Ayrica, Q kalitsal doymus altkiime H = {w}
tarafindan olugturulan dereceli ideal olsun. Bu durumda, E\ H boliim ¢izgesi (L)Kosulu’nu
saglar. Dolayisiyla Q maksimal bir idealdir. Lk (E) sonsuz sayida maksimal ideale sahiptir.
Bunlardan biri olan Q derecelidir ve dereceli kismi1 N olan sonsuz sayida derecesiz idealler

vardir.

Sifir olmayan tiim ana ideallerin maksimal oldugu sorusuna cevap vermek ilgingtir, ¢iinkii
bu halkalara Krull boyutunda sifir olan halkalar denir. Aslinda, Krull boyutunda 6ngoriilen

Leavitt yol cebirleri [10]’da calisilmigtir. Bu boliimii [10]’dan iki sonug ile bitirelim.

Teorem 3.35. [10, Theorem 6.1] E keyfi bir ¢izge ve K herhangi bir cisim olsun. O halde
Leavitt yol cebiri L (E) nin sifir olmayan her bir asal ideali, eger E asagidaki iki kogsuldan
birini saglarsa, maksimaldir:

Kosul I:

i) E 0 maksimum bir kuyruktur;
(i) E° 1n kalitsal doymus altkiimeleri sadece E° ve 0 dir;

(iii) E, (K)Kosulu’nu saglamaz.
Kosul II:

(i) E, (K)Kogsulu’nu saglar.
(i1) Her maksimum M kuyrugu icin, kisitli Ey; ¢izgesi, bos olmayan kalitsal doymus
altkiimeler icermez;
(iii) H, E° in kalitsal doymus bir altkiimesi ise, o zaman her u € By i¢in M(u) S E°\H

olur.

E sonlu cizge oldugunda, cevap ¢ok daha basittir.
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Ozellik 3.36. E sonlu bir ¢izge olsun. Oyleyse Lx(E) nim sifir olmayan her bir asal
ideali, eger n pozitif tamsayisi igin Lg (E) = M,(K[x,x"!]) ise maksimaldir. Ya da E
(K)Kosulu’nu saglar ve her M maksimum kuyrugu i¢in, Ejs kisith ¢izgesi, koselerin bos

olmayan kalitsal doymus altkiimelerini icermez.
Simdi, E ¢izgesi iizerinde Lg (E) nin ideallerinin gosterilmesi ile ilgili 6rnek verelim.
Ornek 3.37. [14] K bir cisim ve E satir sonlu bir ¢izge olmak iizere E cizgesini asagidaki

gibi alalim.

Cl

()

.M
o —— o D 2
Sekil 3.5. Ideal 6rnegi icin E cizgesi.
E ¢izgesi (K )kosulu, (L)kosulunu ve MT — 3 kosulunu saglamiyor. E ¢izgesinin kalitsal
doymus altkiimeleri Hy = 0, H; = {u}, H, = {v}, Hp = E° seklinde olur.

J bir indeks kiimesi ve her i € J i¢in f;(x) € K[x,x~!] in indirgenemez polinomu olsun.

Kalitsal doymus altkiimelere gore idealleri bulalim.

Cizelge 3.1. E cizgesinin kalitsal doymus altkiimelerine gore ideal tiirleri.

H By EO\H Idealler
Hyp=0 | 0 EO\Hy=E" MT-3 degil 1(0) Asal degil
Hy={u}| 0 | EO\H, ={w,v} MT-3iisaglar | I(H,) Tip 1, asal

EO\H, =M (v) < Hy, fi(c2) >

Tip 3, asal, derecesiz
Hy={| 0 | ENHy ={w,u} MT-3iisaglar | I(H) Tipl,asal

EO\H, = M(u) < Hy, fi(c1) >
Tip 3, asal, derecesiz
Hp=EY | 0 EO\Hg =0 MT-3 degil I(E®) Tip 3, Asal

Buldugumuz bu sonuglara gore Lk (E) nin ideal diyagrami agagidaki sekilde olur.
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/\

...< Hy, fi(c2) > ...< Hy, fi(e1) >

1(1“11) I(le)
\ . /

Sekil 3.6. E cizgesinin ideal diagrama.

Yukaridaki 6rnekte E cizgesi lizerindeki Leavitt yol cebirlerinin asal, maksimal ve derecesiz

asal ideallerini gosterdik.
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4. LEAVITT YOL CEBIRININ SONLU BOYUTLU BOLUMLERI

Bu kisimda, satir sonlu yonlii ¢izgeler tizerindeki Leavitt yol cebirlerinin sonlu boyutlu
boliimleri ve bu boliimler tizerinde yapilan calismalara yer verecegiz. Bu kisimda E yi

satir sonlu yonlii ¢izge alacagiz.

Lk (E) nin sifirdan farkli sonlu boyutlu bir boliimiiniin var olmast igin gerek ve yeter kosulu
ifade etmek icin ihtiyacimiz olacak tanimi, Tanim 2.3’te vermistik. s(p) =vve r(p) =w
olacak sekilde bir p yolu varsa, v, w ile baglantilidir ve ~» ile gosterilir. Bu, EY koseler
kiimesi iizerinde bir 0n siralama bagintist (yansima ve gecisme) tanimlar. v ve w koseleri
bir dongii iizerinde ise v~ w ve w ~» v olur. U, E ¢izgesinin batak ve dongiilerinin kiimesi
olsun. Bu bagint1 U iizerinde bir kismi siralama bagintis1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
¢izgenin dongiilerinin ayrik olmasidir. u’ ~» u olmasi durumunda ' = u oluyorsa u € U
batagina veya dongiisiine maksimal denir. u ve v bir ¢ dongiisii lizerindeki iki kogse ise
bu koseler ayn1 dnciillere sahiptir ve boylece M(c) iyi tanimlidir. M(v) kiimesinin fam

altgizgesi E-,, ile gosterilir.

Ornek 4.1. E cizgesi asagidaki gibi verilsin. E ¢izgesinin maksimal batak ve maksimal

dongiisiine bakalim.

2

.V3
1% ¢ V.
o 2_). 5

€2
C1
3
€l

ey4 es
oVl —— 1 @V6 —— 4 @7

Sekil 4.1. Maksimal batak ve maksimal dongii i¢in E ¢izgesi.

E cizgesinin maksimal batak olan kosesi cizgedeki dongiilerden kendisine yol olmadigi

icin v;7 kosesidir. Maksimal dongiisii ise v, kosesindeki ¢y dongiisiidiir. vs kosesine ¢
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dongiisiinden yol oldugu i¢in maksimal batak ve ayn1 sekilde ¢, dongiisiine ¢y dongiisiinden

yol oldugu i¢in maksimal dongii degildir.

Ornek 4.2. E cizgesi asagidaki gibi verilsin.
E

52
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Sekil 4.2. £, tam altgizgesi i¢in E ¢izgesi.

E cizgesinde M(v2) = {v1,v2,v3} oldugundan E..,,, tam altgizgesi asagidaki sekilde olur.

E..,

o3

@

by

o'l
Sekil 4.3. E,,, tam alt¢izgesi.
Ornek 4.3. E satir sonlu bir ¢izge olmak iizere E ¢izgesi asagidaki gibi olsun. E ¢izgesinde
E

Cl

N
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Sekil 4.4. E cizgesi.

maksimum batak yok. ¢ ve ¢ dongiilerine herhangi bir dongiiden yol olmadig1 i¢in ikisi

de maksimal dongii olur.

c1 maksimal dongiisii i¢in M (u) = {u,w} oldugundan E., tam ¢izgesi;
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Sekil 4.5. E.,,, ¢izgesi.
seklinde olur.

¢, maksimal dongiisii igin M (v) = {w, v} oldugundan E., tam ¢izgesi;
E..,
o —— e D (&)

Sekil 4.6. E.., cizgesi.

seklinde olur.

Tamm 4.4. [16, Definition 3.8] (Boyut Fonksiyonu) E satir sonlu yonlii bir ¢izge olsun. d :
E® — N fonksiyonu her v € E® i¢in d(v) = Ys(e)=vd(r(e)) yi sagliyorsa d fonksiyonuna

E cizgesinin boyut fonksiyonu denir.

Asagidaki teorem Leavitt yol cebirinin sifirdan farkli sonlu boyutlu boliimiiniin varolmasi
icin gerek ve yeter kosulu vermektedir. Cizge satir sonlu olmas1 durumunda Leavitt yol

cebirlerinin tiim olas1 sonlu boyutlu boliimleri Teorem 4.8 de ifade ediliyor.

Teorem 4.5. [16, Sonug 3.7] E cizgesinin sifirdan farkli bir boyut fonksiyonunun var

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul sonlu boyutlu sifirdan farkli bir boliimiiniin olmasidir.

Ornek 4.6. E cizgesi asagidaki gibi verilsin.
E

e
() 3
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Sekil 4.7. Boyut fonksiyonu i¢in E ¢izgesi.
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E cizgesi i¢in sifirdan farkli boyut fonksiyonlari i¢in bagintilar1 yazalim:
d(vi) =d(v2)+d(vs) d(va) =d(v2)+d(v3) +d(va)

d(v3)=d(vz)  d(vs) =d(ve)

Bu bagintilara gore d(v2) = d(v2) +d(v3) +d(v4) esitliginden d(v3) +d(v4) = 0 elde
edilir. Buradan d(v3) =0, d(v4) = 0 oldugu goriilir. d(vg) =n € N ise d(vs) = n dir.
Ayricad(vy) =m € Nise d(v)) = m+n elde edilir. O halde E ¢izgesi i¢in m,n € N igin
sonsuz c¢oklukta boyut fonksiyonu vardir. m,n dogal sayilarindan birini sifirdan farkli

alirsak sifirdan farkli bir boyut fonksiyonu elde ederiz.

Ornek 4.7. Asagidaki E cizgesini goz oniine alalim.

E

Sekil 4.8. Ornek E cizgesi.
d : E° — N fonksiyonu E ¢izgesinin bir boyut fonksiyonu ise d(u) = d(u) 4 d(u) ve
d(v) =d(v) +d(u) oldugundan d(u) = 0 ve de d(v) = n € N olmalidir.

Asagidaki teorem ile satir sonlu bir ¢izgenin Leavitt yol cebirlerinin tiim sonlu boyutlu

boliimleri karakterize ediliyor.

Teorem 4.8. [16, Theorem 6.2] E satir sonlu yonlii bir ¢izge olsun. Eger A, Lg(E) Leavitt
yol cebirinin bir sonlu boyutlu béliimii ise herbir ny pozitif tamsayisi igin Py(x), P,(0) =1
(k=1,2,...,m) olacak sekilde sabit olmayan bir polinom ve By = K [x]/ (P(x)) olmak

uzere
m

A= P M, (By)

k=1
olur. Buradaki m, ¢izgedeki sonlu sayida onciilii olan maksimal batak ve maksimal
dongiilerin sayisini, n; ise k. maksimal batak ve maksimal dongiiye gelen yol sayisini ifade

eder.

Sonu¢ 4.9. [16, Corollary 6.4] Verilen dereceli ideal / icin K-vektor uzayi1 olarak
dim(Lg (E)/I) sonlu boyutlu ise o zaman A := Lk (E)/I boliim cebiri K tizerindeki matris

cebirlerinin direkt toplamina izomorfiktir.
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Asagidaki teorem Lg(E) nin ne zaman sifirdan farkli sonlu boyutlu boliimiiniin oldugu

sorusuna ¢izgesel olarak cevap verir.

Teorem 4.10. [16, Theorem 6.5] E satir sonlu bir yonlii ¢izge olsun. Lg(E) nin sifirdan
farkli sonlu boyutlu bir boliimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul E cizgesinin sonlu

sayida onciilleri olan maksimal batak ve ya maksimal dongiisiiniin olmasidir.

Ornek 4.11. Teorem 4.8 e gore E cizgesinin Leavitt yol cebirlerinin tiim sonlu boyutlu

boliimlerini yazalim.

E
o3
' o2 o4 o5 eV6

Sekil 4.9. E cizgesi.

E ¢izgesinde ¢ maksimal dongiidiir, fakat maksimal batak yoktur. S, Lx(E) nin sonlu
boyutlu bir bliimii olsun. O halde S = éna M, (By) olacak sekilde By = K[x|/(Pc(x)) i
bulalim. Burada P;(x), P(0) = 1 olacak §ekk:illde bir polinomdur. Burada c tek bir maksimal
dongii oldugundan ve de maksimal batak olmadigindan m = 1 ve ¢ dongiisiinde v, kosesini
taban olarak alirsak n; = 4 olur. Buradan B; = K[x]/(P(x)) ve P(0) = 1 olmak iizere

S = My(B)) dir. Dolayistyla sonsuz ¢oklukta sonlu boyutlu boliimleri vardir.
Bir E cizgesindeki tiim maksimal batak ve maksimal dongiilerin Onciillerinin tam alt
cizgesi E ile gosterilsin. £ da dongiilerin ¢ikig1 yoktur.

Asagidaki teorem ¢izgedeki dongiilerin ¢ikist olmamasi durumunda Leavitt yol cebirlerinin

ne oldugunu verir.

Teorem 4.12. [22, Theorem 3.8] E, Lk (E) yerel olarak sonlu bir cebir olacak sekilde bir

cizge olsun. O zaman
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dir. Burada m cizge lizerindeki dongiilerin sayisi, n; de i. dongii iizerinde taban olarak
alinacak koseye gelen yollarn sayisidir. m' ise ¢izge iizerindeki bataklarin sayist, nj ise j.

bataga gelen yollarin sayisidir.

Ornek 4.13. Ornek 4.1 deki E ¢izgesini alalim. E cizgesine gore c; maksimal dongii ve

v7 kosesi maksimal bataktir.

E
Cz
QURELEN ovﬁ BRI
Sekil 4.10. E igin E ¢izgesi.
O zaman E cizgesi
E

o3

D,

el

o'l 2o D, g7

Sekil 4.11. E ¢izgesi.
Teorem 4.12’ye gore

Lx(E) = M5(K[x,x"']) & M3(K)
olur.
Ornek 4.14. Asagidaki gibi bir cizge aldigimizda,
F

Sekil 4.12. F ¢izgesi.

F cizgesinde maksimal batak ve maksimal dongii olmadig i¢in bu ¢izgenin Leavitt yol

cebirinin sonlu boyutlu boliimii yoktur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

2005 yilinda [3]’te Abrams, Aranda Pino ve [4]’te Ara, Moreno, Pardo tarafindan karakterie
edilen Leavitt yol cebirleri, 15 yillik ge¢misi olmasina ragmen hala ilgi cekiciligini
kaybetmemistir. Cizgeler iizerinde karakterize edilen Leavitt yol cebirlerinin, her gecen

zamanda arastirmacilarin farkli bakis agilariyla yeni 6zellikleri ortaya ¢cikmaktadir.

Bu tezde Leavitt yol cebirlerinin ideallleri iizerine yapilan ¢alismalar incelenip ve Leavitt
yol cebirlerinin ideallerinin siniflandirilmasi yapildi. Leavitt yol cebirlerinin ideal yapilar
dikkatlice incelenerek, dereceli-derecesiz, asal, ilkel ve maksimal idealleri ile ilgili tanim,

teorem, 6zellik ve sonuglara yer verildi.

Bir ¢izgede, koselerin kalitsal altkiimeleri tarafindan iiretilen ideallerin elemanlar1 asagidaki

sekilde tanimland.
K bir cisim ve E herhangi bir ¢izge olmak {izere;

(i) H, E° 1 kalitsal bir altkiimesi olsun. O zaman I(H ) ideali
I(H) = spang ({yA*|y,A € Yol(E) dyle ki r(y) =r(A) € H})

= { Y kiviAi'In = 1,k € K, %, 4 € Yol(E) byle ki r(y) = r(A) € H }
i=1

(ii) H, E? 1n kalitsal bir altkiimesi ve S de By nin altkiimesi olsun. O zaman I(H, S) ideali
I(H,S) = spang ({yAL*|y,A € Yol(E) 6yle ki r(y) =r(A) € H})

+spang({ov" B*|a, B € Yol(E) ve v € S}).

Bu tanimlamadan sonra Leavitt yol cebirlerinin ideallerinin siniflanirilmasi yapildi.
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K bir cisim, E herhangi bir ¢izge ve N,Lg(E) nin dereceli ideali olmak iizere, Lx (E) nin
her dereceli ideali , H U S tarafindan iiretilir. Burada H = NNE? € 7% ve S = {ve
By|v! € N} dir. Diger bir deyisle N = I(H,S) dir. Lx(E) nin her dereceli ideali, homojen
idempotentlerin kiimesi tarafindan iiretilir. N dereceli ideal ise 0 zaman N = N? dir. O

halde N in Lg (E) de dereceli ideal olmasi icin gerek ve yeter kosulun N = N? olmasidir.

Leavitt yol cebirlerinin idealine boliimii ile boliim ¢izgesinin Leavit yol cebirleri arasindaki

iligski, K herhangi bir cisim olmak iizere,

(i) E sira sonlu bir ¢izge ve H € 7% olsun. O zaman Z-dereceli K-cebiri iizerinde
Lg(E)/I(H) = L (E/H),

(i) E keyfi bir ¢izge, H € ¢ ve S C By olsun. O zaman Z-dereceli K-cebiri {izerinde
Lg(E)/I(H,S) = Lx(E/(H,S))

olarak gosterildi.

Bir idealin iireteclerini Rangaswamy [11]’de gostermis ve bir idealin dereceli ve dereceli
olmayan boliimiiniin yararli bir karakterizasyonunu vermistir. K herhangi bir cisim ve
E keyfi bir ¢izge olsun. Lg(E) nin sifirdan farkli herhangi bir ideali, asagidaki formun

elemanlar1 tarafindan tretilir.

(1 Yk (u- X ee)

i=1 ecX

I, Lg (E) nin sifirdan farkli keyfi bir ideali, INE® = H ve S = {v € By : v/ € I} olsun. O
zaman I, HU {v" : v € S} UY tarafindan iiretilir, burada Y asagidaki ifadelerin bulundugu

(u+Y" | kig") formundaki karsilikli ortogonal elamanlar kiimesidir.

a4 g EO\H deki u kosesine dayanarak EO\H da hicbir ¢ikisi olmayan, (tek) bir
dongiidiir; ve

(i) En az bir k; # 0 olacak sekilde k; € K dur.

Eger I dereceli degil ise, Y bos kiime degildir. Lg(E) nin her sonlu iiretegli ideali esas

idealdir. Hatta, E eger sonlu ¢izge ise, o zaman her ideal esas idealdir.
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K herhangi bir cisim ve E keyfi bir ¢izge olsun. PN E® = H olacak sekilde Lg (E) de bir P
ideali alindi@inda, P ideali agagidaki kosullardan birini saglamasi durumunda Lk (E) nin

asal ideali olur.

() P=(H,{V":veBy}) ve E°\H, MT — 3 kosulunu saglamali;
(i) P= (H,{v" :ve By\{u}}), bazi u € By ve E°\H = M(u) icin;
(iii) P = (H,{v" :v € By}, f(c)), burada ¢, E°\H = M(u) olacak sekilde u kosesini
taban olarak alan E de K-s1z bir déngiidiir ve f(x), K[x,x '] de indirgenemez bir

polinomdur.

K herhangi bir cisim ve E keyfi bir ¢izge olsun. O zaman Lk (E) nin asal olmast igin gerek

ve yeter kosul E cizgesinin MT — 3 kosulunu saglamasidir.

K herhangi bir cisim ve E satir sonlu bir ¢izge ise, o zaman Lk (E) nin ilkel olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul, E ¢izgesinin MT — 3 ve (L)Kogsulu’nu saglamasidir. Eger E keyfi bir
cizge ise, o zaman Lk (E) nin ilkel olmasi igin gerek ve yeter kosul, E ¢izgesinin MT — 3,

(L)Kosulu ve Sayilabilir Ayrrma Ozelligi’ne sahip olmasdir.

Bir R halkasinda R> = R oluyorsa, herhangi bir maksimal ideal bir asal idealdir. Bu nedenle,

herhangi bir Leavitt yol cebirinde, herhangi bir maksimal ideal bir asal idealdir.

Leavitt yol cebirlerinde, en biiyiik dereceli ideal, H = NNE® ve § = {v € By € N}
olacak sekilde (H,S) gegerli ¢ift tarafindan iiretilen herhangi bir N idealini igerir (gr(N)
seklinde ifade edilir) yani gr(N) = I(H,S) dir. Lx(E), ancak ve ancak .7z bir maksimal

elemana sahipse, maksimal ideale sahiptir.

Satir sonlu ¢izgelerin Leavitt yol cebirlerinin sonlu boyutlu boliimleri incelendi. E satir

sonlu yonlii cizgesi iizerinde her v € E? i¢in d : E — N fonksiyonu

dv) =}, d(r(e))

s(e)=v

esitligini sagliyorsa d fonksiyonu E cizgesinin boyut fonksiyonu olarak tanimlandi.
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E satir sonlu bir yonlii ¢izge olsun. Lk (E) nin sifirdan farkli sonlu boyutlu bir boliimiiniin
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul E ¢izgesinin sonlu sayida onciilleri olan maksimal batak

veya maksimal dongiisiiniin olmasidir.

Bu tez ile, satir sonlu veya herhangi bir ¢izgenin Lavitt yol cebirlerinin ideallerinin
stniflandirilmast ve satir sonlu yonlii ¢izgeler iizerinde Leavitt yol cebirlerinin sonlu
boyutlu boliimlerinin siniflandirilmasi verilerek, Tiirk¢e kaynak olusturulmaya ¢aligildi.
Yapilan bu ¢aligma ile Leavitt yol cebirleri lizerine ¢alisma yapmay: diisiinen akademik

personel, yiiksek lisans veya doktora 6grencilerine yardimci olmak amaglandi.
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