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OZET

GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRALLER ICIN INTEGRAL
ESITSIZLIKLERI VE UYGULAMALARI

Fatma ERTUGRAL
Diizce Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Doktora Tezi
Danigman: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
Aralik 2021, 104 sayfa

Bu calismanin amaci ¢esitli kesirli integraller ile ifade edilen esitsizklikleri birlestirip
genellestirerek tek forma doniistiirmektir. Tez alt: boliimden olugmaktadir. Ik boliimii
olusturan giris kisminda esitsizlik, konvekslik, konvekslik 6zelligi olan fonksiyonlarin
sagladig1 Hermite-Hadamard esitsizligi ve kesirli integrallerin ortaya ¢ikisindan giiniimiize
kadar ki gelisimi hakkinda bilgiler verilmektedir. ikinci boliimde ise ilk boliimde ortaya
cikisi ve gelisiminden bahsedilen konularin tanimlari, aralarindaki iligkiler ve tezde
kullanilanilan tanim ile teoremler verilmektedir. Orjinal sonuclarin baglangici olan
ticiincii boliimde ise literatiirede onemli yere sahip olan Hermite-Hadamard esitsizliginin
kesirli integraller icin genellestirilmis ifadesi ve 0zel fonksiyon sec¢imleri ile hangi kesirli
integralleri genellestirdigi gosterilmistir. Bu genellestirme sinirlarin degistirilmesi ile ii¢
farkli formda elde edilmistir. Her genellestirmenin farkli sonuclari olmustur. Dordiincu ve
besinci boliimlerde ise Hermite-Hadamard esitsizliginin sag ve sol kistmlarinin ifade ettigi
Trapezoid ve Midpoint tipli esitsizliklerinin birinci ve ikinci derceden diferansiyellenebilir
fonksiyonlar icin genellestirlmis kesirli integraller ile ifadeleri verilmistir. Altinc1 boliimde
ise niimerik analizde kullanilan simpson yonteminin cebirsel ifadesi olan Simpson
esitsizliginin mikroskobik Ol¢iide daha hassas sonuclar verebilmeyi saglatan kesirli
integraller ile ifadesinin genellestirilmis sekli ve sonuclari verilmistir.

Anahtar sozciikler: Hermite-Hadamard esitsizligi, Kesirli integral, Konveks fonksiyon,
Midpoint esitsizligi, Simpson esitsizligi

vii



ABSTRACT

INTEGRAL INEQUALITIES AND APPLICATIONS FOR GENERALIZED
FRACTIONAL INTEGRAL

Fatma ERTUGRAL
Diizce University
Institute of Graduate Studies, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
December 2021, 104 pages

The aim of this thesis is to transform the inequalities, which express various fractional
integral, one form by combining and generalizing. The dissertation is consist of six part. In
the first part there are informations about; inequalities, convexion, the Hermite-Hadamard
inequalities revealed by the functions which has character and the progress of fractional
integral form naissance until today.In the second part there are definitions, connections
between the notions, which giving information about naissance and progress in the first
part and also definitions, theorems used in the dissertation. In the third part, beginning of
our original results, we showed the Hermite-Hadamard inequalities, an important point
in literature; generalization term of fractional integral and which fractional integrals are
generalized by specific function selection. This generalization made three different form
by changing limits. Every generalization has different results. In the fourth and fifth parts,
given the generalized fractional integral express for the Trapezoid and Midpoint type of
inequalities, revealed by the Hermite-Hadamard inequalitie’s left and right sections, first
and second degree of differentiable functions. In the six part, given fractional integral and
its generalized form result of express of algebraic expression of the Simpson inequalities
which is the Simpson method used in numerical analysis, providing microscopic scale of
result.

Keywords: Hermite-Hadamard inequalities, Fractional integrals, Convex functions,
Midpoint inequality
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EXTENDED ABSTRACT

INTEGRAL INEQUALITIES AND APPLICATIONS FOR GENERALIZED
FRACTIONAL INTEGRAL

Fatma ERTUGRAL
Diizce University
Institute of Graduate Studies, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
December 2021, 104 pages

1. INTRODUCTION

Mathematical inequalities from Newton and Euler until today played an important role in
many branches of science. First basic monograph of this important subject was published
in 1934, by name of “Inequalities”. Following years publications and studies has continued
and increased. By the 21 th Century, it has been inevitable that mathemmatical analysis by
increasing applications in many fields. For that reason a number of inequalities have been
added to the literature.

Convex functions theory, indicating an inequality by itself, take place in literature by an
article published by Jensen in 1905 and 1906. Some inequalitieswere founded by the
classical definition of convex functions. One of them is Hermite-Hadamard inequalities.
It was first used in a journal published in 1881 by Hermite. This inequality was named
Hermite-Hadamard for reason that the same inequality was founded by Hadamard too.
This inequalty receives great deal of atteention for including double-sided inequality and
tthe same time finding limit value for non-computable integrals.

Since the emerge of concepts of derivative and integral, the rank of non whole numbers
application of these processes were curious question. It was a point at issue by Leibniz
expressing question to idea in 1965. For long years various definitions have been made
with the contributions of many mathematicans.By using this definition many inequalities
were are expressed. Our aim in this thesis; to generalize and give a single form for several
kinds of fractional integrals.

With our new definition; Hermite-Hadamard inequality, Midpoint, Trapezoid and Simpson
type inequalities were generalised and make it easier to applicability of them.

2. MATERIAL AND METHODS

Firstly, its given convexional definition and characteristicof a function which provides
Hermite-Haamard inequality. After that its given; Hermite-Hadamard inequality, equalities

X



that gives left aand right sections,result and theorems. Its given the definition of
Holder,Minkovski and Power-mean inequalities which are the definition of inequality topic.
After that its given fractional integral topic and its characteristics that has an important
point in literature. Its given Riemann-Liouville fractional integrals, the most comman of
lots of other fractional integral, how to procure and the definitions and inequalities using in
that process. Finally the studies, that expressing by fractional of this important inequalitys’,
were examined and presented.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS

In this thesis we are providing simplicity for inequalities which is an important point
in literature and has lots of different versions, by generalizing. Our original results are
comprising in parts of 3-4-5-6. In main parts we give various definition of fractional
integral, that has range of application area in different science sections, and generalized
version of Hermie-Hadamard inequality. In this generalizing , we analyzed differetn limit
values and getting different results.

The generalizing gives result for the Trapezoid and Midpoint inequalities which found
by right and left of Hermite-Hadamard inequalities that has doubl inequalities, we
reached important limit values.In the last part we re-express the Simpson 1nequalies,
which is important for numeric calculation, with fractional integral that makes it more
comprehensive

4. CONCLUSION AND OUTLOOK

In this study we generalized the Hermite-Hadamard inequality, that express by various
fractional integral definition, by using a function.Also found new results for the Trapezoid
and Midpoint inequalities for Simpson inequality we made a integral definition. For new
studies, it’s possible to generalize more inequality by adding different features. This
generaliizing can obtain various features.



1. GIRIS

Matematiksel esitsizlikler Newton ve Euler’den giiniimiize dek, matematigin cesitli
dallarinin yani sira fizik biliminin matematiksel uygulamalarinda, miithendislikte ve bilimin
bir¢ok branginda 6nemli rol oynamistir. Bu 6nemli konunun ilk temel monografisi 1934
yilinda Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan “Inequalities” ad1 ile yayinlanmistir. Bu
calismay1 1961 yilinda yazarlar1 Beckenbach ve Bellman olan ayni isim ile yeni bir eser
takip etmistir. 1970 yilinda ise Mitrinovicin “Analitic inequalities” isimli yayini ile de bu

alanin temeller taglar1 olusturulmustur [1], [2], [S].

Esitsizlikler teorisi programlama, ekonomi, oyun teorisi, degiskenler metodu, kontrol
teori, olasilik ve istatistik gibi bilimin bir¢ok yerinde uygulama alam1 bulmasi ile cok
sayida arastirmacinin dikkatini ¢cekmis ve bu ytizden 1934 yilindan itibaren yeni tip
esitsizliklerin bulunmasi ve uygulanmasi i¢in yogun c¢aba sarfedilmigstir. Bu cabalarin
devamlilig1 gelisimi siirekli kilmigtir. Egitsizlik teorisinin gelisimi, ¢ok sayida yeni problem
ve sonuglarinin ortaya ¢ikmasi, zor sorularin basit ispatlarinin bulunmasinda etkili bakis
acilar1 kazandirmigtir. Matematigin yeni alanlarinin dogmasinda 6nemli bir faktor olmustur.
21. yiizyila gelindiginde matematiksel esitsizligin hizla biiyliyen bir disiplin ve bir¢cok
alanda artan uygulamalari ile matematiksel analizin merkez alanlarindan biri haline gelmesi

kac¢inilmaz olmustur.

Literatiire siirekli yeni bir dizi esitisizlikler ilave olmakla birlikte bir¢ok esitsizlik tiirii
arasindan Jensen, Hadamard, Hilbert, Hardy, Opial, Levin ve Soboleyv ile iligkili olanlar
matematigin cesitli dallarinda biiyiik etki olusturmustur. Son yillarda bu esitsizlikler
ile ilgili 6nemli gelismelere tanik olduk. Bir¢ok 6nemli uygulama ile ¢esitli arastirma
alanlarina sahip olan bu esitsizlikler aktif arastirma alani olmaya devam etmektedir.
Analizin bir¢ok boliimiinde uygulama alani bulan ve tezimizin alt yapisim1 olusturan

baz1 onemli esitsizlikler ile devam edelim.



Bagli bagina kendiside bir esitsizlik belirten konveks fonksiyonlar teorisi 1905 ve 1906
yillarinda danimarkali {inlii mithendis ve matematikci J. Jensen tarafindan yayinlanan
makaleler ile literatiire girmistir. Modern analizde dogrudan ya da dolayli olarak
konveks fonksiyon iceren uygulamalardan dolay1 hizli bir gelisim gostermistir. [43]
nolu kaynak detayh bilgi icermeketedir. AG esitsizligi, Holder esitsizligi ve Minkowski
esitsizligi konveks fonksiyonlarin uygulamalarindan elde edilen 6nemli esitsizliklerinden
bazilarilaridir. Ayrica konveks fonksiyonlarin klasik tanimi diger fonksiyon siniflarinin
bazilari icin degistirilebilir, genisletilebilir ve esitsizlikler elde edilebilir. Bunlardan biri
literatiire girisi bulunusundan ¢ok sonra olan hatta iki farkli matematik¢inin birbirinden

habersiz ispatladigi Hermite-Hadamard esitsizligidir [3].

1881 yilinda Hermite, Mathesis dergisine konveks bir fonksiyonun asagidaki esitsizligi

sagladigini ifade eden ¢aligmasini gondermistir.

(p—c)F("Tﬂ))s/:H%)d%s(p—c)w (L1)

1883 yilinda ise bu dergide yayinlanir. Fakat literatiirde hi¢bir yerde bahsedilmedigi gibi
Hermite esitsizligi olarak da alintilar1 yapilmamistir. E.F.Beckenbach bir calismasinda
Hermite adi ile literatiire girmeyen bu esitsizligi 1893 yilinda ilk ispatlayanin Hadamard
oldugunu yazmistir. Konveks fonksiyonlar teorisi ve tarihinde uzman olmasina ragmen bu
esitsizligin 10 y1l once Hermite tarafindan bulundugunu farketmemistir. Hatta esitsizligin

ilk monografisi olan eserde “siirekli f (»r) fonksiyonun

1 »+h
F(%)gﬂ/ (1) dTeG < 5e—h< < 4+h<p (1.2)
»—h

konveks olabilmesi i¢in (1.2) esitsizligi saglanmalidir” seklinde bir ¢calisma mevcuttur.Bu

islemin sonucu Hermite esitsizliginin ilk kismina esittir.

Fakat (1.1) esitsizligindeki konvekslik sonucunun (1.2) esitsizligi i¢in gerekli yeterli kritere
doniisii kim tarafindan ve ne zaman gerceklestirildigi hala belirsizdir. Fakat Hermite
esitsizliginin onemi konvekslik 6zelligi ile tanimlanan (1.2) esitsizligine uygulanabilirligi
ile yayginlagsmistir. Bu Onemli teoremi birbirinden habersiz olarak yapan iki kisinin
isimlerini alarak Hermite-Hadamard esitsizligi seklinde kullanilmaktadir.Bu esitsizlik ve

uygulamalarina ait daha detayl bilgiyi [6] nolu kaynaktan edinebilir. Hermite-Hadamard



ile konvekslik arasindaki iligki [4] ve [42] nolu kaynaklarda ve cesitli konveksliklere

uygulanigi [44], [45] nolu calismalarda mevcuttur.

Ayrica giinlimiizde Hermite-Hadamard esitsizliginin temel seviyede ¢ok sayida ispati
bulunmaktadir. Geometrik ispatinda da fonksiyonun ortalama degeri icin iist sinir sagladigi

acikca goriilmiigtiir ve bu iist sinir1 veren esitsizlik

(pic)/:F(%)d%Sw (1.3)

seklinde trapezoid esitsizligi olarak isimlendirilmistir. Integrallenebilir fonksiyonlar icin
trapezoid esitligi [10] nolu ¢alismada mevcuttur. Trapezoid esitsizligi farkli sekillerde
de ifade edilmistir [36]. Farkli konveksliklere ulgulanabilirlik agisindan yeni trapezoid
esitsizlikleri elde edilmistir [40]. Ikinci dereceden diferansiyellenebilen fonksiyonlar
icinde trapezoid esitligi ve farkli konvekslik i¢in uygulamalar1 yapilmistir [47], [48].
Hadamard esitsizliginin orta ve sol kismi arasindaki fark midpoint esitligi olarak ifade
edilir ve tiirevinin mutlak degerinin konveksliginden yararlanilarak sonuglar elde edilmigtir
[16]. ikinci dereceden tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in de midpoint esitsizliginin yeni
sonuglar1 hesaplanmistir [35]. Ikinci dereceden diferansiyellenebilen fonksiyonlar icin
Hermite-Hadamard esitsizliginden yararlanilarak elde edilen yeni esitsizlik ikinci tiirevinin
mutlak degerinin konveksligi kullanilarak birkag esitsizligi veren 6nemli ¢alismada [33]

nolu ¢alismada bulunmaktadir.

Konveks fonksiyonun ortalamasi icin iist ve alt sinir saglayan bu esitsizligin geometrik
yorumdan da integral ile iligkisi net bir sekilde goziikmektedir. Tiirev ve integral kavrami
matematikte, mithendislikte ve bilimin bircok dalindaki problemler i¢in ¢6ziim kaynagidir.
Tamsay1 mertebesinde uygulanilan tiirev ve integral kavramlarinin kesirli sayilar i¢inde
genellestirilmesi diferansiyel hesabin dogusuyla ortaya ¢ikan bir ihtiyagtir. Bu fikri
tartismaya yonelik ilk girisim Leibniz’in yazigsmalarinda yer aldi. Bernoulli fonksiyonlarin
tiirevlenebilmesine iligkin olarak Leibniz’e yazdig1 mektuplardan birinde bu teoremin
tam say1 olmamasi durumundaki anlaminm1 sormustur. Leibniz, (1965)L"Hospital’e ve

(1697)Wallis’e mektuplar yazarak konuyu meslektaslariyla paylagmi ile konu iizerine

dP »°
dxP

calismalar baglamgstir. 11k adimi atan Euler 1738 yilinda tiirevinde p nin tamsay1

olmayan sonucunu gézlemlemistir. J.L.. Lagrange ise 1772 yilinda diferansiyel operatorler



icin kuvvet alma kanunundan bahsettigi ¢caligmasinda dolayl olarak kesirli analize katkida
bulunmustur. 1812 yilinda P.S. Laplace, integraller yoluyla kesirli tiirevi tanimlamig
ve 1819 yilinda S.F. Lacroix 700 sayfalik caligmasinda keyfi mertebeden tiirevlerden
bahsetmistir. Bunu takiben J.B.J. Fourier 1822 yilinda keyfi mertbeden tiirevleri calisma
konusu yapmustir. Kesirli operatorler ilk kez N.H. Abel tarafindan 1823 yilinda Tautochrone
probleminin ¢dziimiinde kullanilmistir. J.Liouville, 1832 yilinda kesirli analiz tanimlarini
teorik problemlere uygulayarak ilk onemli ¢aligmay1 yapmistir. 1867 yilinda A.K.
Griinwald kesirli operatorler lizerine ¢alismalar yapmistir. G.F.B. Riemann 1892 yilinda
yayinladig1 calismasinda iizerinde uzun yillar calistigi  kesirli integrasyon teorisini
geligtirmistir. A.V.Letnikov 1868 ile 1872 yillar1 arasinda bu konu iizerine pek ¢cok makale
yayimlamustir. 1900 ve 1970 yillar1 arasinda kesirli analiz konusuna katkida bulunan bir¢cok
bilim adami vardir. H.H. Hardy ve M.Riezs (1915 1raksak serilerin toplamu icin kesirli
integrasyon), H.-Weyl(1917 periyodik fonksiyonlar i¢in uygun kesirli integrasyon) S.Blair,
S.Samko, bu konuda 6nemli katkilar saglayan isimlerdir. Tamsay1 metotlara gore ¢cok daha
dogru sonuclar verdigi i¢in genis uygulama alani bulmus ve hakkinda olduk¢a makale
yazilmigtir. Siirekli gelisimine ve uzun tarihine ragmen monografisi 1974 yilinda Oldham
ve Spanier tarafindan yazilmistir [7]. Sonrasinda konunun yayginlagsmasi ile kaynaklar da

artmustir. [8] nolu kaynak da konu ile ilgili 6nemli bilgiler sunar.

Kesirli kalkulus diferansiyel denklemlerdeki coziimler icin ciddi yarar saglamistir
[9]. Farkli fonksiyonlar tamimlarin1 genellestirmesi ile uygulanabilirligini arttirmigir
[13]. Bir¢ok alana uygulanabilirligi farkli tanimlar1 da beraberinde getirmis ve yillarca
bircok matematik¢i kendi notasyonlarini ve yaklagimlarimi kullanarak tamsay1 olmayan
mertebeden integral ve tiirev fikrine uygun bir¢ok tanim vermislerdir. Riemann-Liouville
kesirli integrali, Hadamard kesirli integrali, Weyl kesirli integrali, Chen kesirli integrali,
Cosar kesirli integrali, Erdely kesirli integrali, Kober kesirli integrali, Hilfer kesirli
integrali ve conformable kesirli integrali tanimlar1 mevcuttur. Bu tanimlamalardan
en popiiler olarak ortaya ¢ikan Riemann-Liouville’nin tanimi olmustur. Esitsizlikler
arasinda 6nemli biryere sahip olan Hermite-Hadamard esitsizliginin Riemann-Liouville
ile ifadesi kacinilmaz olmustur [14]. Hermite-Hadamard esitsizliginin kesirli integral ile
ifadesini degisik acidan ele alip farkli sonuglar bulunmus [19] ve farkli sinirlar i¢inde
esitsizlik yeniden elde edilmistir [15]. Her yeni ¢alisma bir sonraki ¢alisma i¢in basamak

olmustur. Riemann-Liouville kesirli integrali ile ifade edilen Hermite-Hadamard esitsizligi
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farkli konvekslik ozellikleri saglayan fonkisyonlar i¢in farkli sonuclar elde edilmisgtir
[18], [20], [21]. Sadece Hermite-Hadamard degil farkl esitsizliklerde Rieman-Liouville
kesirli integrali ile ifade edilmistir [17]. Zamanla Riemann-Liouville kesirli integrali
de cesitlendirilmistir ve genellestirimistir [11]. Bu ¢esitlendirme iizerine de uygulamalar
yapilmustir [12]. Ozel hali Riemann-Liouville kesirli integralini veren k-Riemann-Liouville
kesirli integrali tanimlanip uygulamalar1 yapilmistir [24]. Ardindan Hermite-Hadamard
esitsizligide bu tanim ile ifade edilmigtir [25]. k-Riemann-Liouville kesirli integral tanimi
ile ifade edilen Hadmard esitsizliginden yararlanilarak farkli konvekslikler i¢in esitsizlikler
elde edilmistir [26]. Calismalar devam ettik¢e Riemann-Liouville kesirli ve Hadamard
kesirli integralini tek bir formda veren Katugampola kesirli integrali tanimlanmistir [27].
Riemann integralinin yetersiz kaldig1 noktada tanimlanmis olan conformable integralinin
de keyfi derece icin integrali tantmlanmistir [28]. Hermite-Hadamard conformable(uygun)
kesirli integrali icinde ifade edilmistir [46]. Ustel ¢ekirdek ile ifade edilen kesirli
integral icinde Hermite-Hadamard esitsizligi ve farkl esitsizlikler elde edilmisitir [22].
Riemann-Liouville kesirli integrali ile Hermite-Hadamard esitsizligi farkli sinir degerleri
icinde yeniden ifade edilmistir [31]. Bu yeni siir1 koruyarak iistel ¢ekirdekli kesirli

integral icin Hermite-Hadamard tanimi yapilip farkl esitsizlilerede doniistiiriilmiistiir [32].

Hemite-Hadamard iki esitsizligi de icerdigi icin Hemite-Hadamard esitsizligini elde edilen
calismalarda midpoint ve trapezoid karsiliklar1 da mevcuttur. Ozel hali integrallenebilir
fonksiyonlar i¢in trapezoid esitligi veren R-L kesirli integrallerinden yararlanilarak genel
trapezoid esitsizkleri de elde edilmistir [41]. Farkli konveksliklere ulgulanabilirlik
acisindan yeni trapezoid esitsizkleride R-L kesirli integrallerinden yaralanilarak ifade
edilip yeni sonuglar vermistir [30]. Hemite-Hadamard esitsizliginin sol tarafi midpoint
esitsizligini verir. Bu midpoint esitsizligi R-L kesirli integrali ile de ifade edilip farkl
sonuglara ulagilmistir[23]. Ikinci derceden diferansiyellenebilir fonksiyonlar i¢inde R-L
kesirli integrali tanimi ile midpoint esitsizligi elde edilmistir [34]. Ikinci dereceden
diferansiyellenebilirligi farkli konveksliklerle iligskilendirilmesi ile kesirli integral ifadesi

mevcut olan trapezoid ve farkh esitsizlikler elde edilmistir [49].

/pF(%)d% (1.4)



integrali analizin bilinen yontemleriyle hesaplanamadig1 zaman veya F (s¢) fonksiyonun
sadece sonlu sayida noktada bilinmesi halinde bu fonksiyon i¢in sonug belirli esitsizlikler
ile yaklasik degerde hesaplanir ve bu esitsizliklerden biri de Simpson esitsizligidir. Kapali

aralikta tamimli dordiincii dereceden diferansiyellenebilen fonksiyonun

1 o+p 1 p 1 4 4
~|F(o)+4r (2=2£ R dr| < sos [FO] (p-o
slrear (T52) o] - S [ e < g |-
(1.5)
sagladig1 esitsizlige Simpson esitsizligi denir. Bu esitsizlik daha diisiik dereceden
diferansiyelenebilir fonksiyonlar i¢cinde saglanmistir [50]. Konveks fonksiyonlar i¢in

de [38] nolu ¢alismada Simpson esitligi verilmis ve [39] nolu ¢alismada da bu esitligin

Riemann-Liouville kesirli integrali ile karsilig1 elde edilmistir.

Bu tezdeki amacimiz birkag¢ kesirli integral tanimi kapsayacak sekilde genellestirilmig
kesirli integral tanim1 yapmak ve bu tanim yardimi ile de Hermite-Hadamard, Trapezoid,

Midpoint ve Simpson esitsizliklerini genellestirmektir.



2. GENEL BILGILER

2.1. TANIM VE TEOREMLER
Bu boliimde tez boyunca kullanilacak bazi tanim ve teoremler verilecektir.

I1k olarak konveks fonksiyon ve 6zellikeri verilecektir. Daha sonra konveks fonksiyonlar
icin gecerli olan Hermite-Hadamard esitsizligi ve bu esitsizklikden elde edilen Trapezoid,
Midpoint ve Simpson tipli esitsizlikleri verilecektir. Ayrica tezde kullanilan diger temel

tanim ve teoremlere yer verilecektir.

Tamm 2.1. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay ve A C L ve herhangi sz, y € A olsun.

M={meL:m=ox+(1-a)y, 0<a<1}CA (2.1)

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger m € M ise m = asc+ (1 — @)y esitliginde s
ve y ’ nin katsayilart i¢in & + (1 — o) = 1 bagintist her @ i¢in dogrudur. Bazen aa + 8 = 1

sartin1 saglayacak sekilde negatif olmayan o, 8 reel sayilari kullanilabiliriz.

Geometrik anlamda M kiimesi u¢ noktalar1 ¢ ve y olan bir dogru pargasidir. Bu durumda
konveks kiime bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini iceren

kiimedir [51].

Tanim 2.2. (Konveks Fonksiyon): V a,p € L ve A € [0, 1] i¢in

F(Ao+(1—2A)p) <AF (o) +(1—2A)F (p) (2.2)

esitsizligini saglayan F : I C R — R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir » # y ve
A € (0,1) kosullarinda esitsizligin saglanmasi durumunda fonksiyona kesin konveks
fonksiyon denir. Eger esitsizlik *>’ iken saglanirsa fonksiyona konkav fonksiyon denir.
Geometrik olarak bu esitsizlik, (o, F (o)) ve (p, F (p)) noktalarini igeren dogru pargasinin

F fonksiyonunun grafiginin iist kisminda yer almasidir.
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Tanm 2.3. (J-Konveks Fonksiyon) F : [0,p] — R tanimlanan f fonksiyonu Vie,y €

[0, p] i¢in

(2.3)

p(E2) <LOEr0)

esitsizligi saglanirsa F fonksiyonuna J-konveks fonksiyon denir. Bu esitsizlik eger > £ y

icin saglaniyorsa f fonksiyonuna kesin J-konveks fonksiyon denir [5].

Asagida baz1 konveks fonksiyon ornekleri verilmistir.

l) eG%

ii) —log()

iii) 2° ,(RT),0>1veoc <0
iv) 2° (RT),6<0<1
v)|x|°,0>1

vi) »log(s) ,(RT)

Tamim 2.4. F : 1 C R — R reel sayilarin alt aralig1 olan / {izerinde tanimlanan konveks bir
fonksiyon ve 0,p € I, 0 < p olsun. Asagidaki ¢ift tarafl1 esitsizlik literatiirde 1yi bilinen

Hermite-Hadamard esitsizligidir [3].

Dragomir ve Agarval tarafindan ispatlanan Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi ile
ilgili sonuclar asagida verilmigtir [10].
Lemma 2.5. f : I° CR — R, [° iizerinde diferansiyellenebilir fonksiyon o,p € I° (I°, ]

nin i¢ bolgesi) ve 0 < p dir.Eger F’ € L[o, p], ise asagidaki esitsizlik saglanir.

F(o)+F (p) 1
2 _p—a

/p,r(%)d%:p%c/ol(l—2T)F’(16+(1—r)p)dr. (2.5)

o

Teorem 2.6. [ : I° CR — R, [° lizerinde diferansiyellenebilir fonksiyon, o,p € I° (I°, ]

nin i¢ bolgesi) ve o < p dir. Eger |F'| ,[o,p] arahginda konveks ise agagidaki esitsizlik
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saglanir.

F(o)+r(p)
2

—piG/GPF(%)d%‘ < <p;6) (|F'(o)|+|F'(p)]) (2.6)

[16], nolu ¢alismada Kirmaci (2.4) esitsizliginin sol tarafi icin sinir olan esitligi asadaki

sekilde ifade etmistir.

Lemma 2.7. F :I° — R fonksiyonu /°, iizerinde diferansiyellenebilir, o,p € I° (I°, I nin

i¢ bolgesi) ve 0 < p. Eger F' € L[o, p], ise asagidaki 6zdeslik gegerlidir.

p

1 G+p
s G/ F(T)dT—F(—z ) 2.7)

3 |
= (p—o0) /rF’(r6+(1—r)p)dT+/(1—r)F’(rc+(1—r)p)dr

0 1
2

Teorem 2.8. [ :I° CR — R, [° iizerinde difersansiyellenebilir fonksiyon, o,p € I° (I°,
I nin i¢ bolgesi) ve o < p dir. Eger |F'| ,[o, p| araliginda konveks ise asagidaki esitsizlik

saglanir. Bu esitsizlik literatiirde 1yi bilinen orta nokta esitsizligidir [16].

;ﬁ/ap“”)d”‘F(GTﬂ))‘S@(}F’(GMHF’@)\) (2.8)

Teorem 2.9. (Holder Esitsizligi) c = (01,03,...,0,) ve p = (p1,p2,...,Pn) reel veya

kompleks sayilarin iki n-lisi olsun. Bu takdirde

1 1
_+_:1
P q

olmak iizere a) p > 1 ise

1 1
n n p n q
Y lowpi| < (Z |Gk|p) (Z |Pk|q> (2.9)
k=1 k=1 k=1
b) p <0veyag <O0ise
1 1
n n P n q
Y [owpe| > <Z !Gk!p) (Z !Pk\q> (2.10)
k=1 k=1 k=1



esitsizlikleri gecerlidir [5].

Teorem 2.10. (Integraller icin Holder Esitsizligi) p > 1 ve %—'—%1 =1 olsun f ve g
[0, p] araliginda tanimli reel fonksiyonlar |F |” ve |g|?, [0, p] araliginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise

/G’)|F<%>g<%>|s(/(5P|F<%>|f’d%)’l’(/:Lg(%)wd%)‘5 1

esitsizligi gecerlidir [5].

Ayrica Holder Esitsizliginin bir sonucu olan power mean esitsizligi de asagdaki gibi ifade

edilir.

Tanim 2.11. (Power Mean Esitsizligi ¢ > 1 olsun. F ve g [0, p] araliginda tanimli reel

fonksiyonlar |F | ve |g|? [0, p] aralifinda integrallenebilir fonksiyonlar ise

/:IF(%)g(%)] < (/:IF(%)M%)I_; (/:|F(%)Hg(%)|qd%)‘l’ (2.12)

esitsizligi gecerlidir.

Asagida diferansiyellenebilir konveks fonksiyonlar icin Simpson esitsizligi verilmigstir

[38].

Lemma 2.12. f : I C R — R fonksiyonu /° iizerinde mutlak siirekli, c < p ve o,p € I°

iken f' € Ly [0, p] ise asagidaki esitlik saglanir.

t[r@rar (T2)+r o) - Lo [

_p-o [t 1\ ,(l+T  1-7
- 2/0[(2 3)F(2p+2°

1 7\ ,/(1+7 -7
—i—(g—z)F( > o+ > p)}d’c (2.13)
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2.2. KESIRLI INTEGRALLER VE OZELLIKLERI

Integral ve diferansiyel kavrami elementer Kalkiiliisdeki caligmalara benzemektedir.
Ornegin,  (5) = »* fonksiyonunun birinci mertebeden integrali [ F (3)ds = 13 +c

ve ayn1 fonksiyonun ikinci mertebeden integrali
1 4
/ /F(%)d% d%:ﬁ% +cixte (2.14)

dir. Benzer olarak %F () = 25 ve d‘%F () = 2 dir. Bununla birlikte, F ()
fonksiyonun %—ci mertebeden integrali ve tiirevi olabilir mi? Nasil tanimlayabiliriz?
Kesirli integralleri yorumlayabilmemiz i¢in bazi temel tanim ve gosterimlere ihtiyacimiz
vardir. Bunun i¢in oncelikle n- kath bir integral ele almaliy1z. Simdi baz1 6zel integralleri

ele alarak baslayalim. » € R™ i¢in
/ e dsx (2.15)
0
integralini hesaplayalim. Bunun i¢in ilk olarak
I= / e (2.16)
0
tanimlamasini yapalim bu tanimlama yardimiyla,
o2 2
e “ eV dxdy (2.17)

P =

e_(%2+y2)d%dy

0\8 0\8
St~ T3

esitligini yazabiliriz. Bu esitligin sag tarafinda

» = rcos6 (2.18)

y = rsin@

11



veE

My g
J = (2.19)
Yr Yo
cosOdr —rsin0do
sin@dr rcos0do

= rcos?0drd0 + rsin® 0drd0
= rdrd9

seklindeki kutupsal koordinatlar1 g6z dniine alip 7> = u degisken degistirmesi yapilirsa

/e sty d%dy // " rdrd®
0

y
/ Uil — / 5 :E (2.20)
0

=

o\ o S T— g

bulunur.

Simdi de kesirli integral ve tiirevin anlamli hale gelmesinde oldukg¢a yaygin kullanilan iki

kavram ele alalim.
Tanm 2.13 (Gamma Fonksiyonu). I'": (0,0) — R tanimli fonksiyon

I'(p)= / sl e ™7 d e (2.21)
0

seklinde parametreye bagl genellestirilmis integrale Gama fonksiyonu veya ikinci cesit

Euler integrali denir.(2.21) ile ifade edilen fonksiyon

1) 0 < p < o i¢in yakinsak

ii) p < 0 icin wraksaktir.

Gama fonksiyonuna ait baz1 6zellikleri asagida siralayalim:
i)yp>0icinI'(p+1)=pI'(p) dir.

12



i) C(p)=(p—1)!

(1) =01 =1

L (3)=vm
Gama fonksiyonunun farkli versiyonu olan k-gama fonksiyonu ve birka¢ 6zellligini
verelim. .
g
T (5) = / " e Fdr (2.22)
0
I'(50) = limy,; Ty (5¢)
Ty (3) = ki~ 'T (%)
Ly (s + k) = 5D (5¢)
Tamim 2.14 (Beta Fonksiyonu). 52,y € R i¢in
1
B (3,y) = / -1 dr (2.23)
0

integrali ile tanimlanan f3 : (0,00) x (0,0) — R fonksiyonuna Beta fonksiyonu veya birinci

cesit Euler integrali denir.(2.23) ile ifade edilen fonksiyonu i¢in
1) 22> 0 ve y > 0 icin yakinsaktir.

ii)»r < 0 ve y < 0 icin 1raksaktir.

Beta fonksiyonuna ait bazi 6zellikleri asagida siralayalim:

DB (>0,y) = B (y, )

x—1

13



iii)f3 (5¢,y) fonksiyonu igin

< x—1
T
B (52,y) = / T (2.24)
0
Gamma ve Beta fonksiyonu arasinda
INCIINED
= —— eR* 2.25

iligkisi vardir.

Kesirli integralleri ifade etmeden Once gerekli bazi temel kavramlardan bahsedelim sonrada

kesirli integral fikri ile yakindan iligkili Abel integral esitligini verelim.

Tanim 2.15 (L, Uzay1). 1 < p < o olmak iizere R iizerinde

Lp:Lp(R):{F:HFHPZ(/ZF(%)”>;}<°° (2.26)

olarak ifade edilen F fonksiyonlarinin uzayina L, uzay1 denir. Bunun anlami mutlak
degerinin n. kuvvetleri integrallenebilen fonksiyonlarm uzay1 seklinde ifade edilir. Ozel

olarak [0,p] C R ve p = 1i¢in L, ([0, p]) uzay:

Ly ([o,p]) = {F : /Gp |F(%)|d%<oo} (2.27)

seklinde yazilir.

Tamm 2.16 (Integraller icin Minkowski Esitsizligi). 1 < p < oo olmak iizere §; ve &,

kiimeleri iizerinde 6lg¢iilebilir F (s¢,y) fonksiyonu igin,
’ %

//F(%’y)d% dy f/ /|F(%7y)|pdy dx (2.28)
& \% & \§

esitsizligine Minkowski esitsizligi denir.
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Tamim 2.17 (Abel integral denklemi ). 0 < o < 1 olmak iizere

x>0 (2.29)

olarak ifade edilen integrale Abel integrali denir.

Tanim 2.18 (Dirichet Formiilii ). §; = [0, p], &, = [c,d] olmak iizere  (¢,y) fonksiyonu

01 ve O, ciimlesi iizerinde 6lgiilebilir fonksiyon olsun. Bu durumda da

o<y<wx
ise O<y<mx<p (2.30)
c<x<p
sinir degisimine gore
p % p
/ /F(%,y)dy d%:/ / x,y)dsx | dy (2.31)
o o (e y

esitligine Dirichlet Integrali denir.

Simdi kesirli mertebeden integral tanimini ifade edelim. Bunun i¢in

» C1 C Cn

/// /F cp)depden—1...deydcey (2.32)

O O O

seklindeki n katli integrali goz Oniine alalim.(2.32) ile ifade edilen integrasyonda Dirichlet

formiulii dikkate alinarak

0 < 1< —= <1 <x»x
O < (<] — 3<x<x»&

0O < 3<C — <3< x
(2.33)

O < 1 <Cpp — p<cp1<x
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0 < p<cp1<..<c3<cr<c|<x

integrasyon sinirlar1 yukaridaki sekilde degistirilirse

»n C1 C) Cp

/// /F cp)dcepden—...deyde (2.34)

O O O
/F(c,,) / / /dc1 de,—1 | dey,
9 Cn n—1 2

esitligi yazilir. Elde edilen bu (2.34) esitliginin sag tarafindaki integraller i¢ integralden

baglanarak disa dogru hesaplandiginda,

/(%—cz)dcz = b _2C3)
[ e—c) (=)
_/_ 7 9 = T3
%(%—cn_l)"fld B (%—cn)n*1 5 35
/2.3...(n—2) -l T 12 1) (2.39)

Cn
esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler (2.34) integralinde kullanilirsa,

x Cl €2 Cp—

/// /F cp)dceyden—...dcydey = /( (n—_cnl))n lF(cn)dcn (2.36)

O 0O O

yazilir. Elde edilen bu (2.36) ifadesinde
(n—1)!=T(n)

esitligi saglanan gamma fonksiyonu kullanilirsa

¢l ¢ Cp—

// /F cn)depdey—y...deydey = NE )/%(%Ii(:))l—ndc" (2.37)
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esitligine ulasilir. Burada dikkat edilmesi gereken husus n dogal sayisinin integrasyon tekrar
sayisidir. Gamma fonksiyonu pozitif tamsayilar disinda da tanimlidir. Ve bu bilgilerin

birlesimden istenilen tanima artik ulagilmistir.

Tamim 2.19 (Riemann-Liouville kesirli integrali ). £ fonksiyonu J’ = (0, ) bolgesinde
noktasal siirekli ve J = [0, 0] araliginin herhangi bir alt arali§inda integrallenebilir olsun.

Bu durumda 7 > 0 igin ¢ € C(R (&) > 0) ise

« o L [ F(@

5= g S ogradn x> (2.38)
17 F (7)

IPF(%)zr(a)Z(p_ﬂ]_adr, x<p (2.39)

integrallerine sirasiyla o.mertebeden sag ve sol Riemann-Liouville kesirli integrali denir

[9]. Simdi birkag 6zellik ve ornek verelim.

Birlesme ve Degisme Ozellikleri:

e, =P

ot'ot 7 Tot
sra B _ qo+B
11)Ip,1p, = Ip,

iy, 18, =18 g,

e B _ B ja
1V)IpJp, = IpJp,
Simdi Konveks fonksiyonun sagladigi Hermite-Hadamard esitsizliinin kesirli integraller
tirtinden ifadesi ve bunlarin sonuglarin1 verelim. Sarikaya ve arkadaglar1 tarafindan
yapilan [14] nolu ¢calismada Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in Hermite Hadamard

esitsizligi asagidaki sekilde ifade edilmistir.
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Teorem 2.20. f : [0, p] — R pozitif fonksiyon o < p ve F € L (|o,p]). Eger F , [0,p]

aralig1 iizerinde konveks ise a > 0 iken kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik saglanir.

F(o)+F (p)
2

F(G+p) < I(o+1) (2.40)

2 )= 2(p-0)" Jg+F(P)+Jg,F(G)] <

Lemma 2.21. F : [o,p] = R, (0, p) aralig1 iizerinde difersansiyellenebilir fonksiyon ve
o < p.dir. Eger I’ € Lo, p] ,ise kesirli integraller i¢in asagidaki esitlik saglanir [14].

F(o)+F(p) T(a+1)
2 2(p—0)”

[ngF(p) +J% (o) 2.41)

- %/Ol [(1-0)%=1¥]F'(to+(1—-1)p)dr

Teorem 2.22. F : [o,p] — R, (0, p) iizerinde difersansiyellenebilir fonksiyon, ¢ < p.dir.
Eger |F'|, [0, p] aralig1 iizerinde konveks ise kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik

saglanir [14].

‘F(G)+F(P) Hla+1) [J§+F(P)+13—F(G)H

2 2(pp-0)f
% (1 — 2%) [F'(0)+F'(p)] (2.42)

Aym1 zamanda Sarikaya ve arkadaglar1 Riemann-Lioville kesirli integralleri ig¢in

Hermite-Hadamard esitsizligi asagidaki sekilde verilmistir [29].

Teorem 2.23. F : [o,p] — R pozitif fonksiyon ,c < p ve F € Li[o,p]. olsun. Eger f
fonksiyonu [0, p], aralig1 iizerinde konveks ise kesirli integraller i¢in agagidaki esitsizlik

saglanir.

(o) sw (2.43)

F(p)+J

a1
F(G+p)<2 Io+1) Ja .

2 )7 (p-o)* [ (%P)

(%%)

Simpson esitliginin Riemann-Liouville kesirli integrali ile ifadesi asagida verilmistir [39].
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Lemma 2.24. [ : I C R — R fonksiyonu /° iizerinde mutlak siirekli, c < p ve o,p € I°

iken F' € Ly [0, p] ise asagidaki esitlik saglanir.

é[F(c)MF (¥+F(p))}
2 'C(a+1) [ o, (04PN ,a, (O+P
g [ (550) v (5]
_p-oft(t* 1\ ,(l+7  1-7
- 22 Uo (2 3>F< —p+— c)dr (2.44)
Lt 2%\, /1+7 -1
+/0 (§—7>F< > o+ 5 p)dr]
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3. GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRALLER ICIN
HERMITE-HADAMARD TiPLi ESITSIZLIKLER

Bu boliimde kesirli integrallerden yararlanilarak genellestirilmis Hermite-Hadamard
esitsizliginin ii¢ farkli hali ve bu esitsizliklerin daha O©nceki calismalardan
hangilerini genellestirdigi gosterilecektir. Oncelikle kesirli integralleri genellestirmekte
yararlandigimiz fonksiyonu, 6zelliklerini ve bu fonksiyon ile olusturdugumuz kesirli
integrali verelim. Ardinda da genellestirdigimiz kesirli integralin 6zel hallerinden
,Riemann integrali, Riemann-Liouville kesirli integral, k-Riemann-Liouville kesirli integral,
Katugampola kesirli integral, conformable kesirli integrallerini verdigini gosterelim.
Bu kesirli integrallerden yararlanilarak elde edilen Hermite-Hadamard esitsizliginin

genellestirilmis halini verelim.

Asagidaki kosulu saglayan ¢ : [0,00) — [0,e0) bir fonksiyon olsun.
1
/ 2 4y < oo (3.1)
0 T

Bu fonksiyondan yararlanarak asagidaki esitlikleri sirasiyla sag tarafli ve sol tarafli kesirli

integaller seklinde tanimlayabiliriz.

otloF () = %%F(T)dr, x>0 (3.2)
p-loF () = /p %F(T)dt, x<p (3.3)

Genellestirilmis kesirli integralin en onemli 6zelligi, Riemann-Liouville kesirli integral,
k-Riemann-Liouville kesirli integral, Katugampola kesirli integral, conformable kesirli
integral,Hermite-Hadamard kesirli integral gibi bircok kesirli integrallerin genellestirilmis
hali olmasidir. (3.2) ve (3.3)” deki integral operatorlerinin 6nemli 6zel durumlar asagida

ifade edilmistir.

20



i) Eger ¢ (7) = 7 alinirsa (3.2) ve (3.3) integralleri Riemann integraline doniisiir.

I F ()= / “Fvdr, x>0 (3.4)
p
Iy F (50) = / [ (1)dt, %<p (3.5)

i) Eger ¢ (1) = %, alinirsa (3.2) ve (3.3) integralleri, (2.38) ve (2.39)’deki sag ve sol

Riemann-Liouville kesirli integrallerine doniisiir.

iii) Eger ¢ (1) = mf%, alinirsa (3.2) ve (3.3) integralleri k-Riemann-Liouville kesirli

integrallerine doniigiir.

1 “ a_
Ifﬂkf(%) = m/{y (x—1) ' F(n)dt, x>0 (3.6)
(04 1 p a_1
i) = ey L G0 F@an, < (3.7)
burada
Fk(oc):/ r“‘le_%dr, R(a) >0 (3.8)
0
ve
I‘k(oc):k%_ll“<%>, R(a) > 0;k >0 (3.9)

Mubeen ve Habibullah tarafindan ifade edilmistir [24].

iv) Eger

0(¥) = gy Tl (e =)™ (3.10)
ve

0(1) = gy T (1= (=)™ a1

alinirsa o > 0 ve s # —1 bir reel say1 i¢in (3.2) ve (3.3) ifadeleri sirastyla Katugampola

kesirli integraline doniisiir [27].

l—a .,
1 ‘F(%)Z%/G Gt =Y o (n)de, x>0 (3.12)
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-«
I F (%) :%/: (51 —rs+')“’lrsf(r)dr, %< p (3.13)

v) Eger ¢ (1) = t(3c—1)*"!, almirsa (3.2) integrali Khalil tarafindan ifade edilen

conformable kesirli integraline doniisiir [28].

I;xF(%):/%Ta (e )dr—/%F(r)dar, x>0, ae(0,1) (3.14)

o

vi) Eger
1 [(logs—log(s—1)]*!
(p(T)_F(OC) w—T (315)
ve |
1 [(log(t— ) —logs]*"
(p(r)_r(a)r i (3.16)

alinirsa (3.2) ve (3.3), integralleri sirasiyla asagidaki gibi sag taraf ve sol taraf Hadamard

kesirli integrallerine doniisiir.

1 * o—1 F( )
I;ﬂF(%):m/G (log >z —logT) . —2dt, 0<o<x<p (3.17)
IO‘F(%):L/ (logT— log%)a_lﬂdr O0<o<x<p (3.18)
P I'a) T
vii) Eger ¢ (7) = £ exp ( ) operatorii (3.2) ve (3.3)integrallerinde kullanilirsa o €

(0,1) i¢in bu 1ntegraller s1ras1yla Kirane ve Torebenk tarafindan ifade edilen sag tarafli ve

sol tarafli tistel cekirdekli kesirli integral operatoriine doniisiirler [22].

I%F ()= é/%eXp (—I_Ta (52— r)) F(t)dt, 6 < (3.19)
1 (P 1—
ISEF(%) = a/% exp (— aa (t— %)) F(r)dr, »x<p (3.20)

Bu kisimda kisalik olmasi i¢in asagidaki tamimlardan yararlandik.

/ PUP=9)%) 1o o As / Lo))dr <o 3.21)
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Teorem 3.1. F : [o,p] — R fonksiyonu [0, p| kapali aralid1 iizerinde konveks ve o < p,

genelletirilsmis kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik saglanir.

a (G;p) = 2A1<1>

Ispat. T €[0,1] iken % =16+ (1 —1)p,y= (1 —17)0 + Tp. alimir ve F fonksiyonunun

F(o)+r (p)

: (3.22)

[+loF (P)+ p-IoF (0)] <

konveksliginden yararlanilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.

r (#) —F (”;y> <L) (323)
2 (G—;Lp) <F(16+(1-1)p)+F (1~ 7)o +1p) (3.24)

(3.24) esitsizliginin her iki tarafi M ifadesi ile carpilir ve 7 ye gore (0, 1] araligs

tizerinde integral alinir ise asagidaki esitsizlik yazilir.

2F (G—;Lp) /0 1 Ma]r (3.25)

1
< O/MF(TG—{-(I—T)p)dT

Bu esitsizlikte gerekli islemler yapilirsa
o+ 1 —-0)7T
2F (_2p)/0 —QD((pT ) )dTS lot1pF () + p-ToF (0)] (3.26)

ifadesi elde edilir ve bu da esitsizligin ilk kismin1 ispatlar. Esitsizligin ikinci kisminin
ispatina gegcilir. Her 7 € [0, 1] iken F fonksiyonun konvekliginden yararlanarak asagidaki

esitsizlik yazilir.

F(to+(1—1)p)+F ((1—7)o+1p) < F (O)+F (p) (3.27)
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(3.27) esitsizliginin her iki tarafi M ifadesi ile carpilir ve 7 ye gore (0, 1] araligt

tizerinde integral alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.
'o((p—0)7)
[olof ()4 plof ()] <[ (0)+1 (p)] [ LD ae  2g)

Ve esitsizligin ikinci kismi1 da ispatlanir. [

Sonug 3.2. Eger Teorem 3.1’de ¢ (1) = 7 aliirsa (3.22) esitsizligi (2.4) esitsizligine

doniisiir.

Sonug 3.3. Eger Teorem 3.1°de ¢ (1) = L alinirsa (3.22) esitsizligi (2.6) esitsizligine

T(a)
doniistir.
Sonug 3.4. Eger Teorem 3.1°de ¢ (7) = #@) alinirsa (3.22) esitsizliginden
c I'i (¢ +k c
F( ‘;P) < K ( g) [1a+k Fp)+ 1%, F(G)] < Fo)+r(p) (3.29)
(p—o)f 17" | 2

Farid arkadaglar1 tarafindan ispatlanan esitsizlige ulasilir [25].

a—1

Sonu¢ 3.5. Theorem 3.1’in kosullar1 altinda ¢ (7) = 7(p — 1)

/
fonksiyonunun @ ye gore simetrikliginden yararlanilirsa conformable kesirli integraller

, almir ve F

icin Hermite-Hadamard tipli esitsizlik elde edilir.

c+p a p F(o)+F (p)

Sonug 3.6. Teorem 3.1°in kosullar altinda o € (0,1), ve A = I_T“ (p—o0)iken ¢ (1) =

Lexp (— 1’7“1') alinirsa

F(o)+F (p)

> (3.31)

o+p -« o ,
a <T> = Z(I—CXP(_A)) [IGJrF(P)—l—Ipi F(G) <

esitsizligi elde edilir. Bu sonug¢ Kirane ve Torebek tarafindan yapilan [22] nolu caillsmada

elde edilmistir.

Bu kisimda daha oOnceki caligmalarda elde edilmis kesirli integraller icin
Hermite-Hadamard esitsizliginin genellestirilmis bagka bir formu ve yeni sonuglari ifade

edilecektir.
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Teorem 3.7. F : [0, p] — R tanimlanan bir fonksiyon, 6 < p ve F € L; [0, p] olsun. Eger
F, [0,p] aralig1 iizerinde konveks ise genellestirilmig kesirli integral operatorleri igin

asagidaki esitsizlik gecerlidir.

g (G—;p) Sz\;u) (=) oF (P)+ (o32 Tol ()] SM (332

burada ¥ : [0, 1] — R fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanmugtir.
Fo(%%1)
W(s) = / MANIEIRYp (3.33)

Ispat. F , [0,p], arahig: lizerinde konveks iken her s,y € [0, p] i¢in asagidaki esitsizlik

kolaylikla yazilir
(752 < F () +F (y) (3.34)
2 2
=3 1o+ 2 p vey= —0' + 2p, ifadeleri kullanilirsa
o+p 2— 2—71 T
2 < — g i .
F( > ) F(Z + p)-l—F( 2 G+2p) (3.35)

M
(3.35) esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi gD(TZT),Ve [0, 1], aralig1 izerinde

T ye gore integral alinirsa asagidaki esitsizlik olusur.

2 T
1 p— .
- /§D<TGT>F T 22T Y ey 1‘P(TGT>F 27 it
= T 207 P /T 2 °TaP
u=730+ %p vey = %G + 3p, ifadeleri kullanilirsa
oF G;p)wu)dr
P (H—p
< /(p(p—u - / ¢(v—o) (v) dv
p
otp
2
- (UTW)+1¢F(p)+(aT+p)J¢F(c)} (3.37)



yukaridaki esitsizlik elde edilir bu da esitsizligin ilk kismini ispatlar. [

(3.32) esitsizliginin ikinci kisminin ispatina gecilirse Oncelikle f fonksiyonunun

konveksliginden
T 2—1 T 2—1
— I < = I .
F(20+ 5 p) < 2F(o~)+ 3 F(p) (3.38)
ve
2—1 T 2—1 T
— < — .
F( 5 G+2p)_ 5 F(G)+2F(p) (3.39)

esitsizlikleri yazilir ve bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa

T 2—1 2—1 T

(3.40) esitligi olusur. Bu esitsizligin her iki tarafi 9 ifadesi ile carpilir ve 7°ye gore

(527)

[0, 1] aralig1 iizerinde integral alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.

/1—(p <%T)F (fo+2_—7p) dr (3.41)
0

Bu esitsizlik (3.32) nin sag tarafina denktir.
(010) To (P)+(o30) ToF (0)] <¥(1)[F (0)+F (p) (3.42)

bundan dolay1 ispat tamamlanir.

Sonug 3.8. Teorem 3.7 kosullart altinda ¢ (7) = 7 fonksiyonu kullanilirsa (3.32) esitsizligi

(2.4).nolu esitsizligine doniisiir.

Sonu¢ 3.9. Teorem 3.7 kosullar1 altinda ¢ (7) = % fonksiyonu kullanilirsa (3.32)

esitsizligi (2.43) nolu esitsizligine doniisiir.

Sonug 3.10. Teorem 3.7 kogullart altinda ¢ (1) = % fonksiyonu kullanilirsa (3.32)

esitsizligi [25] nolu ¢alismanin (2.1) esitsizligine doniigiir.
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Sonug 3.11. Teorem 3.7 kosullart altinda ¢ () = L exp (—1=27) , fonksiyonu kullanilirsa

A=1 5 P=9 iken, (3.32) esitsizligi Usta ve arkadaglari tarafindan ispatlanan asagidaki

esitsizlige dontisiir [32].

(o) +1(p)
2

o+p l—a o .
F( 2 )SZ[I—eXp{—A}] Loy F (P)+ Loty F(0)| <

(3.43)

Bu kisimda da genellestirilmis kesirli integraller icin Hermite-Hadamard esitsizligi i¢in

farkl1 bir teorem ve sonuglar verilecektir.

Teorem 3.12. F fonksiyonu F : [0,p] — Rtanimli 6 < p ve F € L;[o,p].dir. Eger [
fonksiyonu [0, p| kapal aralig1 tizerinde konveks bir fonksiyon ise genellestirilmis kesirli

integraller i¢cin asagidaki esitsizlik saglanir.

c+p 1 c+p c+p F(o)+F(p)
F( 2 )SZ‘P(I) ["*I‘PF( > Itelel ()| s————— G4

burada W fonksiyonu 3.33’deki sekilde tanimlidir.

Ispat. F, [0, p] kapal aralig1 iizerinde konveks bir fonksiyon ve s,y € [0, p] iken

r (%+y> < F () +F(y) (3.45)
2 2
esitsizligi yazilir 3 = %G + 1”p vey = MG +1 “5tp, degisken degistirmesi yapilirsa
asagidaki esitsizlik elde edilir.
+p -7 I+7 I+7 1—-1
2 < 4
F<2>_F(26+2p)+F(20+2p) (3.46)
(” )

(3.46 ) nolu esitsizligin her iki tarafi ile ¢arpilip ve ardindan 7 ye gore [0, 1] aralif1

tizerinde integral alindiginda

/1(p(’:761) dt (3.47)
0




elde edilen esitsizlikte u = 1550 + Hp ve v = Yo + L%p, degisken degistirmesi
yapilirsa
2F GTH> A(l)dt (3.48)
o+p
2o (=) (5" -v)
< / srpF (w)du+ / oo F(v)dv
u——- ==V
olp 2 o 2
2
c+p o+p
= |otlpl (——) +p- Lot (——)
2 2
esitsizligi elde edilir ve esitsizligin ilk kismi ispatlanir. [

(3.44) nolu esitsizligin ikinci kismu igin, ilk olarak / fonksiyonunun konveksliginden

yararlanarak asagidaki esitsizlikler yazilir.

1—7 1+7 1—7 1+7
< 4
F( S0t p) < (o) +—=F(p) (3.49)
1+7 1-7 1+7 1—-7
< S .
F( 50+ p)_ > F(o)+ > Fp) (3.50)

Bu iki esitsizlik taraf tarafa toplanip asagidaki gibi tek bir esitsizlik elde edilir.

11— 1 1 1—
F< L +Tp)+F( +Tc+ Tp) <F(o)+F(p) (3.51)
2 2 2 2
(257)

Yukaridaki esitsizligin her iki tarafi ¢ ile carpilir ve T ye gore [0, 1], aralig1 iizerinde

T

integral alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.

1. (p-o
o (25%c _
/ <2 >F(1 TG+1+Tp)dr (3.52)
0
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bu esitsizlikde

oo (T304 (T30 SR @ 41 )] 6

seklinde ifade edilir. Ispat tamamlanur.

Sonug 3.13. Teorem 3.12 kosullar1 altinda ¢ (7) = 7 olarak alinirsa (3.44) nolu esitsizlik

2.4 esitsizligi verir.

Sonug 3.14. Teorem 3.12 kosullar1 altinda ¢ (7) = < olarak alinirsa asagidaki esitsizlik

I'a)
elde edilir.

(552) = E o (232 (52

(o) +1(p)
2

IA

(3.54)

o

Sonug 3.15. Teorem 3.12 kosullari altinda ¢ (7) = #@) olarak alinirsa agagidaki esitsizlik
alinir.
o+ Iy (o +k)2%! o+ o+
(222 < GCAL) e |lorar (2P + Ip- gkl 278
2 (p—o0)* 2 s 2
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4. GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRALLER ICIN
TRAPEZOID TiPLi ESITSIZLIKLER

4.1. BIRINCI TUREVININ MUTLAK DEGERI KONVEKS OLAN
FONKSIYONLAR ICIN TRAPEZOID ESITSiZLiGi

Oncelikle genellestirilmis trapezoid tipli es

Lemma 4.1. f : [0,p] — R, fonksiyonu (o, p)aralig1 iizerinde diferansiyellenebilir ve

o < p. Eger I’ € L[o,p], ise genellestirilmis kesirli integraller i¢in asagidaki esitlik

saglanir.
I
— / -1 NF'(to+(1—1)p)dr
0
1
- / "(tp+(1—1)0)—F'(to+(1—1)p)]dt
0

Ispat. (4.1) esitliginin sag tarafinin ilk kismina kismi integrasyon uygulanirsa

S = O/IV i p o) )du]F’(Tc+(1—r)p)dT 4.2)

(o) [Tellp—o)u) 1 Tolp—0)x)
= _p—G/O » du—f—p_c/ F (3¢)ds

(e

ve benzer iglemler ile

S, = O/U;MW} F'(tp+(1—-1)0)dr (4.3)
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p
_ /‘P (p—0)u), _ /"’ I (s¢)dse
p—o p—0C
(o)

sonuglari elde edilir. S; esitliginden S; esitligi cikartilir ve (p — o) ile ¢arpilirsa (4.1)

esitligi saglanir ve ispat tamamlanir. [

Sonug 4.2. Eger Lemma 4.1’de ¢ (7) = t fonksiyonu alinirsa (4.1) esitlidinden 2.5
0zdesligi elde edilir.

Sonug 4.3. Eger Lemma 4.1°de ¢ (1) = % fonksiyonu kullanilirsa (4.1) esitliginden
(2.41) dzdesligi elde edilir.

o

Sonug 4.4. Eger Lemma 4.1’de ¢ (1) = #@) fonksiyonu kullanilirsa (4.1) esitligi Farid

ve arkadaglar tarafindan ispatlanan asagidaki 6zdeglige doniisiir [25].

F(o)+F(p) Ti(a+k)
2 (p—o0)f

= 1_
A

Sonuc 4.5. Lemma 4.1 kosullar altinda @ (7) = 7(p —7)* ' fonksiyonu kullanilir ve
(o+p)’
2

1 F(p)+ 1%, 1 (0)] (4.4)

»\9

%] F'(to+(1-1)p)dt

[ fonksiyonunun ye gore simetrikliginden yararlanilirsa asagidaki 6zdeslik elde

edilir.

F(o)+F(p) o P
2 p“—ca/

F(7)dgt

(o

1
_ —/ )1=1)]%=[p—(p—0)7]%)
0

xF'(to+(1-1)p)dr

B [y
0

x[F'(tp+(1—1)0)—F'(to+(1—1)p)]dt (4.5)
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Sonuc 4.6. Eger Lemma 4.1°de ¢ (7) = £ exp (—1=%7) fonksiyonu kullanilirsa & € (0, 1)

iken Kirane and Torebek tarafindan ispatlanan asagidaki 6zdeslik elde edilir [22].

F(o)+F (p) -« " .
2 " 2(1—exp(—A)) 81 (p)+I8 (o) (4.6)

— 1
2(1 —pexpO;—A)) /0 [exp(—A7) —exp(—A(1—7))] ' (to +(1 - 7)p)dT

Teorem 4.7. F : [0,p] — R fonksiyonu (o, p) araligi iizerinde diferansiyellenebilir ve
o < p.EBger |F'|, [0,p] aralif1 lizerinde konveks ise genellestirilmis kesirli integraller

icin asagidaki esitsizlik gecerlidir.

> — 2A1(1) [+ 1pF (p)+ p—I(pF(G)]‘
4.7)

1
(p—o0) |F'(o)|+1F (p)]
Ncir O/rlA(l—r)—A(r)|dT( . )

Ispat. Lemma 4.1 ve |£ | nin konveksliginden yararlanilarak asagidaki esitsizlik yazilir.

F(o)+F 1
’ (6)2 (p)_ZA(l) [G+I¢F(p)+pI¢F(G)]’ (4.8)
1
to((p—o)u) p o) e (( }
< { du |F'(to+(1—1)p)|dt
2] - |
(p—o0) 1 ”qo((p o) ¢((p—o)u) p o)
< Sam I <G)}O/T/o / ‘ i
1
( 1T<p(<p o) ¢((p—o)u) p o) ‘
+ (p)| [ (1—1)
o fa-s) - |
Bu da (4.7) esitsizligini ispatlar. [

Sonuc 4.8. Eger Teorem 4.7° de ¢ (t) = 7 fonksiyonu kullanlirsa (4.7) esitsizligi (2.6)

0zdesligine doniisiir.

Sonuc 4.9. Eger Teorem 4.7°de ¢ (1) = % fonksiyonu kullanlirsa (4.7) esitsizligi (2.42)

0zdesligine doniisiir.

32



o

Sonug 4.10. Eger Teorem 4.7°de ¢ (1) = % fonksiyonu kullanlirsa (4.7) esitsizligi

Farid tarafindan ispatlanan asagidaki 6zdeslige doniisiir [25].

Fo)+F(p) Ti(a+k) [, .

2 (;_ o)F [{,m Fp)+ Iy F (c)]‘ (4.9)
(p—o) L\ (F (o) +]F(p)l
G () ()

Sonuc 4.11. Teorem 4.7 kosullar: altinda ¢ () = 7(p —7)*' fonksiyonu kullamlir ve

F in @’ye gore simetrikliginden yararlanilirsa agsagidaki esitsizlik elde edilir.

F(o)+F(p) a /P
’ > pi— o /g F(t)dgt (4.10)
1
< ! 5O+ 4 ot _ (0+p)*" | [IE (o) +|F'(p)]
(p%*—0o%)(a+1) 2 2
Ispat. (4.7) nolu esitsizliinde eger ¢ (1) = 7 (p — T)afl , fonksiyonu kullanilirsa
F(o)+F (p) a p
’ 2 _p“—G“/o F(2)da
(4.11)

1

—((ga__ggg)O/rIA(l—T)—A(T)|dr(’F/(G)‘;L’F/(p)‘)

1
esitsizligi yazilir (4.11) ifadesindeki M = [ T|A(1 —7) — A(7)|d7 degeri hesaplanirsa
0

1

M= [tlo-(p-0)1-0"~lp-(p-0)dar @12
0

p
m/(u—c)‘ua—[c-i-p—u]a‘du

o+

je)

a(p— o) (w=0)([o+p—u” —u)du

I
P
Q\N‘
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1

—=

+——— | (u—0o)w*—[o+p—ul”)du
a(p—0) /)
=
1
= 1 Gt L patl _ (c+p)*"
a(p—o)(a+1) 2
sonucu elde edilir buda ispat1 tamamlar. [

Sonuc 4.12. Eger sonug 4.11°de o = 1 alinirsa Dragomir ve Agarwal tarafindan ispatlanan

(2.6) nolu esitsizlik elde edilir [10].

Sonug 4.13. Eger Teorem 4.7° de ¢ (1) = 5 exp (—1_70‘1') fonksiyonu kullanilirsa o €

(0,1) iken Kirane and Torebek tarafindan ispatlanan agagidaki esitsizlik elde edilir [22]

F(o)+F (p) 1-a . ,
‘ 2 ~ 2(1—exp(—A)) [IU+F(p) +Ipf F(G)H (4.13)

< 2oy (4) (1L 0

Teorem 4.14. [ : [0, p] — R fonksiyonu (o, p) araligi iizerinde diferansiyellenebilir ve

o < p dir. Eger |F'|?, [0,p] arahginda konveks ise ¢ > 1 iken kesirli integraller igin

asagidaki esitsizlik saglanir.

> — 2A1(1) [+1pF (p)+ pl(,,F(a)}’

(4.14)

/!Al—r (7)[Pdt p(|F’(6)‘q;|F,(p)|q>;

Ispat. Lemma 4.1°de Holder esitsizliginden ve |F’|? nin konveksliginden yararlanilarak

asagidaki esitsizlik elde edilir.

_ 2/\1(1) [+1oF (p)+ p_I(pF(o)}‘ (4.15)

1/01 f(p((p o) / e(lp—0)u)

R TE

p
art
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I i
X /!F’(Tc+(1 —1)p)|*dr

0
! Y
. (p-0) //l—f<p<<p—c>u>du_/f<p<<p—o>u>du i

2A(1) s 1o u 0 u
i g

<\ [elr @]+ (1) |F (p)]
0

Bu da (4.14) esitsizligini ispatlar. [

Sonuc 4.15. Eger Teorem 4.14°de ¢ (1) = 7 fonksiyonu kullanilirsa (4.14) esitsizligi [10]

nolu calismanin (2.4) esitsizligine doniisiir.

Sonuc 4.16. Eger Teorem 4.14°de ¢ (1) = % fonksiyonu kullanilirsa (4.14) esitsizligi
[19] nolu calismanin (2.7) esitsizligine doniisiir.

o
Tk

Sonu¢ 4.17. Eger Teorem 4.14’de ¢(7) = kT ()

fonksiyonu kullanilirsa (4.14)
esitsizliginde Il)—f—é =1, % € [0,1], iken Farid ve arkadaglar1 tarafindan ispatlanan

asagidaki esitsizlik elde edilir [25].

F(o)+F(p) Ti(a+k)rq .
2 T (p-o0)f [IU+,k Fp)+ Ip- 4 F(c)]‘ (4.16)

(p—0) (|F'<c>|‘f+|F'<p>|‘f)3
2(%p—|—1)% 2

Sonug 4.18. Teorem 4.14°de ki kosullar altinda ¢ (t) = 7 (p — 7)* ' fonksiyonu kullanilir

/
ve [ fonksiyonunun (G+p) ye gore simetrikliginden yararlanilirsa agagidaki esitsizlik elde

edilir.

> ot (4.17)

‘F(G)+F(P) a /P

. (p—0)
24 (p*—0%)(ap+1)

) (\F’(o)@ﬁ(p)ﬂ)é

1
oap+l | »p
op+1 op+1 (G-l—p)
(o} +p —2ap

Q=
<=
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Ispat. (4.14) esitsizliginde ¢ () = 7(p — 7)* ' alinirsa asagidaki ifade elde edilir.

‘F(G);F(P) _paitca /:F(’L')daf

(4.18)

1

1 P 1
(p—0)a N » 1 ()" +1F (p)| "
3 o) Zwul T) = A(7)|P dt ( )

- 2(p 2

A>B>0ve g>1, iken (A—B)? < A7 — B4, esitsizliginden yararlanarak (4.18)

esitsizliginin sag tarafinin integrali hesaplanirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.

1
/pu1—f)—A4ovdT (4.19)
0
1
= - [ll-e-0) (1 -2~ [o— (o —0)eI"|as

(074
0

p
1 / o a|p
= [ |u*~[o+p—u*| du
aﬂp—ﬂc‘ [0 +p —ul|

Q
Be}

+

=
1 / a p
- ([o+p—u)® —u*)’du
4 —
ar(p—o)J
1 p
+— / (u*—[o+p—ul*)’du
ar(p—o) J
2
o+p
1 2
< — / ([o+p—u]* —u*)du
4 —
ar(p-o) )
1 p
t—— / (u*? —[o+p —u]*") du
ar(p—o) J
2
— 2 Gap+1 +pap+l _ (G+p)ap+l
a?(p—o)(ap+1) 200
buda ispati1 tamamlar. O
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Bu kisimda Oncelikle ana teoremde kullanilacak olan diferansiyellenebilir fonksiyonlar
icin gecerli olan lemma verilecek daha sonra ise dnceki ¢alismalarin genellestirilmisi olan

bazi trapezoid tipli esitsizlikler verilecektir.

Lemma 4.19. F : [0,p] — R tammlanan (o, p) aralig1 iizerinde diferansiyellenebilir ve

o < p olsun. Eger F' € L[o,p], ise genellestirilmig kesirli integraller i¢in asagidaki

esitsizlik gegerlidir.
F(o)+F(p) 1
2 - 29(1) [(#)M’F(P)ﬂy)_lﬁ(c)} (4.20)

1
p—o / (T 2—71 ,(2—7T T
Lt Y ¥ o+ _"pldr— | @ S o+ pld
(1) (D) F (2G+ > p) T (DF < 5 Ot5p)dT
0 0
burada ®(1) fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanmstir.

®(7) = /1 @du (4.21)

aym zamanda ®(0) = (1) esitligi saglanir.
Ispat. Esitlik iki kistmda ele alinir ve ilk kisim icin kismi integrasyon uygulanirsa

1
T 2—71
13 = /CI)(T)F/ <§G+Tp) drt

0
_ 2 (T)F Tor2— "t ] (4.22)
. p-o 2 2 P 0 '
2 /](P<¥T>F So+=""p)dr
p—o0 T 2 2 P
0
2 2
= E‘P(I)F(P)—p_c (G;P>+I¢F(p)
olur ve benzer iglemlerle
,(2—7T T
0
= 2 W) (o)+ Iof (o)
- p-o p—o (2)-7¢



sonucu elde edilir. Elde edilen sonuclar diizenlenirse

p—o F(o)+F(p) 1
I —_ I = — [ I [ .
49(1) (13— L) 2 29(1) L(52%)+ of (P)+ (o30) lph (0)] (4.24)
istenilen sonuca varilir. Ispat tamamlanr. [

Sonug 4.20. Lemma 4.19’un kosullari altinda ¢ (7) = 7 fonksiyonu kullanilirsa (4.20)
0zdesligi (2.5) ozdesligine doniisiir.

Sonuc 4.21. Lemma 4.19un kosullari altinda ¢ (1) = % fonksiyonu kullanilirsa (4.20)
Ozdesligi » = GTJFP olmas1 durumunda [30] nolu ¢alismanin Lemma 2’deki 6zdesligini

Verir.

Sonu¢ 4.22. Lemma 4.19’un kosullart altunda ¢ (1) = kF ( y fonksiyonu kullanilirsa

k-kesirli integraller i¢in gecgerli asagidaki onemli esitlik elde edilir.

F(0)+F(p) 28 'Tu(@+k) [Lan .
2 y (p—G)% {I(G-{P)Jrf_(p)"f’](a;p)f_(c)} (4.25)

1 1
p—0 e\ (T h 2—71
1 /(1 rk)F( 0'+—p>dr / 1 rk (—2 o+ p)dt
0 0

l—o
o

Sonu¢ 4.23. Lemma 4.19’un kosullar1 altinda ¢ (7) = Zexp (— T) fonksiyonu

kullanilirsa A = ITP— oldugunda iistel c¢ekirdekli kesirli integraller icin asagidaki

onemli 6zdeslik elde edilir.

F(o)+F(p) 1-a . .
2 ~2[1—exp{-A}] [I(";")J(P)JFI(W)_F(G)] (4.26)

-t et (o 255
0

1

~ [ i-at) e {-a} /" (2E—TG+ gp) gt

0

Teorem 4.24. [ : [0,p] — R fonksiyonu (o,p) aralig1 iizerinde diferansiyellenebilir

ve 0 < p olsun. Eger |[’| konveks ise genellestirilmis kesirli integral operatorleri i¢in
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asagidaki esitsizlik gecerlidir.

‘F(G)JrF(P)_ 1 )[(Gzﬂ,ﬂz(p,r(p)ﬂc;p)_,wr(c)}‘

2 291
4.27)
[1@@ldz | [ @) +|r(p)]]
0
Ispat. Lemma 4.19°da
esitsizlik elde edilir.
'F(G)gm) = 555 |(252) ol (0)+(532)_lof (0)] \ (429
< ZP_(S /|c1> ‘ ( +2—p> dr+/\CI> (?cwgp) dt
M1
< bos O/|c1><r>\E\mo)w?\mp)@m
L
+/|<1>(r)| [ZET‘F'(G)‘—F%’F'(p)‘]dT
0
- fwﬂ) 0/' (@ldz | [ (o) +]F ()]
O

Sonug 4.25. Teorem 4.24’de ¢ (1) = 7 alimirsa (4.27) esitsizligi [10] nolu ¢aligmanin

Teorem 2.3’deki esitsizligine doniisiir.

Sonug 4.26. Teorem 4.24’de ¢ (1) = ( ) alinirsa (2.43) esitsizliginin sag tarafini iceren
asagidaki esitsizlik elde edilir.

‘F(G)JrF(p) 27T (o +1)

2 (p—0)” {J(G;p)ﬁ(p)ﬂf‘w) F(G)” (4.29)

2

p-o o {IF’(G)H!F’(p)\}
2 a+1 2
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o

Sonu¢ 4.27. Teorem 4.24’de ¢ (1) = % alinirsa  k-kesirli integraller icin

Hermite-Hadamard esitsizliinin sag kismini iceren asagidaki esitsizlik elde edilir.

F(o)+F(p) 25 'Th(a+k) [ i -
2 T p-o)f {I(wp)f(p)ﬂ(azﬂ,)F(c)H (4.30)

. p-o (oc+1—k) {!F/(G)H!F’(p)q

2 a+1 2

Sonug 4.28. Teorem 4.24’de ¢ (7) = Zexp (—1=27), alimrsa A = 12252 iken iistel

o

cekirdekli kesirli integraller i¢cin Hermite-Hadamard esitsizliginin sag kismi i¢in asagidaki

esitsizlik elde edilir.

F(o)+r(p) 1—a . i
O ey [Feg ! 9) 4Ty £ @] 430

o p—o (1—exp{-A} —Aexp{—-A}\ [|F'(0)[+]F"(p)]

-2 A(l—exp{—A}) 2
Teorem 4.29. F : [0,p] — R tamimlanan fonksiyon (o,p) aralifi iizerinde
diferansiyellenebilir ve o < p olsun. Eger ¢ > 1 iken |F’|? konveks ise kesirli integral
operatoleri icin asagidaki esitsizlik gecerlidir.

2 29(1)

‘F(G) +F(p) 1 [(m)+I¢F(P)+(¥),I¢F(G)] ‘

2

=

1
—0 )P
< N O/|c1> )P dt
@I I (I I )
X( ) (e ey
1 1
< [1e@praz) (17 @) +1r ()] @32

burada % + %1 = 1 dir. ¥ ve ® fonksiyonlar1 da yukarida tanimlanmagtir.
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Ispat. Lemma 4.19’a iyi bilinen Holder esitsizligi uygulamr ve |F’|? konveksliginden

yararlanilirsa

B [(o32)Tot (P) +(“;P)_I¢F(G)H (4.33)

IA
o
)
=lq
—-
&
=
ﬁ\
VR
S
Q
_|_
‘|
o)
N——

IN

1
o | [1e@rar
0

(!F’(c)\q+3!F’(p>lq)i+ (3!F’(G)\q+|F’(p)\q>f11]

X
4 4

esitsizligi elde edilir. Boylece (4.32)’deki ilk esitsizlik ispatlanmis olur. [

(4.32)’deki ikinci esitsizligin ispati da (4.93) esitsizliginde acik¢a goriiliir.

Sonug 4.30. Teorem 4.29°da ¢ (7) = 7, alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.

—~ / F(t)dt (4.34)

p—oO 1 ,
4 p+1

< p_—6< 4 )pﬂF’(G)H!F’(p)H.

4 p+1

(Il <p>|Q)é+ (A <p>|Q>5]

Sonu¢ 4.31. Teorem 4.29°da ¢ (1) = % alinirsa (2.43) esitsiliginin sag kismi icin

asagidaki esitsizlik elde edilir.

‘ Fo)+F(p) 2 'T(a+1) {

5 b _o)° JZ +F(p)+J(G+p)_F(G)H (4.35)

(%%) 2

p—c( 1 NT[(IF' @31 ()N (31 (@I +IF (P
= g (pa+1 ( 4 ) +< 4 )]
—o( 4 N\t :
< 220 () @l el
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OC

Sonug 4.32. Teorem 4.29’da ¢ (1) = kr ( ) fonksiyonu kullanilirsa k-kesirli integraller
icin Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi icin 6nemli olan asagidaki esitsizlik elde

edilir.

F(0)+(p) 28 Tu(ah) [ o “
2 o (p—(j)% |:I(G+p)+F(p)+1(642rp)_F(0'):|‘ (436)

P;G( £ k)f” (!F’<6>\4+31F'<p>\Q>i+<3rff<o>w+w<p>rff’)i]
pa+

4 4
°7% () (P @11 1)

Ispat. w € (0,1] veV 71,7, € [0, 1], iken |7}" — 7¥'| < |7 — T»|" esitsizliginden yararlanilirsa

1 a
0/ o(0)Pde = Fk(oj+k) (P;")

i a7p 1
k

0/(1 —1)kPdt

IN

1P

/1<1 _ r%)pdr (4.37)
0

IA
ﬁ
Q-
_|_
=
N
o)
N |
Q
~_

sonucu elde edilir. Ispat tamamlanr. [

Sonug 4.33. Teorem 4.29°da ¢ (1) = Zexp (—12%7) alinirsa A = 12222 jken, iistel

o

cekirdekli kesirli integraller i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin sag kismu ile ilgili

asagidaki esitsizlik elde edilir.

F( )+F(p) -« o
2 2[1 —exp{—A}] {Z

1
1 P

p © /exp{ _AT) —exp{-A)Pdr (4.38)
0

IN

X

atle=lat >W)5+(3|F/<o>|‘J4+rF'<p>W>3]

<=

IN

1
P2 [lexn{-az)—exp{-a)raz | [ ()] +|r'(p)]]
0
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Teorem 4.34. F : [0,p] — R tamimlanan fonksiyon (o,p) araligi iizerinde
diferansiyellenebilir ve o < p olsun. Eger |F'|? konveks ise ¢ > 1, iken genellestirilmis

kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir.

‘F(G)-ZFF(P) _Nl(l) [(THI(;)F(P)JF("Z“’)I‘PF(G)H (4.39)
1 =5

_pP-0C &(1)|d

22t ag(1) O/| ol

Q=
Q=

x [(BS|F/(O')‘(1+B6|F,(P)‘(1) +(Bs|F ()| +Bs[F (p)])

|

burada ¥ ve ® daha 6nce tanimlandiklar1 bi¢cimde ifade edilir. Bs ve Bg sabitleri de

asagidaki sekilde gosterilir.

1 1
Bs :/|<I>(‘L')|*L'd”c andB6:/|<I>(r)|(2—r)dT (4.40)
0 0

Ispat. ¢ = 1 olmas1 durumunda Teorem 4.24’de agik¢a goriiliir

q > 1, iken Lemma 4.19°daki 6zdeglige power mean esitsizligi uygularsa

'F(G)IF(M - zxplm (24210l (P)+(252) Tof (9) ‘ 4D

IN

1
p—oC (T 2—71 ,(2—7T T
(1) O/|<I>(r)\‘F (26-‘r 5 p) F( 7 G+2p)‘dr

1 1
1 1-5 1 4

1
A7+ / B(7)|
0

IA
o
|
=la
—
ey
=
=
Q
Q
X
o
&
=
ﬁ\
VR
N aQ
Q
+
N‘|
o)
N——

ifadesine ulagilir. Bu esitsizlikde |F /|7 konvekliginden yararlanilirsa

’F(G);LF(P) _ 2\111(1) [(";P)J‘PF(P)*("?’)I‘PF(")H (4.42)
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T

1-1
q

1 -
p—0O q / E , q 2_1 , q
< 291 /ch(r)l dt X |P(7)| _2]F (0)] +—— IF'(p)|"|dt
1
T- q
+ /|<I> {—|F o)"+|F ()" 5| ar
1 -2
= Lo 1o
2 aw(1) \}
1 1
: [<BS'F'<")|"+Bﬁ}F’<P>!q>q + (Bs | (0)] +Bs|r" (p)])"
sonucu elde edilir. Ispat tamamlanr. [

Sonug 4.35. Teorem 4.34’iin kogullari altinda ¢ (7) = 7 fonksiyonu kullanilirsa agagidaki

esitsizlik elde edilir.

F(G);F(p) o
P F @51 ()N, (SIF (@) +1]F (p)\7

< (ORI (SO
-

< * oo)'@+ ()] (4.43)

Sonug 4.36. Teorem 4.34’iin kosullar1 altinda ¢ (7) = % fonksiyonu kullanilirsa (2.43)

esitsizliginin sag kismu ile ilgili asagidaki onemli esitsizlik elde edilir.

F(o)+F(p) 2% 'T(a+1) )
‘ 2 (p—0)* [J(G+P)+F(p)+J(6+p) F(G)” (4.44)
p—0c «

22+$ oa+1

Ba+7) (a+1) g
+(m|F @) 5 a7 P \) ]

(a+1 NUELER) g
(gl @+ e @)’

Sonug 4.37. Teorem 4.34’{in kogullart altinda ¢ (7) = kF( ) fonksiyonu kullailirsa

k-kesirli integraller i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin sag kismu ile ilgili asagidaki
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onemli esitsizlik elde edilir.

F(o)+F(p) 28 'Ti(a+k) [ ax ak
7 o) [’(‘”P)f(p)“("“’)“")H

2 2
_ p-o[ a
- 22+é a—+k

Bat7h) |, )
W|F (P)’)

(2(oc+k)

CEET

Ba+7k), , g (0+k) p q
— — 4.45
(2(a+2k)‘ @)+ 3 @r2g I Pl (443)
Ispat. Sonug 4.32’nin ispatina benzer sekilde ispatlanr. 0

Sonuc 4.38. Teorem 4.34’{in kosullar1 altinda @ (7) = exp (—I’T“r), fonksiyonu

l-axp—0C

kullanilirsa A = )

iken, listel ¢ekirdekli kesirli integraller i¢in Hermite-Hadamard

esitsizliginin sag kismu ile ilgili asagidaki onemli esitsizlik elde edilir.

F(G)+F(p) l—a o o
- T7s T7s
’ > 2T —exp (—AY] | (532)+" (P) F(ege) F ()
< p—?(l—exp{—A}—Aexp{—A}) (4.46)
2%t A(1 —exp{—A})
1 1
X [(B7|F’(c)\"+Bg|F’(p)\")q +(Bg|F/(G)\q+B7|F'(p)D"}
burada B; ve Bg degerleri sirasiyla
2—2Aexp{—A} —2exp{—A} —A%exp{-A
By — exp{—A} —2exp{—A} —A%exp{—A} 4.47)
2A(1 —exp{—A}—Aexp{—A})
ve
—2+4A —2Aexp{—A} +2exp{—A} —3A%exp{—A}
Bg = (4.48)
2A(1 —exp{—A} —Aexp{—A})
olarak ifade edilir.
Sonug 4.39. Corollary 4.38’de ov — 1 iken A — 0 ise
. l—exp{—A} —Aexp{—-A} 1
1 == 4.4
ADD T A(1—exp{-A)) 2 (449)
2—2Aexp{—A} —2exp{—A} —A%exp{-A} 1
lm exp{—A} —2exp{—-A} —A%exp{-A} 1 4.50)

A—0 2A(1 —exp{—A}—Aexp{—-A}) 3
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ve
lim —2+4A —2Aexp{—A} +2exp{—A} —3A%exp{—-A} 5
i -

A0 2A(1 —exp{—A} —Aexp{—A}) 3 4.51)

sonuglari elde edilir. Boylece (4.46) esitsizligi (4.43) esitsizligine doniisiir.

Bu kisimda ilk olarak trapezoid esitliginin farkli sinir degerli kesirli integral ile ifadesi
verilecektir. Daha sonra da onceki caligmalarin hangilerinin genellestirdigi ve elde edilen

yeni sonuglar verilecektir.

Lemma 4.40. F : [0,p] — R tammmhi F fonksiyonu (o,p) aralii iizerinde
diferansiyellenebilir ve 6 < p dir. Eger ' € L[o,p], ise genellestirilmig integral

operatorleri i¢in asagidaki 6zdeslik saglanir.

F(o)+F(p) 1 c+p oc+p
2 _21};(1) |:G+I(PF(T)+ P71¢F(T)
1
_ p-oO (1= F-
= O/‘P(T)F< 7 0+ p)dr
1
—/‘P(’L’)F'(I;TG—F 1;Tp) dr 4.52)

0
burada W(7) fonksiyonu yukarida (3.33) nolu sekilde tanimlanmustir ve W(0) = ®(1).

Ispat. Kismi integrasyon yontemi uygulanirsa

1
L o= /T(T)F’<1;TG+1;TP) dr 4.53)
0
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sonucu ve benzer sekildeki iglemler ile

L ::‘/q' <1+f —+1gfp)df (4.54)

2 2 c+p
= TON(®+p_Gcwf( 5 )

sonucu elde edillir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa istenilen sonuca varilir.

— 0

°

s 5 (4.55)
Fo)+F(p) 1 o+p c+p
Ispat tamamlanar. O

Sonuc 4.41. Lemma 4.40’1n kogullar1 altinda ¢ (7) = 7 olarak alinirsa asagidaki esitlik
elde edilir.

1 p
Flo)£F(p) /)F(%Qd% (4.56)
p—0Jo
o p—o [, [(1-7 1+7 /1 1+ -7
= {/o ’CF( > o+ > p)a’r+ O”L’F > o+ 2 pldrt

Sonuc 4.42. Lemma 4.40’1n kosullar altinda ¢ (1) = % olarak alinirsa asagidaki esitlik
elde edillir.

I <o>;F (p) 20’;?(‘;‘; D) {wa (G_y) S (GTH) )]

(4.57)
p—6/1 ars(1—7 1+ /1 ars [(1+7T -7
= — d d
1 OTF<2G+2p T+OTF S O+——p)dt

Sonug 4.43. Lemma 4.40’1n kosullar1 altinda ¢ (1) = %olarak alinirsa agagidaki esitlik
elde edilir.

F(o)+F (p) 27 'Ti(a+k)
2 (b—o0)t

+p G+p
fear (557) - (55
_p—o[ ey ,(1-7 l1+7
——4[/0’L'kF(2G—|-2pdT
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Iy 14+7 1—1
71
Tk (o} dt
et (e e ) a]
Teorem 4.44. [ : [0,p] — R tammlh F fonksiyonu (o,p) araligi iizerinde
diferansiyellenebilir ve o < p dir. Eger |F’| konveks ise genellestirilmis kesirli integral
operatorleri icin asagidaki esitsizlik gecerlidir.

FE gy [ (37 o (737))]

—O0

1
< S 0/ e (o)lde | [|F (o)) + |1 (p)] (4.59)

Ispat. Lemma 4.40 esitligi ve |F’| nin konveksligi goz oniine alinarak gerekli islemler

uygulanirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.

o+p o+p
otloF (—5—)+ pI¢F(T)} ‘

’F@ﬂ+Fm)_
2

2 29(1) {

IN

1
p—o (1—7 I+7
(1) O/|‘P(r)|‘F ( 50+t — p>'dr

(4.60)

IA
o)
|
Q
—
e}
=
|;|
-
‘|
(—]
_|_
p—
‘+
a
[
QU
(\]

Ispat tamamlanur. O

Teorem 4.45. F : [o,p] - R tammli F fonksiyonu (o,p) araligi iizerinde

diferansiyellenebilir ve o < p dir.Eger ¢ < 1 iken |F’|? konveks ise genellestirilmis
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kesirli integral operatorleri i¢n asagidaki esitsizlik gecerlidir.

1
HOER) |t O3 2+ 1o (P52
_ ! ’ Y PN 4
cpe ( O/,lw,,df (rf (@' +3ir <p>\> W

<=

IN

1
[r@prac) (15 @)+ ()]

burada % R é =1 ve A, A fonksiyonlarinin (3.21) esitliklerindeki tanimlar1 gecerlidir.

Ispat. Holder esitsizligi ve |F'|? konveksiliginden yararlamlarak asagidaki esitsizligi elde

ederiz.

gy o (37 o (537))]

T 2—7
(S 25

IA
o)
|
Q
—-
Jal
=

; ijf (2550 5p)

1 .
/ B (7)|” dr
0

(W(o)\mrm W)Q(3rf/<o>V+\F'<p>|4>5]

(4.62)

IA

4

Boylece (4.61) esitsizliginin ilk kismu ispatlanmig olur. Esitsizligin ikinci kisminin ispati

(4.93) esitsizliginden acikga elde edilir. [

Teorem 4.46. f : [o,p] — R tammmli F fonksiyonu (o,p) araligi iizerinde

diferansiyellenebilir ve o < p dir. Eger g > 1 iken |F’|? konveks ise genellestirilmis
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kesirli integral operatorleri i¢n asagidaki esitsizlik gecerlidir.

1
‘F(G);Hp) ~2w(1) {"”‘PF(G—?” P"PF(¥)H
1 -5
p—0 ¥(t)ld 4.63
22t awp(1) 0/| s (+:63)

Q=

|

burada kullanilan A fonksiyonu (3.21) tanimdaki haliyle, Bs ve Bg sabitleride (4.40) nolu

o R S R A R e

esitlikte tanimhidar.

Ispat. ¢ = 1 oldugu durum, Teorem 4.44’den agikca goriiliir. ¢ > 1, durumunda Lemma

4.40’daki esitligini, power-mean esitsizligi kullanilarak yeniden diizenlenirse

F(o)+F(p) 1 o+p oc+p
el gl (52) e ()] o
p—o (1—7 l1+7
= /PP(T)" ( ) )‘d
1
ol (5o 55
p—o0 / e / -1 1+7 \ | é
< (1) 0/]‘1’(1')]‘1411' X 0/|‘P(r)|F( : : ) dt
NN
" /\‘P(T)\‘F’(lgf 12T> at
0

esitsizligelde edilir. Bu esitsizlikde |F |, nin konveksli§inden yararlanilarak

OO o () (2]
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, G)}q 1+r

1

+ 0/|A(r) {1+T\F )\q+\F'(p)}q%} dt

1
q

1
l_q

1
zﬁl;g /|A(T)|"dr
2*Han(1) \}

Q=

x [(BS|F/(G)‘q+B6|F/(P)‘q)}]+(B6|F/(G)‘q+BS|F/(p)D

|

sonucu elde edilir.Ispat tamamlanir.esitsizligelde edilir. Bu esitsizlikde |[F’|?, nin

konveksliginden yararlanilarak

F( )‘ZFF(P) 1( - [(ﬁ](p,r( erp)er I‘PF(ﬁ)H (4.66)
< & f)(/lw )94z $
0
/I|‘P<r>|[ P+ | o)) ae 5
0
, /\w 22l @+ @l 15 e 7
0
1 -3
-2 ([
0

sonucu elde edilir.Ispat tamamlanr. 0

Bu kisimda trapezoid esitliginin genellestirilmis kesirli integraller icin farkli bir kargilig1

ve sonuglar1 verilecektir. Oncelikle kullanilan @ ve Q fonksiyonlar1 asagidaki sekilde

tanimlidir.

/‘P “) i < oo, Q(t /‘P “) < oo (4.67)
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Lemma 4.47. F : I — R tamimlanan F fonksiyonu /° iizerinde mutlak siirekli o,p € I°

ve 60 < p olsun. Eger F' € Ly ([0, p]) ise asagidaki dzdeslik gecerlidir.

QO)F (p)+B(0)F (o) ic LotloF (P) +,- IoF (0)]

(4.68)

1
- F’__%/Q(T)F’(T%Jr(l—r)l))dr_ Z_SO/“’“)F’(MHI—T)GMT

Ispat. Esitligin sag kismini ele alinir

1
I = l’;:—;‘/gmp'(mﬂl—z)p)dr

1
/ "(tx+(1—-1)0)dt (4.69)
0

seklinde ifade edilir. Bu esitlik iki kisma ayrilir ve ilk kisim i¢in kismi integrasyon

uygulanirsa
b= 2= o (e -np) |
pr— —_— % . —_—
bop- =Pl
1 1 —
_p 0
- P
_ P %{ 0)F /(pp )d] 4.70)
p—o p—x p ”
_ QO (p)— srlpl (p)
p—o
sonucu elde edilir ve benzer islemlerle
1
L = g:g/w(r)F’(r%+(l—r)o)dT
0
_ x—oc [@(0)F / o (s (s)ds
- p-0| x-o0 %—0
®(0)F (6)— ,IpF (0)

= o 4.71)
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sonucu elde edilir. (4.70) esitliginden (4.71) esitligi ¢ikartilirsa

QO)F (p)+@(0)F (o) 1
L—bL= o arer LeloF (p)+ —-1pF (O)] (4.72)
istenilen sonug elde edilir. [

Sonuc 4.48. Eger Lemma 4.47°de ¢ (7) = T alinirsa Lemma 4.47, [36] nolu ¢alismanin

Lemma 1’e denk olur.
Sonuc 4.49. Eger Lemma 4.47°de ¢ (7) = % alinirsa Lemma 4.47, [37] nolu ¢aligmanin
Lemma 1’e denk olur.

a

Sonuc 4.50. Eger Lemma 4.47°de ¢ (1) = #@) alinirsa Lemma 4.47’den agagidaki esitlik
elde edilir.

(p—s)tH!

1
(P_G)Fk(OH‘k)O/

(1—r%> F'(tse+(1—1)p)dt (4.73)

(3¢ — G)%Jrl

» /1<1_f7i‘>F’(r%+(1—r)6)dr
0

(p—o)lk(a+k)

(P (=) (6) 1 [ o
- (p—G)Fk(OC+k) _p_G[I%_,kF(G)+I%+,kF(p)]

Teorem 4.51. F : I =[0,p] C R — R tanimlanan [ fonksiyonu /°lizerinde mutlak siirekli
o,p €1I° ve 6 < polsun. Eger ' € L; ([0, p]) iken |F'|, [0, p] aralig1 iizerinde konveks

ise asagidaki esisizlik gecerlidir.

p—0 P
1 1
< P21 [lamlean+ =2 | () [ 1@ (o) var
(4.74)
_ ! o 1
+§t;v'mngmunu—wm+ _GV’“NZW“NO—ﬂM
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Ispat.

(4.68) esitliginden ve |F'|’i [o,p] kapali araligi iizerinde konveksliginden

yararlanilarak ¢6ziim yapilirsa

QOLPLBONO) L[ )1ty (@]
< g zo/lg T%—l—(l—r)p)dr—Z:g/]w(r)F'(T%+(l—r)o)df
< g ;‘0/19 )| (ese+ (1= 1) p)| dz

» Gl

+p_60/ T)||F'(tsc+ (1-17)0)|dT (4.75)
< g—;’o/lmr)(rlf’(%)lﬂlr)lF’(p))dr

+§Zo/la’ (t|F o)+ (1 =7)|F (o)) d7
< Dol >|0/]|Q<r>rdr+p—F'<%>O/l (¢)| v

+l’;_—G\F’(p)|/1IQ(f)!(1—T)dHf\F’(G)\/l\w( )I(1=7)d7

sonucu elde edilir. Tspat tamamlanr. 0

Sonug 4.52. Teorem 4.51 kogullar altinda ¢ () = 7 fonksiyonu kullanilirsa Teorem 3.12,

[36] nolu ¢alismanin Teorem 4’e denk olur.

Sonug 4.53. Teorem 4.51 kosullar1 altinda ¢ (7) = % fonksiyonu kullanilirsa agagidaki

esitsizlik elde edilir.

‘F(P)(P—%)O’JrF(G)(%—G)a ACER)

p—o p—o
o (p_%)OH—l_l_(%_G)OH—l /

= 2(a+2) p—o |F (%)| (4.76)
a2 +3a | (p—2)* | (p)|+ (= 0)* |1 (0)]
2(a+2) p—o
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’V‘\Q

Sonug 4.54. Teorem 4.51 kosullar altinda ¢ (7) =

kl“k( 3 fonksiyonu kullanilirsa asagidaki

esitsizlik elde edilir.

1

k+1 «
(1 % F (et (1—1)p)de 4.77)

(p c Fk (a+k)
0
1

k+1 a
<1—rk "(tx+(1—-1)0)dt

(p c Fk (a+k)
0

(p_%)k'H (% G)%-H a /
(p— G)Fk(a—l—k) (OC—I—Qk)lF (%)|

1 k
+(p c Fk (a+k) (§_a+k oc+2k>
x (o =) F T |F (p)| + (5= 0) ¥ |F/ (o)

Teorem 4.55.  : I = [0,p] C R — R tammlanan F fonksiyonu /° iizerinde mutlak

siirekli ,p € I° ve 6 < p olsun. Eger F’ € L, ([0,p]), iken ¢ > 1, durumunda |F’|?

]

[op], aralig1 izerinde konveks ise asagidaki esitsizlik gecerlidir.

QOLOLOON@) L[ r o)+ 1yr o)

g:—: </01 |Q(T)\pdr>'1’ <|F'(%>|qw2L ' (p)|q>; .
= (/o1 ""’(T)!Pdf)’l’ (|F’(%)I";\F’(o)|q);

1, 1_ 11
burada 1;+5 =1 dir.

Ispat. Lemma 4.47°deki esitlige Holder’s esitsizliginden yararlanilarak islem yapilirsa

istenilen sonug elde edilir.

'Q(O)F(p)+w(0)F(G) 1

-— Lo (p)+ %1¢F(G)}‘
=l
%—0 (

e
]|Q(r)|pa’r)p (/O] 7 (T34 (1 —’c)p)‘qd’c)q
01 |07(‘L')‘pdf>}] (/01 P! (st (1-7) G)‘qdr)é
1

1©2(7)

|”dr)}) (/01 (T|F’(%)|q+(l—r)\F’(p)|q)dr);
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- </ o |p> </o1 (T‘F/(%)\qu(l—r)(F'(G)\‘I)df)é
(/ !”a%) (|F/(%)|q“2|—|F’(p)|q); |
e

]

Sonug 4.56. Teorem 4.55 kosullari altinda ¢ (7) = 7 fonksiyonu kullanilirsa Teorem 4.55,

[36] nolu calismanin Teorem 5’ine denk olur.

Sonuc 4.57. Teorem 4.55 kosullart altina ¢ (1) = % fonksiyonu kullanilirsa agagidaki

esitsizlik elde edilir.

‘F<p><p—x>“+r<o><x—c>“_r<a+1>

p—o p—o
a+2Y (p 0% (IF' Gl +|F (p)I*\ 7
() e ()

a+2Y (=) (| G+ [F (o)1
+(oc+1> (o) ( 2 > (350

[J%_F(G>+J%+F(p)]

4.2. iIKINCI TUREVININ MUTLAK DEGERI KONVEKS OLAN
FONKSIYONLAR ICIN TRAPEZOID ESITSIZLIKLERI

Bu kisimda ikinci tiirevinin mutlak degeri konveks olan fonksiyonlar i¢in bazi trapezoid

esitsizlikleri verilecektir.

Lemma 4.58. / : ] C R — R tammlanan / fonksiyonu I araliginda mutlak siirekli bir

fonksiyon ve o,p €I, o < p iken F”' € L([o, p]) ise asagidaki esitlik gecerlidir.

F(G)erF(P) - 2\{}(1) {pzq,p (G—;p) o ol (G—?ﬂ

(4.81)

1
(p—G)Z/ S(1+T _ 1-1 s(1—7 _ 147
8\1'(1)0V(T)F y Ot P Tget TP )|dT

56



yukaridaki esitlikte kullanilan fonksiyonlarin gosterimleri asagidaki sekildedir.

u

V(t) = [W(s)ds, W(s)= ({swdu. 4.82)

Ispat. 11k olarak integral kismini ele alalim.

1 1
1 1— 1- 1
[ = /V(r)F”( LA Tp>a’r+/V(f)F”( Tot +Tp)dr
/ 2 2 J 2 2

= L+5bh (4.83)

Integrali I; ve I, seklinde iki kisim olarak parcaya ayiralim ve ilk kisim i¢in iki kez kismi

integrasyon uygulanirsa

1
1— 1
I = /V(r)F”( 2To+ ;Tp>dr

4 2/2‘P<6__” F () —2—dse (4.84)




sonucu elde edlir. Benzer iglemler I, i¢inde yapilirsa

1
L = /V(‘L’)F”( TP+ G)dr (4.85)

- _V(o)pEGF’ (G;p) + 0 —40)2 [‘P(l)F(P)—p%F(G;p)]

sonucu elde edilir. /; ve I sonuglar1 yerine koyulup (8‘1‘( )) ile carpilirsa istenilen sonug

elde edilir. O]

Sonug 4.59. Eger Lemma 4.58’de ¢(7) = 7 olarak segilirse Lemma 4.58’deki esitlik

Lemma 1 esitligini saglar [47].

Sonug 4.60. Eger Lemma 4.58°de ¢(7) = ( ) olarak alinirsa agagidaki esitlik elde edilir.

) Ee g (o12) i (7))

1

1+7 1—7 1—7 1+7
a+1 " d
a+1 O/ { < 5 o+ 3 p>+F < > o+ > p)] T

Teorem 4.61. / : I C R — R tamimlanan f fonksiyonu I’ araliginda ikinci dereceden

diferansiyellenebilir bir fonksiyon &,p € I ,ve ¢ < p. Eger |F"|, [0, p] da konveks ise

genellestirilmis kesirli integral operatorler icin asagidaki esitsizlik gegerlidir.

EO o (542) e (52)

2 w(1) 2
_ 2 1 C "
< % /V(TW I3 (G)IglF (p)l] (4.87)

burada A(7) fonksiyonunun (3.21)’deki tanimi gegerlidir.

Ispat. Lemma 4.58deki esitligin mutlak degeri almr ve |f”| konveksliginden

yararlanilarak ¢oziim yapilirsa istenilen sonuca ulasilir.

Ot (252 (2] o
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1
1 _
/V(T)FH< ;TG+12Tp>d’L'

oo (o)

o2 _
< (ZT(T)) O/|V(r)| F”(lzrc—i— ! 2Tp> dt
1
+/|V(r)| F”<1210+1;Tp)‘dr]
0
o2 |
< % [()/V(T)<1+T|F// )|+ T|F"(p)|>dr
1
+ [ 9@ (S @+ S ) ;)a]
0
1
< 16\{, [F” }/|V 1+r)dr+\F”(p)\/|V(r)|(1—r)dr
0
1
+F"(c \/IV( D) (1—1) dr-l—F”(p)/V(r)(l—l—r)dT]
0 0
_5)2 1
— (’;T(T)) (|F" ()| +|F"(p)|) (/V(r)|dr>
0
Ispat tamamlanr. O

Sonuc 4.62. Eger Teorem 4.61’da ¢(7) = 7 olarak segilirse asagidaki esitsizlik saglanir
[33].

(4.89)

_p-o {|F"<c>|+|ﬂ'<p>|}
- 12 2

Sonuc 4.63. Eger Teorem 4.61°de (1) = ( ) olarak segilirse asagidaki esitsizlik saglanr.

e e (020) (5]
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(p—0)* [IF" (o) +]F"(p)|
4(a+2) 2

(4.90)

Teorem 4.64. [ :1 C R — R tammlanan /" € L([o, p]) ait, I° iizerinde ikinci dereceden
diferansiyellenebilen fonksiyon ve 6,p € I iken 6 < pdir. Eger bu fonksiyonun ¢ > 1
iken |F"|? si [0, p,iizerinde konveks ise genellestirilmis kesirli integral operatorleri igin

asagidaki esitsizlik saglanir.

1
< /|V 0|7 dr 4.91)
0

{(3|F”(G)|q+|F”( )|61);+ <|F”(o-)|qz3|F,,(p)|q>;}

(=0 [rorepae) [E@I+IF (o)
T O/| @ ae | | AR

=

IN

1 1 _
burada 5"’5 =1.

Ispat. Lemma 4.58 deki esitligi |£"|? konvekligi ve Holder’s esitsizli§inden yararlanarak

diizenleyip gerekli islemler yapilirsa

1

'F(G);F(p)‘w) {”""F<G;p>+"”“’F(G;p)H 22

(p—0)? p(l1+7 _ 1-7
< O/| (T)|‘F ( —o+— P)‘d

1 1—71 I+7
-|—0/|V(7:)|F ( 5O+ — )‘d
P 1 B q %

< /Iv Pdr O/‘F”C;T 127) dt
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1
(p_6>2 / p w17 -7 !
<
ST V(T)|Pdt | x /F > 7 dt
0 0
1 -7 1+7 \|? ’
" B
+ O/F ( 2 o > ) dt
(p—0)? / ’ 1+t -7 é
B p " q — " q
< %) /|V(r)| dt| x /[—2 |F" (o) +—— \F"(p)|"|dz
0 0
s 1+ !
T
+ /{ : ’F”(G)|q+ ZT}FH( )lq} dt
0

o2 [ 7
< %%f%—n/wuwvr x
0

(ﬂﬁwmﬁivwmw>i

(@1 +31r" (P
()|

sonucu elde edilir. Boylece (4.91) nolu esitligin ilk esitsizliginin ispat1 tamamlanir.

Ikinci esitsizligin ispati igin o7 = 3|F'(0)|?, p1 = |[F'(p)|?, 02 = |F'(0)|? ve pr =

3|F'(p)]? olarak secilir ve asagidaki esitsizlikte yararlanilir

n n n
Y (G+p)' <Y o+ )Y pl0<s<1 (4.93)
k=1 k=1 k=1
1 . . -
ve 34 4+ 1 <4, oldugundan istenilen sonug elde edilir. [

Sonuc 4.65. Eger Teorem 4.64°de ¢(7) = 7 olarak seg¢ilirse asagidaki esitsizlik elde edilir.

F(o)+F(p) 2 /pF(T)dTS(p—oy( 2p )L

2 (p-0)) 4 2p+1
3+ [F ()N (1" (@) + 3" (p)] ) 5
[ (I (el e
(p—0)> [ 2p \7[IF"(c)|+|F"(p)|
< O () [ @9
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Ispat. A > B > 0 ve p > 0 iken gecerli olan asagidaki esitsizlik gézoniine alindi§inda ispat

aciktir.
(A—B)? < AP —BP (4.95)
1 1 )
| — g2y </1—2P __2P 4.
O/( r)dr_o( )= (4.96)
O
Sonug 4.66. Eger Teorem 4.64°de ¢(7) = % olarak secilirse asagidaki esitsizlik elde
edilir.
Flo)+F(p) 2°T(a+1)[ 4, 0+P, o ,(O+P
_ I Z PN hallil
1
(P—G)z( pla+1) )"
e S(a—i—l)% p(Oc-I—l)—i-l
" q " q 1 I q 2 q 1
S @E O, (I @F 3O o
4 4
1
< (P—G)z< p(a+1) )p[IF”(G)|+|F”(P)I]
Ispat. (4.95) nolu esitsizlikten ispat agiktir. 0
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5. GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRALLER ICIN
MIDPOINT TiPLi ESITSIZLIKLER

5.1. BIRINCI TUREVININ MUTLAK DEGERI KONVEKS OLAN
FONKSIYONLAR ICIN MIDPOINT TiPLI ESITSIZLIKLER

Oncelikle bu boliimde yaralanilacak olan lemmay1 verelim.

Lemma 5.1. f : [0,p] — R fonksiyonu (o, p) aralig1 iizerinde diferansiyellenebilir ve
o < p.dirEger F' € L[o,p], ise genellestirilmis kesirli integraller i¢cin asagidaki 6zdeslik
gecerlidir.

[ctlpF (P)+ p-IoF (O

F(G+P

1 4
2 ) A TP AR

asagidaki sekilde ifade edilen esitlikler kullanilmustur.

Of (D)F (tp + (1 — T)o) dx Jz:z(—A(T))F’(TG—I—(l—r)p)dr
(—

1 | (5.2)
= [ (=A@ (tp+(1=1)0)dT  Ja= [A(D)F'(to+ (1 -1)p)dT
1 1
2 2
Ispat. (5.1) 6zdesliginin ispatinda her parca i¢in kismi integrasyon uygulanirsa
1
/ o)u)
5 o= /(/ ¢ p du) ' (tp+(1—1)0)dt (5.3)
0
3 o+p
e
0
- G/(p F(tp+(1—71)o)dr

0
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h = (—/OT Mdu) F'(to+(1—1)p)dt (5.4)

(_ /11 Mdu) F'(tp+(1—1)o)dt (5.5)

1
J3:/
1
2

1
1 _
5 = /(/ Mdu) (16 +(1—1)p)de (5.6)
p
| 1
_ JECELEM ey
p—0 u 2
%
I [ollp-0)7)
p((p—0)7T
— 1— d
o | T Gk (1-p)as
%
yukaridaki ifadeler elde edilir. Bu da (5.1) 6zdesligi icin istenilen sonuctur. [

Sonug 5.2. Lemma 5.1°de ¢ (7) = 7 fonksiyonu kullanilirsa (5.1) 6zdesligi [16] nolu

calismanin (1.4) 6zdesligine doniisiir.

Sonug 5.3. Lemma 5.1°de ¢ (1) = % fonksiyonu kullanilirsa (5.1) 6zdesligi [23] nolu

calismanin (1.9) 6zdesligine doniisiir.
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Sonug 5.4. Lemma 5.1’in kosullar1 altinda ¢ (7) = #@) fonksiyonu kullanilirsa (5.1)

esitligi asagidaki 6zdesligine doniisiir.

r <G+p>  Di(a+k) [Ioc Fo)+ Igf,kF(G)] _p-o ihﬁ 57

2 (p_G)% otk 2 k=1
burada

1 1
7, 20

1= [t (tp+ (1-1)o)dr =] (=) 1 (to+(1-1)p)ds
' T

I :j(ﬂ — 1) F'(tp+(1—1)o)dt I} :f(l—r?)F’(rc+(1—r)p)dr
1 1
2 2

Sonug 5.5. Lemma 5.1’in kosullar: altinda ¢ (t) = 7(p — 7)® ' fonksiyonu kullanilir ve

/
[ fonksiyonunun (GZL‘)) ye gore simetrikliginden yararlanilirsa asagidaki 6zdeslik elde

edilir. A
o+p o p _ p-oO 1
F( 2 )_p“—oa/o F(0e = 5 (o gy & )
burada 1
1 2
J :&/(p"‘—[p—(p—o')r]o‘)F’(fp+(1—r)0')dr (5.10)
0
1 1 h o o /
B=-—[(p*~lp~(p~0)¥") I (ro+(1-T)p)dv (5.11)
0
L
= —a/ (lp—(p—0)t|*—c*)F'(tp+(1—7)0)dT (5.12)
.
Ji :a/([p—(p—o—)r]“—ca) F'(to+(1—1)p)dt (5.13)

Ispat. (5.1) esitliginde eger ¢ (7) = 7 (p — 7)* 'alinirsa

1

A(T) = a

(p*—[lp—(p—0)7]%) (5.14)

\Y&

(lp—(p—0)1]"—0%) (5.15)



seklinde ifade esitliklerden asagidaki 6zdeslik elde edilir.

c+p o /P p-o &
_ doyT=—"—— A
F( 5 ) o od )y F(T)dyt 2(p“—6°‘)kz’]Jk (5.16)
ispat tamamlanr. O
Sonug 5.6. Lemma 5.1’in kosullari altinda ¢ (7) = Zexp (—1=%7) alinirsa o € (0, 1)

iken asagidaki esitlik elde edilir.

g (G;LP> 21 —1e;pOZ—A)) [Iff(PHI,fi F(G)} (5.17)

4

pP—0 1
2(1—exp(—A)) ,;Jk

Bu esitlikte A = =% (p — o) ve

dy— /(eXp(—A’E)—I)F/(Tp—f—(l—T)G)dT (5.18)
0

5= /(1—exp(—A’c))F'(ra+(l—f)p)dr
0
1

s /(exp(—Ar)—exp(—A))F’(1p+(l—’L‘)G)d’c
i1

T = [ (exp(=4)—exp(~A) ' (o + (1~ T)p)d7

seklinde ifade edilir.

Teorem 5.7. F : [o,p] — R fonksiyonu (o, p) aralig1 iizerinde diferansiyellenebilir ve
o < p. EBger |F'|, [0, p] aralif1 lizerinde konveks ise genellestirilmis kesirli integraller

icin asagidaki esitsizlik gecerlidir.

‘F (G;p> — 2A1<1) [+1oF (P)+ p-IoF (0)]
(5.19)
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/ / % 1
< (/)Azl;ﬂ[rf (c)\;IF (p)l] O/|A(T)|df+/|A(T>|dT

1
2

'I’nin konveksligini kullanilarak (5.19) esitsizliginden asagidaki esitsizlik elde

edilir.

‘F <G;p> N 2,\1(1) o+ IoF (P) + p-l(pf(a)}'

/‘p dud7:+//(pp0

\F'(p)|] (5.20)

1

|
o)|+

dt

]

Sonug 5.8. Eger Teorem 5.7°de @ (7) = 7 alinirsa (5.19) esitsizligi [16] nolu ¢caligmanin

(2.1) esitsizligine doniisiir.

Sonug 5.9. Eger Teorem 5.7°de ¢ (1) = % alinirsa (5.19) esitsizligi [23] nolu ¢aligmanin
(3) esitsizligine doniisiir.

a

Sonug 5.10. Teorem 5.7 nin kosullar1 altinda ¢ (1) = % almirsa ¢ € [0, 1] iken (5.19)

esitsizligi asagidaki esitsizlige doniisiir.

o+p Fk(a"") o
F( . )— . )%[MF(p)JrI (F(0)] (521)
1 1 1 |F’(G)|+|F'(P)|>
< (p-o0)|=— + .
< 0o |3 gy * oer) (7
Ispat. (5.19) esitsizliginde eger ¢ (1) = % alinirsa

o+p Ti(a+k) 14 a
F - - 1% F(p)+ 1% F (o 5.22
(5°) e AR <>]‘ (522)

< (p- |dr+/|A o)|dt

1
2

(a+k) [IF' (o) +] :
G)Zk)f:)’i‘v 2 0/
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a
k

esitsizligi elde edilir. A(r7) = g( Jzk)rk iken (5.22) esitsizliginde iki integralde

hesaplanirsa
% a % a
? a 13
/ A(D)|dr = L= / ctgr— — Kp=0)" (5.23)
J Fk 04+k / (o4 k)T (o +k)2%+!
_ (o)t ¢
veA(’C)—Fk(a+k) (1—Tk>,
1 (p—o0)f |
p—o / a
A(T)ldT = —F——77F= 1—1*%)dt 5.24
fisstos = B2t o1 2
2 2

_ (p—o) 1k n k
a Fk(OC+k) 2 (OC—l—k) (a_|_k)2%+l
bu hesaplamalar sonucu asagidaki esitlik elde edilir.

2 (3
—d k

/|A ydr+/\A Var=P=O)" |L___k £

0

2" (@+h) " (atk)2f

Iy (ot +k) ] (5:25)

1
2

bu sonug ise ispat1 tamamlar. U

Sonu¢ 5.11. Teorem 5.7°nin kosullari altinda ¢ (1) = 7(p—7)* ' almr ve F

fonksiyonunun (o p (o+p)’ ye gore simetrikliginden yararlanilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.

o+p a p
‘F( > )_p“—o“/a F(t)dgt (5.26)
< 1 (Ga+l+pa+l) _(Ga+pa)6+p+(c+p)a+l
~ (p*—0%) o+1 2 2% (a+1)
" {|F’(6)I+|F’(P)I]
2

Ispat. (5.19) esitsizliginde eger ¢ (7) = 7(p — )% ! alinirsa asagidaki esitsizlik yazilir.

o+p (07 P
‘F( > )—pa_ca/GF(r)dar (5.27)
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1

' / 2 1
< (p-0) o ORI [ia@ians [1amas

a_ go 2
P 0

1
2
(5.27) esitsizligindeki iki integral sirasiyla

1

1
2 2
1
[ia@ldr = = [1p*~[p~(p~0))"|d (5.28)
0 0
p
= [t slas
a(p-o)_
%
_ 1 o a+1 (G+p)a+l o a0 tp
oa(p—o0) |a+1 204 (+ 1) 2
ve
1 | 1
/|A(T)|dr = a/}[p—(p—o)r]o‘—c;o‘|dr (5.29)
3 7
o+p
1 2
=N Y Sa—Ga ds
o(p—o) /‘ |
o
1 o+1
_ a1, (0Fp)"  a0+p
a(p—o) |la+1 201 (@ + 1) 2

seklinde hesaplanir bunlardan yararlanilarak asagidaki 6zdeslik elde edilir.

1

2 1
/ A(T)|dT+ / A7) d7
0

1
2

1

)OH—l
- - [(Ga+l+pa+1)_

(6% p%) c+p I (o+p

2 2%(a+1) (5.30)

o(p—o) o+1

ispat tamamlanr. O

Sonucg 5.12. Eger sonug¢ 5.11’de & = 1 alinirsa Kirmaci tarafindan ispatlanan (2.8) nolu

esitsizlik elde edilir [16].
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Sonug 5.13. Teorem 5.7 kosullart alnda ¢ (7) = Zexp (—1=27) aliirsa o € (0, 1) iken

asagidaki esitsizlik elde edilir.

’F (G;p) - 2(1—1e;p0z—A)) [ o (P)+T% F(G)H (5.31)

i _(’;X;f_)A)) (% - %exp(—AH% (ZCXp (-%‘) —exp(—A) — 1))
" {IF’(G)H!F’(P)\}

2
Ispat. (5.19) esitsizliginde ¢ (t) = Zexp (—1=%7) alirsa o € (0, 1) iken
o+p l—a o o
— z A 5.32
’F< 2 ) 2(1—exp(—A)) [ P+ p- F(G)] (5-32)

(p—0) [|F’(G)|+|F/(P)|}
(1—exp(=4)) 2

1

2

1
S /]1—exp(—AT)|dT+/|eXp(—A)—exp(—AT)|dT

0 1
2

___(p-0) [IF’(G)!HF’(P)\]

(1—exp(—A)) 2
1 1 2 A I 1
———+— — || =+ —A
x(2 A+Aexp< 2) <2+A)exp( )>
ifadesi elde edilir. Ispat tamamlanur. [

Sonuc¢ 5.14. Eger sonug 5.13’te @ = 1 icin A — 0 ise agagidaki esitlik yazilir.

(p— o) lim

lim (5.33)

[l—%exm—A) 2exp (-4) —exp(—A>—1] _(p-0)
4

Bu esitlik kullanilarak Kirmaci tarafindan ispatlanan 2.6 esitsizligi elde edilir [16].

Teorem 5.15. f : [0, p] — R fonksiyonu (o, p) araligi iizerinde diferansiyellenebilir ve
o < p. Eger |[F'|?, [o,p] aralig1 lizerinde konveks ise ¢ > 1, iken asagidaki esitsizlik

gecerlidir.

‘F (Gﬂ)) - 2A1(1) o+ lot (P)+ p-Iof (0)] (5.34)



(0—0)S, [ (31F (@)1 +[F (P)*\7 . (IF'(0)[+3]F (p)]"\7
20A(1) < 4 ) +( 4 ) ]
burada | 1
/ A(D)|Pde | + / A(7)Pdz (5.35)
0

Ispat. |F'|? konveksligini kullamlarak (5.34) esitsizliginden asagidaki esitsizlik elde edilir.

(552 = s Lo ok (0)+ 5 167 (9] (536

=

p

/‘ppc’))dudr +

. / 1 [ el—cr,,
0 1

(3\F’(6)|q4+ |F’<p)lq)é+ (IF’(G)|qZ3|F,(p)|q>;]

ispat tamamlanr. O

Sonug¢ 5.16. Eger Teorem 5.15°de ¢ (7) = 7 alirsa (5.34) esitsizliginden Kirmaci

tarafindan ispatlanan [16] nolu ¢calismanin (1.5) esitsizligi elde edilir.

Sonug 5.17. Eger Teorem 5.15°de ¢ (1) = % alinirsa (5.34) esitsizliginden Igbal ve

arkadaslaritarafindan ispatlanan [23] nolu calismanin (4) esitsizligi elde edilir.

OC

Sonug 5.18. Teorem 5.15’in kosullari altinda ¢ (1) = ( ) aliirsa (5.34) esitsiligi ¥
[0, 1] iken asagidaki esitsizlige doniisiir.

o+p\ Ik(a+k) o
F( 2 > 2p— )g[mF(PH’ wF(o )]‘ (5.37)
(p—o) 31F @)+ (P)\ 7 (11 ()7 +3]F (p)|f ;]
<
T (gpryrat < 4 ) +( 3 )

a

Ispat. (5.34) esitsizliginde eger ¢ (1) = #’@ alinirsa agsagidaki ifade elde edilir.

otk

F <G+P> Fk(aJr;c;

7)o F(p)+ IS F (o >]‘
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Iy (o +k)

< (p—0)3 Z (5.38)
2¢(p—o)*t
- 1 1
(3\F/(G)!q+!F’(P)\q>‘f (\F/(G)!"H\F’(P)!")‘f]
X +
4 4
- 1 1
> ? 1 g
x / A(D)|Pde | + / A(7)Pdz
0 )
(5.38) esitsizligindeki iki integral hesaplanmali A(7) = %T% oldugundan
1 1
/ ((p-0)]" [ 4
AlT)Pdt = |2 /rk”dr 5.39
/ A Te(a+4) (5-39)
0 L 40
_Je-of]" 1
Te(a+k) | (2p+1)28rt!

esitligi elde edilir. o € (o 1] ve V11,7 € [0,1], |7% — t¥| < |7y — 7»|¥ ifadesinden

yararlanilarak , A(T) = %p A adik) (1 — r%> oldugundan

r aqp 1
— k
A Pd < M /1_ kpd
A(T)|PdT < CEY) 1 T T
) 2

D=
—_

(p-o)f]" 1
_Fk(a+k)_ (%p+1)2%p+1

IN

sonucu elde edilir. Ispat tamamlanur. 0

Sonu¢ 5.19. Teorem 5.15’in kosullar1 altinda @ (1) = t(p—7)* ' alir ve F
(o+p) p)

fonksiyonunun ye gore simetrikliginden yararlanilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.

o+p\ a /P
‘F< 2 ) p*—o? O'F(T)daT

1
(p—0)iX(o,p;0;p)

(5.40)

21 (p— @)
3E @+ (PPN T (1F (@) +3IF (p)I" 7
(et (retrery |

72



Bu esitsizlikte asagidaki ifade kullanilmstir.

1
P

(5.41)

ap+1
Y(o.p:a:p) = <ap G+p)Po‘p+l )

ap+1 2 200+ T (ap 4 1)

1
P

1
N ( ap G—I—p)6ap+1+ (c+p)*rt

ap+1 2 200+ (qp+1)

Ispat. Eger (5.19) esitsizliginde ¢ (1) = T(p — ’L‘)O‘_l , alinirsa asagidaki esitsizlik elde

edilir.

o+p\ a /P
‘F( 2 ) pe— o o F(PdaT

21 (p — 0°)
31 @)+ ()N (1 ()43 (p)* 7
[ R e )

1
p

_ % % 1
y / A(T)PdT | + / A(7)Pdz
0 1
2

A>B>0ve g>1, (A—B)? < A7 — B, esitsizliklerinden yararlanilarak (5.42)

esitsizligindeki integraller sirasiyla

1 1

2 2
/|A(r)|pdr = %/‘p“—[p—(p—c) 1]%|Pdr (5.43)
0 0
. P
< / W —s9P)ds
@ (p—o) / (p )
=*
< 1 ap  o+p ap+l (G_%p)ap+1
~— ar(p—o) | \ap+1 2 20p+1 (ap +1)
ve
1 .
/|A(r)|pdr _ w/“p—(p—c)r]“—cﬂpdr (5.44)
1 1
2 2
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P
1
< —————-/(ﬂp—awyu
o (p—o)
(o)

1
a’(p—o)

ap__0+p\ aprr, (0+p)"
ap+1 2 200+ (ap+1)

seklinde hesaplanir ve bu hesaplamalardan asagidaki esitsizlik elde edilir.

1

1
p

1 P
2 1
/ A(D)PdT | + / A(T)Pde (5.45)
0 1
2
t1T7
a
- 1 ( ap _G+p)pal,+1 (c+p)* v
T a(p-o)y | [\@ptl 2 200+ (ap +1)
+1 77
o n
ap _otpY gy, (0+p) |
ap+1 2 207+ (ap+1)
ispat tamamlanir. 0

Bu boliimde Oncelikle ana teoremde kullanilacak olan diferansiyellenebilir fonksiyonlar
icin gecerli olan lemma verilecek daha sonra ise onceki calismalarin genellestirilmisi olan

baz1 midpoint tipli esitsizlikler verilecektir.

Lemma 5.20. F : [0,p] — R fonksiyonu (o, p) aralig1 iizerinde diferansiyellenebilir ve
o < p olsun. Eger F' € L[o,p], ise genellestirilmig kesirli integraller igin asagidaki

0zdeslik gecerlidir.

5ﬁﬁfwwwwfm*ﬂﬁﬂ—%F“ﬂ—F(Egﬁ)

1

_ b=9 /‘P(‘L')F/ <§G+¥p) dr (5.46)
0

1
_ (275 T
O/‘P(T)F( > G+2p>dr

burada W(7) fonksiyonu Teorem 3.7’de oldugu gibi tanimlanmugtir.
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Ispat. Kismi integrasyon uygulanirsa

(5.47)

sonucu ve benzer iglemler ile

2—71

1
L — /\P(r)F’(ToJrgp)dr (5.48)
0

2 c+p 2
E\PU)F( > )—p_6<a;p)_l(pF(G)

sonucu elde edilir (5.47) ifadesinden (5.48) sonucu cikartilirsa

p—o0
4%(1)

= v (532 + gy Loty dor 00+ (o) 1or (0)]

(L —D) (5.49)

esitligi elde edilir. Bu esitlik yniden diizenlenilirse istenilen sonuca ulagilir. [

Sonu¢ 5.21. Lemma 5.20 kosullar1 altinda ¢ (7) = t fonksiyonu kullanilirsa (5.46)

0zdesligi (2.7) ifadesine doniisiir.

Sonug 5.22. Lemma 5.20 kogullart altinda ¢ (1) = % fonksiyonu kullanilirsa (5.46)

0zdesligi [31] nolu ¢alismanin (3.1) esitligine doniisiir.
%
a

Sonug 5.23. Lemma 5.20 kosullar1 altinda ¢ (7) = #() fonksiyonu kullanilirsa (5.46)

0zdesligi [25] nolu ¢alismanin (3.1) esitligine doniisiir.

75



Sonug 5.24. Lemma 5.20 kosullari alinda ¢ (7) = Z exp (—1=27) fonksiyonu kullanilirsa

A= I’T“’)_TG iken Usta ve arkadaglari tarafindan ispatlanan asagidaki esitligi verir [32].

l-a i o o otp
ST enp (7] el )+ ey £ @) 1 (75
M1
p—o (T 2—7
— [1—exp{-At}]F' | z0+——p |dT

e (4] 0/ (37+%57%)

1
—O/[I—CXp{—AT}] F' (?GWLEP) dt (5.50)

Teorem 5.25. [ : [0, p] — R fonksiyonu (o, p) aralig1 tizerinde diferansiyellenebilir ve
o < p olsun. Eger |F'| konveks fonksiyon ise genellestirilmig kesirli integraller i¢in
asagidaki esitsizlik gecerlidir.
1 o+p
— | /o I, o I, } — —
’2\1'(1) [(232)ToF () F(og2) Ik (@)] —F ( > ) ‘

1
i | /1@l ) I @)1+ 1r o] 551

burada W(7) fonksiyonu Teorem 3.7’de oldugu gibi tanimlanmusgtir.

Ispat. Lemma 5.20’de |F | nin konvekliginden yararlanlarak asagidaki esitsizlik yazilir.

’fm (o) tot (P)F () oF (0)] =F (G—gp)‘ 652
< f‘l‘_(f) O/|‘P(T)\’F’<%G+%p)‘dr
+O/]w<r> F/(22To+§p) dr
< S O/I\Pm[;r’( >\+2‘TT\F'<p>@dr
« [veon @)+l ) as
0
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_ b-o /| (o)dz | [|F/ (o) +|F (0)|]

ispat tamamlanr. O

Sonug 5.26. Teorem 5.25 kosullar1 altinda ¢ () = 7 fonksiyonu kullanilirsa (5.51)

esitsizligi (2.8) esitsizligine doniisiir.

Sonug 5.27. Teorem 5.25 kosullari altinda ¢ (1) = % fonksiyonu kullanilirsa (5.51)

esitsizligi g = 1 i¢in [31] nolu calismada (3.5) esitsizligine doniisiir.

Sonug 5.28. Teorem 5.25 kosullari altinda ¢ (7) = % fonksiyonu kullanilirsa (5.51)
esitsizlig g = 1 i¢in [25] nolu ¢alismada (3.4) esitsizligine doniisiir.

Sonu¢ 5.29. Teorem 5.25 kosullar1 altinda ¢(7) = Zexp (—1_—“‘:), fonksiyonu

(04

106P

kullanilirsa A = o

9 icin asagidaki esitsizlik elde edilir.

2[1 —1e;p{ —AY] {Ig”")f(pHIg"?’)—F(G)} _F(G;pﬂ

p—oAtexp{=A}— 1[I (o) +I" (p)]
= A«l-—exp{—n4}>[ 2 } 9

Teorem 5.30. f : [0, p] — R fonksiyonu (o, p) araligi tizerinde diferansiyellenebilir ve
0 < p. olsun. Eger % + é = lve g > 1 iken |F’|? fonksiyonu konveks ise genellestirilmig

kesirli integral opertorleri i¢in iasagaidaki esitsizlik gecerlidir.

fﬂﬂffﬁwwfm*ﬂﬁﬂ—%F“ﬂ_F(E;BN

1
P

1
< =0 0/ ¥l de (5.54)
vme+ﬂF<wq$ 3177 ()[4 1 (p)7\ ¥
" ( ) +< 1 )]
1 .
< [re@praz| (i @)+ 0]

burada ¥ (7) fonksiyonu Teorem 3.7°de oldugu gibi tanimlanmustir.
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Ispat. Holder esitsizliginden yararlamlarak (5.54) esitsizligi asagidaki sekilde ifade
edilebilir.

1 o+p
’—2\1! i3 [(0) 4ok (9) (230 ToF ()] ( 2 )‘
< P~ /\W(T)M a+2_ (5.55)
= () | 2 P '
/ 2
T T
+/]‘P(r)] F' o+-p|ldr
2 2
0
1 1
p—o0 1 ! 2—17 \|? !
< B w())? / "o+
< o /| (v)P de F(20+ _ p) dt
0 0
| 1
+ /F’ 225 50| e ‘
2y
0
burada ¢ > 1, iken |F’|? konveks ise
1 q 1 5
T T T
[l ( +—p) dt < /[E;F 1+ 251 o)) ae
0 0
/ q / q
_ P (a)"+3]r (p)] (5.56)
4
sonucu elde edilir ve benzer iglemler ile
1
q 3 / q / q
/ (_G+ p> gt < I3 (G)!4+!F ()| (5.57)
0

sonucuna vartlir. (5.55) esitsizliginde (5.56) ve (5.57) sonuglart yerine yazilirsa (5.54) deki
ilk esitsizlik elde edilir. ]

Ikinci esitsizligin ispat1 i¢in o7 = |F'(0)|?, p1 = 3|F'(p)|?, 62 = 3|F'(0)|? ve pr =
1
|F"(p)|? degerleri kullanilirken 4.93 ve 1 +34¢ < 4 esitsizliklerinden yararlanilirsa istenilen

sonug acikca elde edilir.

Sonug¢ 5.31. Teorem 5.30 kosullari altinda ¢ (7) = T fonksiyonu kullanilirsa (5.54)

esitsizligi [16] nolu ¢alismanin Teorem 2.3 ve Teorem 2.4 ifadelerini verir.
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Sonug 5.32. Teorem 5.30 kosullari altinda ¢ (7) = % fonksiyonu kullanilirsa (5.54)

esitsizligi [31] nolu ¢alismanin (3.6) esitsizligine doniisiir.

Sonug 5.33. Teorem 5.30 kosullari altinda ¢ (7) = % fonksiyonu kullanilirsa (5.54)

esitsizligi [25] nolu ¢alismanin (3.4) esitsizligine doniisiir.

Sonug 5.34. Teorem 5.30 kosullari altinda ¢ (7) = Z exp (—1=27) fonksiyonu kullanilirsa

A= —O‘p—lken iistel cekirdekli kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir.

e Ay Ty ) ey 1 @)= (52

l—exp{—A}
o | ’
< oo (AT O/(1 —exp{-At))Pdt (5.58)

(\F’<0)|qz3\F’<p>|q>5+ (3\F'<o>|q:|rf<p>|q)é]

1

1 P
P2 | [(1-exp{-acprac| [|[F'(@)]+|F ()]
2 [1—exp{-4}] \

IN

Teorem 5.35. F : [0,p] — R tamimlanan F fonksiyonu (o,p) aralifi iizerimde
diferansiyellenebilir ve ¢ < p olsun. Eger ¢ > 1 iken |F'|? konveks ise genellestirilmis

kesirli integral opertorleri icin asagaidaki esitsizlik gecerlidir.

7y (5010 )+ sy ()] =1 (52 o

X {(Bl \F’(c)|"+Bz\F’(p)|q)5+(BQ}F’(G)|"+31 \F’(p)|q)‘lf}

burada ¥(7) fonksiyonu Teorem 3.7°de oldugu gibi ve B; ve B; sabitleri de asagidaki

sekilde tanimlanmustir.

B, :/|‘P(r)|rdr andBZ:/|‘P(7:)|(2—r)d*c (5.60)
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Ispat. ¢ = 1 alinmas1 durumunda Teorem 5.25 elde edilecegi aciktir.

g > 11cin (5.46) 6zdesliginde power mean esitsizligi uygulanirsa

’%1) (oi2)slot PV () IoF ()] =F (G—gp)‘ G-6D
< fql_(f) /I\T(r)\‘F' (56—1—2%[)) dr+/]‘1’(r)] F' (TG—FEP) dr]
< Zy_(f) 0/1 (7)]dz E O/I‘P(T)F’ <§6+ ;Tp) Lar 7

(ﬂ)ﬂ(pF(P)JF(GTw)_I(pF(G)] —F(GTJFP)’

A
e Ee)
I
=la
/—\ —
o _
=
N
=~
(—]
\—/
T

1 q
x (/‘P(r))lEF q+2—2TF'<p)|q}dr) (5.62)
0
I 7
e freen P @ e e as
0

Q=

1 1-
= _P=9 | [1wir)d
22+$l{,(1) (0/| (1) T)

<| @ @+ Bl o))

Q=
Q=

+ (B2 |F' (0)|"+B1|F (p)|7)

sonucuna varilir. Ispat tamamlanr. [
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Sonug 5.36. Teorem 5.35 kosullari altinda ¢ (7) = 7, fonksiyonu kullanilirsa agagidaki

esitsizlikelde edilir.

pio/p F(odi—F (GTH)) (5.63)
< B2 <|F'(G)!qz2lF’(P)|q>5+(2|F’(c)!q3+|F’(p)l">5]
31

<
- 8

(p—o)[[F' ()| +[F (p)]]

Ispat. (5.63) esitsizliginde oy = |F'(0)|?, p1 =2|F'(p)|?, 02 =2|F'(0)|? ve p2 =

|F"(p)|? degerleri kullamlirsa ikinci esitsizlik elde edilir. O
Sonug 5.37. Teorem 5.35 kosullar altinda ¢ (1) = % fonksiyonu kullanilirsa Teorem
5.35, [31] nolu ¢alismanin teorem 5’ine doniisiir.

Sonug 5.38. Teorem 5.35 kosullart altinda ¢ (7) = % fonksiyonu kullanilirsa Teorem

5.35, [25] nolu ¢alismanin teorem 3.1’ine doniisiir.

Sonug 5.39. Teorem 5.35 kosullar: altinda ¢ (7) = Z exp (—1=%7) fonksiyonu kullanilirsa
4 (=a)(p-0)

T iken iistel ¢ekirdekli kesirli interaller i¢cin asagidaki esitsizlik elde edilir.

\zu_i;ﬁ_AH{??¢Mf<P*“ﬁ?r>f<“ﬂ‘*<g§£)'

p—o [A+exp{—A}—1 (5.64)
22t \A(l—exp{-A}) '
1 1
<|(Balr @I+l G+ Bl @)+ )]’
burada B3 ve B, ifadelerinin karsiliklart asagidaki sekildedir.
A%+ 2Aexp{—A} +2exp{-A} -2
By = A t2Aexp{-A}+2exp{—A} (5.65)
2A(A+exp{—-A}—1)
ve
3A2 —4A +2+2Aexp{—A} —exp{-A
. +2+24exp{-A} —exp{-4} 566

2A(A+exp{—A}—1)
Sonu¢ 5.40. oo — 1 icin A — 0 iken sonug 5.35,
Atexp{-A}—-1 1

%ii%A(l —exp{-A}) 2 (5-67)
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A% +2Aexp{—A} +2exp{-A} -2 2

li == .
AT 2AAtexp (A} 1) 3 (5.68)
veE
A2 —4A+242A —A} — —A} 4
lim > +2+24exp{—A} —exp{-A} 4 (5.69)
A—0 2A(A+exp{—A}—1) 3

sonucu elde edilir ve boylece (5.64) esitsizligi (5.63) esitsizligine doniisiir.

Bu boliimde ana teoremimizi ispatlamamiza yardimc olacak, diferansyiyellenebilen
fonksiyonlar i¢in gecerli olan lemmay1 verecegiz. Ardindan Onceki caligmalarin

calismalarin genellestirilmesi olan bazi1 midpoint tipli esitsizlikleri verecegiz.

Lemma 5.41. F : [o,p| — R tanimh (o, p) aralifi iizerinde diferansiyellenbilen fonksiyon
ve 0 < p.dirEger F' € L[o,p], ise genellestirilmis kesirli integraller igin asagidaki esitlik

gecerlidir.

1 [ o+ o+ o+
N el (T2 dor ( ”)} F(—”)

29(1) | 2 2 2
[ 1
_ p-oO -7 1+7
= 40(0) O/q)(T)F( 2 2 )d
/ (14T 1—-7
— <I>(7:)F( 50t p)dt (5.70)
0

() = j@dr (5.71)

Ispat. Kismi integrasyon uygulanirsa

1— 1
L o= /CI> ( L ;Tp>dr (5.72)
2 1-7_ 1+7 \|'
= —p_GCID(r)F 50+ p>0
1 p—o
2 P\ T 1— 1
+ / < )F Tc+ il d
p—GO T 2 2
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2 o+p 2 o+p
= 2o (TR ) 2 e (75

ve ayni sekilde benzer islemler yapilirsa

1
L = /¢(1)F’(1;Tc+157p>d~c (5.73)
0
B 2 ot+p\ 2 o+p

esitlikleri elde edilir. Son olarak (5.70) nolu esitlikden (5.72) nolu esitlik ¢ikarilir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa

p—0 c+p c+p
L—-hL) = 2 IoF (—— ApF (——— 5.74
bt = 2|t (T3R) 4 tor (TEBY] )
—49(0)F <0'_+p>
2
yukaridaki esitlik elde edilir. Bu da istenilen sonugtur. 0

Sonug 5.42. Lemma 5.41 kosullar1 altinda @ (7) = 7 olarak alimirsa agagidaki esitlik elde

edilir.

1 p o+p
[ (252) (575)

p—o0 /1 (1—1 1+7 /1 14T -1
S d d
{o TF < 5 o+ 5P T+ A TF 5 o+ 5P )dr

Sonug 5.43. Lemma 5.41 kosullar1 altinda ¢ (7) = £ olarak alinirsa asagidaki esitlik

I'a)
elde edilir.

27 T(a+ ) [ 4, (O+P o(O+P c+p
a7 (550 e (5] (557) e

p—oc (! o ,(1-1_ 147 /1 ars (1+7 _ 1—1
= = _— d d
1 OrF< 5 O+——P r+0rF S O+——p)dt
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OC

Sonug 5.44. Lemma 5.41 kogullar1 altinda ¢ (7) = kF ( ) olarak alinirsa asagidaki esitlik

ol (52) o (552) 1 (57) o
- 4 / (4 er )

o 1 T 1—7
—l—/ (A sy p |dr
0 2 2

Teorem 545. [ : [o,p] — R tamimhi F fonksiyonu (o,p) araligi iizerinde

elde edilir.

diferansiyellenebilir ve o < p dir. Eger |F’| konveks ise genellestirilmis kesirli integral

operatorleri i¢in asagidaki esitsizlik gecerlidir.

'ﬁ{mm"jpm W E0)]-r (52)] e

/|c1> )z | [ ()] +|F ()]

buradaki ®(7) fonksiyonu Teorem 3.12°deki sekilde tanimlidir.

Ispat. Lemma 5.41°den ve |F’| nin konveksliginden yararlanilarak asagidaki islemler

yapilir.

2 2
< o[l (o)
. O/‘M (o 5%
< o /I|¢<r>|[ij\ (o) + 1 >\]dr
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_ i{)‘_((‘)’) 0/|<I>(T)|dr [|F' (o) +|F ()]

Istenilen sonug elde edilir. Ispat tamamlanr. [

Sonug 5.46. Teorem 5.45 kosullar altinda @ (7) = 7 olarak alinirsa (5.70) esitsizliginden
(2.8) esitsizligi elde edilir.

Sonug 5.47. Teorem 5.45 kosullar altinda ¢ (7) = % olarak alinirsa agsagidaki esitsizlik
elde edilir.

gl (552) ()] (03

o(p—0) [|F ()| +|F (p)]
S Tt [ ]

(5.80)

Sonug 5.48. Teorem 5.45 kosullari altinda ¢ (7) = #@) olarak alinirsa asagidaki esitsizlik
elde edilir.

2910 (e + k o+ o+ o+
ot (530) 1 (50)] - (530)
(p—o0)F

(p—o0) & [|F (o >r+|F’<p>|]
(ax+1) 2

(5.81)

Teorem 5.49. f : [0,p] — R tammh F fonksiyonu (o,p) araligi iizerinde
diferansiyellenebilir ve o < p dir. Eger ¢ > 1, iken |F’|? konveks ise genellestirilmis

kesirli integral operatorleri i¢in asagidaki esitsizlik gecerlidir.

oy [t (30t (0] (757)

p

N

1

p—o

q) P

w(1) /' R
0

X

(iensair e >|‘1>é+(3|F'<c>|Q4+|F'<p>|‘f)$]
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1

1
2| [ 1e(e)ra / / 5.82
e 0/| @ az| (I (@] +]r ()] (582

<

burada % + é =1 ve ® fonksiyonu Teorem 3.12’deki sekilde tanimlanmustir..

Ispat. (5.70) nolu esitligine Holder esitsizligi uygulanirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.

L [GA(,,F(#H p’(PHG—er)} - (ﬂ)’

29(1) 2 2
1
p—o0 ,(1—7 1+7
< o
S l/l (D) |F < 5 0+— p) dr
0
1 1+ 1
T -1
%—/W¢KTH‘F’( S0+ — p)‘dr (5.83)
0
1 1
p—o 1 ’ / -7 1+7 \ |
. e P " —
SR /|<I>(r)| dt /‘F( 5 > ) dt
0 0
1
q q
dt

g > 1iken |F’|? konveks ise asagidaki esitsizlikler yazilr.

1
1—71 1+7
/
/F(20+2p)
0

q ! —
dzt S /|:u’F/(G>‘q+H—T‘F/(p)‘q dt

J 2 2
/ q / q
(@) 431 ()] 550
4
1
_ q / q / q
/‘F,(mﬁl rp> go< 3@ +IE (p) 585
2 2 4

0

(5.84) nolu ve (5.85) nolu esitsizlikler (5.83) nolu esitsizlikte yerine yazilirsa (5.82)

esitsizliginin ilk kismi ispatlanmis olur. [

Esitsizligin ikinci kisminin ispati i¢in o1 = |F/ (0)|?, p1 =3 |F' (p)|?, 02 = 3|F ' (0)|?
1
ve pp = |F’(p)|? olarak alinir. 1+ 39 < 4 iken (4.93) nolu esitsziliginden yararlanilirsa

istenilen sonug acikc¢a elde edilir.
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Sonug 5.50. Teorem 5.49 kosullari altinda ¢ () = 7 olarak alinirsa asagidaki esitsizlik

elde edilir.

e (";p)‘ < ”2" (pil)‘l’ 1F ()| +]F'(0)]] (5:86)

Sonug 5.51. Teorem 5.49 kosullari altinda ¢ (7) = % olarak alinirsa asagidaki esitsizlik
elde edilir.

s o (232) o (32)] 1 (4)

za—l—%
1
(p—0o)(p+1)r

[|[F' ()] +|F'(p)]] (5.87)

Teorem 5.52. F : [0,p] — R tamimhi F fonksiyonu (o,p) aralifi tiizerinde
diferansiyellenebilir ve o < p. dir.Eger ¢ > 1 iken |F’|? konveks ise genellestirilmis

kesirli integral operatorleri icn asagidaki esitsizlik gecerlidir.

1 o+p o+p o+p
‘§§RT5{G+I¢F( > )%—p—I¢F(——§——)]——F<——§——>’ (5.88)

1
-2

/|c1> 7)|dt
2+q\P

X [(Bl \F’(c)|"+Bz\F’(p)|q)5+(BZ}F’(G)|"+31 \F’(p)|q);]

burada ®(s¢) Lemma 5.41 sekilde, B; ve B; asagidaki sekilde tanimlanmugtir.

1
B :/|<I>(1')|(1—‘L')dr ve B2:/|<I>(r)|(l+r)d’c (5.89)
0
Ispat. Teorem 5.45°de ¢ = 1 alinirsa ¢oziim aciktir. Eger ¢ > 1 (5.78) nolu esitsizlik ve

power mean esitsizliginden yararlanilarak asagidaki adimlar izlenir.

‘%(1) {ﬁz@n";pn ngof(";p)} r (";”)‘

1
1—71 147
¢ /
O/r @l (o5 5)
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1 -
/\cp ‘ ( oy zfp) dr (5.90)
| 1 | i 1
! -7 1+7 \|? !
/|<I>(r)|dr /|<I>(f)| F'( o+ p) dt
0 0

/’Cp ‘ (1—|—r6+1;1'p>

ve |F’|? konveksliginden

VAN
o)
@]
—
]
=
.
ﬁ

1
X /|c1>(r)1 [L|F’(c)]"+—|F’ (p)\"} dt (5.91)
0

1 -3
- 27 /|CI>(”L')|d’C
2w\

1 1
<@l @I+ )+ B @+ )]’
sonucu elde edilir. Ispat tamamlanar. O

5.2. iIKINCI TUREVININ MUTLAK DEGERI KONVEKS OLAN
FONKSIYONLAR ICIN MIDPOINT ESITSIZLIKLERI

Bu boliimde ikinci dereceden diferansiyellenebilen fonksiyonlar i¢in baz1 midpoint tipli

esitsizlikler elde edilecektir.
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Lemma 5.53. / :/ CR — R tammlanan I iizerinde mutlak siirekli, f " € L([cp]) bir

fonksiyon ve o,p €I iken o < pkosullar1 altinda asagidaki esitsizlik saglanr.

1 o+p o+p o+p
o (3o (S32)] - (732) o

et oo (o 55) o (o 55 o

L p(ezo
£(7) = [D(s)ds, D(s) = [ 2L gy (5.93)
N
Ispat. 11k olarak esitlik iki parca seklinde yazilir.

;o /C (1+‘c +1;r )dT+/C (1;TG+1;LTp>dT

= 11 +5 (5.94)

I ve I, olan kisimlar icin kismi integrasyon islemleri uygulanir

1
ho= [t@r (1 oy 1;Tp) iz (5.95)
0

2 o f1+7  1-7 \|'
——c<r>p_6r( o+ p)

2 2

0
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veE

1
L = /c(r)F”(I;Tc+1;Tp)dr (5.96)
0

g (52)

o
o foor (222) s (222)]

(p—0)*
3(0)

edilir. O]

sonuglari elde edilir. Bulunan sonuglar toplanir ve ile ¢arpilirsa istenilen sonug elde

Sonug 5.54. Eger Lemma 5.53’de ¢(7) = 7 olarak secilirse asagidaki esitlik elde edilir
[34].

Sonug 5.55. Eger Lemma 5.53’de ¢(7) = ( j olarak secilirse asagidaki esitlik elde edilir.
201N (o + 1 +p o+ o+
e o (527t (537 (73)

(p— o)«
1

a+1/ [(a+1)(1—1)—1+7%] (5.97)
0

1+7 -7 n(1—71 I1+7
{F(z o+ > p>+F(2 o+ > pﬂdr

Teorem 5.56. / : 1 C R — R tanimlanan F fonksiyonu o,p € I’ ve ¢ < p iken I°

Q

tizerinde ikinci dereceden diferansiyellenebilir ve F” € L([o,p])dir. Eger |F"|, [0, p]
tizerinde konveks ise genellestirilmis kesirli integral operatorleri icin asagidaki esitsizlik

saglanir.

1 c+p c+p)] c+p
o ot (557 oo (537)] - (532)] oo

(p-of @)1+ 1 "(0)]]
< ook /|c ae ) | |

2
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Ispat. Lemma 5.53 deki esitligine |F”| konvekligi uygulanir ve gerekli islemler yapilirsa

gl (552) e (2] (52)]

< ook /]|c<r>\\F“(1§%+1;Tp)\dr

0

|

+/1c(r)|’F”(1;To+1;%)’011

0

VAN
<
|
2
W]
o —__
o~
l;
¥
Q

”(0')}+1_TT|F"(p)|} drt

+ [k S e+ e as

< g \F”<c>\0/\c<r>r(lgf)d+|F" !O/rc<r>|(lgf)dr
1 1
+lF” \O/M(r)\( )+l }0/\«:@)1 (55)as
< /1|c Dldz | (| "(0)|+ 11" (p)])
0
sonucu elde edilir ve ispat tamamlanir. 0

Sonug 5.57. Eger Teorem 5.56’da ¢(7) = 7 olarak alinirsa agagidaki esitsizlik elde edilir
[35].

Sonug 5.58. Eger Teorem 5.56’da ¢(7) = ( ) olarak alinirsa agagidaki esitsizlik elde

edilir.

e (432) s (752)] 1 (537 o

< P 46) (; aiz) [IF”(G)I;IF”(P)I]

Teorem 5.59. / : I C R — R tanimlanan / fonksiyonu ¢,p € I ve ¢ < p iken I°

iizerinde ikinci dereceden diferansiyellenebilir ve F” € L([c.p])dir. Eger g > 1 iken
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|F"], [0, p] iizerinde konveks ise genellestirilmis kesirli integral operatorleri igin agagidaki

esitsizlik saglanir.

\%@{ﬂﬂ“?’ o (537) 0 (537)

)
< / £(z Pdr)

(3\F/’<o>ﬂ+w<pW) (e >|q+3rf"<p>rQ)i]

4 4

1
1

(p—0)’ pge| [ @)I+1F"(p)] S 101
< G| [ ] s.10)

1,1 _ 11
burada ;+5 =1 dir.

Ispat. Lemma 5.53deki esitlikde |F”|? fonksiyonunun [o, p] aralif1 iizerinde konveksligi

ve Holder’s esitsizligi uygulanirsa asagidaki sonug elde edilir.

’2@1(0) lp Iot (G;P) +orlpF <GT+’)>] —F (G—;p)‘ (5.102)
< S [ice P (e 1) |as

0

1
1— 1
+/|§(r)|‘F”( 2TG—|- ;Tp)‘dr
0

Q=

1 P 1
(p—0)? / p / g1+t 1=t [
< X -/
S 59(0) IC(T)|Pdt F 5 o+ 5P dt
0 0
1 1y
p . q q
/|C OIP de (1 T l—l—’L'p) it
Vs
1
1 1 q
(p—0)? / » / ” l—i—T 1—7 \ |
<
S0 0] |dr J r o+ 5P dt
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. 1
s (17 1+7 \|?
+ /F ( > o+ 2 pll dr
0
1 1
(p—0)? / ! 141 1—1 !
< — p " q — " q
< oo [ fiewra) | ([ (SR 25 e ) as
0 0
1
/ 1 1 q
-7 +7
(S S e as
0
| 1
P
(p_G)z / p
< = 7
< B0 | [1e@ras
0
1 1
3" (@) +IF" "\, (1F" (0" +3]F"(p)I"\
+
4 4
(5.101) nolu esitsizligin ilk kismi ispatlanmig olur. [

(5.101) nolu esitsizligin ikinci kisminin ispati (4.93) nolu esitsizlikden agikca goriiliir.

Sonuc 5.60. Eger Teorem 5.59°da ¢(7) = 7 olarak alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.

P
1 o+p
—_— dt — —_— 5.103
o [ F(2 ) (5.103)
o
1 1
. _(p=0o) <3IF"(G)\"+|F"(P)|q)q+(lF"(0)|q+3|F"(P)\q)q]
= 1
16(2p+1)7 4 4
1
(p—0)( 4 \7[IF"(@)+]r"(p)
8§  \2p+l 2
Sonu¢ 5.61. Bu boliimdeki tiim teoremlerde eger ¢ (1) = Wl(a)r%, k > 0,
P(1)=1(x—1)% " ve @(1) = Texp(—1527), 0 € (0,1) olarak alirnirsa sirasiyla

k-Riemann-Liouville kesirli, conformable kesirli integral ve iistel ¢cekirdekli kesirli integral

operatorleri i¢in trapezoid ve midpoint esitsizlikleri elde edilir.
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6. GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRALLER ICIN
SIMPSON ESITSIZLiGi

Bu boliimde esitsizlikler arasinda onemli yer tutan Simpson tipli esitsizligin kesirli

integraller i¢cin genellestirilmis hali verilecektir.

Ayrica kisalik olmast amaciyla kullanilan ¥ ve & fonksiyonlar1 (3.33) ve (5.71) nolu

tanimlar kullanilacaktir.

Lemma 6.1. £ : I — R fonksiyonu /° da mutlak siirekli, o,p € I° ve 6 < p iken F' €

L ([o,p]) ise asagidaki esitlik gegerlidir.

s (52) o) sl (582) 005
- 5\1!_(1)/ (Ty)_W§1)>F'<1;TG+I;TP>M
+§‘P(1)/] (y_‘l’ér))lr,(lzrcﬂrlgrp) i o

Ispat. Dikkat edilirse I asagidaki sekilde iki kisima ayrilir.

;o /01 <\P§r)_‘P;l))F,(lng+1;rp>dT
+/O] (@—?)F’(lgrcﬂ-lgfp)dr

= L +bh (6.2)

AN =

Her kisma ayr1 ayr1 kismi integrasyon uygulanirsa

Y A(r) AD) -1 1+7
L = /()(T_—>F< 2 o+ > p)d‘L’
B (t) A1) 1—1: 1+r 2
B 3 2 P p—o
1 ¢ T) -t _ 1+7
_p—G/o . F( > o+ > p)dr
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- p_ic [/%UF(P)JrA(I)F <G+p>} (6.3)

3

1 pfp( —63”)

T oo o F (»)dx
2

_ A [ZF(p)—i—F (G;p)] 5 10 (p-1o) F (GTJFP)

6(p—o0) _
L — /Ol(y_%)p(irmrl;rp)m 60
325l (3] (57)

sonuglari elde edilir. (6.3) ile (6.4) esitlikleri toplanirsa agsagidaki sonug elde edilir.

p—-o _ 1 +p
A (D) (h+h) = g [F( )+4F< > )-I—F(p)] (6.5)
1 o+p o+p
“zam o (557) e (5
Bu da istenilen sonugtur. [

Sonug 6.2. Eger Lemma 6.1°de ¢ (7) = 7 alinirsa (5.83) esitligi elde edilir.
Sonug 6.3. Eger Lemma 6.1°de ¢ (1) = % alinirsa (2.44) esitligi elde edilir.

Sonug 6.4. Lemma 6.1 kogullar1 altinda ¢ (7) = krf (qy ahnirsa asagidaki esitlik elde edilir.

s (532

e () 5.0 (),
(%‘%) F’<1;TG+ 142rrp>

(e

Teorem 6.5. f : I = [o,p| C R — R fonksiyonu /° da mutlak siirekli, 6,p € I° ve 6 < p

iken F' € Ly ([o,p]). Eger |F'|, [0,p] aralig1 iizerinde konveks ise asagidaki esitsizlik
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saglanir.

o+p

‘é [F(O')+4F (T) +F(p)]
1

sl (7)o (5]

< L9kl o)+ (o) 6.7)

burada K (7) fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlidir.

K(r):/ol

Ispat. Lemma 6.1 ve |F/|'nin, [0, p] aralig1 iizerinde konveksliginden yararlanilarak

‘é [F(G)+4F (‘Bﬂ) —i—F(p)}

st (57) w0 (2]

w(r) W)

g 1 (e )
N Aél)_Agr) ‘F’(I;Tc+lgrp>‘]df
A(t) A1)

VA
[\9]
>3
ZlQ
h

p—oc [} l+7, , -7, ,
+2A(1)/o 3 2 ( i W')‘”
p—o / / ! A(T) A(l)
< A lF@l+e (p)H/o 2 _T"“
p—o / !
< A () [|F' (o) +|F (p)|] K (7) (6.9)
sonucu elde edilir. Burada K () (6.8)’de tanimlanmusgtir. Ispat tamamlanur. [

Sonug 6.6. Teorem 6.5 kosullari altinda ¢ (7) = 7 alinirsa Teorem 6.5, [38] nolu ¢aligsmanin

Sonug 1’e doniisiir.
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Sonug 6.7. Teorem 6.5 kosullari altinda ¢ (7) = #@), alinirsa asagidaki esitsizlik elde

edilir.

‘1{F(o)+4f(—°+p>+/f(p)]

6 2

21_%(13_6)% a o+p (07 o+p

e B (538) e (37)

< E22a@n[|F/ (@) +1r ()] (6.10)
burada
2\ atl k k 1

seklinde ifade edilmistir.
Ispat. Eger Teorem 6.5 *de ¢ (7) = #@) olarak alinirsa

‘é [F(G)+4F (%”) +F(p)]
e e (37 m (50))
< p_TGHF'(G)]HF'(p)H/OI %—% dt (6.12)

esitsizligi elde edilir ve burada basit hesaplamalar ile

k
| (5“1 <f ! Tt 1
——=|dTt = - ——|dz ——=|dr

/o 2 3 /o 372 )T k2 73

2\ @t k k 1
= |3 - —= 6.13
(3> ( k+a>+2(a+k) 3 ©.13)
sonucuna ulagilir. Ispat tamamlanur. [

Sonuc¢ 6.8. Eger sonug¢ 6.7°de & = k = 1 alinirsa sonug 6.7, [38] nolu ¢alismadaki Sonug

1’e doniisiir.

Sonuc¢ 6.9. Sonug 6.7 kosullar altinda k = 1 alinirsa,

’é {F(G)+4F ("Tﬂ’) +F(p)]
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renn e (557) 5 (530
< p_TGB(a) [|F/ ()| +|F (p)]] (6.14)

burada

Natl [ o 1 1
Blo) = <§) (1+a>+2(a+1)_§ (6.15)

seklinde ifade edilmistir.

Teorem 6.10. F : I = [0,p] C R — R fonksiyonu /° da mutlak siirekli, 6,p € I° ve 6 < p

iken £’ € Ly ([0,p]) .Eger g > 1 iken |F'|?, [0, p] aralif1 iizerinde konveks ise agagidaki

esitsizlik gecerlidir.
‘é [F(G)+4F (zﬂ) +F(p)]
5w [t (T32) 4o 1o (58] (6.16)
) (|F'<o>|qz3|r'<p>|q>é+<3|F'<o>|q:|ﬂ<p>rq)i]

1,1 _
burada;%—a— 1.

Ispat. Lemma 6.1 ve Holder’s esitsizliginden yaralanilarak

‘é [F(6)+4F (zﬂ) +F(p)}

e (232) 0 (37)

o [ - r (e5)

NLIORCTRTEE ST IS
@_@ p)};(/ol F/(l—;rp+1;ro>

w() ¥(r) P)i (/01 F,(142—r6+1;rp)
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IN

Y
d”L’)
Y
dr)

(
([

3 2




P(r) ¥()

Y [f (5o
0[] (5o e

< </01
+(/01

3 2
(/1 Y(r) W) )
0 2 3
!/ q !/ q % !/ q !/ q é
y (|F (0)1+3|F <p>|> +(3|F (@) +1F(p)] )] 6.1
4 4
sonucu elde edilir. []

Sonug 6.11. Teorem 6.10 kosullari altinda ¢ (7) = 7 alinirsa Teorem 6.10, [38] nolu

calismadaki Teorem 4’e doniisiir.

%

) alinirsa Teorem 6.10, [39] nolu

Sonug¢ 6.12. Teorem 6.10 kosullar1 altinda ¢ (7) =
calismadaki Sonug 2.10 elde edilir.

o

Sonug 6.13. Teorem 6.10 kosullart altinda ¢ (7) = ¢ a

(@) alinirsa asagidaki esitsizlik elde

edilir.

217%(1)_6) a o+p a o+p
e [ (50) e (%5)

. P-O /1 r%_lpd ’
- 2 0 2 § t
/ q / a3 / q / N
[Pt oo )] .
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Tezde sunulan ii¢iincii, dordiincii, besinci ve altinci boliimler elde ettigimiz sonuglari

icermektedir.

Oncelikle literatiirde énemli yere sahip olan Hermite-Hadamard esitsizliginin Riemann
integrali, Rieman-Liouville integrali, k-Riemann-Liouville kesirli integrali, Katugampola
kesirli integrali, Katugampola kesirli integrali ile ayr1 ayri ifade edilmis esitsizlikleri,
tanimladgimiz yeni kesirli integral ile tek formda ifade edilmistir. Bu da literatiiredeki
kalabalig1 toparlayip yalinlastrmamiza imkan sunar. Ayrica tanimladigimiz kesirli integral
ifadesi ile elde edilen Hermite-Hadamard esitsizligini farkli sinir degerler i¢inde yeniden

ifade edilmistir.

Daha sonraki boliimlerde Hermite-Hadamard esitsizliginin sag ve sol tarafinin karsiligi
olan Midpoint ve Trapezoid tipli esitsizliklerinde yapilan tanimdan yaralanilarak
genellestirilmesi elde edilmistir. Son kisimda ise niimerik analizde 6nemli kullanim alanina

sahip olan Simpson esitsizligini genllestirip daha yaygin kullanimina imkan saglanmustir.

Elde edilen tanim ile baz esitsizliklerin birka¢ formunu veren genellestirmeler yapilmistir.

Farkl tipli esitsizlerin genellestirilmesinde de kullanilabilir.
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