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DANIŞMAN
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tezin çalışılması ve yazımı sırasında patent ve telif haklarını ihlal edici bir davranışımın
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2.1. KONVEKS FONKSİYONLAR VE ÖZELLİKLERİ............................................ 4
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TİPLİ EŞİTSİZLİKLER............................................................................................................... 40
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ÖZET
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Danışman: Doç. Dr. Hüseyin BUDAK
Temmuz 2021, 62 sayfa

Bu tez çalışması genelleştirilmiş kesirli integraller için orta nokta tipli eşitsizlikler
üzerinedir. Altı bölümden oluşan bu tezin birinci bölümü giriş niteliğindedir. İkinci
bölümü ise tezde kullanılan bazı tanım ve teoremlerden oluşmaktadır. Ayrıca ikinci
bölümde genelleştirilmiş kesirli integral operatörleri ve genelleştirilmiş orta nokta tipli
eşitsizlikler verilmiştir. Üçüncü bölümde Budak ve Agarwal tarafından elde edilen
Riemann-Liouville kesirli integralleri için orta nokta tipli eşitsizlikler sunulmuştur. Tez
çalışmasının ana kısmını dördüncü ve beşinci bölümler oluşturmaktadır. Dördüncü
bölümde Riemann-Liouville kesirli integralleri için yeni orta nokta tipli eşitsizlikler
ispatlanmıştır. Beşinci bölümde ise genelleştirilmiş kesirli integraller için orta nokta
tipli eşitsizlikler elde edilmiş ve bu eşitsizliklerin özel durumları araştırılmıştır. Tezin son
kısmı olan altıncı bölümde ise bazı sonuçlar ve sonraki çalışmalar için öneriler verilmiştir.

Anahtar sözcükler: Hermite-Hadamard eşitsizliği, Kesirli integraller, Konveks
fonksiyonlar, Orta Nokta eşitsizliği.

vii



ABSTRACT
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This thesis is on midpoint type inequalities for generalized fractional integrals. The first
part of this thesis, which consists of six chapters, is an introduction. The second part
consists of some definitions and theorems used in the thesis. Moreover, in the second
chapter, generalized fractional integral operators and generalized midpoint type inequalities
are given. In the third chapter, midpoint type inequalities for Riemann-Liouville fractional
integrals obtained by Budak and Agarwal are presented. The fourth and fifth sections
constitute the main part of the thesis study. In the fourth chapter, new midpoint type
inequalities for Riemann-Liouville fractional integrals are proved. In the fifth chapter,
midpoint type inequalities for generalized fractional integrals are obtained and special
cases of these inequalities are investigated. In the sixth section, the last part of the thesis,
some results and suggestions for future studies are given.

Keywords: Hermite-Hadamard inequalities, Fractional integrals, Convex functions,
Midpoint inequality.
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1. GİRİŞ

Matematikte "eşitsizlik" kelime anlamı olarak en az iki farklı değer arasındaki farkı ifade

eden bir ilişkidir. Aslında karşılaştırmalar sonucu ortaya çıkan bir kavramdır. Eşitsizlik

kavramı çok eski tarihlere dayansa da sistematik olarak matematiğe dahil olması 20.

yüzyılın başlarında Jensen tarafından ele alınmıştır. Eşitsizliklerin uygulama alanı yalnız

matematik alanı ile sınırlı kalmayıp aynı zamanda fizik ve mühendislik alanlarında da

kendine yer bulmuştur. Eşitsizlik alanında yapılan ilk temel çalışma 1934 yılında Hardy,

Littlewood ve Polya tarafından kaleme alınan "Inequalities" kitabıdır [1]. 1934 yılından

sonra elde edilen yeni eşitsizlikleri içeren "Inequalities" adlı kitap 1961 yılında E. F.

Beckenbach ve R. Bellman tarafından yayımlanmıştır [2]. 1970 yılında Mitrinoviç’in

yayımladığı yukarıda sözü edilen iki kitapta yer almayan konuları "Analitic Inequalities"

isimli kitabında yer vermiştir [3].

Konvekslik; analiz, topoloji, olasılık teorisi, grafik teorisi, fonksiyonel analiz ve ayrıca

lineer olmayan analiz gibi uygulama alanları ile çok köklü bir geçmişe sahiptir. Konvekslik

ve konkavlık kavramları farklı alanlarda ve günlük hayatta fazlasıyla kullanılmaktadır.

Güzel sanatlarda, finans matematiğinde, sağlık alanında konveks ve konkav lenslerde, fizik

alanında konveks ve konkav aynalarda, biyoloji alanında yaprak sınıflandırması gibi pek

çok şekilde karşımıza çıkmaktadır.

Konveks fonksiyon eşitsizlik üzerinde kurulmuş bir tanımdır. Bir çok eşitsizlik konveks

fonksiyon yardımıyla elde edilmiştir. Bu sebeple konveks fonksiyonlar için eşitsizlik

çok önemli bir yere sahiptir. Konvekslik, M.Ö. 250 yılında Archimedes’in ünlü π(pi)

değerini hesaplamasına kadar uzanan basit ve bilinen bir kavramdır. Hermite, 1881

yılında konvekslik kavramı ile ilgili elde ettiği eşitsizlik 1883 yılında Mathesis dergisinde

yayımlanmıştır. Hadamard ise 1893 yılında bu eşitsizliği bağımsız bir şekilde tekrar

ele almıştır. Bu sebeple literatüre Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak geçmiştir. Özel

olarak Hermite-Hadamard eşitsizliği literatürde çok önemli bir yere sahip olduğu göz ardı

edilemez. Eşitsizlik uzun yıllardır çalışılan bir alandır. İntegral eşitsizlikleri ise bir çok

1



matematikçi tarafından son otuz yıldır ilgi gören ve üzerine bir çok makale yazılan bir

konudur.

En iyi matematikçilerden biri olan Newton 1661 de vebadan kaçmak için ailesiyle gittiği

çiftliklerinde kaldığı iki yıl içerisinde türev ve integral üzerine çalışmalar yapmıştır. Fakat

bu çalışmalarını hemen yayımlamamıştır. Newtondan habersiz olarak Leibniz ise türev ve

integral tanımları üzerinde çalışmış 1684 ve 1686 yıllarında yayımlamıştır.

Kesirli türev ve kesirli integral kavramlarının temeli ise 1695’te Leibniz’in L’Hospital’e

"Tam sayılı mertebeden türevlerin anlamı tam sayılı olmayan türevlere genişletilebilir mi?"

surusunu sorduğu bir mektupla başlar. Bu mektuba L’Hospital ise "1/2. mertebeden olursa

ne olur?” sorusu ile cevap vermiştir. Leibniz "ileride bir gün çok güzel sonuçlara yol

açacak ancak şimdilik bir paradoks" demiştir. Bu mektuptan sonra kesirli türev ve integral

birçok matematikçi için çalışma alanı olmuştur. Ancak kesirli türev ve integral tanımlarını

ilk olarak Liouville ele almıştır.

Konveks fonksiyonlar için en önemli eşitsizliklerden biri olan Hermite-Hadamard eşitsizliği

aşağıdaki gibi ifade edilir:

Eğer f : I→ R konveks bir fonksiyon ve κ1,κ2 ∈ I olmak üzere κ1 < κ2 olsun. Bu durumda

f
(

κ1 +κ2

2

)
≤ 1

κ2−κ1

κ2∫
κ1

f (κ)dκ ≤ f (κ1)+ f (κ2)

2
(1.1)

dir. f konkav fonksiyon ise her iki eşitsizlik ters yönde olur [4].

Dragomir ve Agarwal [5] Hermite-Hadamard eşitsizliğinin sağ tarafı olan

f (κ1)+ f (κ2)

2
− 1

κ2−κ1

κ2∫
κ1

f (κ)dκ (1.2)

farkı için, Kırmacı [6] Hermite-Hadamard eşitsizliğinin sol tarafı olan

1
κ2−κ1

κ2∫
κ1

f (κ)dκ− f
(

κ1 +κ2

2

)
(1.3)
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farkı için (sırasıyla yamuk tipli ve orta nokta tipli) üst sınırlar elde etmişlerdir. Son

yıllarda Hermite-Hadamard eşitsizliğinin genellemeleri ve birçok yamuk ve orta nokta

tipli eşitsizlik elde edilmiştir. Örneğin; bazı çalışmalarda yazarlar Hermite-Hadamard

eşitsizliğini diğer konveks türleri için elde etmişlerdir ([7], [8], [9], [10], [11], [12]).

Qaisar ve Hussain konveks ve konkav fonksiyonlar için birçok genelleştirilmiş orta nokta

eşitsizlikleri elde etmiştir [13]. Diğer yandan, Sarıkaya ve ark. Riemann-Liouville kesirli

integralleri için Hermite-Hadamard eşitsizlikleri ve yamuk tipli eşitsizlikler elde etmişlerdir

[14]. Iqbal ve ark. ise orta nokta eşitsizliklerini Riemann-Liouville kesirli integralleri için

genelleştirmişlerdir [15]. Budak ve Agarwal ise Riemann-Liouville kesirli integralleri

için daha genel orta nokta tipli eşitsilikler ispatlamışlardır [16]. Ayrıca Sarıkaya ve

Yıldırım Riemann-Liouville kesirli integralleri için Hermite-Hadamard eşitsizliğinin başka

bir versiyonunu elde edip, bu eşitsizliğe uygun orta nokta tipli eşitsizlikler vermişlerdir

[17]. Farid ve ark. da k-Riemann-Liouville kesirli integralleri için Hermite-Hadamard

eşitsizlikleri elde etmişlerdir [18]. Literatürde kesirli integraller için Hermite-Hadamard ve

orta nokta tipli eşitsizlikler üzerine çalışılmış birçok makale vardır. Bunlardan bazıları [19],

[20], [21], [22], [23], [24], [25], [26], [27], [28], [29], [30], [31] biçiminde sıralanabilir.

Bu tez çalışmasında, Budak ve Agarwal’ın elde ettiği sonuçlar dikkate alınarak ilk olarak

Riemann-Liouville kesirli integralleri için yeni genelleştirilmiş orta nokta eşitsizlikleri elde

edilecek. Daha sonra genelleştirilmiş kesirli integraller için benzer sonuçlar sunulacaktır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tez boyunca kullanılacak bazı tanım ve teoremler verilecektir.

2.1. KONVEKS FONKSİYONLAR VE ÖZELLİKLERİ

Bu alt bölümde çeşitli konveks fonksiyon sınıfları sunulacaktır.

Tanım 2.1. (Konveks Fonksiyon): f : I ⊆ R→ R fonksiyonu, κ,y ∈ I ve ξ ∈ [0,1] için

f (ξκ+(1−ξ )y)≤ ξ f (κ)+(1−ξ ) f (y) (2.1)

eşitsizliği sağlanıyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eşitsizlik yön değiştirdiği

takdirde f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir [32].

Tanım 2.2. (J-Konveks Fonksiyon): I ⊆ R olmak üzere her κ,y ∈ I için

f
(
κ+ y

2

)
≤ f (κ)+ f (y)

2
(2.2)

koşulunu sağlayan f fonksiyonuna I üzerinde J-konveks fonksiyon denir [3].

Tanım 2.3. (h-Konveks Fonksiyon): h : I ⊆R→R pozitif bir fonksiyon olsun. ∀κ,y∈ I,

α ∈ (0,1) olmak üzere

f (ακ+(1−α)y)≤ h(α) f (κ)+h(1−α) f (y) (2.3)

koşulunu sağlayan f fonksiyonuna h-konveks fonksiyon denir. Eşitsizlik yön değiştirdiği

takdirde h fonksiyonuna h-konkav fonksiyon denir [33].

Tanım 2.4. (Kesin J-Konveks Fonksiyon): ∀κ,y ∈ I ve κ 6= y için

f
(
κ+ y

2

)
≤ f (κ)+ f (y)

2
(2.4)

koşulunu sağlayan f fonksiyonuna I üzerinde Kesin J-konveks fonksiyon denir [3].
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Tanım 2.5. (Quasi-Konveks Fonksiyon): S⊂Rn boştan farklı bir küme ve f : S→R bir

fonksiyon olsun. ∀κ,y ∈ S ve λ ∈ [0,1] için

f (λκ+(1−λ )y)≤max{ f (κ) , f (y)} (2.5)

şartını sağlıyorsa f fonksiyonuna quasi-konveks fonksiyon denir.

Aynı koşullar altında

f (λκ+(1−λ )y)≥max{ f (κ) , f (y)} (2.6)

ise f fonksiyonuna quasi-konkav fonksiyon denir [34].

Tanım 2.6. (Wright-Konveks Fonksiyon): f : I→ R bir fonksiyon olsun. y > 0, δ > 0

koşulları altında ∀κ,y,y+δ ∈ I ve ∀α ∈ [0,1] olmak üzere

1
2
[ f (αx+(1−α)y)+ f ((1−α)κ+αy)]≤max{ f (κ) , f (y)} (2.7)

ya da
1
2
[ f (y)+ f ((κ+δ ))]≤max{ f (κ) , f (y+δ )} (2.8)

eşitsizliklerinden herhangi biri gerçekleşiyorsa f fonksiyonuna I ⊆ R üzerinde

Wright-quasi-konveks fonksiyon denir [34].

Tanım 2.7. (J-Quasi-Konveks Fonksiyon): f : I→ R bir fonksiyon ve ∀κ,y ∈ I olsun.

f
(
κ+ y

2

)
≤max{ f (κ) , f (y)} (2.9)

eşitsizliği sağlanıyorsa f fonksiyonuna J-quasi-konvekstir denir [34].

Tanım 2.8. (Wright-Quasi-Konveks Fonksiyon): f : I→ R bir fonksiyon olsun. y > κ,

δ > 0 koşulları altında ∀κ,y,y+δ ∈ I ve ∀α ∈ [0,1] olmak üzere

1
2
[ f (αx+(1−α)y)+ f ((1−α)κ+αy)]≤max{ f (κ) , f (y)} (2.10)

eşitsizliği sağlanıyorsa f fonksiyonuna Wright-quasi-konvekstir denir [34].
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Tanım 2.9. (Log-Konveks Fonksiyon): f : I → R ve I ⊆ R aralık olsun. ∀κ,y ∈ I ve

α ∈ [0,1] olmak üzere

f (αx+(1−α)y)≤ f α (κ) f 1−α (y) (2.11)

eşitsizliği sağlanıyorsa f fonksiyonuna Log-konvekstir denir [32].

Tanım 2.10. (r-Konveks Fonksiyon): f pozitif bir fonksiyon olsun. ∀κ,y ∈ [κ1,κ2] ve

λ ∈ [0,1] için

f (λx+(1−λ )y)≤

 λ f r (κ)+(1−λ ) f r (y) , r 6= 0

[ f (κ)]λ [ f (y)]1−λ , r = 0
(2.12)

eşitsizliğini sağlayan f fonksiyonuna [κ1,κ2] aralığında r-konveks denir [35].

Tanım 2.11. (Birinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): R+ = [0,∞) , f : R+ → R bir

fonksiyon ve 0 < s≤ 1 olsun. αs +β s = 1 olmak üzere ∀κ,y ∈ R+ ve her α,β ≥ 0 için

f (αx+βy)≤ α
s f (κ)+β

s f (y) (2.13)

eşitsizliğini sağlayan f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Birinci

anlamda s-konveks fonksiyonların sınıfı K1
s ile tanımlanır [36].

Tanım 2.12. (İkinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): f : R+ → R ve 0 < s ≤ 1

olsun. α,β ≥ 0, α +β = 1 olmak üzere ∀κ,y ∈ R+ için

f (αx+βy)≤ α
s f (κ)+β

s f (y) (2.14)

eşitsizliğini sağlayan f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. İkinci

anlamda s-konveks fonksiyonların sınıfı K2
s ile gösterilir [36].

Burada birinci anlamda ve ikinci anlamda s konveks fonksiyon tanımları s = 1 için konveks

fonksiyon elde edilir.

Tanım 2.13. (m-Konveks Fonksiyon): f : [0,κ2]→R fonksiyon ve κ2 > 0 olsun. ∀κ,y∈

[0,κ2], m ∈ [0,1] ve ξ ∈ [0,1] olmak üzere

f (ξκ+m(1−ξ )y)≤ ξ f (κ)+m(1−ξ ) f (y) (2.15)
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eşitsizliğini sağlayan f fonksiyonuna m-konveks fonksiyon denir [37].

f (0) ≤ 0 eşitsizliğini sağlayan [0,κ2] aralığı üzerinde tanımlı bütün m-konveks

fonksiyonlar sınıfı Km (κ2) ile tanımlanır.

2.2. KESİRLİ İNTEGRALLER

Bu alt bölümde ilk olarak Gamma fonksiyonu tanımı verilip, daha sonra bir çok kesirli

integral operatörleri tanıtılacaktır.

Tanım 2.14. (Gamma Fonksiyonu) Γ gamma fonksiyonu, her α > 0 için

Γ(α) =

∞∫
0

κα−1e−κdκ (2.16)

şeklinde tanımlanır ve κ > 0 için yakınsaktır. Aynı zamanda

Γ(κ) = lim
n→∞

n!nκ

κ (κ+1) ...(κ+n)
(2.17)

olarak da tanımlanabilir [38].

Gamma fonksiyonunun bazı özellikleri aşağıdaki gibi sıralanabilir:

i) Γ(n+1) = nΓ(n) = n!,

ii) Γ
(1

2

)
=
√

π,

iii)
∞∫
0

κp

1+κdκ = Γ(p)Γ(1− p) = π

sin pπ
,0 < p < 1,

iv) 22n−1Γ(n)Γ
(
n+ 1

2

)
=
√

πΓ(2n) .

Tanım 2.15. (k-Gamma Fonksiyonu): k > 0, z ∈ C

Γk (z) =
∞∫

0

um−1e−
uk
k du,Re(z)> 0 (2.18)
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şeklinde tanımlanan Γk (z) fonksiyonuna k-gamma fonksiyonu denir. Ayrıca

Γk (z) = (k)
z
k−1

Γ

( z
k

)
(2.19)

olduğu aşikârdır.

Tanım 2.16. (Riemann-Liouville Kesirli İntegrali): f ∈ L1[κ1,κ2] olsun. α > 0 olmak

üzere α-inci mertebesinden Riemann-Liouville integralleri Jα
κ1+

f ve Jα
κ2− f sırasıyla

Jα
κ1+

f (κ) =
1

Γ(α)

∫ κ

κ1

(κ−ξ )α−1 f (ξ )dξ ,κ > κ1 (2.20)

ve

Jα
κ2− f (κ) =

1
Γ(α)

∫
κ2

κ
(ξ −κ)α−1 f (ξ )dξ ,κ < κ2 (2.21)

ile tanımlanır [39].

Tanım 2.17. (k-Riemann-Liouville Kesirli İntegrali): f ∈ L1[κ1,κ2] olsun. α > 0

olmak üzere α-inci mertebesinden k-Riemann-Liouville integralleri Jα

κ1+,k
f ve Jα

κ2−,k f

sırasıyla

Jα

κ1+,k
f (κ) =

1
kΓk (α)

∫ κ

κ1

(κ−ξ )
α

k −1 f (ξ )dξ , κ > κ1 (2.22)

ve

Jα
κ2−,k f (κ) =

1
kΓk (α)

∫
κ2

κ
(ξ −κ)

α

k −1 f (ξ )dξ ,κ < κ2 (2.23)

şeklinde tanımlanan f fonksiyonuna k-Riemann-Liouville kesirli integrali denir [40].

Tanım 2.18. (Katugampola Kesirli İntegrali): α ve ρ 6=−1 olmak üzere, Katugampola

kesirli integrali

ρ

κ1Iα
κ f (κ) =

(ρ +1)1−α

Γ(α)

κ∫
κ1

(
κρ+1−ξ

ρ+1)α−1
ξ

α
ξ

ρ f (ξ )dξ (2.24)

şeklinde tanımlanır [41].

Tanım 2.19. (Uyumlu Kesirli İntegralleri): α ∈ (n,n+1] ve β = α − n olsun. Bu

durumda sırasıyla α mertebeli sol uyumlu ve sağ uyumlu kesirli integralleri

(
Iκ1
α f
)
(ξ ) = Jn+1

κ
+
1

(
(ξ −α)β−1 f (ξ )

)
=

1
n!

ξ∫
κ1

(ξ −κ)n (κ−κ1)
β−1 f (κ)dκ (2.25)
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ve

(κ2Iα f )(ξ ) = Jn+1
κ
−
2

(
(κ2−ξ )β−1 f (ξ )

)
=

1
n!

ξ∫
κ1

(κ−ξ )n (κ2−κ)β−1 f (κ)dκ (2.26)

olarak tanımlanır [42].

Tanım 2.20. (Hadamard Kesirli İntegralleri): (κ1,κ2) (−∞≤ κ1 < κ2 ≤ ∞) aralığı R+

yarı ekseninde sınırlı veya sınırsız bir aralık olsun. Ayrıca Re(α)> 0, σ ∈ R+, ve η ∈ C

olsun. α ∈ C ve Re(α)> 0 için f ∈ L(κ1,κ2) ise

(
Hα

κ1+
f
)
(κ) :=

1
Γ(α)

κ∫
κ1

(
log

κ
ξ

)α−1 f (ξ )
ξ

dξ , κ > κ1, (2.27)

ve (
Hα

κ2− f
)
(κ) :=

1
Γ(α)

κ2∫
κ

(
log

ξ

κ

)α−1 f (ξ )
ξ

dξ , κ < κ2 (2.28)

kesirli integralleri sırasıyla sol taraflı ve sağ taraflı Hadamard kesirli integralleri denir [39].

Kesirli integraller için daha fazla bilgi için [39], [43], [44], [45] nolu kitaplara bakılabilir.

2.3. BAZI EŞİTSİZLİKLER

Bu alt bölümde bazı temel eşitsizlikler ve tezin temelini oluşturan bazı teoremler

verilecektir.

Tanım 2.21. (Hölder Eşitsizliği): x = (x1,x2, ...,xn) ve y = (y1,y2, ...,yn) reel veya

kompleks sayıların iki n−lisi olsun. O halde 1
p +

1
q = 1 olmak üzere,

a) p > 1 ise,
n

∑
k=1
|xkyk| ≤

(
n

∑
k=1
|xk|p

) 1
p
(

n

∑
k=1
|yk|q

) 1
q

(2.29)

b) p < 0 veya q < 0 ise

n

∑
k=1
|xkyk| ≥

(
n

∑
k=1
|xk|p

) 1
p
(

n

∑
k=1
|yk|q

) 1
q

(2.30)

sağlanır [3].
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Tanım 2.22. (İntegraller İçin Hölder Eşitsizliği): [κ1,κ2] ⊆ R, f ∈ Lp [κ1,κ2] ve g ∈

Lq [κ1,κ2] olsun. 1≤ p < ∞ ve 1
p +

1
q = 1 olmak üzere

κ2∫
κ1

| f (κ)| |g(κ)|dκ ≤

 κ2∫
κ1

| f (κ)|p
 1

p
 κ2∫

κ1

|g(κ)|q
 1

q

(2.31)

eşitsizliğine Hölder Eşitsizliği denir [46].

Tanım 2.23. (Jensen Eşitsizliği): f : I = [κ1,κ2]→ R, I üzerinde konveks bir fonksiyon

olsun. h : I→ (0,∞) ve u : I→ R+ = [0,∞) integrallenebilir fonksiyonlar ise bu durumda

f


κ2∫
κ1

h(ξ )u(ξ )dξ

κ2∫
κ1

h(ξ )dξ

≤
κ2∫
κ1

h(ξ ) f (u(ξ ))dξ

κ2∫
κ1

h(ξ )dξ

(2.32)

eşitsizliğine Jensen eşitsizliği denir. f konkav fonksiyon olduğunda eşitsizlik yön değiştirir

[47].

Teorem 2.24. f : I◦ ⊂ R→ R, I◦ üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve κ1 < κ2

(I◦, I nın içi) için κ1,κ2 ∈ I◦ olsun. Eğer f
′ ∈ [κ1,κ2] ise bu durumda

1
κ2−κ1

κ2∫
κ1

f (κ)dκ− f
(

κ1 +κ2

2

)
(2.33)

= (κ2−κ1)

 1/2∫
0

ξ f
′
(ξ κ1 +(1−ξ )κ2)dξ +

1∫
1/2

(ξ −1) f
′
(ξ κ1 +(1−ξ )κ2)dξ


dır [6].

Teorem 2.25. f : I◦ ⊂ R→ R, I◦ üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve κ1 < κ2

için κ1,κ2 ∈ I◦ olsun. Eğer
∣∣∣ f ′∣∣∣ fonksiyonu [κ1,κ2] aralığı üzerinde konveks fonksiyon ise

bu durumda∣∣∣∣∣∣ 1
κ2−κ1

κ2∫
κ1

f (κ)dκ− f
(

κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣∣∣≤ κ2−κ1

8

(∣∣∣ f ′ (κ1)
∣∣∣+ ∣∣∣ f ′ (κ2)

∣∣∣) (2.34)

eşitsizliği elde edilir [6].
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Teorem 2.26. f : I◦ ⊂ R→ R, I◦ üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve κ1 < κ2

için κ1,κ2 ∈ I◦ olsun. Eğer
∣∣∣ f ′ (κ1)

∣∣∣q fonksiyonu [κ1,κ2] aralığı üzerinde konveks ve p > 1

olmak üzere, 1
p +

1
q = 1 ise bu durumda

∣∣∣∣∣∣ 1
κ2−κ1

κ2∫
κ1

f (κ)dκ− f
(

κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣∣∣ (2.35)

≤ κ2−κ1

16

(
4

p+1

)1/p[(∣∣∣ f ′ (κ1)
∣∣∣q +3

∣∣∣ f ′ (κ2)
∣∣∣q)1/q

+
(

3
∣∣∣ f ′ (κ1)

∣∣∣q + ∣∣∣ f ′ (κ2)
∣∣∣q)1/q

]

eşitsizliği elde edilir [6].

Teorem 2.27. f : I◦ ⊂ R→ R, I◦ üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve κ1 < κ2

için κ1,κ2 ∈ I◦ olsun. Eğer
∣∣∣ f ′ (κ1)

∣∣∣q fonksiyonu [κ1,κ2] aralığı üzerinde konveks ve p > 1

ise bu durumda ∣∣∣∣∣∣ 1
κ2−κ1

κ2∫
κ1

f (κ)dκ− f
(

κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣∣∣ (2.36)

≤
(

κ2−κ1

4

)(
4

p+1

)1/p(∣∣∣ f ′ (κ1)
∣∣∣+ ∣∣∣ f ′ (κ2)

∣∣∣)
eşitsizliği elde edilir. Burada 1

p +
1
q = 1 dir [6].

Teorem 2.28. (Kesirli Hermite-Hadamard Eşitsizliği): f : [κ1,κ2]→ R bir fonksiyon

ve f ∈ L1 [κ1,κ2] olsun. Eğer f fonksiyonu [κ1,κ2] aralığı üzerinde konveks bir fonksiyon

ise, α > 0 olmak üzere Riemann-Liouville kesirli integralleri için

f
(

κ1 +κ2

2

)
≤ Γ(α +1)

2(κ2−κ1)
α

[
Jα

κ1+
f (κ2)+ Jα

κ2− f (κ1)
]
≤ f (κ1)+ f (κ2)

2
(2.37)

eşitsizlikleri vardır [14].

Teorem 2.29. f : [κ1,κ2]→ R bir fonksiyon ve f ∈ L1 [κ1,κ2] olsun. Eğer f fonksiyonu

[κ1,κ2] aralığı üzerinde konveks bir fonksiyon ise, α > 0 olmak üzere Riemann-Liouville

kesirli integralleri için

f
(

κ1 +κ2

2

)
≤ 2α−1Γ(α +1)

(κ2−κ1)
α

[
Jα(

κ1+κ2
2

)
+

f (κ2)+ Jα(
κ1+κ2

2

)
−

f (κ1)

]
(2.38)
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≤ f (κ1)+ f (κ2)

2

eşitsizlikleri vardır [17].

Lemma 2.30. f : [κ1,κ2]→ R fonksiyonu (κ1,κ2) aralığı üzerinde diferansiyellenebilir

bir fonksiyon olsun. f
′ ∈ L1 [κ1,κ2] ise bu durumda Riemann kesirli integralleri için

aşağıdaki özdeşlik verilir.

f
(

κ1 +κ2

2

)
≤ Γ(α +1)

2(κ2−κ1)
α

[
Jα

κ1+
f (κ2)+ Jα

κ2− f (κ1)
]
=

κ2−κ1

2

4

∑
k=1

Ik. (2.39)

Burada

I1 =

1/2∫
0

ξ
α f
′
(ξ κ2 +(1−ξ )κ1)dξ , (2.40)

I2 =

1/2∫
0

(−ξ
α) f

′
(ξ κ1 +(1−ξ )κ2)dξ ,

I3 =

1∫
1/2

(ξ α −1) f
′
(ξ κ2 +(1−ξ )κ1)dξ ,

I4 =

1∫
1/2

(1−ξ
α) f

′
(ξ κ1 +(1−ξ )κ2)dξ

dir [15].

Teorem 2.31. f : [κ1,κ2]→ R fonksiyonu (κ1,κ2) aralığı üzerinde diferansiyellenebilir

bir fonksiyon olsun. Eğer
∣∣∣ f ′∣∣∣ fonksiyonu [κ1,κ2] aralığı üzerinde konveks bir fonksiyon

ise 0 < α ≤ 1 olmak üzere Riemann-Liouville kesirli integralleri için∣∣∣∣ f (κ1 +κ2

2

)
≤ Γ(α +1)

2(κ2−κ1)
α

[
Jα

κ1+
f (κ2)+ Jα

κ2− f (κ1)
]∣∣∣∣ (2.41)

≤ κ2−κ1

2α+1 (α +1)

(∣∣∣ f ′(κ1)
∣∣∣+ ∣∣∣ f ′(κ2)

∣∣∣)
eşitsizliği elde edilir [15].

Teorem 2.32. f : [κ1,κ2]→ R fonksiyonu (κ1,κ2) aralığı üzerinde diferansiyellenebilir

bir fonksiyon ve f
′ ∈ L1 [κ1,κ2] olsun. | f ′|q , p≥ 1, fonksiyonu (κ1,κ2) aralığı üzerinde
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konveks fonksiyon ise bu durumda Riemann-Liouville kesirli integralleri için∣∣∣∣ f (κ1 +κ2

2

)
≤ Γ(α +1)

2(κ2−κ1)
α

[
Jα

κ1+
f (κ2)+ Jα

κ2− f (κ1)
]∣∣∣∣ (2.42)

≤ κ2−κ1

2α+1 (α p+1)1/p

×


3

∣∣∣ f ′ (κ1)
∣∣∣q + ∣∣∣ f ′ (κ2)

∣∣∣q
4

1/q

+


∣∣∣ f ′ (κ1)

∣∣∣q +3
∣∣∣ f ′ (κ2)

∣∣∣q
4

1/q
eşitsizliği elde edilir. Burada 0 < α ≤ 1 ve 1

p +
1
q = 1’dir [15].

Teorem 2.33. f : [κ1,κ2]→ R fonksiyonu (κ1,κ2) aralığı üzerinde diferansiyellenebilir

bir fonksiyon ve f
′ ∈ L1 [κ1,κ2] olsun. | f ′|q , q > 1, fonksiyonu (κ1,κ2) aralığı üzerinde

konveks fonksiyon ise bu durumda Riemann-Liouville kesirli integralleri için∣∣∣∣ f (κ1 +κ2

2

)
≤ Γ(α +1)

2(κ2−κ1)
α

[
Jα

κ1+
f (κ2)+ Jα

κ2− f (κ1)
]∣∣∣∣ (2.43)

≤ κ2−κ1

2α+1 (α +1)


(α +1)

∣∣∣ f ′ (κ2)
∣∣∣q +(α +3)

∣∣∣ f ′ (κ1)
∣∣∣q

2(α +2)

1/q

+

(α +1)
∣∣∣ f ′ (κ1)

∣∣∣q +(α +3)
∣∣∣ f ′ (κ2)

∣∣∣q
2(α +2)

1/q
eşitsizliği elde edilir. Burada α > 0 ve 1

p +
1
q = 1’dir [15].

2.4. GENELLEŞTİRİLMİŞ KESİRLİ İNTEGRAL OPERATÖRLERİ

Bu alt bölümde tezde sıkça kullanılacak olan ve Sarıkaya ve Ertuğral tarafından tanımlanan

genelleştirilmiş integral operatörleri tanıtılacaktır [48].

İlk olarak aşağıdaki koşulu sağlayan ϕ : [0,∞)→ [0,∞) fonksiyonu tanımlansın:

∫ 1

0

ϕ (ξ )

ξ
dξ < ∞ (2.44)
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Aşağıdaki sol taraflı ve sağ taraflı genelleştirilmiş kesirli integral operatörlerini sırasıyla şu

şekilde tanımlanır:

κ1+Jϕ f (κ) =
∫ κ

κ1

ϕ (κ−ξ )

κ−ξ
f (ξ )dξ , κ > κ1, (2.45)

κ2−Jϕ f (κ) =
∫

κ2

κ

ϕ (ξ −κ)
ξ −κ

f (ξ )dξ , κ < κ2. (2.46)

Genelleştirilmiş kesirli integrallerin en önemli özelliği, Riemann-Liouville kesirli integral,

k-Riemann-Liouville kesirli integral, Katugampola kesirli integralleri, vb. gibi bazı kesirli

integral türlerini genelleştirmektedir. (2.45) ve (2.46) integral operatörlerinin bu önemli

özel durumlarından bazıları aşağıda belirtilmiştir.

i) ϕ (ξ ) = ξ olarak seçilirse, (2.45) ve (2.46) operatörleri Riemann integraline,

ii) ϕ (ξ ) = ξ α−1

Γ(α) olarak alınırsa, (2.45) ve (2.46) operatörleri Riemann-Liouville kesirli

operatörlerine,

ii) ϕ (ξ ) = ξ
α
k −1

kΓk(α) olarak alınırsa, (2.45) ve (2.46) operatörleri k-Riemann-Liouville kesirli

operatörlerine dönüşür.

Sarıkaya ve Ertuğral ayrıca genelleştirilmiş kesirli integral operatörleri için aşağıdaki

Hermite-Hadamard eşitsizliğini elde etmiştir.

Teorem 2.34. f : [κ1,κ2]→ R fonksiyonu [κ1,κ2] aralığı üzerinde konveks bir fonksiyon

olsun. O halde genelleştirilmiş kesirli integral operatörleri için aşağıdaki eşitsizlikler elde

edilir:

f
(

κ1 +κ2

2

)
≤ 1

2Ψ(1)
[

κ1+Jϕ f (κ2)+κ2− Jϕ f (κ1)
]
≤ f (κ1)+ f (κ2)

2
. (2.47)

Burada Ψ : [0,1]→ R fonksiyonu

Ψ(κ) =
κ∫

0

ϕ ((κ2−κ1)ξ )

ξ
dξ (2.48)

ile tanımlanır [48].
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Genelleştirilmiş kesirli integraller üzerine ispatlanmış diğer sonuçlar için [49], [50], [51],

[52], [53], [54] nolu makaleler incelenebilir.

2.5. GENELLEŞTİRİLMİŞ ORTA NOKTA TİPLİ EŞİTSİZLİKLER

Bu alt bölümde Qaisar ve Hussain tarafından elde edilen bazı genelleştirilmiş orta nokta

eşitsizlikleri ispatsız olarak sunulacaktır [13].

Lemma 2.35. f : I ⊆ R→ R, I◦ üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve κ1 < κ2

için κ1,κ2 ∈ I◦ olsun. Her bir κ ∈ [κ1,κ2] için f
′ ∈ L [κ1,κ2] ise

1
κ2−κ1

κ2∫
κ1

f (u)du− f (κ1 +κ2−κ) (2.49)

=
(κ−κ1)

2

(κ2−κ1)

1∫
0

(1−ξ ) f
′
(ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))dξ

+
(κ2−κ)2

(κ2−κ1)

1∫
0

(ξ −1) f
′
(ξ κ1 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))dξ

eşitliği elde edilir [13].

Teorem 2.36. f : I ⊆ R→ R, I◦ üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Kabul

edilsin ki p ∈ R, p > 1 için
∣∣∣ f ′∣∣∣q fonksiyonu I üzerinde konveks bir fonksiyon olsun.

κ1 < κ2 için κ1,κ2 ∈ I◦ olsun. Her bir κ ∈ [κ1,κ2] olmak üzere f
′ ∈ L [κ1,κ2] olduğu

kabul edilirse∣∣∣∣∣∣ 1
κ2−κ1

κ2∫
κ1

f (u)du− f (κ1 +κ2−κ)

∣∣∣∣∣∣ (2.50)

≤
(

1
p+1

)1/p(1
2

)1/q
[
(κ−κ1)

2

(κ2−κ1)

[∣∣∣ f ′ (κ2)
∣∣∣q + ∣∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)

∣∣∣q]1/q

+
(κ2−κ)2

(κ2−κ1)

[∣∣∣ f ′ (κ1)
∣∣∣q + ∣∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)

∣∣∣q]1/q
]

eşitsizliği elde edilir. Burada 1
p +

1
q = 1 dir [13].

Teorem 2.37. f : I ⊆ R→ R, I◦ üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. q≥ 1

için
∣∣∣ f ′∣∣∣q fonksiyonu I üzerinde konveks bir fonksiyon olsun. κ1 < κ2 için κ1,κ2 ∈ I◦ ve
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her bir κ ∈ [κ1,κ2] olmak üzere f
′ ∈ L [κ1,κ2] olduğu kabul edilirse∣∣∣∣∣∣ 1

κ2−κ1

κ2∫
κ1

f (u)du− f (κ1 +κ2−κ)

∣∣∣∣∣∣ (2.51)

≤ 1
2

(
1
3

)1/q

×

[
(κ−κ1)

2

(κ2−κ1)

[∣∣∣ f ′ (κ2)
∣∣∣q +2

∣∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)
∣∣∣q]1/q

+
(κ2−κ)2

(κ2−κ1)

[∣∣∣ f ′ (κ1)
∣∣∣q +2

∣∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)
∣∣∣q]1/q

]

eşitsizliği elde edilir. Burada 1
p +

1
q = 1 dir [13].

Teorem 2.38. f , Lemma 2.35’deki gibi tanımlansın.
∣∣∣ f ′∣∣∣ fonksiyonu I üzerinde konveks

bir fonksiyon ise bu durumda∣∣∣∣∣∣ 1
κ2−κ1

κ2∫
κ1

f (u)du− f (κ1 +κ2−κ)

∣∣∣∣∣∣ (2.52)

≤ (κ−κ1)
2

(κ2−κ1)


∣∣∣ f ′ (κ2)

∣∣∣+2
∣∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)

∣∣∣
6


+
(κ2−κ)2

(κ2−κ1)


∣∣∣ f ′ (κ1)

∣∣∣+2
∣∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)

∣∣∣
6


eşitsizliği elde edilir [13].

Teorem 2.39. f : I ⊆ R→ R, I◦ üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. q > 1

için
∣∣∣ f ′∣∣∣q fonksiyonu I üzerinde konveks bir fonksiyon olsun. κ1 < κ2 için κ1,κ2 ∈ I◦ ve

her bir κ ∈ [κ1,κ2] olmak üzere f
′ ∈ L [κ1,κ2] olduğu kabul edilirse∣∣∣∣∣∣ 1

κ2−κ1

κ2∫
κ1

f (u)du− f (κ1 +κ2−κ)

∣∣∣∣∣∣ (2.53)

≤
[

q−1
2q−1

]p
(κ−κ1)

2
∣∣∣ f ′ (κ1+2κ2−κ

2

)∣∣∣+(κ2−κ)2
∣∣∣ f ′ (κ1+2κ2−κ

2

)∣∣∣
κ2−κ1


dir. Burada 1

p +
1
q = 1 dir [13].

Teorem 2.40. f : I ⊆ R→ R, I◦ üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. q≥ 1

için
∣∣∣ f ′∣∣∣q fonksiyonu I üzerinde konkav bir fonksiyon olsun. κ1 < κ2 için κ1,κ2 ∈ I◦ ve
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her bir κ ∈ [κ1,κ2] olmak üzere f
′ ∈ L [κ1,κ2] olduğu kabul edilirse∣∣∣∣∣∣ 1

κ2−κ1

κ2∫
κ1

f (u)du− f (κ1 +κ2−κ)

∣∣∣∣∣∣ (2.54)

≤ 1
2

[
(κ−κ1)

2

(κ2−κ1)

∣∣∣∣ f ′(2κ1 +3κ2−2κ
3

)∣∣∣∣+ (κ2−κ)2

(κ2−κ1)

∣∣∣∣ f ′(3κ1 +2κ2−2κ
2

)∣∣∣∣
]

eşitsizliği elde edilir. Burada 1
p +

1
q = 1 dir [13].
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3. RIEMANN-LIOUVILLE KESİRLİ İNTEGRALLERİ İÇİN ORTA

NOKTA TİPLİ EŞİTSİZLİKLER

Bu bölümde Budak ve Agarwal tarafından elde edilen bazı Orta-Nokta tipli eşitsizlikler

sunulacaktır. Bunun için ilk olarak daha sonra sıkça kullanılacak olan aşağıdaki Lemma

verilecektir [16].

Lemma 3.1. f : [κ1,κ2]→ R fonksiyonu (κ1,κ2) aralığı üzerinde diferansiyellenebilir ve

κ1 < κ2 olsun. Her κ ∈ [κ1,κ2] olmak üzere f ′ ∈ L [κ1,κ2] ise Riemann-Liouville kesirli

integralleri için

Γ(α +1)
κ2−κ1

[
(κ−κ1)

1−α Jα
κ2− f (κ1 +κ2−κ) (3.1)

+(κ2−κ)1−α Jα
κ1+

f (κ1 +κ2−κ)
]

− f (κ1 +κ2−κ)

=
(κ−κ1)

2

κ2−κ1

1∫
0

(1−ξ
α) f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))dξ

+
(κ2−κ)2

κ2−κ1

1∫
0

(ξ α −1) f ′ (ξ κ1 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))dξ

eşitliği sağlanır.

İspat. Kısmi integrasyon kullanılarak,

1∫
0

(1−ξ
α) f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))dξ (3.2)

= (1−ξ
α)

f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))
κ−κ1

∣∣∣∣1
0
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+
α

κ−κ1

1∫
0

ξ
α−1 f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))dξ

= − f (κ1 +κ2−κ)
κ−κ1

+
Γ(1+α)

(κ−κ1)
α+1

κ2∫
κ1+κ2−κ

(u− (κ1 +κ2−κ))α−1 f (u)du

= − f (κ1 +κ2−κ)
κ−κ1

+
Γ(1+α)

(κ−κ1)
α+1 Jα

κ2− f (κ1 +κ2−κ)

elde edilir. Benzer şekilde

1∫
0

(ξ α −1) f ′ (ξ κ1 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))dξ (3.3)

= − f (κ1 +κ2−κ)
κ2−κ

+
Γ(1+α)

(κ2−κ)α+1 Jα
κ1+

f (κ1 +κ2−κ)

elde edilir. (3.2) ve (3.3) özdeşlikleri ile istenen (3.1) sonucu elde edilir.

Teorem 3.2. f : [κ1,κ2]→ R fonksiyonu (κ1,κ2) aralığı üzerinde diferansiyellenebilir

ve 0 ≤ κ1 < κ2 olsun. Kabul edilsin ki q > 1 için [κ1,κ2] aralığı üzerinde | f ′|q konveks

bir fonksiyon olsun. Bu takdirde her κ ∈ [κ1,κ2] olmak üzere Riemann-Liouville kesirli

integralleri için∣∣∣∣Γ(α +1)
κ2−κ1

[
(κ−κ1)

1−α Jα
κ2− f (κ1 +κ2−κ) (3.4)

+(κ2−κ)1−α Jα
κ1+

f (κ1 +κ2−κ)
]
− f (κ1 +κ2−κ)

≤ 1
κ2−κ1

(
α p

α p+1

) 1
p
[
(κ−κ1)

2
[
| f ′(κ2)|q + | f ′(κ1 +κ2−κ)|q

2

] 1
q

+(κ2−κ)2
[
| f ′(κ1)|q + | f ′(κ1 +κ2−κ)|q

2

] 1
q
]

eşitsizliği sağlanır. Burada 1
p +

1
q = 1’dir.

İspat. Lemma 3.1’den,∣∣∣∣Γ(α +1)
κ2−κ1

[
(κ−κ1)

1−α Jα
κ2− f (κ1 +κ2−κ) (3.5)
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+(κ2−κ)1−α Jα
κ1+

f (κ1 +κ2−κ)
]
− f (κ1 +κ2−κ)|

≤ (κ−κ1)
2

κ2−κ1

1∫
0

|1−ξ
α |
∣∣ f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))

∣∣dξ

+
(κ2−κ)2

κ2−κ1

1∫
0

|ξ α −1|
∣∣ f ′ (ξ κ1 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))

∣∣dξ

dır. | f ′|q fonksiyonunun konveksliği ve Hölder eşitsizliği kullanılarak,

1∫
0

|1−ξ
α |
∣∣ f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))

∣∣dξ (3.6)

≤

 1∫
0

|1−ξ
α |p dξ

 1
p
 1∫

0

∣∣ f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))
∣∣q dξ

 1
q

≤

 1∫
0

(1−ξ
pα)dξ

 1
p

×

 1∫
0

[
ξ
∣∣ f ′ (κ2)

∣∣q +(1−ξ )
∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)

∣∣q]dξ

 1
q

=

(
α p

α p+1

) 1
p
(
| f ′(κ2)|q + | f ′(κ1 +κ2−κ)|q

2

) 1
q

eşitsizliği elde edilir. Burada herhangi A > B≥ 0 ve q≥ 1 için

(A−B)q ≤ Aq−Bq (3.7)

eşitsizliği kullanılmıştır.

Benzer şekilde

1∫
0

|ξ α −1|
∣∣ f ′ (ξ κ1 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))

∣∣dξ (3.8)

≤
(

α p
α p+1

) 1
p
(
| f ′(κ1)|q + | f ′(κ1 +κ2−κ)|q

2

) 1
q
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eşitsizliği elde edilir. (3.6) ve (3.8) eşitsizlikleri (3.5)’te yerine konulursa istenilen sonuç

elde edilir.

Sonuç 3.3. Teorem 3.2’nin şartları altında κ = κ1+κ2
2 alınırsa

∣∣∣∣2α−1Γ(α +1)
(κ2−κ1)

α

[
Jα

κ2− f
(

κ1 +κ2

2

)
+ Jα

κ1+
f
(

κ1 +κ2

2

)]
− f

(
κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣(3.9)

≤ κ2−κ1

4

(
α p

α p+1

) 1
p

×

[(
3 | f ′(κ1)|q + | f ′ (κ2)|q

4

) 1
q

+

(
3 | f ′(κ2)|q + | f ′ (κ1)|q

4

) 1
q
]

≤ κ2−κ1

4

(
4α p

α p+1

) 1
p [∣∣ f ′(κ1)

∣∣+ ∣∣ f ′(κ2)
∣∣]

eşitsizliği elde edilir.

İspat. (3.9)’daki ilk eşitsizliğin ispatı | f ′|q fonksiyonunun konveksliğinden açıktır. İkinci

eşitsizliğin ispatı için, a1 = 3 | f ′(κ1)|q , b1 = 3 | f ′(κ2)|q ve a2 = | f ′(κ1)|q , b2 = | f ′(κ1)|q

olsun.
n

∑
k=1

(ak +bk)
s ≤

n

∑
k=1

as
k +

n

∑
k=1

bs
k, 0≤ s < 1 (3.10)

eşitsizliğinin kullanılmasıyla istenilen sonuç doğrudan elde edilebilir.

Teorem 3.4. f : [κ1,κ2]→ R fonksiyonu (κ1,κ2) aralığı üzerinde diferansiyellenebilir

ve 0 ≤ κ1 < κ2 olsun. Kabul edilsin ki q ≥ 1 için [κ1,κ2] aralığı üzerinde | f ′|q konveks

bir fonksiyon olsun. Bu takdirde κ ∈ [κ1,κ2] olmak üzere Riemann-Liouville kesirli

integralleri için

Γ(α +1)
κ2−κ1

[
(κ−κ1)

1−α Jα
κ2− f (κ1 +κ2−κ) (3.11)

+(κ2−κ)1−α Jα
κ1+

f (κ1 +κ2−κ)
]
− f (κ1 +κ2−κ)

∣∣∣
≤ 1

κ2−κ1

(
α

α +1

)1− 1
q

×

[
(κ−κ1)

2
(

α

2(α +2)

∣∣ f ′ (κ2)
∣∣q +[(α +1)(α +2)−2

2(α +1)(α +2)

]∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)
∣∣q) 1

q

+(κ2−κ)2
(

α

2(α +2)

∣∣ f ′ (κ1)
∣∣q +[(α +1)(α +2)−2

2(α +1)(α +2)

]∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)
∣∣q) 1

q
]
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eşitsizliği vardır.

İspat. Lemma 3.1 ve power mean eşitsizliğinden,∣∣∣∣Γ(α +1)
κ2−κ1

[
(κ−κ1)

1−α Jα
κ2− f (κ1 +κ2−κ) (3.12)

+(κ2−κ)1−α Jα
κ1+

f (κ1 +κ2−κ)
]

− f (κ1 +κ2−κ)|

≤ (κ−κ1)
2

κ2−κ1

1∫
0

|1−ξ
α |
∣∣ f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))

∣∣dξ

+
(κ2−κ)2

κ2−κ1

1∫
0

|ξ α −1|
∣∣ f ′ (ξ κ1 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))

∣∣dξ

≤ (κ−κ1)
2

κ2−κ1

 1∫
0

|1−ξ
α |dξ

1− 1
q

×

 1∫
0

|1−ξ
α |
∣∣ f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))

∣∣q dξ

 1
q

+
(κ2−κ)2

κ2−κ1

 1∫
0

|ξ α −1|dξ

1− 1
q

×

 1∫
0

|ξ α −1|
∣∣ f ′ (ξ κ1 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))

∣∣q dξ

 1
q

yazılabilir. | f ′|q fonksiyonunun konveksliği kullanılırsa,

1∫
0

|1−ξ
α |
∣∣ f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))

∣∣q dξ (3.13)

≤
1∫

0

(1−ξ
α)
[
ξ
∣∣ f ′ (κ2)

∣∣q +(1−ξ )
∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)

∣∣q]dξ

=
α

2(α +2)

∣∣ f ′ (κ2)
∣∣q +[(α +1)(α +2)−2

2(α +1)(α +2)

]∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)
∣∣q
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elde edilir. Benzer şekilde

1∫
0

|ξ α −1|
∣∣ f ′ (ξ κ1 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))

∣∣q dξ (3.14)

≤ α

2(α +2)

∣∣ f ′ (κ1)
∣∣q +[(α +1)(α +2)−2

2(α +1)(α +2)

]∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)
∣∣q

bulunur. Bu sonuç ispatı tamamlar.

Sonuç 3.5. Teorem 3.4’ün koşulları altında κ = κ1+κ2
2 alınırsa aşağıdaki eşitsizlik elde

edilir: ∣∣∣∣2α−1Γ(α +1)
(κ2−κ1)

α

[
Jα

κ2− f
(

κ1 +κ2

2

)
+ Jα

κ1+
f
(

κ1 +κ2

2

)]
(3.15)

− f
(

κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣
≤ κ2−κ1

4

(
α

α +1

)1− 1
q

×

[(
α (3α +5)

4(α +1)(α +2)

∣∣ f ′ (κ2)
∣∣q +[(α +1)(α +2)−2

4(α +1)(α +2)

]∣∣ f ′ (κ1)
∣∣q) 1

q

+

(
α (3α +5)

4(α +1)(α +2)

∣∣ f ′ (κ1)
∣∣q +[(α +1)(α +2)−2

4(α +1)(α +2)

]∣∣ f ′ (κ2)
∣∣q) 1

q
]
.

Sonuç 3.6. Sonuç 3.5’de q = 1 alınırsa, bu durumda∣∣∣∣2α−1Γ(α +1)
(κ2−κ1)

α

[
Jα

κ2− f
(

κ1 +κ2

2

)
+ Jα

κ1+
f
(

κ1 +κ2

2

)]
− f
(

κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣ (3.16)

≤ ακ (2−κ1)

4(α +1)
[∣∣ f ′ (κ1)

∣∣+ ∣∣ f ′ (κ2)
∣∣]

eşitsizliği elde edilir.

Teorem 3.7. f : [κ1,κ2]→ R fonksiyonu (κ1,κ2) aralığı üzerinde diferansiyellenebilir

ve 0 ≤ κ1 < κ2 olsun. Kabul edilsin ki q > 1 için [κ1,κ2] aralığı üzerinde | f ′|q konkav

bir fonksiyon olsun. Bu takdirde κ ∈ [κ1,κ2] olmak üzere Riemann-Liouville kesirli

integralleri için∣∣∣∣Γ(α +1)
κ2−κ1

[
(κ−κ1)

1−α Jα
κ2− f (κ1 +κ2−κ)+(κ2−κ)1−α Jα

κ1+
f (κ1 +κ2−κ)

]
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(3.17)

− f (κ1 +κ2−κ)|

≤ 1
κ2−κ1

(
α p

α p+1

) 1
p

×
[
(κ−κ1)

2
∣∣∣∣ f ′(κ1 +2κ2−κ

2

)∣∣∣∣+(κ2−κ)2
∣∣∣∣ f ′(2κ1 +κ2−κ

2

)∣∣∣∣]

eşitsizliği elde edilir. Burada 1
q +

1
p = 1’dir.

İspat. Lemma 3.1 ve Hölder eşitsizliğinden,∣∣∣∣Γ(α +1)
κ2−κ1

[
(κ−κ1)

1−α Jα
κ2− f (κ1 +κ2−κ) (3.18)

+(κ2−κ)1−α Jα
κ1+

f (κ1 +κ2−κ)
]
− f (κ1 +κ2−κ)

∣∣∣
≤ (κ−κ1)

2

κ2−κ1

1∫
0

|1−ξ
α |
∣∣ f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))

∣∣dξ

+
(κ2−κ)2

κ2−κ1

1∫
0

|ξ α −1|
∣∣ f ′ (ξ κ1 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))

∣∣dξ

≤ (κ−κ1)
2

κ2−κ1

 1∫
0

(1−ξ
α)p dξ

 1
p
 1∫

0

∣∣ f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))
∣∣q dξ

 1
q

+
(κ2−κ)2

κ2−κ1

 1∫
0

(1−ξ
α)p dξ

 1
p
 1∫

0

∣∣ f ′ (ξ κ1 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))
∣∣q dξ

 1
q

elde edilir. | f ′|q, [κ1,κ2] üzerinde konkav fonksiyon olduğundan Jensen integral eşitsizliği

kullanılarak,

1∫
0

∣∣ f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))
∣∣q dξ (3.19)

=

1∫
0

ξ
0 ∣∣ f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))

∣∣q dξ

≤

 1∫
0

ξ
0dξ


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ f
′

 1
1∫
0

ξ 0dξ

1∫
0

ξ
0 (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))dξ


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
q
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=

∣∣∣∣ f ′(κ1 +2κ2−κ
2

)∣∣∣∣q
eşitsizliği elde edilir. Benzer şekilde

1∫
0

∣∣ f ′ (ξ κ1 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))
∣∣q dξ ≤

∣∣∣∣ f ′(2κ1 +κ2−κ
2

)∣∣∣∣q (3.20)

dir. (3.18) eşitsizliğinde (3.19) ve (3.20) eşitsizlikleri yerine konulup,

1∫
0

(1−ξ
α)p dξ ≤

1∫
0

(1−ξ
pα)dξ =

α p
α p+1

(3.21)

eşitliği kullanılırsa istenilen sonuç elde edilir.

Sonuç 3.8. Teorem 3.7’nin koşulları altında κ = κ1+κ2
2 seçilirse bu durumda aşağıdaki

eşitsizlik elde edilir:∣∣∣∣2α−1Γ(α +1)
(κ2−κ1)

α

[
Jα

κ2− f
(

κ1 +κ2

2

)
+ Jα

κ1+
f
(

κ1 +κ2

2

)]
− f

(
κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣(3.22)

≤
(

α p
α p+1

) 1
p
(

κ2−κ1

4

)[∣∣∣∣ f ′(κ1 +3κ2

4

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ f ′(3κ1 +κ2

4

)∣∣∣∣] .
Teorem 3.9. f : [κ1,κ2]→ R fonksiyonu (κ1,κ2) aralığı üzerinde diferansiyellenebilir

ve 0 ≤ κ1 < κ2 olsun. Kabul edilsin ki q > 1 için [κ1,κ2] aralığı üzerinde | f ′|q konkav

bir fonksiyon olsun. Bu takdirde κ ∈ [κ1,κ2] olmak üzere Riemann-Liouville kesirli

integralleri için∣∣∣∣Γ(α +1)
κ2−κ1

[
(κ−κ1)

1−α Jα
κ2− f (κ1 +κ2−κ)+(κ2−κ)1−α Jα

κ1+
f (κ1 +κ2−κ)

]

− f (κ1 +κ2−κ)|

(3.23)

≤ 1
κ2−κ1

(
α

α +1

)2− 1
q

×
[
(κ−κ1)

2
∣∣∣∣ f ′(2α (α +2)κ2 +[(α +1)(α +2)−2] (κ1−κ)

2(α +2)

)∣∣∣∣q

25



+ (κ2−κ)2
∣∣∣∣ f ′(2α (α +2)κ1 +[(α +1)(α +2)−2] (κ2−κ)

2(α +2)

)∣∣∣∣q]

eşitsizliği vardır.

İspat. (3.12) eşitsizliğinden∣∣∣∣Γ(α +1)
κ2−κ1

[
(κ−κ1)

1−α Jα
κ2− f (κ1 +κ2−κ)+(κ2−κ)1−α Jα

κ1+
f (κ1 +κ2−κ)

]
(3.24)

− f (κ1 +κ2−κ)|

≤ (κ−κ1)
2

κ2−κ1

 1∫
0

|1−ξ
α |dξ

1− 1
q
 1∫

0

|1−ξ
α |
∣∣ f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))

∣∣q dξ

 1
q

+
(κ2−κ)2

κ2−κ1

 1∫
0

|ξ α −1|dξ

1− 1
q
 1∫

0

|ξ α −1|
∣∣ f ′ (ξ κ1 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))

∣∣q dξ

 1
q

dır. | f ′|q, [κ1,κ2] üzerinde konkav fonksiyon olduğundan, Jensen integral eşitsizliği

kullanılırsa,

1∫
0

|1−ξ
α |
∣∣ f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))

∣∣q dξ (3.25)

≤

 1∫
0

(1−ξ
α)dξ



× f ′

 1
1∫
0
(1−ξ α)dξ

1∫
0

(1−ξ
α)(ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))dξ


=

α

α +1

∣∣∣∣ f ′(2α (α +2)κ2 +[(α +1)(α +2)−2] (κ1−κ)
2(α +2)

)∣∣∣∣q
dır. Benzer şekilde,

1∫
0

|ξ α −1|
∣∣ f ′ (ξ κ1 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))

∣∣q dξ (3.26)

≤ α

α +1

∣∣∣∣ f ′(2α (α +2)κ1 +[(α +1)(α +2)−2] (κ2−κ)
2(α +2)

)∣∣∣∣q
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dir. Bu da ispatı tamamlar.

Sonuç 3.10. Teorem 3.7’nin koşulları altında κ = κ1+κ2
2 alınırsa, bu durumda

∣∣∣∣2α−1Γ(α +1)
(κ2−κ1)

α

[
Jα

κ2− f
(

κ1 +κ2

2

)
+ Jα

κ1+
f
(

κ1 +κ2

2

)]
− f

(
κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣(3.27)

≤
(

α

α +1

)2− 1
q
(

κ2−κ1

4

)[∣∣∣∣ f ′(α (3α +5)κ2 +[(α +1)(α +2)−2]κ1

4(α +2)

)∣∣∣∣q
+

∣∣∣∣ f ′(α (3α +5)κ1 +[(α +1)(α +2)−2]κ2

4(α +2)

)∣∣∣∣q]

eşitsizliği elde edilir.
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4. RIEMANN-LIOUVILLE KESİRLİ İNTEGRALLERİ İÇİN YENİ

GENELLEŞTİRİLMİŞ ORTA NOKTA TİPLİ EŞİTSİZLİKLER

Bu bölümde Riemann-Liouville kesirli integralleri elde edilen yeni orta nokta tipli

eşitsizlikler sunulacaktır. İlk olarak teoremlerin ispatında kullanılacak olan aşağıdaki

lemma verilsin.

Lemma 4.1. f : [κ1,κ2]→ R (κ1,κ2) aralığı üzerinde türevlenebilir bir fonksiyon olsun.

f ′ ∈ L1 [κ1,κ2] ise, bu durumda κ ∈ [κ1,κ2] olmak üzere Riemann-Liouville kesirli

integralleri için

Γ(α +1)
κ2−κ1

(
(κ2−κ)1−α Jα

(κ1+κ2−κ)− f (κ1) (4.1)

+(κ−κ1)
1−α Jα

(κ1+κ2−κ)+ f (κ2)
)
− f (κ1 +κ2−κ)

=
(κ−κ1)

2

κ2−κ1

1∫
0

ξ
α f
′
(ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)dξ

−(κ2−κ)2

κ2−κ1

1∫
0

ξ
α f
′
(ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ1)dξ

eşitliği vardır.

İspat. Kısmi integrasyon kullanılarak,

I1 =

1∫
0

ξ
α f
′
(ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ1)dξ (4.2)

=
ξ α

(κ2−κ)
f (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ1)

∣∣∣∣1
0

− α

κ2−κ

1∫
0

ξ
α−1 f (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ1)dξ
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olur. Değişken değişimi yardımıyla,

I1 =−
Γ(α +1)

(κ2−κ)α+1 Jα

(κ1+κ2−κ)− f (κ1)+
1

(κ2−κ)
f (κ1 +κ2−κ) (4.3)

elde edilir. Benzer şekilde,

I2 =

1∫
0

ξ
α f
′
(ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)dξ (4.4)

=
Γ(α +1)

(κ−κ1)
α+1 Jα

(κ1+κ2−κ)+ f (κ2)−
1

(κ−κ1)
f (κ1 +κ2−κ)

dır. (4.3) ve (4.4) eşitliklerinden,

−(κ2−κ)2

κ2−κ1
I1 +

(κ−κ1)
2

κ2−κ1
I2 (4.5)

=
Γ(α +1)
κ2−κ1

(
(κ2−κ)1−α Jα

(κ1+κ2−κ)− f (κ1)+(κ−κ1)
1−α Jα

(κ1+κ2−κ)+ f (κ2)
)

− f (κ1 +κ2−κ)

elde edilir ve ispat tamamlanır.

Teorem 4.2. 0 ≤ κ1 < κ2 olmak üzere f : [κ1,κ2] → R, (κ1,κ2) aralığı üzerinde

türevlenebilir bir fonksiyon ve f ′ ∈ L1 [κ1,κ2] olsun. Eğer | f ′| fonksiyonu [κ1,κ2] aralığı

üzerinde konveks ise, bu durumda her κ ∈ [κ1,κ2] için kesirli integralleri içeren∣∣∣∣Γ(α +1)
κ2−κ1

(
(κ2−κ)1−α Jα

(κ1+κ2−κ)− f (κ1)+(κ−κ1)
1−αJα

(κ1+κ2−κ)+ f (κ2)
)

− f (κ1 +κ2−κ)| (4.6)

≤ 1
(κ2−κ1)(α +2)

[
(κ2−κ)2 | f ′(κ1)|+(κ−κ1)

2 | f ′(κ2)|
α +1

+
[
(κ−κ1)

2 +(κ2−κ)2]∣∣∣ f ′(κ1 +κ2−κ)
∣∣∣]

eşitsizliği vardır.
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İspat. Lemma 4.1’de mutlak değer alınırsa,∣∣∣∣Γ(α +1)
κ2−κ1

(
(κ2−κ)1−α Jα

(κ1+κ2−κ)− f (κ1)+(κ−κ1)
1−αJα

(κ1+κ2−κ)+ f (κ2)
)

− f (κ1 +κ2−κ)| (4.7)

≤ (κ−κ1)
2

κ2−κ1

1∫
0

ξ
α

∣∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)
∣∣∣dξ

+
(κ2−κ)2

κ2−κ1

1∫
0

ξ
α

∣∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ1)
∣∣∣dξ

olur.
∣∣∣ f ′∣∣∣ fonksiyonu konveks olduğundan,

∣∣∣∣Γ(α +1)
κ2−κ1

(
(κ2−κ)1−α Jα

(κ1+κ2−κ)− f (κ1)+(κ−κ1)
1−αJα

(κ1+κ2−κ)+ f (κ2)
)

− f (κ1 +κ2−κ)| (4.8)

≤ (κ−κ1)
2

κ2−κ1

1∫
0

[
ξ

α+1
∣∣∣ f ′(κ1 +κ2−κ)

∣∣∣+ξ
α(1−ξ )

∣∣∣ f ′(κ2)
∣∣∣]dξ

+
(κ2−κ)2

κ2−κ1

1∫
0

[
ξ

α+1
∣∣∣ f ′(κ1 +κ2−κ)

∣∣∣+ξ
α(1−ξ )

∣∣∣ f ′(κ1)
∣∣∣]dξ

=
(κ−κ1)

2

κ2−κ1

∣∣∣ f ′(κ1 +κ2−κ)
∣∣∣ 1∫

0

ξ
α+1dξ +

∣∣∣ f ′(κ2)
∣∣∣ 1∫

0

ξ
α(1−ξ )dξ


+
(κ2−κ)2

κ2−κ1

∣∣∣ f ′(κ1 +κ2−κ)
∣∣∣ 1∫

0

ξ
α+1dξ +

∣∣∣ f ′(κ1)
∣∣∣ 1∫

0

ξ
α(1−ξ )dξ


=

1
(κ2−κ1)(α +2)

[
(κ2−κ)2 | f ′(κ1)|+(κ−κ1)

2 | f ′(κ2)|
α +1

+
[
(κ−κ1)

2 +(κ2−κ)2]∣∣∣ f ′(κ1 +κ2−κ)
∣∣∣]

eşitsizliği elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.
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Sonuç 4.3. Teorem 4.2’in koşulları altında κ = κ1+κ2
2 alınırsa, bu durumda

∣∣∣∣∣Γ(α +1)2α−1

(κ2−κ1)α

[
Jα(

κ1+κ2
2

)
−

f (κ1)+ Jα(
κ1+κ2

2

)
+

f (κ2)

]
− f

(
κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣∣ (4.9)

≤ κ2−κ1

4(α +2)


∣∣∣ f ′(κ1)

∣∣∣+ ∣∣∣ f ′(κ2)
∣∣∣

α +1
+2
∣∣∣∣ f ′(κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣


≤ κ2−κ1

4(α +1)

[∣∣∣ f ′(κ1)
∣∣∣+ ∣∣∣ f ′(κ2)

∣∣∣]
eşitsizliği elde edilir. Aynı sonuç Sarıkaya ve Yıldırım tarafından elde edilmiştir.

Sonuç 4.4. Teorem 4.2’de α = 1 seçilirse, bu durumda∣∣∣∣∣∣ 1
κ2−κ1

κ2∫
κ1

f (ξ )dξ − f (κ1 +κ2−κ)

∣∣∣∣∣∣ (4.10)

≤ 1
3(κ2−κ1)

[
(κ2−κ)2 | f ′(κ1)|+(κ−κ1)

2 | f ′(κ2)|
2

+
[
(κ−κ1)

2 +(κ2−κ)2]∣∣∣ f ′(κ1 +κ2−κ)
∣∣∣]

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 4.5. Sonuç 4.4’te κ = κ1+κ2
2 alınırsa, Sonuç 4.4 Kırmacı tarafından verilen Teorem

2.25’e dönüşür [6].

Teorem 4.6. f : [κ1,κ2] → R, 0 ≤ κ1 < κ2 olmak üzere (κ1,κ2) aralığı üzerinde

türevlenebilir bir fonksiyon ve f ′ ∈ L1 [κ1,κ2] olsun. | f ′|q, q > 1, [κ1,κ2] aralığı

üzerinde konveks fonksiyon ise, bu takdirde κ ∈ [κ1,κ2] ve 1
p +

1
q = 1 olmak üzere

Riemann-Liouville kesirli integralleri için

[
Γ(α +1)
κ2−κ1

[
(κ2−κ)1−α Jα

(κ1+κ2−κ)− f (κ1)+(κ−κ1)
1−α Jα

(κ1+κ2−κ)+ f (κ2)
]

− f (κ1 +κ2−κ)| (4.11)

≤ 1
κ2−κ1

(
1

α p+1

) 1
p
[
(κ−κ1)

2
[
| f ′(κ1 +κ2−κ)|q + | f ′(κ1)|q

2

] 1
q
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+(κ2−κ)2
[
| f ′(κ1 +κ2−κ)|q + | f ′(κ2)|q

2

] 1
q
]

eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 4.1’den,∣∣∣∣Γ(α +1)
κ2−κ1

[
(κ2−κ)1−α Jα

(κ1+κ2−κ)− f (κ1) (4.12)

+(κ−κ1)
1−α Jα

(κ1+κ2−κ)+ f (κ2)
]
− f (κ1 +κ2−κ)|

≤ (κ−κ1)
2

κ2−κ1

1∫
0

ξ
α

∣∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)
∣∣∣dξ

+
(κ2−κ)2

κ2−κ1

1∫
0

ξ
α

∣∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ1)
∣∣∣dξ

yazılabilir. Hölder eşitsizliği ve | f ′|q fonksiyonunun konveksliği kullanılırsa,

1∫
0

ξ
α

∣∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)
∣∣∣dξ (4.13)

≤

 1∫
0

|ξ α |p dξ

 1
p
 1∫

0

∣∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)
∣∣∣q dξ

 1
q

≤

 1∫
0

(ξ α p)dξ

 1
p
 1∫

0

[
ξ
∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)

∣∣q +(1−ξ )
∣∣ f ′ (κ2)

∣∣q]dξ

 1
q

=

(
1

α p+1

) 1
p
(
| f ′ (κ1 +κ2−κ)|q + | f ′ (κ2)|q

2

) 1
q

eşitsizliği elde edilir. Benzer şekilde,

1∫
0

ξ
α

∣∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ1)
∣∣∣dξ (4.14)

≤
(

1
α p+1

) 1
p
(
| f ′ (κ1 +κ2−κ)|q + | f ′ (κ1)|q

2

) 1
q
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olur. (4.13) ve (4.14) eşitsizlikleri (4.12) eşitsizliğinde yerine konulursa istenen sonuç elde

edilir.

Sonuç 4.7. Teorem 4.6’nın şartları altında κ = κ1+κ2
2 alınırsa,

∣∣∣∣∣2α−1Γ(α +1)
(κ2−κ1)

α

(
Jα(

κ1+κ2
2

)
−

f (κ1)+ Jα(
κ1+κ2

2

)
+

f (κ2)

)
− f

(
κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣∣(4.15)

≤ κ2−κ1

4

(
1

α p+1

) 1
p

×

[(
| f ′(κ1)|q +3 | f ′(κ2)|q

4

) 1
q

+

(
3 | f ′(κ1)|q + | f ′(κ2)|q

4

) 1
q
]

≤ κ2−κ1

4

(
4

α p+1

) 1
p [∣∣ f ′(κ1)

∣∣+ ∣∣ f ′(κ2)
∣∣]

eşitsizliği elde edilir.

İspat. (4.15)’teki ilk eşitsizliğin ispatı | f ′|q fonksiyonunun konveksliğinden açıktır. İkinci

eşitsizliğin ispatı için, a1 = 3 | f ′(κ1)|q , b1 = 3 | f ′(κ2)|q ve a2 = 3 | f ′(κ1)|q , b2 = | f ′(κ2)|q

olsun.
n

∑
k=1

(ak +bk)
s ≤

n

∑
k=1

as
k +

n

∑
k=1

bs
k, 0≤ s < 1 (4.16)

eşitsizliğinin kullanılmasıyla istenen sonuç doğrudan elde edilir.

Sonuç 4.8. Teorem 4.6’da α = 1 seçilirse, bu durumda Teorem 4.6 Qaisar ve Hussain

tarafından elde edilen Teorem 2.36’ya dönüşür [13].

Teorem 4.9. f : [κ1,κ2]→ R, 0 ≤ κ1 < κ2 için (κ1,κ2) aralığı üzerinde türevlenebilir

bir fonksiyon ve f ′ ∈ L1 [κ1,κ2] olsun. | f ′|q, q ≥ 1, fonksiyonu [κ1,κ2] aralığı üzerinde

konveks fonksiyon ise, bu durumda κ ∈ [κ1,κ2] olmak üzere Riemann-Liouville kesirli

integralleri için∣∣∣∣Γ(α +1)
κ2−κ1

[
(κ2−κ)1−α Jα

(κ1+κ2−κ)− f (κ1)+(κ−κ1)
1−α Jα

(κ1+κ2−κ)+ f (κ2)
]

− f (κ1 +κ2−κ)| (4.17)
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≤ 1
κ2−κ1

(
1

α +1

)1− 1
q

×

[
(κ−κ1)

2
(

1
α +2

∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)
∣∣q + 1

(α +1)(α +2)

∣∣ f ′(κ2)
∣∣q) 1

q

+ (κ2−κ)2
(

1
α +2

∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)
∣∣q + 1

(α +1)(α +2)

∣∣ f ′(κ1)
∣∣q)1− 1

q
]

eşitsizliği vardır.

İspat. Lemma 4.1 ve power mean eşitsizlikleri kullanılarak,∣∣∣∣Γ(α +1)
κ2−κ1

[
(κ2−κ)1−α Jα

(κ1+κ2−κ)− f (κ1)

+(κ−κ1)
1−α Jα

(κ1+κ2−κ)+ f (κ2)
]
− f (κ1 +κ2−κ)

∣∣∣ (4.18)

≤ (κ−κ1)
2

κ2−κ1

1∫
0

ξ
α
∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)

∣∣dξ

+
(κ2−κ)2

κ2−κ1

1∫
0

ξ
α
∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ1)

∣∣dξ

≤ (κ−κ1)
2

κ2−κ1

 1∫
0

ξ
αdξ

1− 1
q
 1∫

0

ξ
α
∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)

∣∣q dξ

 1
q

+
(κ2−κ)2

κ2−κ1

 1∫
0

ξ
αdξ

1− 1
q
 1∫

0

ξ
α
∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ1)

∣∣q dξ

 1
q

bulunur. | f ′|q fonksiyonunun konveksliği kullanılırsa,

1∫
0

ξ
α
∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)

∣∣q dξ (4.19)

≤
1∫

0

ξ
α
[
ξ
∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)

∣∣q +(1−ξ )
∣∣ f ′ (κ2)

∣∣q]dξ
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=
1

α +2

∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)
∣∣q + 1

(α +1)(α +2)

∣∣ f ′(κ2)
∣∣q

dır. Benzer şekilde

1∫
0

ξ
α
∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ1)

∣∣q dξ (4.20)

≤ 1
α +2

∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)
∣∣q + 1

(α +1)(α +2)

∣∣ f ′(κ1)
∣∣q

dır. Bu da ispatı tamamlar.

Sonuç 4.10. Teorem 4.9’un şartları altında κ = κ1+κ2
2 alınırsa,

∣∣∣∣∣2α−1Γ(α +1)
(κ2−κ1)

α

[
Jα(

κ1+κ2
2

)
−

f (κ1)+ Jα(
κ1+κ2

2

)
+

f (κ2)

]
− f

(
κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣∣ (4.21)

≤ κ2−κ1

4

(
1

α +1

)1− 1
q

×

[(
1

α +2

∣∣∣∣ f ′(κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣q + 1
(α +1)(α +2)

∣∣ f ′ (κ2)
∣∣q) 1

q

+

(
1

α +2

∣∣∣∣ f ′(κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣q + 1
(α +1)(α +2)

∣∣ f ′ (κ1)
∣∣p) 1

q
]

≤ κ2−κ1

4

(
1

α +1

)1− 1
q

×

[(
1

2(α +2)

∣∣ f ′ (κ1)
∣∣q + α +3

2(α +1)(α +2)

∣∣ f ′ (κ2)
∣∣q) 1

q

+

(
1

2(α +2)

∣∣ f ′ (κ2)
∣∣q + α +3

2(α +1)(α +2)

∣∣ f ′ (κ1)
∣∣q) 1

q
]

eşitsizliği elde edilir.

Teorem 4.11. f : [κ1,κ2]→ R, 0 ≤ κ1 < κ2 için (κ1,κ2) aralığı üzerinde türevlenebilir

bir fonksiyon ve f ′ ∈ L1 [κ1,κ2] olsun. | f ′|q, q > 1, [κ1,κ2] aralığı üzerinde konkav

fonksiyon ise, bu durumda κ ∈ [κ1,κ2] ve 1
p +

1
q = 1 olmak üzere Riemann-Liouville
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kesirli integralleri için∣∣∣∣Γ(α +1)
κ2−κ1

[
(κ2−κ)1−α Jα

(κ1+κ2−κ)− f (κ1)+(κ−κ1)
1−α Jα

(κ1+κ2−κ)+ f (κ2)
]

− f (κ1 +κ2−κ)| (4.22)

≤ 1
κ2−κ1

(
1

α p+1

) 1
p

×
[
(κ−κ1)

2
∣∣∣∣ f ′(κ1 +2κ2−κ

2

)∣∣∣∣+(κ2−κ)2
∣∣∣∣ f ′(2κ1 +κ2−κ

2

)∣∣∣∣]

eşitsizliği elde edilir.

İspat. Lemma 4.1’de Hölder eşitsizliği kullanılarak,

Γ(α +1)
κ2−κ1

(
(κ2−κ)1−α Jα

(κ1+κ2−κ)− f (κ1) (4.23)

+(κ−κ1)
1−α Jα

(κ1+κ2−κ)+ f (κ2)
)
+ f (κ1 +κ2−κ)

≤ (κ−κ1)
2

κ2−κ1

1∫
0

ξ
α

∣∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)
∣∣∣dξ

+
(κ2−κ)2

κ2−κ1

1∫
0

ξ
α

∣∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ1)
∣∣∣dξ

≤ (κ−κ1)
2

κ2−κ1

 1∫
0

(ξ α)p dξ

 1
p
 1∫

0

∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)
∣∣q dξ

 1
q

+
(κ2−κ)2

κ2−κ1

 1∫
0

(ξ α)p dξ

 1
p
 1∫

0

∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ1)
∣∣q dξ

 1
q

bulunur. | f ′|q fonksiyonu [κ1,κ2] aralığı üzerinde konkav fonksiyon olduğundan, Jensen

integral eşitsizliği kullanılarak,

1∫
0

∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)
∣∣q dξ (4.24)
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≤

∣∣∣∣∣∣ f ′
 1∫

0

(ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)dξ

∣∣∣∣∣∣
q

=

∣∣∣∣ f ′(κ1 +2κ2−κ
2

)∣∣∣∣q
eşitsizliği elde edilir. Benzer şekilde,

1∫
0

∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ1)
∣∣q dξ ≤

∣∣∣∣ f ′(2κ1 +κ2−κ
2

)∣∣∣∣q (4.25)

bulunur. (4.24) ve (4.25) eşitsizlikleri ve

1∫
0

(ξ α)p dξ =
1

α p+1
(4.26)

eşitliği (4.23)’te kullanılarak istenen sonuç elde edilir.

Sonuç 4.12. Teorem 4.11 in şartları altında, özel olarak κ = κ1+κ2
2 seçilirse

∣∣∣∣∣2α−1Γ(α +1)
(κ2−κ1)

α

[
Jα(

κ1+κ2
2

)
−

f (κ2)+ Jα(
κ1+κ2

2

)
+

f (κ1)

]
− f

(
κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣∣ (4.27)

≤
(

1
α p+1

) 1
p
(

κ2−κ1

4

)[∣∣∣∣ f ′(κ1 +3κ2

4

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ f ′(3κ1 +κ2

4

)∣∣∣∣]

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 4.13. Teorem 4.11’in şartları altında α = 1 seçilirse, bu durumda Teorem 4.11

Qaisar ve Hussain tarafından ispatlanan Teorem 2.39’a dönüşür [13].

Teorem 4.14. f : [κ1,κ2]→R, 0≤ κ1 < κ2 için (κ1,κ2) aralığı üzerinde türevlenebilir bir

fonksiyon ve f ′ ∈ L1 [κ1,κ2] olsun. | f ′|q, q≥ 1, [κ1,κ2] aralığı üzerinde konkav fonksiyon

ise, bu takdirde κ ∈ [κ1,κ2] olmak üzere Riemann-Liouville kesirli integralleri için∣∣∣∣Γ(α +1)
κ2−κ1

(
(κ2−κ)1−α Jα

(κ1+κ2−κ)− f (κ1)+(κ−κ1)
1−α Jα

(κ1+κ2−κ)+ f (κ2)
)

+ f (κ1 +κ2−κ)| (4.28)
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≤ 1
κ2−κ1

(
1

α +1

)[
(κ−κ1)

2
∣∣∣∣ f ′((α +1)

(α +2)
(κ1−κ)+κ2

)∣∣∣∣
+ (κ2−κ)2

∣∣∣∣ f ′((α +1)
(α +2)

(κ2−κ)+κ1

)∣∣∣∣]

eşitsizliği elde edilir.

İspat. (4.18) eşitsizliğinden∣∣∣∣Γ(α +1)
κ2−κ1

(
(κ2−κ)1−α Jα

(κ1+κ2−κ)− f (κ1)+(κ−κ1)
1−α Jα

(κ1+κ2−κ)+ f (κ2)
)

+ f (κ1 +κ2−κ)| (4.29)

≤ (κ−κ1)
2

κ2−κ1

 1∫
0

ξ
αdξ

1− 1
q

×

 1∫
0

|ξ α |
∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)

∣∣q dξ

 1
q

+
(κ2−κ)2

κ2−κ1

 1∫
0

ξ
αdξ

1− 1
q

×

 1∫
0

|ξ α |
∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ1)

∣∣q dξ

 1
q

dır. Jensen eşitsizliği kullanılarak,

1∫
0

|ξ α |
∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)

∣∣q dξ (4.30)

≤

 1∫
0

ξ
αdξ

 f ′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

 1
1∫
0

ξ αdξ

1∫
0

ξ
α (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)dξ


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
q

=

(
1

α +1

)∣∣∣∣ f ′((α +1)
(α +2)

(κ1 +κ2−κ)+
1

α +2
κ2

)∣∣∣∣q

=

(
1

α +1

)∣∣∣∣ f ′((α +1)
(α +2)

(κ1−κ)+κ2

)∣∣∣∣q
38



eşitsizliği elde edilir. Benzer şekilde,

1∫
0

|ξ α |
∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ1)

∣∣q dξ (4.31)

≤
(

1
α +1

)∣∣∣∣ f ′((α +1)
(α +2)

(κ2−κ)+κ1

)∣∣∣∣q
elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 4.15. Teorem 4.14’ün şartları altında κ = κ1+κ2
2 alınırsa, bu durumda

∣∣∣∣∣2α−1Γ(α +1)
(κ2−κ1)

α

[
Jα(

κ1+κ2
2

)
−

f (κ1)+ Jα(
κ1+κ2

2

)
+

f (κ2)

]
− f

(
κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣∣ (4.32)

(4.33)

≤ κ2−κ1

4

(
1

α +1

)2− 1
q
[∣∣∣∣ f ′((α +3)κ2 +(α +1)κ1

2(α +2)

)∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ f ′((α +3)κ1 +(α +1)κ2

2(α +2)

)∣∣∣∣]

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 4.16. Teorem 4.14’te α = 1 seçilirse, bu takdirde Teorem 4.14 Qaisar ve Hussain

tarafından ispatlanan Teorem 2.40’a dönüşür [13].
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5. GENELLEŞTİRİLMİŞ KESİRLİ İNTEGRALLER İÇİN ORTA

NOKTA TİPLİ EŞİTSİZLİKLER

Bu bölümde genelleştirilmiş kesirli integraller için birçok orta nokta tipli eşitsizlik elde

edilecektir. Daha sonra elde edilen sonuçların özel durumu olarak bazı kesirli integraller

için yeni eşitsizlikler verilecektir. İlk olarak ana sonuçların ispatında kullanılacak olan

aşağıdaki iki özdeşlik verilecektir.

Lemma 5.1. f : [κ1,κ2]→ R, κ1 < κ2 için (κ1,κ2) aralığı üzerinde türevlenebilir bir

fonksiyon olsun. f ′ ∈ L [κ1,κ2] ise, κ ∈ [κ1,κ2] olmak üzere genelleştirilmiş kesirli

integraller için

1
Λ(0)+∆(0)

[
κ2−Jϕ f (κ1 +κ2−κ)+ κ1+Jϕ f (κ1 +κ2−κ)

]

− f (κ1 +κ2−κ) (5.1)

=
(κ−κ1)

Λ(0)+∆(0)

1∫
0

Λ(ξ ) f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))dξ

− (κ2−κ)
Λ(0)+∆(0)

1∫
0

∆(ξ ) f ′ (ξ κ1 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))dξ

eşitliği elde edilir. Burada Λ ve ∆ fonksiyonları

Λ(ξ ) =

1∫
ξ

ϕ((κ−κ1)u)
u

du

(5.2)

∆(ξ ) =

1∫
ξ

ϕ((κ2−κ)u)
u

du

ile tanımlanır.
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İspat. Kısmi integrasyon kullanılarak,

I1 =

1∫
0

Λ(ξ ) f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))dξ (5.3)

=

[
Λ(ξ )

f (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))
κ−κ1

∣∣∣∣1
0

+

1∫
0

f (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))
κ−κ1

ϕ((κ−κ1)ξ )

ξ
dξ


bulunur. ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ) = y değişken değişimi kullanıldığında,

I1 = −Λ(0)
f (κ1 +κ2−κ)

κ−κ1
+

1
κ−κ1

κ2∫
κ1+κ2−κ

f (y)
ϕ(y− (κ1 +κ2−κ))

y− (κ1 +κ2−κ)
dy

= −Λ(0)
f (κ1 +κ2−κ)

κ−κ1
+

1
κ−κ1

κ
−
2

Jϕ f (κ1 +κ2−κ) (5.4)

eşitliği elde edilir. Benzer şekilde

I2 =

1∫
0

∆(ξ ) f ′ (ξ κ1 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))dξ (5.5)

= ∆(0)
f (κ1 +κ2−κ)

κ2−κ
− 1

κ2−κ κ
+
1

Jϕ f (κ1 +κ2−κ)

bulunabilir. I1 ve I2 ifadeleri sırasıyla κ−κ1
Λ(0)+∆(0) ve − κ2−κ

Λ(0)+∆(0) ile çarpıldığında,

κ−κ1

Λ(0)+∆(0)
I1−

κ2−κ
Λ(0)+∆(0)

I2 (5.6)

=
1

Λ(0)+∆(0)

[
κ
−
2

Jϕ f (κ1 +κ2−κ)+
κ
+
1

Jϕ f (κ1 +κ2−κ)
]

− f (κ1 +κ2−κ)

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.
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Lemma 5.2. Lemma 5.1’in koşulları geçerli olsun. Bu durumda κ ∈ [κ1,κ2] olmak üzere

genelleştirilmiş kesirli integraller için

1
Ψ(1)+Θ(1)

[
(κ1+κ2−κ)−Jϕ f (κ2)+ (κ1+κ2−κ)+ Jϕ f (κ1)

]

− f (κ1 +κ2−κ)

=
(κ−κ1)

Ψ(1)+Θ(1)

1∫
0

Ψ(ξ ) f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)dξ (5.7)

+
(κ2−κ)

Ψ(1)+Θ(1)

1∫
0

Θ(ξ ) f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ1)dξ

eşitliği vardır. Burada Ψ ve Θ fonksiyonları

Ψ(ξ ) =

ξ∫
0

ϕ((κ−κ1)u)
u

du

(5.8)

Θ(ξ ) =

ξ∫
0

ϕ((κ2−κ)u)
u

du

ile tanımlanır.

İspat. Kısmi integrasyon kullanılarak,

I3 =

1∫
0

Ψ(ξ ) f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)dξ (5.9)

= Ψ(ξ )
f (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)

κ1−κ

∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

f (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)

κ1−κ
ϕ((κ−κ1)ξ )

ξ
dξ

elde edilir. ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2 = z değişken değişimi yardımıyla,

I3 = −Ψ(1)
f (κ1 +κ2−κ)

κ−κ1
+

1
κ−κ1

κ2∫
κ1+κ2−κ

f (z)
ϕ(κ2− z)

κ2− z
dz (5.10)
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= −Ψ(1)
f (κ1 +κ2−κ)

κ−κ1
+

1
κ−κ1

(κ1+κ2−κ)+Jϕ f (κ2)

eşitliği elde edilir. Benzer şekilde

I4 =

1∫
0

Θ(ξ ) f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ1)dξ (5.11)

= Θ(1)
f (κ1 +κ2−κ)

κ2−κ
− 1

κ2−κ (κ1+κ2−κ)−Jϕ f (κ1)

elde edilir. I3 ve I4 ifadeleri sırasıyla κ−κ1
Ψ(1)+Θ(1) ve − κ2−κ

Ψ(1)+Θ(1) ile çarpıldığında,

κ−κ1

Ψ(1)+Θ(1)
I3−

κ2−κ
Ψ(1)+Θ(1)

I4 (5.12)

=
1

Ψ(1)+Θ(1)
[
(κ1+κ2−κ)−Jϕ f (κ2)+ (κ1+κ2−κ)+ Jϕ f (κ1)

]

− f (κ1 +κ2−κ)

eşitliği elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.

Teorem 5.3. f : [κ1,κ2]→ R, 0 ≤ κ1 < κ2 için (κ1,κ2) aralığı üzerinde türevlenebilir

bir fonksiyon olsun. | f ′| fonksiyonu [κ1,κ2] aralığı üzerinde konveks fonksiyon ise, bu

durumda κ ∈ [κ1,κ2] olmak üzere genelleştirilmiş kesirli integraller için∣∣∣∣ 1
Λ(0)+∆(0)

[
κ2−Jϕ f (κ1 +κ2−κ)+ κ1+Jϕ f (κ1 +κ2−κ)

]
(5.13)

− f (κ1 +κ2−κ)|

≤ 1
Λ(0)+∆(0)

(κ−κ1)
∣∣∣ f ′(κ2)

∣∣∣ 1∫
0

Λ(ξ )ξ dξ +(κ2−κ)
∣∣∣ f ′(κ1)

∣∣∣ 1∫
0

∆(ξ )ξ dξ

+
∣∣∣ f ′(κ1 +κ2−κ)

∣∣∣ 1∫
0

(1−ξ ) [(κ−κ1)Λ(ξ )+(κ2−κ)∆(ξ )]dξ


eşitsizliği elde edilir. Burada Λ ve ∆ fonksiyonları (5.2)’deki gibi tanımlanmıştır.
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İspat. Lemma 5.1’den,∣∣∣∣ 1
Λ(0)+∆(0)

[
κ2−Jϕ f (κ1 +κ2−κ)+κ1+ Jϕ f (κ1 +κ2−κ)

]
(5.14)

− f (κ1 +κ2−κ)|

≤ (κ−κ1)

Λ(0)+∆(0)

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

Λ(ξ ) f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))dξ

∣∣∣∣∣∣
+

(κ2−κ)
Λ(0)+∆(0)

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

∆(ξ ) f ′ (ξ κ1 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))dξ

∣∣∣∣∣∣
≤ (κ−κ1)

Λ(0)+∆(0)

1∫
0

∣∣Λ(ξ ) f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))
∣∣dξ

+
(κ2−κ)

Λ(0)+∆(0)

1∫
0

∣∣∆(ξ ) f ′ (ξ κ1 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))
∣∣dξ

yazılabilir. | f ′| fonksiyonunun konveksliği kullanılırsa,∣∣∣∣ 1
Λ(0)+∆(0)

[
κ
−
2

Jϕ f (κ1 +κ2−κ)+
κ
+
1

Jϕ f (κ1 +κ2−κ)
]

(5.15)

− f (κ1 +κ2−κ)|

≤ (κ−κ1)

Λ(0)+∆(0)


1∫

0

Λ(ξ )
[
ξ
∣∣ f ′(κ2)

∣∣+(1−ξ )
∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)

∣∣]dξ

+
(κ2−κ)

Λ(0)+∆(0)

1∫
0

∆(ξ )
[
ξ
∣∣ f ′(κ1)

∣∣+(1−ξ )
∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)

∣∣]dξ


=

1
Λ(0)+∆(0)

(κ−κ1)
∣∣ f ′(κ2)

∣∣ 1∫
0

Λ(ξ )ξ dξ +(κ2−κ)
∣∣ f ′(κ1)

∣∣ 1∫
0

∆(ξ )ξ dξ

+
∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)

∣∣ 1∫
0

(1−ξ ) [(κ−κ1)Λ(ξ )+(κ2−κ)∆(ξ )]dξ


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eşitsizliği elde edilir. Bu ispatı tamamlar.

Sonuç 5.4. Teorem 5.3’ün şartları altında ϕ(ξ ) = ξ alınırsa,∣∣∣∣∣∣ 1
κ2−κ1

κ2∫
κ1

f (ξ )dξ − f (κ1 +κ2−κ)

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

κ2−κ1

{
1
6

[
(κ−κ1)

2
∣∣∣ f ′(κ2)

∣∣∣+(κ2−κ)2
∣∣∣ f ′(κ1)

∣∣∣] (5.16)

+
1
3

∣∣∣ f ′(κ1 +κ2−κ)
∣∣∣[(κ−κ1)

2 +(κ2−κ)2]}

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 5.5. Sonuç 5.4’de κ = κ1+κ2
2 seçilirse, bu durumda Sonuç 5.4 Kırmacı tarafından

ispatlanan Teorem 2.25’e dönüşür [6].

Sonuç 5.6. Teorem 5.3’ün şartları altında ϕ(ξ ) = ξ α

Γ(α) alınırsa,

∣∣∣∣ Γ(α +1)
(κ2−κ)α +(κ−κ1)

α

[
Jα

κ
−
2

f (κ1 +κ2−κ)+ Jα

κ
+
1

f (κ1 +κ2−κ)
]

− f (κ1 +κ2−κ)| (5.17)

≤ 1
(κ2−κ)α +(κ−κ1)

α

α

2(α +2)

×
{
(κ−κ1)

α+1
∣∣∣ f ′(κ2)

∣∣∣+(κ2−κ)α+1
∣∣∣ f ′(κ1)

∣∣∣
+
∣∣∣ f ′(κ1 +κ2−κ)

∣∣∣ α +3
2(α +1)

[
(κ2−κ)α+1 +(κ−κ1)

α+1
]}

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 5.7. Sonuç 5.6’da κ = κ1+κ2
2 seçilirse, Sonuç 5.6 Budak ve Agarwal tarafından

verilen Sonuç 3.6’ya dönüşür [16].
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Sonuç 5.8. Teorem 5.3’ün şartları altında özel olarak ϕ(ξ ) = ξ
α
k

kΓk(α) alınırsa,

∣∣∣∣∣ Γk(α + k)

(κ2−κ)
α

k +(κ−κ1)
α

k

[
Jα

κ2−,k f (κ1 +κ2−κ)+ Jα
κ1+,k f (κ1 +κ2−κ)

]

− f (κ1 +κ2−κ)| (5.18)

≤ 1

(κ2−κ)α/k +(κ−κ1)
α/k

×
{
(κ−κ1)

α

k +1 α

2(α +2k)

∣∣∣ f ′(κ2)
∣∣∣+(κ2−κ)

α

k +1 α

2(α +2k)

∣∣∣ f ′(κ1)
∣∣∣

+
∣∣∣ f ′(κ1 +κ2−κ)

∣∣∣ α(α +3k)
2(α + k)(α +2k)

[
(κ2−κ)

α

k +1 +(κ−κ1)
α

k +1
]}

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 5.9. Sonuç 5.8’in şartları altında κ = κ1+κ2
2 alınırsa,

∣∣∣∣∣2
α

k −1
Γk(α + k)

(κ2−κ1)
α

k

[
Jα

κ2−,k f
(

κ1 +κ2

2

)
+ Jα

κ1+,k f
(

κ1 +κ2

2

)]

− f
(

κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣ (5.19)

≤ (κ2−κ1)α

4(α + k)

[∣∣ f ′(κ1)
∣∣+ ∣∣ f ′(κ2)

∣∣]
eşitsizliği elde edilir.

Teorem 5.10. f : [κ1,κ2]→R, 0≤ κ1 < κ2 için (κ1,κ2) aralığı üzerinde türevlenebilir bir

fonksiyon olsun. Eğer | f ′|q, q > 1, fonksiyonu [κ1,κ2] aralığı üzerinde konveks fonksiyon

ise, bu durumda κ ∈ [κ1,κ2] ve 1
p +

1
q = 1 olmak üzere genelleştirilmiş kesirli integraller

için ∣∣∣∣ 1
Λ(0)+∆(0)

[
κ2−Jϕ f (κ1 +κ2−κ)+ κ1+Jϕ f (κ1 +κ2−κ)

]

− f (κ1 +κ2−κ)| (5.20)
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≤ κ−κ1

Λ(0)+∆(0)

 1∫
0

Λ(ξ )pdξ

 1
p (
| f ′(κ1 +κ2−κ)|q + | f ′(κ2)|q

2

) 1
q

+
κ2−κ

Λ(0)+∆(0)

 1∫
0

∆(ξ )pdξ

 1
p (
| f ′(κ1 +κ2−κ)|q + | f ′(κ1)|q

2

) 1
q

eşitsizliği elde edilir. Burada Λ ve ∆ fonksiyonları (5.2)’deki gibi tanımlanmıştır.

İspat. Lemma 5.1’den,∣∣∣∣ 1
Λ(0)+∆(0)

[
κ2−Jϕ f (κ1 +κ2−κ)+ κ1+ Jϕ f (κ1 +κ2−κ)

]
(5.21)

− f (κ1 +κ2−κ)|

≤ κ−κ1

Λ(0)+∆(0)

1∫
0

Λ(ξ )
∣∣ f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))

∣∣dξ

+
κ2−κ

Λ(0)+∆(0)

1∫
0

∆(ξ )
∣∣ f ′ (ξ κ1 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))

∣∣dξ

yazılabilir. | f ′|q fonksiyonunun konveksliği ve Hölder eşitsizliği kullanılırsa,∣∣∣∣ 1
Λ(0)+∆(0)

[
κ2−Jϕ f (κ1 +κ2−κ)+ κ1+ Jϕ f (κ1 +κ2−κ)

]
(5.22)

− f (κ1 +κ2−κ)|

≤ κ−κ1

Λ(0)+∆(0)

 1∫
0

(Λ(ξ ))p dξ

 1
p

×

 1∫
0

∣∣ f ′ (ξ κ2 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))
∣∣q dξ

 1
q

+
κ2−κ

Λ(0)+∆(0)

 1∫
0

(∆(ξ ))p dξ

 1
p

47



×

 1∫
0

∣∣ f ′ (ξ κ1 +(1−ξ )(κ1 +κ2−κ))
∣∣q dξ

 1
q

≤ κ−κ1

Λ(0)+∆(0)

 1∫
0

(Λ(ξ ))p dξ

 1
p

×

 1∫
0

[
ξ
∣∣ f ′(κ2)

∣∣q +(1−ξ )
∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)

∣∣q]dξ

 1
q

+
κ2−κ

Λ(0)+∆(0)

 1∫
0

(∆(ξ ))p dξ

 1
p

×

 1∫
0

[
ξ
∣∣ f ′(κ1)

∣∣q +(1−ξ )
∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)

∣∣q]dξ

 1
q

=
κ−κ1

Λ(0)+∆(0)

 1∫
0

(Λ(ξ ))p dξ

 1
p

×
(
| f ′ (κ1 +κ2−κ)|q + | f ′(κ2)|q

2

) 1
q

+
κ2−κ

Λ(0)+∆(0)

 1∫
0

(∆(ξ ))p dξ

 1
p

×
(
| f ′ (κ1 +κ2−κ)|q + | f ′(κ1)|q

2

) 1
q

eşitsizliği elde edilir ve ispat tamamlanır.

Sonuç 5.11. Teorem 5.10’un şartları altında ϕ(ξ ) = ξ alınırsa,∣∣∣∣∣∣ 1
κ2−κ1

κ2∫
κ1

f (ξ )dξ − f (κ1 +κ2−κ)

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

(κ2−κ1)(p+1)
1
p

{
(κ−κ1)

2
(
| f ′(κ1 +κ2−κ)|q + | f ′(κ2)|q

2

) 1
q

(5.23)

+ (κ2−κ)2
(
| f ′(κ1 +κ2−κ)|q + | f ′(κ1)|q

2

) 1
q
}
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eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 5.12. Sonuç 5.11’in şartları altında κ = κ1+κ2
2 alınırsa,

∣∣∣∣∣∣ 1
κ2−κ1

κ2∫
κ1

f (ξ )dξ − f
(

κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣∣∣ (5.24)

≤ κ2−κ1

4(p+1)
1
p

[(
| f ′(κ1)|q +3 | f ′(κ2)|q

4

) 1
q

+

(
| f ′(κ2)|q +3 | f ′(κ1)|q

4

) 1
q
]

≤ κ2−κ1

4

(
4

p+1

) 1
p [∣∣ f ′(κ1)

∣∣+ ∣∣ f ′(κ2)
∣∣]

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 5.13. Teorem 5.10’un şartları altında ϕ(ξ ) = ξ α

Γ(α) alınırsa,

∣∣∣∣ Γ(α +1)
(κ2−κ)α +(κ−κ1)

α

[
Jα

κ2− f (κ1 +κ2−κ)+ Jα
κ1+

f (κ1 +κ2−κ)
]

− f (κ1 +κ2−κ)| (5.25)

≤ 1
(κ2−κ)α +(κ−κ1)

α

(
α p

α p+1

) 1
p

×

{
(κ−κ1)

α+1
(
| f ′(κ1 +κ2−κ)|q + | f ′(κ2)|q

2

) 1
q

+ (κ2−κ)α+1
(
| f ′(κ1 +κ2−κ)|q + | f ′(κ1)|q

2

) 1
q
}

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 5.14. Sonuç 5.13’ün şartları altında κ = κ1+κ2
2 alınırsa,

∣∣∣∣2α−1Γ(α +1)
(κ2−κ1)

α

[
Jα

κ2− f
(

κ1 +κ2

2

)
+ Jα

κ1+
f
(

κ1 +κ2

2

)]

− f
(

κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣ (5.26)
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≤ (κ2−κ1)

4

(
α p

α p+1

) 1
p

×

[(
| f ′(κ1)|q +3 | f ′(κ2)|q

4

) 1
q

+

(
| f ′(κ2)|q +3 | f ′(κ1)|q

4

) 1
q
]

≤ (κ2−κ1)

4

(
4α p

α p+1

) 1
p [∣∣ f ′(κ1)

∣∣+ ∣∣ f ′(κ2)
∣∣]

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 5.15. Teorem 5.10’un koşulları altında ϕ(ξ ) = ξ
α
k

kΓk(α) alınırsa,

∣∣∣∣∣ Γk(α + k)

(κ2−κ)
α

k +(κ−κ1)
α

k

[
Jα

κ2−,k f (κ1 +κ2−κ)+ Jα
κ1+,k f (κ1 +κ2−κ)

]

− f (κ1 +κ2−κ)| (5.27)

≤ 1

(κ2−κ)
α

k +(κ−κ1)
α

k

(
α p

α p+ k

) 1
p

×

{
(κ−κ1)

α

k +1
[
| f ′(κ1 +κ2−κ)|q + | f ′(κ2)|q

2

] 1
q

+ (κ2−κ)
α

k +1
[
| f ′(κ1)|q + | f ′(κ1 +κ2−κ)|q

2

] 1
q
}

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 5.16. Sonuç 5.15’in şartları altında κ = κ1+κ2
2 alınırsa,

∣∣∣∣∣2
α

k −1
Γk(α + k)

(κ2−κ1)
α

k

[
Jα

κ2−,k f
(

κ1 +κ2

2

)
+ Jα

κ1+,k f
(

κ1 +κ2

2

)]

− f
(

κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣ (5.28)

≤ (κ2−κ1)

4

(
4α p

α p+ k

) 1
p [∣∣ f ′(κ1)

∣∣+ ∣∣ f ′(κ2)
∣∣]

eşitsizliği elde edilir.
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Teorem 5.17. f : [κ1,κ2]→ R, 0 ≤ κ1 < κ2 için (κ1,κ2) aralığı üzerinde türevlenebilir

bir fonksiyon olsun. | f ′| fonksiyonu [κ1,κ2] aralığı üzerinde konveks fonksiyon ise, bu

durumda κ ∈ [κ1,κ2] olmak üzere genelleştirilmiş kesirli integraller için∣∣∣∣ 1
Ψ(1)+Θ(1)

[
(κ1+κ2−κ)−Jϕ f (κ2)+ (κ1+κ2−κ)+Jϕ f (κ1)

]

− f (κ1 +κ2−κ)| (5.29)

≤ 1
Ψ(1)+Θ(1)

×

(κ−κ1)
∣∣∣ f ′(κ2)

∣∣∣ 1∫
0

(1−ξ )Ψ(ξ )dξ +(κ2−κ)
∣∣∣ f ′(κ1)

∣∣∣ 1∫
0

(1−ξ )Θ(ξ )dξ

∣∣∣ f ′(κ1 +κ2−κ)
∣∣∣ 1∫

0

ξ [(κ−κ1)Ψ(ξ )+(κ2−κ)Θ(ξ )]dξ


eşitsizliği elde edilir. Burada Ψ ve Θ fonksiyonları (5.8)’deki gibi tanımlanmıştır.

İspat. Lemma 5.2’den,∣∣∣∣ 1
Ψ(1)+Θ(1)

[
(κ1+κ2−κ)−Jϕ f (κ2)+ (κ1+κ2−κ)+Jϕ f (κ1)

]
(5.30)

− f (κ1 +κ2−κ)|

≤ (κ−κ1)

Ψ(1)+Θ(1)

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

Ψ(ξ ) f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)dξ

∣∣∣∣∣∣
+

(κ2−κ)
Ψ(1)+Θ(1)

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

Θ(ξ ) f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ1)dξ

∣∣∣∣∣∣
≤ (κ−κ1)

Ψ(1)+Θ(1)

1∫
0

∣∣Ψ(ξ ) f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)
∣∣dξ

+
(κ2−κ)

Ψ(1)+Θ(1)

1∫
0

∣∣Θ(ξ ) f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)
∣∣dξ
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yazılabilir. | f ′| fonksiyonunun konveksliği yardımıyla,∣∣∣∣ 1
Ψ(1)+Θ(1)

[
(κ1+κ2−κ)−Jϕ f (κ2)+ (κ1+κ2−κ)+Jϕ f (κ1)

]
− f (κ1 +κ2−κ)

∣∣∣∣
≤ (κ−κ1)

Ψ(1)+Θ(1)


1∫

0

Ψ(ξ )
[
ξ
∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)

∣∣+(1−ξ )
∣∣ f ′(κ2)

∣∣]dξ (5.31)

+
(κ2−κ)

Ψ(1)+Θ(1)

1∫
0

Θ(ξ )
[
ξ
∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)

∣∣+(1−ξ )
∣∣ f ′(κ1)

∣∣]dξ


=

1
Ψ(1)+Θ(1)

×

(κ−κ1)
∣∣ f ′(κ2)

∣∣ 1∫
0

(1−ξ )Ψ(ξ )dξ +(κ2−κ)
∣∣ f ′(κ1)

∣∣ 1∫
0

(1−ξ )Θ(ξ )dξ

+
∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)

∣∣ 1∫
0

ξ [(κ−κ1)Ψ(ξ )+(κ2−κ)Θ(ξ )]dξ


eşitsizliği elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.

Sonuç 5.18. Teorem 5.17’de ϕ(ξ ) = ξ seçilirse, bu durumda (5.29) eşitsizliği (5.16)

eşitsizliğine dönüşür.

Sonuç 5.19. Teorem 5.17’nin şartları altında ϕ(ξ ) = ξ α

Γ(α) alınırsa,

∣∣∣∣ Γ(α +1)
(κ2−κ)α +(κ−κ1)

α

[
Jα

(κ1+κ2−κ)− f (κ2)+ Jα

(κ1+κ2−κ)+ f (κ1)
]

− f (κ1 +κ2−κ)| (5.32)

≤ 1
(κ2−κ)α +(κ−κ1)

α

1
(α +2)

1
(α +1)

×
{[

(κ−κ1)
α+1

∣∣∣ f ′(κ2)
∣∣∣+(κ2−κ)α+1

∣∣∣ f ′(κ1)
∣∣∣]

+
∣∣∣ f ′(κ1 +κ2−κ)

∣∣∣[(κ2−κ)α+1 +(κ−κ1)
α+1
]}

eşitsizliği elde edilir.
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Sonuç 5.20. Sonuç 5.19’de κ = κ1+κ2
2 seçilirse, bu durumda Sonuç 5.19 Sarıkaya ve

Yildirim tarafından verilen∣∣∣∣∣2α−1Γ(α +1)
(κ2−κ1)

α

[
Jα(

κ1+κ2
2

)
−

f (κ2)+ Jα(
κ1+κ2

2

)
+

f (κ1)

]
(5.33)

− f
(

κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣
≤ (κ2−κ1)

4(α +1)
[∣∣ f ′(κ1)

∣∣+ ∣∣ f ′(κ2)
∣∣]

eşitsizliğine dönüşür [17].

Sonuç 5.21. Teorem 5.17’nin şartları altında ϕ(ξ ) = ξ
α
k

kΓk(α) alınırsa,

∣∣∣∣∣ Γk(α + k)

(κ2−κ)
α

k +(κ−κ1)
α

k

[
Jα

(κ1+κ2−κ)−,k f (κ2) (5.34)

+Jα

(κ1+κ2−κ)+,k f (κ1)
]
− f (κ1 +κ2−κ)

∣∣∣
≤ 1

(κ2−κ)α/k +(κ−κ1)
α/k

k
(α +2k)

×
{

k
(α + k)

[
(κ−κ1)

α

k +1
∣∣∣ f ′(κ2)

∣∣∣+(κ2−κ)
α

k +1
∣∣∣ f ′(κ1)

∣∣∣]

+
∣∣∣ f ′(κ1 +κ2−κ)

∣∣∣[(κ2−κ)
α

k +1 +(κ−κ1)
α

k +1
]}

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 5.22. Sonuç 5.21’de κ = κ1+κ2
2 seçilirse, bu durumda Sonuç 5.21 Farid ve ark.

tarafından verilen ∣∣∣∣∣2
α

k −1
Γk(α + k)

(κ2−κ1)
α

k

[
Jα(

κ1+κ2
2

)
−,k

f (κ2) (5.35)

+Jα(
κ1+κ2

2

)
+,k

f (κ1)

]
− f
(

κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣
≤ (κ2−κ1)k

4(α + k)

[∣∣ f ′(κ1)
∣∣+ ∣∣ f ′(κ2)

∣∣]
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eşitsizliği elde edilir [18].

Teorem 5.23. f : [κ1,κ2]→R, 0≤ κ1 < κ2 için (κ1,κ2) aralığı üzerinde türevlenebilir bir

fonksiyon olsun. Eğer | f ′|q, q > 1, fonksiyonu [κ1,κ2] aralığı üzerinde konveks fonksiyon

ise, bu durumda κ ∈ [κ1,κ2] ve 1
p +

1
q = 1 olmak üzere genelleştirilmiş kesirli integraller

için ∣∣∣∣ 1
Ψ(1)+Θ(1)

[
(κ1+κ2−κ)−Jϕ f (κ2)+ (κ1+κ2−κ)+Jϕ f (κ1)

]
(5.36)

− f (κ1 +κ2−κ)|

≤ κ−κ1

Ψ(1)+Θ(1)

 1∫
0

Ψ(ξ )pdξ

 1
p

×
(
| f ′(κ1 +κ2−κ)|q + | f ′(κ2)|q

2

) 1
q

+
κ2−κ

Ψ(1)+Θ(1)

 1∫
0

Θ(ξ )pdξ

 1
p

×
(
| f ′(κ1 +κ2−κ)|q + | f ′(κ1)|q

2

) 1
q

eşitsizliği elde edilir. Burada Ψ ve Θ fonksiyonları (5.8)’deki gibi tanımlanmıştır.

İspat. Lemma 5.2’den,∣∣∣∣ 1
Ψ(1)+Θ(1)

[
(κ1+κ2−κ)−Jϕ f (κ2) (5.37)

+ (κ1+κ2−κ)+Jϕ f (κ1)
]
− f (κ1 +κ2−κ) |

≤ κ−κ1

Ψ(1)+Θ(1)

1∫
0

Ψ(ξ )
∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)

∣∣dξ

+
κ2−κ

Ψ(1)+Θ(1)

1∫
0

Θ(ξ )
∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ1)

∣∣dξ
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yazılır. | f ′|q fonksiyonunun konveksliği ve Hölder eşitsizliği kullanılırsa,∣∣∣∣ 1
Ψ(1)+Θ(1)

[
(κ1+κ2−κ)−Jϕ f (κ2)+ (κ1+κ2−κ)+Jϕ f (κ1)

]
(5.38)

− f (κ1 +κ2−κ)|

≤ κ−κ1

Ψ(1)+Θ(1)

 1∫
0

(Ψ(ξ ))p dξ

 1
p

×

 1∫
0

∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ2)
∣∣q dξ

 1
q

+
κ2−κ

Ψ(1)+Θ(1)

 1∫
0

(Θ(ξ ))p dξ

 1
p

×

 1∫
0

∣∣ f ′ (ξ (κ1 +κ2−κ)+(1−ξ )κ1)
∣∣q 1

q

≤ κ−κ1

Ψ(1)+Θ(1)

 1∫
0

(Ψ(ξ ))p dξ

 1
p

×

 1∫
0

[
(1−ξ )

∣∣ f ′(κ2)
∣∣q +ξ

∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)
∣∣q]dξ

 1
q

+
κ2−κ

Ψ(1)+Θ(1)

 1∫
0

(Θ(ξ ))p dξ

 1
p

×

 1∫
0

[∣∣1−ξ ) f ′(κ1)
∣∣q +(ξ

∣∣ f ′ (κ1 +κ2−κ)
∣∣q]dξ

 1
q

=
κ−κ1

Ψ(1)+Θ(1)

 1∫
0

(Ψ(ξ ))p dξ

 1
p

×
(
| f ′ (κ1 +κ2−κ)|q + | f ′(κ2)|q

2

) 1
q

+
κ2−κ

Ψ(1)+Θ(1)

 1∫
0

(Θ(ξ ))p dξ

 1
p
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×
(
| f ′ (κ1 +κ2−κ)|q + | f ′(κ1)|q

2

) 1
q

eşitsizliği elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.

Sonuç 5.24. Teorem 5.23’te ϕ(ξ ) = ξ seçilirse, bu durumda (5.36) eşitsizliği (5.23)

eşitsizliğine dönüşür.

Sonuç 5.25. Teorem 5.23’ün şartları altında ϕ(ξ ) = ξ α

Γ(α) alınırsa,

∣∣∣∣ Γ(α +1)
(κ2−κ)α +(κ−κ1)

α

[
Jα

(κ1+κ2−κ)− f (κ2) (5.39)

+Jα

(κ1+κ2−κ)+ f (κ1)
]
− f (κ1 +κ2−κ)|

≤ 1
(κ2−κ)α +(κ−κ1)

α

(
1

α p+1

) 1
p

×

{
(κ−κ1)

α+1
(
| f ′(κ1 +κ2−κ)|q + | f ′(κ2)|q

2

) 1
q

+ (κ2−κ)α+1
(
| f ′(κ1 +κ2−κ)|q + | f ′(κ1)|q

2

) 1
q
}

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 5.26. Sonuç 5.25’de κ = κ1+κ2
2 seçilirse, bu durumda Sonuç 5.25 Sarıkaya ve

Yıldırım tarafından ispatlanmış olan∣∣∣∣∣2α−1Γ(α +1)
(κ2−κ1)

α

[
Jα(

κ1+κ2
2

)
−

f (κ2)+ Jα(
κ1+κ2

2

)
+

f (κ1)

]
(5.40)

− f
(

κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣
≤ κ2−κ1

4

(
1

α p+1

) 1
p

×

{(
| f ′(κ1)|q +3 | f ′(κ2)|q

4

) 1
q

+

(
3 | f ′(κ1)|q + | f ′(κ2)|q

4

) 1
q
}

≤ κ2−κ1

4

(
4

α p+1

) 1
p [∣∣ f ′(κ1)

∣∣+ ∣∣ f ′(κ2)
∣∣]
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eşitsizliğine dönüşür [17].

Sonuç 5.27. Teorem 5.23’ün şartları altında ϕ(ξ ) = ξ
α
k

kΓk(α) alınırsa, bu durumda

∣∣∣∣∣ Γk(α + k)

(κ2−κ)
α

k +(κ−κ1)
α

k

[
Jα

(κ1+κ2−κ)−,k f (κ2) (5.41)

+Jα

(κ1+κ2−κ)+,k f (κ1)
]
− f (κ1 +κ2−κ)|

≤ 1

(κ2−κ)
α

k +(κ−κ1)
α

k

(
k

α p+ k

) 1
p

×

{
(κ−κ1)

α

k +1
[
| f ′(κ1 +κ2−κ)|q + | f ′(κ2)|q

2

] 1
q

+ (κ2−κ)
α

k +1
[
| f ′(κ1)|q + | f ′(κ1 +κ2−κ)|q

2

] 1
q
}

eşitsizliği elde edilir.

Sonuç 5.28. Sonuç 5.27’de κ = κ1+κ2
2 seçilirse, bu durumda Sonuç 5.27 Farid ve ark.

tarafından verilen∣∣∣∣∣2
α

k −1
Γk(α + k)

(κ2−κ1)
α

k

[
Jα(

κ1+κ2
2

)
−,k

f (κ2)+ Jα(
κ1+κ2

2

)
+,k

f (κ1)

]
(5.42)

− f
(

κ1 +κ2

2

)∣∣∣∣
≤ κ2−κ1

4

(
k

α p+ k

) 1
p

×

{(
| f ′(κ1)|q +3 | f ′(κ2)|q

4

) 1
q

+

(
3 | f ′(κ1)|q + | f ′(κ2)|q

4

) 1
q
}

≤ κ2−κ1

4

(
4k

α p+ k

) 1
p [∣∣ f ′(κ1)

∣∣+ ∣∣ f ′(κ2)
∣∣]

eşitsizliğine dönüşür [18].
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6. SONUÇLAR VE ÖNERİLER

Bu tez çalışmasında Giriş, Temel Kavramlar, Riemann-Liouville Kesirli İntegralleri

için Orta Nokta Tipli Eşitsizlikler, Riemann-Liouville Kesirli İntegralleri için Yeni

Genelleştirilmiş Orta Nokta Tipli Eşitsizlikler ve Genelleştirilmiş Kesirli İntegraller için

Orta Nokta Tipli Eşitsizlikler bölümleri olmak üzere altı bölümden oluşmaktadır.

Giriş bölümünde tezin konusuyla ilgili literatürdeki temel çalışmalardan bahsedilmiştir.

Temel kavramlar bölümü ise beş alt bölümden oluşmuştur. Birinci alt bölümde çeşitli

konveks fonksiyon tanımları sunulmuştur. İkinci alt bölümde ise birçok kesirli integral

tanımları verilmiştir. Üçüncü alt bölümde tezde kullanılan bazı eşitsizliklere yer verilmiştir.

Dördüncü ve beşinci alt bölümde ise tezde kullanılan genelleştirilmiş integral operatörleri

ve genelleştirilmiş orta nokta eşitsizliklerinden bahsedilmiştir.

Üçüncü bölümde Budak ve Agarwal tarafından elde edilen bu teze öncülük eden ve bazı

Orta-Nokta tipli eşitsizlikler sunulmuştur. Dördüncü bölümde Riemann-Liouville kesirli

integralleri için yeni orta nokta tipli eşitsizlikler elde edilmiştir. Beşinci bölümde ise

genelleştirilmiş kesirli integraller için orta nokta tipli yeni eşitsizlikler elde edilmiştir.

Sonraki çalışmalarda dördüncü ve beşinci bölümlerde ispatlanan eşitlikler kullanılarak,

farklı türden konveks fonksiyonlar için yeni eşitsizlikler elde edilebilir. Ayrıca iki

değişkenli kısmi türevlenebilir fonksiyonlar için benzer eşitsizlikler elde edilerek,

koordinatlara göre konveks fonksiyonlar için benzer sonuçlar ispatlanabilir.
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