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OZET

GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRALLER ICIN YENI ORTA NOKTA
TIiPLI ESITSIZLIKLER

Rabia KAPUCU
Diizce Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Dog. Dr. Hiiseyin BUDAK
Temmuz 2021, 62 sayfa

Bu tez calismas1 genellestirilmis kesirli integraller icin orta nokta tipli esitsizlikler
lizerinedir. Alt1 boliimden olusan bu tezin birinci boliimii giris nitelifindedir. Ikinci
boliimii ise tezde kullanilan bazi tanim ve teoremlerden olusmaktadir. Ayrica ikinci
boliimde genellestirilmis kesirli integral operatorleri ve genellestirilmis orta nokta tipli
esitsizlikler verilmistir. Uciincii boliimde Budak ve Agarwal tarafindan elde edilen
Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in orta nokta tipli esitsizlikler sunulmustur. Tez
calismasimin ana kismini1 dordiincii ve besinci boliimler olusturmaktadir. Dordiincii
boliimde Riemann-Liouville kesirli integralleri icin yeni orta nokta tipli esitsizlikler
ispatlanmistir. Besinci boliimde ise genellestirilmis kesirli integraller i¢in orta nokta
tipli esitsizlikler elde edilmis ve bu esitsizliklerin 6zel durumlar arastirilmistir. Tezin son
kism1 olan altinci boliimde ise bazi sonuglar ve sonraki caligsmalar i¢in Oneriler verilmistir.

Anahtar sozciikler:  Hermite-Hadamard esitsizligi, Kesirli integraller, Konveks
fonksiyonlar, Orta Nokta esitsizligi.
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ABSTRACT

NEW MIDPOINT TYPE INEQUALITIES FOR GENERALIZED FRACTIONAL
INTEGRALS

Rabia KAPUCU
Diizce University
Institute of Graduate Studies, Department of Mathematics
Master’s Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Hiiseyin BUDAK
July 2021, 62 pages

This thesis is on midpoint type inequalities for generalized fractional integrals. The first
part of this thesis, which consists of six chapters, is an introduction. The second part
consists of some definitions and theorems used in the thesis. Moreover, in the second
chapter, generalized fractional integral operators and generalized midpoint type inequalities
are given. In the third chapter, midpoint type inequalities for Riemann-Liouville fractional
integrals obtained by Budak and Agarwal are presented. The fourth and fifth sections
constitute the main part of the thesis study. In the fourth chapter, new midpoint type
inequalities for Riemann-Liouville fractional integrals are proved. In the fifth chapter,
midpoint type inequalities for generalized fractional integrals are obtained and special
cases of these inequalities are investigated. In the sixth section, the last part of the thesis,
some results and suggestions for future studies are given.

Keywords: Hermite-Hadamard inequalities, Fractional integrals, Convex functions,
Midpoint inequality.
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1. GIRIS

Matematikte "esitsizlik" kelime anlami olarak en az iki farkli deger arasindaki farki ifade
eden bir iligkidir. Aslinda karsilagtirmalar sonucu ortaya ¢ikan bir kavramdir. Esitsizlik
kavrami ¢ok eski tarihlere dayansa da sistematik olarak matematige dahil olmas1 20.
yiizyilin baglarinda Jensen tarafindan ele alinmigtir. Esitsizliklerin uygulama alani yalniz
matematik alam ile sinirli kalmayip ayn1 zamanda fizik ve miihendislik alanlarinda da
kendine yer bulmugtur. Esitsizlik alaninda yapilan ilk temel ¢alisma 1934 yilinda Hardy,
Littlewood ve Polya tarafindan kaleme alinan "Inequalities" kitabidir [1]. 1934 yilindan
sonra elde edilen yeni esitsizlikleri iceren "Inequalities" adli kitap 1961 yilinda E. F.
Beckenbach ve R. Bellman tarafindan yayimlanmistir [2]. 1970 yilinda Mitrinovi¢’in
yayimladig1 yukarida sozii edilen iki kitapta yer almayan konular1 "Analitic Inequalities"

1simli kitabinda yer vermistir [3].

Konvekslik; analiz, topoloji, olasilik teorisi, grafik teorisi, fonksiyonel analiz ve ayrica
lineer olmayan analiz gibi uygulama alanlari ile ¢ok koklii bir gecmise sahiptir. Konvekslik
ve konkavlik kavramlar farkli alanlarda ve giinliik hayatta fazlasiyla kullanilmaktadir.
Giizel sanatlarda, finans matematiginde, saglik alaninda konveks ve konkav lenslerde, fizik
alaninda konveks ve konkav aynalarda, biyoloji alaninda yaprak simiflandirmasi gibi pek

cok sekilde karsimiza ¢ikmaktadir.

Konveks fonksiyon esitsizlik tizerinde kurulmusg bir tanimdir. Bir ¢ok esitsizlik konveks
fonksiyon yardimiyla elde edilmistir. Bu sebeple konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlik
cok 6nemli bir yere sahiptir. Konvekslik, M.O. 250 yilinda Archimedes’in iinlii 7(pi)
degerini hesaplamasina kadar uzanan basit ve bilinen bir kavramdir. Hermite, 1881
yilinda konvekslik kavramu ile ilgili elde ettigi esitsizlik 1883 yilinda Mathesis dergisinde
yayimlanmistir. Hadamard ise 1893 yilinda bu esitsizligi bagimsiz bir sekilde tekrar
ele almistir. Bu sebeple literatiire Hermite-Hadamard esitsizligi olarak ge¢mistir. Ozel
olarak Hermite-Hadamard esitsizligi literatiirde cok énemli bir yere sahip oldugu goz ardi

edilemez. Esitsizlik uzun yillardir ¢alisilan bir alandir. Integral esitsizlikleri ise bir cok



matematikci tarafindan son otuz yildir ilgi goren ve iizerine bir ¢ok makale yazilan bir

konudur.

En 1yi matematik¢ilerden biri olan Newton 1661 de vebadan kagmak icin ailesiyle gittigi
ciftliklerinde kaldig1 iki yil icerisinde tiirev ve integral iizerine ¢alismalar yapmustir. Fakat
bu calismalarin1 hemen yayimlamamistir. Newtondan habersiz olarak Leibniz ise tiirev ve

integral tanimlar tizerinde ¢alismis 1684 ve 1686 yillarinda yayimlamugtir.

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlarinin temeli ise 1695°te Leibniz’in L’Hospital’e
"Tam sayil1 mertebeden tiirevlerin anlami tam sayili olmayan tiirevlere genisletilebilir mi?"
surusunu sordugu bir mektupla baglar. Bu mektuba L’Hospital ise "1/2. mertebeden olursa
ne olur?” sorusu ile cevap vermistir. Leibniz "ileride bir giin ¢ok giizel sonuglara yol
acacak ancak simdilik bir paradoks" demistir. Bu mektuptan sonra kesirli tiirev ve integral
bircok matematikg¢i i¢in ¢alisma alani olmugtur. Ancak kesirli tiirev ve integral tanimlarini

ilk olarak Liouville ele almistir.

Konveks fonksiyonlar i¢in en 6nemli esitsizliklerden biri olan Hermite-Hadamard esitsizligi

asagidaki gibi ifade edilir:

Eger f : I — R konveks bir fonksiyon ve ki, k» € I olmak {izere k; < k» olsun. Bu durumda

K

f(“+“>< : /ﬂzﬂzgiﬁﬁiﬁ@@ (L1)

2 T K — K] 2
K1

dir. f konkav fonksiyon ise her iki esitsizlik ters yonde olur [4].

Dragomir ve Agarwal [5] Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi olan

K

fle)+f() 1 /f(%)d% (1.2)

2 K> — Kj
K

farki i¢in, Kirmaci [6] Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafi olan

1 t/ﬂ%M%—f(f%?9> (1.3)

K2 — K



farki icin (sirastyla yamuk tipli ve orta nokta tipli) list sinirlar elde etmiglerdir. Son
yillarda Hermite-Hadamard esitsizliginin genellemeleri ve bircok yamuk ve orta nokta
tipli esitsizlik elde edilmistir. Ornegin; baz1 ¢calismalarda yazarlar Hermite-Hadamard
esitsizligini diger konveks tiirleri i¢in elde etmislerdir ([7], [8], [9], [10], [11], [12]).
Qaisar ve Hussain konveks ve konkav fonksiyonlar i¢in bir¢cok genellestirilmis orta nokta
esitsizlikleri elde etmistir [13]. Diger yandan, Sarikaya ve ark. Riemann-Liouville kesirli
integralleri icin Hermite-Hadamard esitsizlikleri ve yamuk tipli esitsizlikler elde etmislerdir
[14]. Igbal ve ark. ise orta nokta esitsizliklerini Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in
genellestirmiglerdir [15]. Budak ve Agarwal ise Riemann-Liouville kesirli integralleri
icin daha genel orta nokta tipli esitsilikler ispatlamislardir [16]. Ayrica Sarikaya ve
Yildirim Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢cin Hermite-Hadamard esitsizliginin bagka
bir versiyonunu elde edip, bu esitsizlige uygun orta nokta tipli esitsizlikler vermislerdir
[17]. Farid ve ark. da k-Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in Hermite-Hadamard
esitsizlikleri elde etmislerdir [18]. Literatiirde kesirli integraller i¢cin Hermite-Hadamard ve
orta nokta tipli esitsizlikler tizerine ¢aligilmig bircok makale vardir. Bunlardan bazilari [19],

[20], [21], [22], [23], [24], [25], [26], [27], [28], [29], [30], [31] bi¢ciminde siralanabilir.

Bu tez calismasinda, Budak ve Agarwal’in elde ettigi sonuclar dikkate alinarak ilk olarak
Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in yeni genellestirilmis orta nokta esitsizlikleri elde

edilecek. Daha sonra genellestirilmis kesirli integraller i¢cin benzer sonuclar sunulacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez boyunca kullanilacak bazi tanim ve teoremler verilecektir.
2.1. KONVEKS FONKSIYONLAR VE OZELLIKLERI

Bu alt boliimde ¢esitli konveks fonksiyon siniflar1 sunulacaktir.

Tanim 2.1. (Konveks Fonksiyon): f: 1 C R — R fonksiyonu, s,y € I ve § € [0, 1] igin

fEx+(1=8)y) <Ef(5)+(1-8)f(¥) 2.1
esitsizligi saglantyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Esitsizlik yon degistirdigi
takdirde f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir [32].

Tamm 2.2. (J-Konveks Fonksiyon): / C R olmak {izere her s,y € [ i¢in

r(2g) <L 2sD 02

kosulunu saglayan f fonksiyonuna / tizerinde J-konveks fonksiyon denir [3].

Tamim 2.3. (h-Konveks Fonksiyon): /2 : 1 C R — R pozitif bir fonksiyon olsun. Vsz,y € I,

o € (0,1) olmak iizere

floset+(1=a)y) <h(a) f(>)+h(1-a)f(y) (2.3)

kosulunu saglayan f fonksiyonuna h-konveks fonksiyon denir. Esitsizlik yon degistirdigi

takdirde /s fonksiyonuna h-konkav fonksiyon denir [33].

Tamim 2.4. (Kesin J-Konveks Fonksiyon): Vs, y € I ve > # y icin

f<%+y) < fOGo)+1(y) (2.4)

2 - 2
kosulunu saglayan f fonksiyonuna / iizerinde Kesin J-konveks fonksiyon denir [3].

4



Tamm 2.5. (Quasi-Konveks Fonksiyon): S C R" bostan farkli bir kiime ve f: S — R bir

fonksiyon olsun. Vsz,y € Sve A € [0, 1] i¢in

s+ (1=A)y) <max{f(>),f(»)} (2.5)

sartin1 saglhyorsa f fonksiyonuna quasi-konveks fonksiyon denir.

Ayni1 kogullar altinda

fAse+(1=A)y) = max{f (>),f (»)} (2.6)

ise f fonksiyonuna quasi-konkav fonksiyon denir [34].
Tamim 2.6. (Wright-Konveks Fonksiyon): f : I — R bir fonksiyon olsun. y >0, § >0

kosullart altinda Vs¢,y,y+ 6 € I ve Va € [0, 1] olmak tizere

LIt (@) + (- @)t ay) Smax(F(0) f0)) @)

ya da
[f )+ f (¢4 8))] <max{f (x),f(y+8)} (2.8)

| =

esitsizliklerinden herhangi biri gerceklesiyorsa f fonksiyonuna I C R iizerinde

Wright-quasi-konveks fonksiyon denir [34].

Tamm 2.7. (J-Quasi-Konveks Fonksiyon): f : I — R bir fonksiyon ve V¢, y € I olsun.

£(%5) < maxts .0} 29)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna J-quasi-konvekstir denir [34].

Tamim 2.8. (Wright-Quasi-Konveks Fonksiyon): f : I — R bir fonksiyon olsun. y > s,
0 > 0 kosullart altinda Vs¢,y,y+ 6 € I ve Va € [0, 1] olmak iizere

LIt (1= a)y) 4 £ (1 - o) b ay)] Smax{7(0) f0)) (210

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna Wright-quasi-konvekstir denir [34].



Tamm 2.9. (Log-Konveks Fonksiyon): f: 7 — R ve I C R aralik olsun. Vs, y € I ve

o € [0, 1] olmak iizere

floax+(1—a)y) < (o) f () (2.11)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna Log-konvekstir denir [32].

Tanim 2.10. (r-Konveks Fonksiyon): f pozitif bir fonksiyon olsun. Vs, y € [k, k»| ve

A €10,1] i¢in

Flxt (1—2)y) < Aff()+(1=A)f"(y), r#0 2.12)

N FCNFO)r, =0

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna [k, k»] aralifinda r-konveks denir [35].

Tanm 2.11. (Birinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): R, = [0,%0), f: R, — R bir

fonksiyon ve 0 < s < 1 olsun. a® + 3° = 1 olmak tizere Vs¢,y € R ve her a, 8 > 0 i¢cin

flax+By) < a’f (=) +Bf(y) (2.13)

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Birinci

anlamda s-konveks fonksiyonlarin sinifi KS1 ile tanimlanir [36].

Tamim 2.12. (Ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): f: R, - R ve 0 < s <1

olsun. o, B > 0, o+ B = 1 olmak iizere Vs, y € Ry igin

flax+By) <a’f (=) +Bf(y) (2.14)

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Ikinci

anlamda s-konveks fonksiyonlarin sinifi KS2 ile gosterilir [36].

Burada birinci anlamda ve ikinci anlamda s konveks fonksiyon tanimlar1 s = 1 i¢in konveks

fonksiyon elde edilir.

Tanim 2.13. (m-Konveks Fonksiyon): f: [0, k»] — R fonksiyon ve k> > 0 olsun. Vs¢,y €

[0,K2], m € [0,1] ve & € [0,1] olmak iizere

f(Ex+m(1=8)y) <Gf () +m(1=8)f(y) (2.15)

6



esitsizligini saglayan f fonksiyonuna m-konveks fonksiyon denir [37].

f(0) < 0 esitsizligini saglayan [0,x»] araligi iizerinde tamimli biitin m-konveks

fonksiyonlar sinifi K, (%) ile tanimlanir.
2.2. KESIRLI INTEGRALLER

Bu alt boliimde ilk olarak Gamma fonksiyonu tanimi verilip, daha sonra bir ¢ok kesirli

integral operatorleri tamtilacaktir.

Tanim 2.14. (Gamma Fonksiyonu) I" gamma fonksiyonu, her a > 0 i¢in

[}

= /%‘xle%d% (2.16)
0

seklinde tanimlanir ve s > 0 i¢in yakinsaktir. Ayn1 zamanda

|
[(>) = lim L

n—o 3 (x4 1)...(3c+n) 17)

olarak da tanimlanabilir [38].

Gamma fonksiyonunun bazi1 6zellikleri asagidaki gibi siralanabilir:
DI (n+1)=nl(n)=n!,
i) T'(3) = v/,

111)f—d% F'(p)(l—-p)==-,0<p<]1,

sin pﬂ: )

iv) 227710 ()T (n+ %) = /7l (2n).

Tamm 2.15. (k-Gamma Fonksiyonu): k >0,z € C

r le
7) = /um_]e_kdu,Re (z) >0 (2.18)
0



seklinde tanimlanan Iy (z) fonksiyonuna k-gamma fonksiyonu denir. Ayrica
Le(2) = (01T (5) (2.19)

oldugu asikardir.

Tamm 2.16. (Riemann-Liouville Kesirli Integrali): f € L;[x|, k] olsun. & > 0 olmak

izere a-inci mertebesinden Riemann-Liouville integralleri J ,‘3‘1 fveld ,‘3‘2_ f sirasiyla

I 0 = g o =& F(E)E > .20
100 = g [ (&= 1@ < ks @21

ile tanimlanir [39].

Tanmm 2.17. (k-Riemann-Liouville Kesirli integrali): f € Li[ki, k2] olsun. a >0

olmak iizere a-inci mertebesinden k-Riemann-Liouville integralleri J,‘jl‘+ S vedr . f

Kzf,k
sirastyla
o _# * ¥l
IS0 = i L O o > x 222)
ve
1 K2 a_
sl = e | € 1@< o 2.23)

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna k-Riemann-Liouville kesirli integrali denir [40].

Tamm 2.18. (Katugampola Kesirli Integrali): o ve p # —1 olmak iizere, Katugampola

kesirli integrali

l—-a *
WIS f () :%/(%”“—5”“)“‘15“5"]0(5)(15 (2.24)

K1
seklinde tanimlanir [41].

Tamm 2.19. (Uyumlu Kesirli Integralleri): o € (n,n+1] ve B = a —n olsun. Bu

durumda sirasiyla & mertebeli sol uyumlu ve sag uyumlu kesirli integralleri

£
121/ =I5 (€= 18) = [ ) p (e @29



veE

¢
(CLaf) (@) =T (0 =8P £(8)) = [ e &) (k=P f (o) 226)

olarak tamimlanir [42].

Tamm 2.20. (Hadamard Kesirli Integralleri): (x|, k) (—oo < k| < K < o0) araligt R*
yar1 ekseninde sinirli veya sinirsiz bir aralik olsun. Ayrica Re (o) >0, 0 € Rt ve n € C

olsun. o € C ve Re (o) > O igin f € L(ky,ky) ise

(HE . f) () 1= /% ( ) ?d!; > K, (2.27)
ve 4 1
(HE_f) (5) := %a)/ (log %) - %é)dé, %< K (2.28)

kesirli integralleri sirasiyla sol tarafli ve sag tarafli Hadamard kesirli integralleri denir [39].

Kesirli integraller i¢cin daha fazla bilgi i¢in [39], [43], [44], [45] nolu kitaplara bakilabilir.
2.3. BAZI ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde bazi temel esitsizlikler ve tezin temelini olusturan bazi teoremler

verilecektir.

Tamm 2.21. (Holder Esitsizligi): x = (x1,x2,...,x,) ve y = (y1,¥2,...,yn) reel veya

kompleks sayilarin iki n—lisi olsun. O halde% + é = 1 olmak iizere,

a) p > lise,

=
Q=

Y o < <Z !ku”) (Z |yk|"> (2.29)
k=1 k=1 k=1

b) p <0 veyag <O0ise

=

Y bl = (Z |xk|") (Z lykl"> (2.30)
k=1 k=1 k=1

saglanir [3].



Tamm 2.22. (Integraller Icin Holder Esitsizligi): [k, %] C R, f € L? [k, %] ve g €

L[k, K] olsun. 1 < p < oo ve %4—%{ = 1 olmak tizere

[isGalgtalaz< | [ircar | | [leGar @3

esitsizligine Holder Esitsizligi denir [46].

Tanim 2.23. (Jensen Esitsizligi): f : I = [k, k2] — R, I tizerinde konveks bir fonksiyon

olsun. i : I — (0,00) ve u : [ — R4 = [0, 00) integrallenebilir fonksiyonlar ise bu durumda

PR u(@)de\  [h(E)f (u())d
% <t (2.32)
Th(g)ae Th(g)ae

esitsizliine Jensen esitsizligi denir. f konkav fonksiyon oldugunda esitsizlik yon degistirir

[47].

Teorem 2.24. f:1° C R — R, I° lizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve k1 < k»

(I°, I min igi) icin k7, k» € I° olsun. Eger f/ € [k, k»] ise bu durumda

K1+ K2
Kz—Kl/f #)ds— f( ) (2.33)
1/2
~ (k¥ /5f (Exi+(1-8) sz5+/ &1 f Erit+(1-8) k) de

1/2
dir [6].

Teorem 2.25. f:1° C R — R, I° lizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve k1 < k»

[K1, ko] aralig1 iizerinde konveks fonksiyon ise

icin k1, kK € I° olsun. Eger ‘f/

bu durumda

K1+ K> K — K1
Kz—Kl/f %)= f< ) = 8 (

esitsizligi elde edilir [6].

‘ ‘f K D (2.34)
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Teorem 2.26. f:1° C R — R, I° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve k1 < k>

’ q . .
icin k7, k» € I° olsun. Eger ‘ f(x )’ fonksiyonu [k, k»| aralig1 iizerinde konveks ve p > 1

olmak tizere, % + Cll — 1 ise bu durumda

Kzim 7f(%)d%—f('q;”<2> (2.35)
< =2 (5t) (el sl

+ Gl |7 o)1) ]
esitsizligi elde edilir [6].

Teorem 2.27. f:1° C R — R, I° lizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve k1 < k»
/ q
icin k7, k» € I° olsun. Eger ‘ i (Kl)‘ fonksiyonu [k, k| aralidi iizerinde konveks ve p > 1

ise bu durumda

; /f(%)d%—f(Kl+K2> (2.36)

K — Kj 2

< (25 G) ¢

esitsizligi elde edilir. Burada %4—%] =1 dir [6].

£ )|+ |1 (2)])

Teorem 2.28. (Kesirli Hermite-Hadamard Esitsizligi): f : k], k»] — R bir fonksiyon
ve f € Ly [k, k2] olsun. Eger f fonksiyonu [k, k»] aralig1 iizerinde konveks bir fonksiyon

ise, o > 0 olmak ilizere Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in

f (k) + f (i)
2

f<K1+K2) < INa+1) (237)

2 =20k — k1) [J%Jrf(’fz)—i—J,‘é‘z,f(Kl)] <

esitsizlikleri vardir [14].

Teorem 2.29. f: [k;, k] — R bir fonksiyon ve f € L; [k}, k»] olsun. Eger f fonksiyonu
[K1, k»] aralig1 tizerinde konveks bir fonksiyon ise, o > 0 olmak iizere Riemann-Liouville

kesirli integralleri i¢in

f (K‘] +1<2> - 20T (o +1)

2 (Kz—K'l)a

Py FR)HT% 0y Fk)| (238)
(T)"’ (2) (T)‘ (k1)

11



f(xr) + f(k2)

IN

esitsizlikleri vardir [17].

Lemma 2.30. f: [k}, k] — R fonksiyonu (ki, k») aralig1 iizerinde diferansiyellenebilir
bir fonksiyon olsun. f/ € L'[k1, %] ise bu durumda Riemann kesirli integralleri igin

asagidaki 6zdeslik verilir.

4
f<K1+K2)< Lla+1) &, (k) +IE_F (K Kz_ Z (2.39)

2 _2(K2—K1)a
Burada
1/2
ho= [ Gt (1-&)x)dE, (2.40)
1/2
b= [(E9f Ex+(1-8))de,
01
b= [E=Df Ert+-mn)de,
1/2
1
L= [(-89f Er+(-8)K)ds
1/2
dir [15].

Teorem 2.31. f: [k, k»] — R fonksiyonu (ki, k) aralidi iizerinde diferansiyellenebilir
bir fonksiyon olsun. Eger ‘ f/‘ fonksiyonu [k, k»| aralig1 iizerinde konveks bir fonksiyon

ise 0 < ¢ <1 olmak iizere Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in

+ [No+1 o o
‘f(lq Kz) < 2(}((205_ Kl;a [JK1+f(K2)+JK2_f(K1)] (2.41)
K> /
ereasvi CALURS T

esitsizligi elde edilir [15].

Teorem 2.32. f: [k, k»] — R fonksiyonu (ki, k) aralidi iizerinde diferansiyellenebilir

bir fonksiyon ve f € L' [k, k] olsun. | |7, p > 1, fonksiyonu (i, k) aralig1 iizerinde

12



konveks fonksiyon ise bu durumda Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in

Ki+K Cla+1) | 4 .
'f( 2 ) = 2(10 — K71)* [JK‘““f(KZ)jLJKz—f(Kl)}) (2.42)
< K> — Kj
~ oa+l (OCp—I—I)l/p
/ , 1/ , . 1/
3‘f (K'l)‘q—f—‘f (K‘z)‘q ! f (Kl)’q—i—?)‘f (Kz)’q q
X Z n .

esitsizligi elde edilir. Burada 0 < o < 1 ve Ilp + é = 1"dir [15].

Teorem 2.33. f: [x;, k] — R fonksiyonu (kj, k») aralig1 iizerinde diferansiyellenebilir
bir fonksiyon ve f € L' [k, %] olsun. |f'|, ¢ > 1, fonksiyonu (i, k») aralig1 iizerinde

konveks fonksiyon ise bu durumda Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in

r 1
‘f(lq—gkz) Sﬁ[]g+f(xz)+J%f(xl)} (2.43)
/ / 1/
_ mem | [ern) et w)
= 20fT(g11) 2(a+2)

@+ )| +@+3) | =)\

* 2 (00 12)

esitsizligi elde edilir. Burada o > 0 ve [l) —1—5 = 1’dir [15].

2.4. GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRAL OPERATORLERI

Bu alt boliimde tezde sikg¢a kullanilacak olan ve Sarikaya ve Ertugral tarafindan tanimlanan

genellestirilmis integral operatorleri tanitilacaktir [48].

[k olarak asagidaki kosulu saglayan ¢ : [0,00) — [0, ) fonksiyonu tanimlansin:

/ 1 Mdé < oo (2.44)
o &

13



Asagidaki sol tarafli ve sag tarafli genellestirilmis kesirli integral operatorlerini sirasiyla su

sekilde tanimlanir:

@ (x—§)

x+Jof () = My F(E)dE, > xy, (2.45)
adof6) = [ EE (et < e 240

Genellestirilmis kesirli integrallerin en 6nemli 6zelligi, Riemann-Liouville kesirli integral,
k-Riemann-Liouville kesirli integral, Katugampola kesirli integralleri, vb. gibi bazi kesirli
integral tiirlerini genellestirmektedir. (2.45) ve (2.46) integral operatorlerinin bu 6nemli

0zel durumlarindan bazilar1 agagida belirtilmistir.

i) @ (&) = & olarak secilirse, (2.45) ve (2.46) operatorleri Riemann integraline,

i) e(§) = % olarak alinirsa, (2.45) ve (2.46) operatorleri Riemann-Liouville kesirli

operatorlerine,

i) o (&)= ké%m) olarak alinirsa, (2.45) ve (2.46) operatorleri k-Riemann-Liouville kesirli

operatorlerine doniisiir.

Sarikaya ve Ertugral ayrica genellestirilmis kesirli integral operatorleri i¢in asagidaki

Hermite-Hadamard esitsizligini elde etmistir.

Teorem 2.34. f : [k, k»] — R fonksiyonu [k, k»] aralid1 iizerinde konveks bir fonksiyon

olsun. O halde genellestirilmis kesirli integral operatorleri i¢in asagidaki esitsizlikler elde

edilir:
/ (Kl ; Kz) = 2\1'1(1) [t/ (2) +i- o f (1)) < w 247
Burada ¥ : [0, 1] — R fonksiyonu
W) = Z <p<<x2gxl>é>d§ (2.48)

ile tanimlanir [48].
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Genellestirilmis kesirli integraller lizerine ispatlanmig diger sonuglar i¢in [49], [50], [51],

[52], [53], [54] nolu makaleler incelenebilir.
2.5. GENELLESTIRILMIS ORTA NOKTA TiPLI ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde Qaisar ve Hussain tarafindan elde edilen bazi1 genellestirilmis orta nokta

esitsizlikleri ispatsiz olarak sunulacaktir [13].

Lemma 2.35. f:1 CR — R, I° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve k] < K,

icin ki, k» € I° olsun. Her bir s € [k}, K»] i¢in f/ € L[k, k] ise

KZ_K],(/f(u)d”_f(Kl—i-K‘z—%) (2.49)
1

) / fEra+(1—&) (K1 + 10— 3))dE
1

K‘2—K1 / ‘§K1+(1—§)(K1+Kz—%))d§

0
esitligi elde edilir [13].

Teorem 2.36. f:1 C R — R, [° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Kabul
4

edilsinki p € R, p > 1 i¢in ‘ f ‘ fonksiyonu / iizerinde konveks bir fonksiyon olsun.

K1 < K i¢in K7,k € I° olsun. Her bir s € [k}, k»] olmak iizere f/ € L[k, k2] oldugu

kabul edilirse

/f(u)du—f(lq + Ky — ) (2.50)

K2 — Kj
K]

GO MON = IR

+ ey = 2e) —x) Hf/ (Kl)‘qﬂL )f/ (k1 + 10— %))q] l/q]

(10 — K1)
esitsizligi elde edilir. Burada 1%4—%1 = 1dir [13].

Teorem 2.37. f:1 C R — R, I° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. g > 1

. . q . . . . . .
i¢cin ’ f/’ fonksiyonu [ tizerinde konveks bir fonksiyon olsun. k7 < K, i¢in k1, k> € I° ve
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her bir 5 € [k, k»] olmak iizere f € L[k, k] oldugu kabul edilirse

1
K2 — K1

e = e e

2\3 (Kz—K’l

/f(u)du—f(rcwrcz—%) (2.51)

N (1<2—%))2 [

£ e[ 2 (40|
(ko — K1 1 1T Ky =
esitsizligi elde edilir. Burada 5 + ¢ = 1 dir [13].

Teorem 2.38. f, Lemma 2.35’deki gibi tanimlansin. ‘ f/’ fonksiyonu / iizerinde konveks

bir fonksiyon ise bu durumda

1
K2 —Kj

/f(u)du—f(iq + K — ) (2.52)

Ge—r)? [ [ ()| +2F (i + = 59)
(k2 — K1) 6

(ka2 [ £ 0| +2F (0 + = 50)
(ko — K1) 6

esitsizligi elde edilir [13].

Teorem 2.39. f:1 C R — R, [° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. g > 1
/|4
icin ’ f ‘ fonksiyonu [ iizerinde konveks bir fonksiyon olsun. k] < K icin k1, k> € I° ve

her bir 3 € [k}, k»] olmak iizere f € L[k, k] oldugu kabul edilirse

1
K2 — Kj

/f(u)du—f(lq + Ky — ) (2.53)

() et (2)

K> — Kj

< [ |
=

dir. Burada % + é = 1dir [13].

Teorem 2.40. f: 1 C R — R, I° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. g > 1

. . 4q . e . . ..
i¢in ‘ f/‘ fonksiyonu / iizerinde konkav bir fonksiyon olsun. k] < k i¢in K1,k € I° ve
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her bir 5 € [k, k»] olmak iizere f € L[k, k] oldugu kabul edilirse

KziKIK/f(u)du—f(lq—ng—%) 2.54)
1| Ge—r)? | o (2K +3k—25¢\ | (K — 52)? /(31('1—1-21(2—2%)‘
5 (K'z—K'l) ( 3 >‘+(K2—K1> f 2

esitsizligi elde edilir. Burada 5 + ; = 1 dir [13].
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3. RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLI INTEGRALLERI ICIN ORTA

NOKTA TIPLI ESITSIZLIKLER

Bu boliimde Budak ve Agarwal tarafindan elde edilen bazi1 Orta-Nokta tipli esitsizlikler

sunulacaktir. Bunun i¢in ilk olarak daha sonra sikc¢a kullanilacak olan asagidaki Lemma

verilecektir [16].

Lemma 3.1. f: [k, k2] — R fonksiyonu (kj, k) aralig1 iizerinde diferansiyellenebilir ve

K1 < k> olsun. Her s € [k, k»] olmak iizere f’ € L[k}, k»] ise Riemann-Liouville kesirli

integralleri i¢in

INo+1)

x 4 (se— k1) "% TE_f(K1+ Ko — 52)

+ (10— 50)' "I f(K1 + K — 5)

—f(K'] + K — %)

(%—Kl)z 1 oy ol
_ —/(1—5 ) f' (Exr+ (1= &) (k) + K — ) dE
0

K> — Kj
(k2 — %)2 / o /
FIEL [ (1) Gt (1-8) (1= ) d
0
esitligi saglanir.

Ispat. Kismi integrasyon kullanilarak,

1
[ =9 Gt (1-6) (k1 + 1= )
0

1

éa)f'(§K2+(1—§)(K1+K2—%))

7 — K] 0

= (1-
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1
%fmo/ﬁalf'(é"”“‘é)("l+Kz—%>>d5
_ fKit k=)
B x — Kj
+F(1—+O(i)+1 (”_(K1+K2—%))a_1f(u)du
(%_ Kl) K1+K)—»
 fkt e —x) r(l+a)
- »— K] +(%_K1)a+1JK2—f(K1+K2—%)

elde edilir. Benzer sekilde

1
JE=1f G+ (1-8) (1 + o — ) d
0

flxi+ 10— ) INi+a)
= + J K1+ K —
Ky — (10 — 2¢)%H! a+f (K + 1 — )

elde edilir. (3.2) ve (3.3) 6zdeslikleri ile istenen (3.1) sonucu elde edilir.

(3.3)

]

Teorem 3.2. f : [k], k] — R fonksiyonu (kj, k») aralig iizerinde diferansiyellenebilir

ve 0 < k1 < & olsun. Kabul edilsin ki ¢ > 1 igin [k, k3] aralig1 iizerinde | |7 konveks

bir fonksiyon olsun. Bu takdirde her s« € [k, k»| olmak iizere Riemann-Liouville kesirli

integralleri i¢in

INo+1)
K2 — K1

[(%— Kl)l_a‘]gz—f(Kl + K — x)

+ (1 —%)lfaJ,‘?ﬁf(Kl + K —%)] —f(x1+ K — x)

< 1 ( ap )’1’[(%_Kl)zPf/(Kz)quf’(ziq+K2—%)|q}411

K —Ki \ap+1

1
"(k) |+ |f (k1 + 10 — 32) | 1] @
+(1<2—%)2[|f( DI+ 1f (k1 + k2 — )| }
2
esitsizligi saglanir. Burada % + é = 1’dir.

Ispat. Lemma 3.1°den,

INa+1)
K2 — Kj

[(%— i)' 4 IEf (k) + i — 52)
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+ (k0 — %)Ifan+f(K1 + K — %)} —f(K1+ Ko — )|

< CEB g e (1-) (1w )| 6
0

2= e G+ (1-8) (1 + = )| 6
0

dir. |f’|? fonksiyonunun konveksligi ve Holder esitsizligi kullanilarak,

1
J =011 (Gt (1=8) (k1 4 1 = )| (3.6)
0

| b ;
(/1 ”dé) (/}f’(éicﬁ(lé)(KHer%))qdé)
0 0
1
< | fa-gmae
fo-ems]
1

X (/ (&1 )T+ (1 =&) | f (k1 + 12 — 5)|7] dé)

0

_ ( ap )’l’<|f’('<2)!q+|f’(1q+1<2—%)y‘1)3z

1
q

oap+1 2

esitsizligi elde edilir. Burada herhangi A > B > 0 ve ¢ > 1 icin

(A—B)? < A?— B¢ (3.7)

esitsizligi kullanilmistir.

Benzer sekilde

1
J1E =11 i+ (1-8) (s + 1o — )| (8)
0

( ap )']’(If'(K1)|q+|f’('<1+K2—%)Iq)‘l’

ap+1 2
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esitsizligi elde edilir. (3.6) ve (3.8) esitsizlikleri (3.5)’te yerine konulursa istenilen sonug

elde edilir. n

Sonug 3.3. Teorem 3.2’nin sartlart altinda sc = 552 almirsa

2471 (o + 1) [Ja f(K1+K2) f(KH—Kz)} —f<K1+K2)‘(3 9
o K2— 1+

(KQ—Kl) 2

1
< K> — K ap P
- 4 oap+1

x [(3 Sl |f/(’<2)|q> % + <3 L/ (k2)|” + |f’(K1)|q> ;]

4 4

< 270 (Gtn) Do+

esitsizligi elde edilir.

Ispat. (3.9)’daki ilk esitsizligin ispati | f/| fonksiyonunun konveksliginden agiktir. Ikinci
esitsizligin ispati igin, a; = 3 |f'(x1)|?, by =3 |f (2)|? ve a; = | f'(k1)|?, b2 = | f'(K1)|?

olsun.
n n n
Y (ar+by)° Z P+ Y b 0<s<1 (3.10)
k=1 k=1 k=1
esitsizliginin kullanilmasiyla istenilen sonu¢ dogrudan elde edilebilir. 0

Teorem 34. f: [k, k] — R fonksiyonu (ki, k») aralig1 iizerinde diferansiyellenebilir
ve 0 < k1 < K, olsun. Kabul edilsin ki ¢ > 1 igin [k, k»] aralig1 iizerinde | |7 konveks
bir fonksiyon olsun. Bu takdirde s € [k}, k»] olmak iizere Riemann-Liouville kesirli
integralleri i¢in
INa+1)

K2 —Ki
+(K2—%)1_afg.+f(7<1 + 1 —%)] —f(k1+ K —%)’

1
1 a \'a
K—K \a+1

[(%—xl)l‘“J,‘;‘rf(m F i — 5) G.11)

<
X [(%—K’OZ (2 ’f |q {(g(_;?(l(;(—;z—i—Z Mf —l—K'z—%)‘q)q
PR(CEDICEE 7\
+(K2_%)2(2 o+2) | () J{ 2(a+ 1) (a+2) Mf 1+ —50)| ) ]
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esitsizligi vardir.

Ispat. Lemma 3.1 ve power mean esitsizliginden,

INa+1)
K> — Kj

[(%—Kl)]_af,‘é,f(lq%—lcz—%) (3.12)
_{_(Kz_%)lfa‘]g‘l_‘_f(](l —+ Kz_%)i|

f(K1+1<2 »)|

% K'1

IA

/\1 £ | (Exa+ (1= 8) (k1 + 12— )| 8

K'2 %
K — Kj

— 2 | Py
(-
0

1
x (/1—&0‘ f/(§1<2+(1—5)('<1+1<z—%))qd&)

0
= s

X (/§a1 f'(§K1+(15)(K1+K2%))qd§)
0

/|&°‘ 1] (€1 -+ (1= 8) 1+ K = )| d

1
q

IA

Q=

Q=

yazilabilir. |f’|? fonksiyonunun konveksligi kullamilirsa,

1

/|1—§°‘|\f’(éKz+(1—5)(K1+Kz—%)>\qdé (313
s/ “) [E]f )|+ (1= &) | (k1 4+ 1 = 54)| ]

0
_ o I (k)" (a+1)(ax+2)—2 I (k14 K — 59)|f

2(a+2) 2(a+1) (a+2)
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elde edilir. Benzer sekilde

1
/|€"‘—1|\f’(ém+(1—§)(K1+Kz—%))\qd€ (.14
)9 (a+1)(a+2)—2],, SNT
= 2at2) a+2 O S Dy | M e
bulunur. Bu sonug ispati tamamlar. 0

Sonug 3.5. Teorem 3.4’iin kosullar altinda > = X153*2 alinirsa asagidaki esitsizlik elde

edilir:

205711"(054-1) [JO‘ f(K1+K2) f<K1+K2)} (3.15)
o K — K1+ .

(Kz—Kl) 2

K1+ K2
-(*5°)]
-1
K — K o q
4 <a+1)

x[<4( (3a+5) |f (=) |* + [(a+1)(oc+2 }|f r,)é

IN

oa+1)(a+2) 4(a+1)(a+2)
(Ba+5) oy [t Diet2) - e g
+<4(a+1) a+2) £ G0) +{ 4(a+1)(a+2) }}f ‘) ]

Sonug 3.6. Sonug 3.5’de g = 1 alinirsa, bu durumda

2017 (a+ 1) { f(1q+1<2) f(K1+K2):|
—————a |- Tt

(K2 — K1)

(25

e 17 |+ )]

(3.16)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.7. f : [k], k] — R fonksiyonu (kj, k») aralig1 tizerinde diferansiyellenebilir
ve 0 < k7 < K, olsun. Kabul edilsin ki ¢ > 1 igin [k, k»] aralig1 tizerinde |f’|? konkav
bir fonksiyon olsun. Bu takdirde s € [k}, k>] olmak iizere Riemann-Liouville kesirli
integralleri i¢in

INo+1)
K2 — Kj

[(%—Kl)l_aJ%_f(K1+K2—%)+(K2— ) TOTE L f(k K — )]
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(3.17)

—f (K1 + Ky — 52)|
< 1 ( op )P
T K-k \ap+1
X {(%—Iq)z f (—K1+221<2—%)‘+(K2_%)2 f (—ZKI +2K2_%>H

esitsizligi elde edilir. Burada ; + 5 = Idir.

Ispat. Lemma 3.1 ve Holder esitsizliginden,

INa+1)
K2 — K1

[(%—Kl)l_aj,’?z,f(lq K — %) (3.18)

(i — 2) T F(i+ Kz—%)] ~ i+ Kz—%)’

< U g7 e (1-8) (0 + 10— )
0
S o)) e+ (1= ) (0 + )|
0
(%_Kl)z 1 . P 1 / ; q
< Leml Ja-goraz) | [1f Gat(1-8)x+x—)|"ds
0 0

2 [ 1 e q
+% (/(1—§°‘>”d5) (/}f'@,q+<1—é><m+:<z—%>>qdé)
0

0

elde edilir. |f’|?, [k, k] iizerinde konkav fonksiyon oldugundan Jensen integral esitsizligi

kullanilarak,

1

17/t (1=8) (s 4+ 16— )| (3.19)

0

1
[ (-8 ()
0

q
1 1
< (/éodé) 7 [ (1-8) (i -0
0 J&EVdE o
0
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q

2

f/ (K1—|—2K2—%)

esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde

1

2k + ko — 2\ |7
/\f’(giq+(1—5)(1<1+;<2—%))\ng <|f (%) (3.20)
0
dir. (3.18) esitsizliginde (3.19) ve (3.20) esitsizlikleri yerine konulup,
1 1
ap
1-E9Pd </1— PoygE = 321
Ja-gras< [a-gag= P (321)
0 0
esitligi kullanilirsa istenilen sonug elde edilir. 0
Sonug 3.8. Teorem 3.7°nin kosullar1 altinda sz = @ secilirse bu durumda asagidaki

esitsizlik elde edilir:

2%+ 1) [Ja f(K1+K2>+Ja f(K1+1<2)] _f(K1+K2>'(322)
Ky — 2 K1+ 2 .

(i — Kk1)% 2
K1+ 3K
()]

(&) () 252)])

Teorem 3.9. f: [k], k] — R fonksiyonu (ki, k») aralig1 tizerinde diferansiyellenebilir

ve 0 < k7 < K, olsun. Kabul edilsin ki ¢ > 1 igin [k, k»] aralif1 tizerinde |f’|? konkav
bir fonksiyon olsun. Bu takdirde s € [k}, k>] olmak iizere Riemann-Liouville kesirli

integralleri i¢in

% [(%— K‘l)l_a.]%_f(l('l —|—K2—%>+(K2—%>1_a‘]%+f(l(‘1 + Kz—%)]
—f (K1 + Ky — 5)|
(3.23)
1 a 2
= K — K (Ot-l-l)
C(2a(a+2) i+ [(o+ 1) (e +2) —2] (k) — 3) \ |
ol ( 2o+2) )
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(ko — 5)? ,(206(06+2) K1+[(a+1)(a+2)—2](1<2—%)>

2(0+2)

|

esitsizligi vardir.
Ispat. (3.12) esitsizliginden

INa+1)
K> — Kl

(G 10) T f(1 = o0) (a5 U )| (B24)

—fx + K0 — )|

-2 /1
; '%i (/1 ¢|d5) (O/n5“f’<é:<2+<15><K1+Kz%>>qd€)
-4 /1 g
+—(2 < (/5 1d§) (/6“1f’(§1<1+(1é)(K1+Kz%))|qd5)

0

dir. |f'|?, [x1, k] lizerinde konkav fonksiyon oldugundan, Jensen integral esitsizligi

kullanilirsa,

1
JI=go11f Gt (1-8) (k1 41— )| (3.25)

0
1
(/(1—6“>dé)
0

1
< f —/1 %) (Exy+ (1= &) (K1 + Ko — ) dE
(1-&@)dg D

(2o (a+2)i+ [(a+1) (o +2) =2 (k) — »)
al a2 =)

IN

o

o q

o+1

dir. Benzer sekilde,

1
J1E =117 G+ (1-8) (k1 412 = 50))| (326
0

o q

<
- a+1

,(2oc(a+2) Ki+[(a+1)(a+2)—2] (K — )
2(a+2) )
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dir. Bu da ispati1 tamamlar. [

Sonug 3.10. Teorem 3.7 nin kogullar1 altinda s = @ alinirsa, bu durumda
2“711_‘((1—}—1) K1+ K K1+ K K+ K
— |JZ JZ — || - 3.27

(10— x1)” {Kz_f< 2 )+ K1+f< 2 ﬂ f( 2 )‘( :

q

()
5 (a(3a+5) K] +4[((2c:21))(a+2) —2] 1<2>

foBa+5) i+ [(a+1)(a+2)—2]K
" Aot2) )

|

_|_

esitsizligi elde edilir.
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4. RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLI INTEGRALLERI iCIN YENI
GENELLESTIRILMIS ORTA NOKTA TiPLi ESITSIZLIKLER

Bu bolimde Riemann-Liouville kesirli integralleri elde edilen yeni orta nokta tipli
esitsizlikler sunulacaktir. Ik olarak teoremlerin ispatinda kullanilacak olan asagidaki

lemma verilsin.

Lemma 4.1. f: [k}, k2] — R (k1, k) aralig1 iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun.
f € L'[ky, K] ise, bu durumda s € [k|, k,] olmak iizere Riemann-Liouville kesirli
integralleri i¢in

'a+1)
K2 — K1

(CRE ARy (“.1)

+ (3¢ — Kl)l_aJ(‘),‘<1+K2_%)+f(Kz)) —f (k1 +1— )

_ (%_K)Z ; o/
8 e
(ky = |
2— X o/
R— 0/5 fE(k+ik—x)+(1-8)K)dE

esitligi vardir.

Ispat. Kismi integrasyon kullanilarak,

|

ho= [EF Gt -+ (1-E)K)de 42)
0 éa 1
= (Kz_%)f(ﬁ(K1+K2—%)+(1—§)K1)0
1
(04

[ E =+ (1-8) k) dE

K) — i
0
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olur. Degisken degisimi yardimiyla,

~ T(a+1) 4
I = Tl (ki) (K1) =+ mf(’fl + K — 3) (4.3)
elde edilir. Benzer sekilde,
I
b= [E Ei+r—)+(1-8)K)dE @4
0

Na+1) ,

PR e N D)

dir. (4.3) ve (4.4) esitliklerinden,

—(Kz—%)zl (3— K1)

1 b (4.5)
K — Kj K — Kj

'a+1)

= e (=) T ey £ F e ) T g S ()

—f (K1 + 1 — )

elde edilir ve ispat tamamlanir. [

Teorem 4.2. 0 < k1 < k» olmak iizere f : [k1,k] — R, (kj,k») araligi iizerinde
tiirevlenebilir bir fonksiyon ve f’ € L! [ky, k] olsun. Eger || fonksiyonu [}, k»] aralig1
iizerinde konveks ise, bu durumda her ¢ € [k, k»] i¢in kesirli integralleri iceren

Na+1)
K — Ki

(o= 20) "Iy PO+ o= 1) " ) f(02)

o ) 46
_ 1 [(Kz—%)2|f/(1<1)|+(%—K1)2|f/(K'2)|
T (k—x)(a+2) o+1

+[Ge—K1)% + (1 — 30)?] ‘f’(;q + K‘z—%)H

esitsizligi vardir.
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Ispat. Lemma 4.1°de mutlak deger alinirsa,

I'a+1)
K> — Kj

(o B S (O R PR L/ A ()

—f(Kl + K — %)’ 4.7)

% K']
K2 —Kj

/é

olur. ‘ f/’ fonksiyonu konveks oldugundan,

IN

/5\f (1 12— 2) + (1 - &) o) €

(& (14 1= 26) + (1= &)y |

I'a+1)
K — Kj

((Kg—%)1_“18‘(1“2_%)_]‘(&)+(% K1)k S (K ))

i+ 2= 0) @)
1
< ;j;i/kﬁl 02— 0| 4 01 - )| ()
1
e e R I
1
__<;2llp,q+@ /é“%ﬁ+j”m!faﬂéﬂ4

L (=) [)f Ki + Ko — /§“+1d§+‘f Kl‘/i (1-¢ dé]

K> — Kj
— ! [(KZ— x)? |f’('<1)|+(% K1)? |f/('<2)’
(kr— K1) (@ +2) a+1

2

+ (o= k1)2 + (1 — )] ‘f/(iq +x2—%)H

esitsizligi elde edilir. Bu da ispati tamamlar. 0
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Sonuc¢ 4.3. Teorem 4.2’in kosullar1 altinda » = @ alinirsa, bu durumda

r 129!
((Zj_ ,)q)a [Ja:q;xz)_f(lfl)+J<K1+x2>+f(1<2)] —f(’q;@)‘ 4.9)

(
(:52)

o | [/ 0]+ ]f ()

4(a+2) o+1

+2

2_1

< Horny 10|+l 0

esitsizligi elde edilir. Ayn1 sonug Sarikaya ve Yildirim tarafindan elde edilmistir.

Sonug 4.4. Teorem 4.2°de v = 1 segilirse, bu durumda

/f(é)dé—f(KHer—%) (4.10)

K2 — Kj
K

1 {(Kz—%)zlf’(Kl)H(%—Kl)zlf'('fz)\
3(1(2—1(1) 2

+ (o= K1)2 + (1 — )] ‘f’(;q —f—Kz—%)H

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.5. Sonug 4.4°te 3 = @ alinirsa, Sonug 4.4 Kirmaci tarafindan verilen Teorem

2.25’e doniisiir [6].

Teorem 4.6. f : [k, k] - R, 0 < k] < k» olmak iizere (ki,k») arahigi iizerinde
tiirevlenebilir bir fonksiyon ve f’ € L[k, k] olsun. |f'|%, g > 1, [k, k] araligi
izerinde konveks fonksiyon ise, bu takdirde s € [k, k2| ve 1174—%1 = 1 olmak iizere
Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in

INa+1)
K> — Kj

(0= 20) T PR+ o= 1) I S (0)]

—f(K1+K2—%)| “4.11)

1 ( 1 )’IJ[(%—Kl)z[‘f/(iﬂ+K2—%)‘q+‘f,('q)’q};

Kx—K1 \ap+1 2

31



+ (K~ 30 [|f’<r<1 LA |f’<xz>|q] ]

esitsizligi elde edilir.
Ispat. Lemma 4.1°den,

INa+1)
K2 — K

(0= 0) "I (1) “.12)
+(%_ Kl)l_a‘](ofq+icz—%)+f<’(2) _f(Kl + K — %)|
" 1
(22— K1)
Ky — K /

K'z—
K — K1

IN

(€ (ki + 10— )+ (1-E) k)| dE

(€ (k41— )+ (1- &) K1) | d&
yazilabilir. Holder esitsizligi ve | f'|? fonksiyonunun konveksligi kullamilirsa,

EX | (E (ki +1—3)+(1— &) k)| dE (4.13)

1
/|5 pd@) (/’f (K1 + Ko — 5 )+(1—5)K2)‘ d§>
0

1 1 %
(/ (57) ds) ( [&|f’<x1+K2%>Q+<1é)f'm)ﬂd&)
0 0

- (Otp+1) ('f'(’“"z—2>|q+|f'<w<2>|q>é

esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde,

o—__

1

IN

IN

1

Je|F Gt +(1-8)x)|dt @14
0
(ap1+1>i(|f'<x1+KZ—Z>W+|f’<xl>|")5
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olur. (4.13) ve (4.14) esitsizlikleri (4.12) esitsizliginde yerine konulursa istenen sonug elde

edilir. O]

Sonug 4.7. Teorem 4.6’ nin sartlar altinda 5c = 52 alinirsa,

(4.15)

27T (a+1) [ 4 o (KR
(2" (J(W)—ﬂ’“)”('ﬁ;@)J("Z)) r(%52)

2

1 1
< K> — K1 p
- 4 op+1

. [(If’<xl>\q+3|f’<xz>\4)é+ (3|f'(xl)\q+‘f/(1<2)|q>;]

4 4

1

— 4 P / /
< 20 () Il + )]

esitsizligi elde edilir.

Ispat. (4.15)’teki ilk esitsizligin ispat1 | f'|? fonksiyonunun konveksliginden aciktir. Ikinci
esitsizligin ispati i¢in, ay = 3| f'(k1)|?, b1 = 3|/ (k2)|? ve ap = 3| f'(k1)|?, ba = | f'(k2)|?

olsun.
n n n
Y (ar+b)°' <Y ap+) b, 0<s<1 (4.16)
k=1 k=1 k=1
esitsizliginin kullanilmasiyla istenen sonug¢ dogrudan elde edilir. [

Sonu¢ 4.8. Teorem 4.6’da o = 1 segilirse, bu durumda Teorem 4.6 Qaisar ve Hussain

tarafindan elde edilen Teorem 2.36’ya doniisiir [13].

Teorem 4.9. f: [k, k] — R, 0 < k1 < Kk i¢in (K, k) aralif1 tizerinde tiirevlenebilir
bir fonksiyon ve f’ € L' [k, k] olsun. |f|%, g > 1, fonksiyonu [ki, k»] aralig1 iizerinde
konveks fonksiyon ise, bu durumda s € [k, k»] olmak iizere Riemann-Liouville kesirli

integralleri i¢in

T(o+1 —a o I b
% [<K2 — %)1 J(K1+K2*%)ff(’<1) + (e — Kl)l J(KIJFKZ*%)+f(K2>
(Kt K )| “4.17)
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esitsizligi vardir.

Ispat. Lemma 4.1 ve power mean esitsizlikleri kullanilarak,

R SN
(5= 1) T o f ()]~ f (1 4+ 1 = 50) (.18)
< Lemx) /é (& (i p = 52) + (1 &) ko) &
_%2 /
%O/éﬂf<5<K1+K2—%>+<1—&>K1>\d5
K g ‘
= 2_; (/f“di) (/5“f’(6<m+xzx>+<1e;m)}qd&)

q

1,,
e (/é“d&) (/& 1(E (R + ko =2 >+<1é>:<1>‘1d&)

bulunur. |f|? fonksiyonunun konveksligi kullanilirsa,

1
[&1F E s+ (1- &) d (4.19)
0

1
< [ gl (s (=8| (k)" g
0
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O ——— TP

a—+2| (+1)(a+2)

dir. Benzer sekilde

JE1r E =+ (1-8)m)|'d (420
/ q 1
< —2|f(Kl+K2_%)’ +(OC—|—1) OC+2 ‘f }
dir. Bu da ispat1 tamamlar. 0

1J2r 2 alinirsa,

Sonuc 4.10. Teorem 4.9’un sartlar altinda » =

—zikir_(z]jal) Jg;q;@)f('fl)+f€‘;q;@)+f(1€2)] —f('q;'(z) .21
< 28 (ch)”
(w2l (3 * @ @)’
*(a12 f’(m;Q)‘q*(aH;(wz) ’f/(’“)’pﬂ

IN

K> — Kj 1 1_%
4 (a+1>
1 , o+3 /
8 [(2(a+2) 0l 5 Dty (’Q)‘q)

q a—+3 qé
(a0l sz o) |

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.11. f: [k, k] — R, 0 < k1 < k» i¢in (K, k») aralif1 iizerinde tiirevlenebilir

bir fonksiyon ve f’ € L![ki, ko] olsun. [f'|%, ¢ > 1, [k, k2] aralig1 iizerinde konkav

fonksiyon ise, bu durumda s € [k}, k»] ve % + é = 1 olmak iizere Riemann-Liouville
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kesirli integralleri icin

I'a+1)
K> — Kj

[(Kz =) TG o S () + Ge— 1) TN S ()

—f(K] + K — %)‘ (4.22)
1 < | ),‘,
<
T K-k \ap+1
e (22 oo (22

esitsizligi elde edilir.
Ispat. Lemma 4.1°de Holder esitsizligi kullanilarak,

I'a+1)

K — K] ((Kz—%)1—06]&1+K2_%)_f(1<1) (4.23)

+ (- K1>17a‘](016<1+1€2*%)+f(7<2)) + f (k1 + Ky — 3)

< j;_’?q /é (11— 2) + (1= &) ) | dE
piesar /5 (& (k14 ke —o0)+ (1= &) w)|
x—K / e g
< Kz_,; 0/ “)’ dg O/\f’(é(K1+Kz—%)+(1—€)1<z)lqd§
plam) /1 *)Pdé % /l!f'(ﬁ(K1+K2—%)+(1—§)K1)}qd§ %
Kz_,q J 0

bulunur. |f’|? fonksiyonu [k, k»] aralig1 iizerinde konkav fonksiyon oldugundan, Jensen

integral esitsizligi kullanilarak,

1

J17/ € i+ =)+ (1- &) o) 424)

0
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q

IN

1
7l [Emtm—a+(1-&)r)a
0

. , [ Ki+2K —
- ()

q

esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde,

] q

1@t m-ssa-grfa<|r (BRI aas)
0
bulunur. (4.24) ve (4.25) esitsizlikleri ve
/ 1
/(éa)pdé g (4.26)
0
esitligi (4.23)’te kullanilarak istenen sonug elde edilir. [
Sonuc¢ 4.12. Teorem 4.11 in sartlar1 altinda, 6zel olarak sz = @ secilirse
% J‘(Xw)_f(lcz) +Jz‘,q;,€2>+f(1q)] —f (iq + K2> (4.27)

() (559

esitsizligi elde edilir.

K1+ 3K
f/< 1 7 2)‘+

RIS V)
()l

Sonug 4.13. Teorem 4.11°in sartlar1 altinda o = 1 secilirse, bu durumda Teorem 4.11

Qaisar ve Hussain tarafindan ispatlanan Teorem 2.39’a doniisiir [13].

Teorem 4.14. f: [k, k] = R, 0 < k) < Kk i¢in (K, k») arahig1 lizerinde tiirevlenebilir bir
fonksiyon ve f' € L! [k, k3] olsun. | /|7, g > 1, [k, k»] aralig1 iizerinde konkav fonksiyon

ise, bu takdirde s € [k, k»| olmak iizere Riemann-Liouville kesirli integralleri igin

'a+1)

K> — K ((K'2 B %)1_aJ(O;<1+K2—%)—f(K1) + (%_ Kl)l_a‘](oltq+;<2—%)+f(’€2)>

+f (K1 + K — 5| (4.28)
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= KziK‘l (ail) {(%_Kl)z

f,((gﬂ)(,(z_%HKl)

, [ (a+1)
/ (<a+2) m_%HKz)

|

2

+ (k2 — 5)

esitsizligi elde edilir.

Ispat. (4.18) esitsizliginden

Noa+1 o Cw
’52 - K'1) ((Kz a %)1 J(K1+K27%)*f(1<1) t (%_ Kl)l J(K|+K2*%)+f(’<2)>
+f (K141 =) (4.29)

1-1
o= ( [are)
e
1
x (/5“|f’(<§(K1+Kz%)+(lé)Kz)lqdii)
0
o ( Frage)
2 — X o
+ Ky — Kj (!é dg)
1 !
x (/é“|f'<5<m+r<z%>+<1ém){qd&)

0

dir. Jensen esitsizligi kullanilarak,

1
187 & (=) (1 - &) )| (430
0
q
1 1
< | [eua E(E (K141 36) (1 - €) k) dE
() o
0

S [ R ——

1) f’((a+1)(K1—%)+K2)

:(a_

_I_»—



esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde,

1
JIEIF € =0+ (1= &) )| @31)
0
1 ,((a+1) !
<a+1> / ((a+2> (e %HK‘)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. [
Sonug 4.15. Teorem 4.14’iin sartlart alunda > = X3 alinirsa, bu durumda
2 'T(a+1) Ki+ 10
— = |J¥ K1) +J¢ )| — 4.32
oy Pl 00+ A ()] -1 (1572 @
(4.33)

21
< K — Kj 1 q f
4 o+1

i ((a+3)21§;+f;c)+ 1) 1<2> H

/((a+3)2?(x++(g)+lm)‘

esitsizligi elde edilir.

Sonucg 4.16. Teorem 4.14’te ov = 1 secilirse, bu takdirde Teorem 4.14 Qaisar ve Hussain

tarafindan ispatlanan Teorem 2.40’a doniisiir [13].
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5. GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRALLER ICIN ORTA
NOKTA TiPLi ESITSIZLIKLER

Bu boliimde genellestirilmis kesirli integraller i¢in bir¢ok orta nokta tipli esitsizlik elde
edilecektir. Daha sonra elde edilen sonuclarin 6zel durumu olarak bazi kesirli integraller
icin yeni esitsizlikler verilecektir. Ik olarak ana sonuglarin ispatinda kullanilacak olan

asagidaki iki 6zdeslik verilecektir.

Lemma 5.1. f: [k}, k] — R, kK < Ky i¢in (K, k) aralif1 iizerinde tiirevlenebilir bir
fonksiyon olsun. f’ € L[k}, k] ise, » € [k, k»] olmak iizere genellestirilmis kesirli

integraller i¢in

_f(Kl—l-Kz—%) 5.1)
(e—x1) |
7 — K] ,
= oA [ MO Gt (1-8) (k- )

_M/A(g)f’(g;q +(1—=&) (k1 + % —5))dE

esitligi elde edilir. Burada A ve A fonksiyonlari

1
A(g) _ /(p((%;'q)u)du
S
(5.2)
1
RO L CEE0
¢

ile tanimlanir.
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Ispat. Kismi integrasyon kullanilarak,

1
h= /A(é)f/(g’fﬁ(l—é)(m+r<z—%))dé (5.3)
0
1
_ |:A<€)f(§7<2+(1—é_)’((Kl—{—KZ—%))
VA 1 0

+/1f<§:<2+<1—5><m+r<2—%>><p<<%—1<1>e:>d5

z— K] 5

0

bulunur. £x + (1 — &) (ky + k» — ») = y degisken degisimi kullamldiginda,

fKitr—x) 1 / Py — (ki + Kk —x))
I = —A(0 + d
1 ( ) z— K] x—Kj f(y) y—(K1+K2—%) Y
K1+Ky—¢
. f(K'l + K — %) 1
= —A(0) — + o K;J(pf(Kl + Ky — ) 5.4)
esitligi elde edilir. Benzer sekilde
1
b= [A©F Ex+(1-8)(a+x—)dE 55)
0
B f(K] + K — %) 1
= A0) T o i Jof (K1 + K — 52)
bulunabilir. /] ve I, ifadeleri sirasiyla A(631'21<0) ve — A(g)ig’(o) ile carpildiginda,
x— K] Ky —»x
_ I 5.6
A(0)+A0) " A(0)+A(0) ©-0)
- Jof (K1 + 1K — )+ Jf(1<+1<—)]
T A0)+A(0) LR e TR T e AR TR T
—f(ki+ 1K — )

elde edilir. Bu da ispati1 tamamlar. 0
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Lemma 5.2. Lemma 5.1’in kosullart gecerli olsun. Bu durumda s € [k}, k»| olmak iizere

genellestirilmis kesirli integraller i¢in

1
¥(1)+0(1) [ (410 -I0S (2) + (k=) T f (K1)
—f(K1+ K — )
1
. (%— Kl) ,
T y(1)+0(1) O/‘P(g)f E(xi+rr—x)+(1-&)K)dE
1
+‘PE;2;;21)/6(5)f/(5(K1+K2—%)+(1—J§)K1)d§

ile tanimlanir.

Ispat. Kismi integrasyon kullanilarak,

1
b= [WEEktr—m)+(1-EK)d
0

fEK+R—32)+(1-Er)|
K1 —x»x 0

I
s

(&)

_/1f<&<xl+xz—%>+<1—é>xz> Pllx=x)E) .
5 K1 —x»x g

elde edilir. & (k; + ko — ) + (1 — &) k» = z degisken degisimi yardimiyla,

K

_|_

L = —‘I’(l)f(K1+K2_%) 1 / f(Z)—(p(Kz_Z)dz

x— K] x— K] Ky —2

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)



f(K1+K2—%)+ 1
x— K] 7 — K]

= _lP(l) (K1+K27%)+J§Df(’<2)

esitligi elde edilir. Benzer sekilde

1
o= [0 (E x+ k=) +(1-E)x)dE (5.11)
0
flki+ K — ) 1
= 01 o r o (k14+Kr—30)~Jo f (K1)
elde edilir. I3 ve I, ifadeleri sirasiyla \{,(f)jrg(l) ve —\P(IK)Z;&I) ile carpildiginda,

x— K] Ky —x

iy I 5.12
P()+e(1)”°  w1)+e()" (5.12)
1
= e eI () e Jof (1))
—f(x1+ 10— )
esitligi elde edilir. Bu da ispati tamamlar. O

Teorem 5.3. f: [k, k] — R, 0 < k1 < K i¢in (K, k) aralif1 tizerinde tiirevlenebilir
bir fonksiyon olsun. |f’| fonksiyonu [k, k»] aralig1 iizerinde konveks fonksiyon ise, bu

durumda s € [k, k»| olmak iizere genellestirilmis kesirli integraller i¢in

1

A0) A Lo (Rt R0+ o (Kt —50) (5.13)

—f(K1+ K — »)|

1

1
(o= x0) | ()| [ A©IEE + (12— 54) | ()| [ A6 €
0

0

1
= A0)+A(0)

|

+|f (k=) [(1=8) (o= kDAEG) + (k= )M )] d8

0

esitsizligi elde edilir. Burada A ve A fonksiyonlar (5.2)’deki gibi tanimlanmistir.
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Ispat. Lemma 5.1°den,

'A(O)leA(O) [o—Jof(Ki + Ko — 5¢) i+ Jo f (K1 + K — 3¢)] (5.14)
—f (K1 + Kz — 5)|
(e—x1) |
7 — K] /
< X0 TAD) O/A(é)f (e (1= ) (11 + 1y = )l
K: ) 1
2 — X /
G 0/ AE)S (Exi+(1-8) (k1 + Ko — ) d&
1
<%_K) /
< A(0)+A‘(O)O/|A(é)f (Ert (1) (k1 + k2 — 32))| dE
1
FRora [ MO (Eri (1= 8) (i k-0

yazilabilir. |f’| fonksiyonunun konveksligi kullanilirsa,

’A(O) +A(0) [ o (K14 K 50) g T f (1 + Ko — )| (5.15)

—f(K1 + 10 — )|

IN

1
ﬁ {O/A(g) [E|f ()| + (1 =&)|f (k1 + 10— 2)|] d

1
n E - /A(éi)[éf’(m)ﬂl€'>f’(’<1+’<2%”d5}

1

1 1
= m{(%Kl)f’(Kz>}0/A(é)€d€+<Kz%)}f’(x1)|O/A<§)gd§

1
+ f'<:<1+xz%>|/<15>[<%:<1>A<c§>+<xz%>A<é>]dé}

0
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esitsizligi elde edilir. Bu ispati tamamlar. [

Sonug 5.4. Teorem 5.3’iin sartlar1 altinda ¢ (&) = £ alinirsa,

KZiKl 7]((5)‘1& — fx1 + 12— )
Kzikl {é [(%— K1)2 ‘f/(Kz)‘ +(K2_%)2 ‘f/ofl)H 5.16

+%‘f’(1<1+1<2—%)‘ [(%—K1)2+(1<2—%>2]}

esitsizligi elde edilir.

Sonug 5.5. Sonug 5.4°de 3 = K172 secilirse, bu durumda Sonug 5.4 Kirmact tarafindan

ispatlanan Teorem 2.25’e doniisiir [6].

Sonug 5.6. Teorem 5.3’iin sartlari altinda ¢(§) = Fé(;) alinirsa,

INo+1)
(K'2 _%)(X+ (%— K‘])

@ |/ F(K1+ 12— 30) + T2 f (K + Ko —%)]

—f(K1 + 10 — )| (5.17)

1 o

<
— (k=) (- k) ¥ 2(a+2)

% {<%_K1)0H—1 ‘f’(Kz)’Jr(Kz_%)aH

fl(Kl)‘

+ ‘f/(Kl —I—Kz—%)‘ 2;;—131) [(Kz_%)ou—l + (= Kl)aﬂ]}

esitsizligi elde edilir.

Sonug¢ 5.7. Sonug 5.6’da » = @ secilirse, Sonug¢ 5.6 Budak ve Agarwal tarafindan

verilen Sonug 3.6’ya doniisiir [16].
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Sonug 5.8. Teorem 5.3’iin sartlar altinda 6zel olarak ¢ (&) T (o Alnursa
Fk(a-l—k)
a a f(K1+K2_ )+ f(K1+K2_ )
(kp—2)k + (e — K1) * [ ok Kk
—f (k1 + 10 — 52| (5.18)
< 1
= (Kz—%)a/k+(%_1<l)a/k
o i e 18] BN S P
2(ot+2k) 2(a+2k)
/ oo+ 3k) %yl o
— e k — k
+‘f(K1+K2 2 (a+k)(a+2k) [(Kz 2T+ e ) ]

esitsizligi elde edilir.

Kit+K
2

Sonuc¢ 5.9. Sonug 5.8’in sartlar1 altinda s = alinirsa,

2% ‘l“k(oc-i—k)[ kf<r<1+1<z) kf(KH_Kz)}
K — 1+

_f("1+’<2)' (5.19)

(K2

< mﬂf )|+ [ (1)]]

esitsizligi elde edilir.

Teorem 5.10. f: [k, k] — R, 0 < K} < K3 i¢in (K, k») arali1 tizerinde tiirevlenebilir bir
fonksiyon olsun. Eger | f'|?, ¢ > 1, fonksiyonu [k, k] aralig1 iizerinde konveks fonksiyon
ise, bu durumda s € [k, k] ve % + é = 1 olmak iizere genellestirilmis kesirli integraller

icin

1

A(0)+A(0) [o—Jpf(Ki+ K= 5) + 1o f (K + Ko — )]

—f(K1 + 10 — )| (5.20)
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i ; |
% —Ki » |f' (k1 + 12 = 20) |7+ | f (1) |\ @
= A0)+A0) (O/ A(6) d‘g) ( P )

1 l / / i
Kz_ (/A Pd&) <|f K1+Kz—2)|q+|f('<1)|q)q
0

esitsizligi elde edilir. Burada A ve A fonksiyonlar1 (5.2)’deki gibi tanimlanmastir.

Ispat. Lemma 5.1°den,

1

‘m [-Jof(Ki+ia—3)+ i Jof(Ki+H2—3)]  (5.21)

—f(K1 + K2 — 5)|

1
x— K]

< WO/A@\f’(ém(l—é)(mxz—%))\dé

K>

1
+W_ifm)0/A(é)‘f/(gKl—F(l—%)(Kl—i—xz_%))‘dg

yazilabilir. |f’|? fonksiyonunun konveksligi ve Holder esitsizligi kullamlirsa,

o-Jof(KI+1K —3)+ o Jof(Ki+ K —3)]  (522)

1
‘ A(0) + A(0) [

—f(x1+ 1k — 5)|

1

”— Kl (/1 Pd§> »
0

X (/f’(5K2+(15)(K1+K2%))qd§)
0

Kz— (/1 pdg);
0
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| 7
X (/f’(f'th(l5)(K1+K2%))qd<§)
0

1
1

x—Kj ’
< H&?HE(ZMQW”%

X ( [E1f ()" + (1 =E)[f (k1 + 12— 20)|] d&)

Kz > </1 Pdg);
0

1
(/ & |f (ke (1§)f/(1<1+1<2%)q}d§)
0

1

S—__

1 P
x— Kj
- Am)+Am)(!kA@>Vd§)

xcfm+m—@ﬂﬂﬂmW)é

2

K'z > </1 pdg)})
0

xofm+m—MW+w<m3é

2

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir. 0

Sonug 5.11. Teorem 5.10’un sartlar1 altinda ¢ (&) = & alinirsa,

[ F(E)dE — s+ 12 2

KQ—K‘IK

< l 1{(%—1(1) (’f(KlJer Z)|q+’f( )|q> (5.23)
(ko —x1)(p+1)7
4%wﬂ&<ww+m—?VHﬂWW)?
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esitsizligi elde edilir.

Sonug 5.12. Sonug 5.11’in sartlari altinda > = X2 ahnirsa,

1 ? K|+ K
Kz_KIK/f(é)dé—f( ) (5249
k1 [ (10Ol 317N (1F ()l +3]F )\ 7
T Aty ( 4 ) +< 4 )]
— 4 % / /
< 2 (L) Irwol+ ]

esitsizligi elde edilir.

Sonug 5.13. Teorem 5.10’un sartlari altinda ¢(§) = ré(Z) alinirsa,

INo+1)
(ly = 2)% + (3= K1)

o [J%_f(l(l + K — %) —l—JgH_f(K'l + K — %)]

—f(K1+ K — )| (5.25)

IN

<1<2—%>°‘i<%—r<1>°‘ (aﬁl)

. {<%_ k)@ (’f’<'<1 +i =o'+ if'm)\q);

+ (Kz_%)(X—H (’f’(’fl+K2—;;)’q+’f,(xl)|q>}]}

esitsizligi elde edilir.

Sonug 5.14. Sonug 5.13’iin sartlari altinda > = X2 alinirsa,

2010 (a+ 1) {Ja f<1q+1<2) L f<1q+1<2>]
Ky — K1+

(K‘z—Kl)a 2 2
¥ (K_l ; "2) ‘ (5.26)
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1
< (KQ—K1) ap p
- 4 oap+1

. [(V/(Kl)'q”'f'(’fﬁﬁ);+ <|f'<;<2>|9+3|f'<m>|q);]

4 4

(o —K1) ( 4ap
- 4 oap+1

) 07000+ 1770

esitsizligi elde edilir.

Sonug 5.15. Teorem 5.10’un kogullari altinda ¢ (&) = ké{% alinirsa,
(o +k
kﬁ( ) @ [‘]ng,k (k1 + 10— 20) + T 1 f (K1 + i — 5)
(p—3) k4 (sc— K1)k

1

1 < ap )p
+(%—K‘1)% ap+k

’ {(”— ) £ Pf/(’q+K2_%)|q+|f’(r<z)lq]}]

IN

~IR

(k2 — )

2

+ (k= 3) £ {|f/(K1)‘q+ |f/;7<1 + 10 —%)\q} fll}

esitsizligi elde edilir.

Sonug 5.16. Sonug 5.15’in sartlari altinda > = X2 ahnirsa,

28 'Ty(a+k K1+ Ko K1+ K2
( i} ) {J,‘j.‘z_kf( )+J%+,kf(

(ko — K1) 2 2
—f (—Kl ;L Kz)' (5.28)

1

) 0 00] + 1 )]

< (ko—x1) [ 4ap
- 4 ap+k

esitsizligi elde edilir.
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Teorem 5.17. f: [k, k] — R, 0 < k1 < K i¢in (K, k») aralig1 iizerinde tiirevlenebilir
bir fonksiyon olsun. |f’| fonksiyonu [k, k»] aralig1 iizerinde konveks fonksiyon ise, bu

durumda » € [k, k»] olmak iizere genellestirilmis kesirli integraller igin

1
Y(1)+0(1) [ (K'1+K2—%)—J(Pf(K2) + (K1+K2_%)+J(pf(1<1)}
—flKit K= )| (5.29)

1
S 9o
1 1

x {ufm)f’(xz)/(l5>w<5>d5+<x2%> £ )| [(1-&)0(8)a8

0 0

1
£+ [ & [(%K])‘P(éH(Kz%)@(é)]dé}

0
esitsizligi elde edilir. Burada ¥ ve ® fonksiyonlar1 (5.8)’deki gibi tanimlanmaistir.

Ispat. Lemma 5.2°den,

1

‘m [ (K1+K2*%)*J‘Pf(K2) + (K1+Kz*%)+J(Pf(K1)} (5.30)
—f(K1+ 10— )|
(e=x1) ||
7 — K] /
< BT6m O/‘P(é)f (& (k1412 =2 + (1= &) k)
1
(Ky — ») /
FED T ol 0/®(5)f (& 1+ 1= 20) + (1= E) k) d&
1
< Gorirer | O Ea+r—+ (-8 k)] ds

51



yazilabilir. |f’| fonksiyonunun konveksligi yardimiyla,

1
‘1}1(1) +0(1) [ (K1+K27%)7J(pf(1<2) + (K1+K2,K)+J(pf(1<1)] —f(xi+ K — %)‘

(5

1
ngn {O/‘P(é) & (k1 + K —30) |+ (1-8) | (k)] d& (5.31)

IN

1
*%/% E |f’<'<1+'<2%>!+<1é)»f’ocnud%}
0

0
1
+ |f'<r<1+xz%>|/é[<%m>w<é>+<xz%>®<5>Jdé}
0

esitsizligi elde edilir. Bu da ispati tamamlar. [
Sonug 5.18. Teorem 5.17°de ¢(&) = & secilirse, bu durumda (5.29) esitsizligi (5.16)
esitsizligine doniisiir.

Sonug 5.19. Teorem 5.17’nin sartlari altinda ¢ (&) = ré(Zc) alinirsa,

MNo+1) o
(fy — 30) % + (e — 1) ® [ (iR

)7f(K2) +J(O;q+;<27%)+f(’<1)

S+ )] (532)

1 1 1
(ky—30)* + (e —K1)* (@ +2) (@ +1)

IN

X { [(%— K‘l)OH—l ‘f/(Kz)‘ + (K‘2 _%)a-H

]

+ ‘f/<K'1 + 1 — %)‘ [(’Q_%)(Hl + (- Kl)aH] }

esitsizligi elde edilir.

52



Sonug 5.20. Sonug 5.19°de » = X7 secilirse, bu durumda Sonug 5.19 Sarikaya ve

Yildirim tarafindan verilen

20T (o + 1)
(k2 —K1)*

+("2%)

(102 — k1)
- 4(a+1

S ooy FR) I oy f(x (533)
(T)— (12) (T>+ (k1)

Hf D]+ 7 ()]

esitsizligine doniisiir [17].

=R

Sonug 5.21. Teorem 5.17’nin sartlart altinda @ (&) = kl“i @ alinirsa,
- = |J i f(K) (5.34)
(ky — 3) % + (3e— K1) [ (Ki+Ky—30)—k

+J(O:€1+K2—%)+7kf(’<1):| _f(Kl + Ky — %)

1 k
(1 — 30) "% 4 (3¢ — 1) ¥/* (0 + 2K)

<

" { Wik) [(%_ ) ! ‘f/('fz)‘ + (i — 32) !

f/(Kl)H

+ ’f/(’(l +Kz—%)’ [(Kz_%)%ﬂ 4 (e Kl)%ﬂ]}

esitsizligi elde edilir.

Sonug 5.22. Sonug 5.21°de » = @ secilirse, bu durumda Sonug 5.21 Farid ve ark.

tarafindan verilen

26Ty (o + k)

(K‘z—Kl)%
+J(<XK1;K2>+,kf<K1)] - (Kl : K2> ‘

(K —
4(oc+k

J€w>7,kf(1<2) (5.35)

(L) + 1 ()]
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esitsizligi elde edilir [18].

Teorem 5.23. f: [k}, k] = R, 0 < k) < k3 i¢in (K, k») arahigi lizerinde tiirevlenebilir bir
fonksiyon olsun. Eger | f'|?, ¢ > 1, fonksiyonu [k, k| aralig1 iizerinde konveks fonksiyon
ise, bu durumda s € [k, k»] ve % + é = 1 olmak iizere genellestirilmis kesirli integraller
i¢in

‘W [ (Kl-HCz—%)—J(pf(KZ) + (K1+K2—%)+J(pf(1(1)} (536)

<=

x— Kj
¥(1)+06(1)

fom+m—wWHﬂwwy
2

IA

1
Jeeyas
0

1 P
Ky —»x
1) o | [ 9%

xcmm+m—wW+wwm35

2

esitsizligi elde edilir. Burada ¥ ve ® fonksiyonlar1 (5.8)’deki gibi tanimlanmistir.

Ispat. Lemma 5.2°den,

1
'm [ (k10— —To.f (K2) (5.37)

+ (K1+K2—%)+J(Pf(K1):| _f(Kl +tK— %)’

1

”—K ,
< gayﬁiﬁgw@wf@oq+m—%yur—®mwﬁ

1

22 [0(8)[1 (& (k1 —0)+ (1= E)x)|

+lp(l)+@(1)0
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yazilir. |f'| fonksiyonunun konveksligi ve Holder esitsizligi kullanlirsa,
1
‘m | (k10— —Jof (K2) + (0, 1100—s0) 1T f (K1) (5.38)

—f(x1+ 1 — )|

1
1

x— K] '
() +0(1) (O/(‘P(&))pdé)

1
x (/f’(i(Kl+K2%)+(15)K2)qd§>
0

1 »
K —
+m (/(@)(5))17615)

0

IN

1

1
x (/f’(é(xl+i<z%)+(1€)'<l)q)
0

1

”— Kl </1 pdg)p
0

1
X (/ [(A=&)[F' () |"+E|f (k1 + 12— 2)|7] dﬁ)
0

K'2 > (/1 Pdg);
0

1
x (/Hl5)f'(K1)|q+(§f'(K1+K2%)lq] dé)

0

IN

1

_ o — K1 (/] pd§>p
0

9 ( 1+ 12— )| + rf'<r<z>V)31
2

| ’
K —x
+m (0/(69(5))17615)
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9 (\f’('ﬂ +1<2—%>W+rf'<mw>i
2

esitsizligi elde edilir. Bu da ispati tamamlar. [

Sonug 5.24. Teorem 5.23’te (&) = & secilirse, bu durumda (5.36) esitsizligi (5.23)

esitsizligine doniisiir.

Sonug 5.25. Teorem 5.23’iin sartlar1 altinda @ (&) = rg(Z) alinirsa,

INa+1) o
(ky — 2)% + (e — 1) [J(K1+K2—%)—f(K2) (5.39)

+J(O"fl+1<z—%)+f('<l)] —f(K1+ K — »)|

= (Kz—%)ai(%—lfl)a <05P1+1>p

X {(%— i) * ! <|f/('<1 + Kz—z)qur \f’(Kz)|q)$

+ (K‘z_%)aJrl <|f/(Kl+K2_Z)|q+|f/(’<l>|q)Ll]}

esitsizligi elde edilir.

Sonug 5.26. Sonug 5.25°de » = X7 secilirse, bu durumda Sonug 5.25 Sarikaya ve

Yildirim tarafindan ispatlanmis olan

2010 (a+ 1)
(k2 —K1)*

+("3%)

Kz—rq ( )
ap+1
x{( f(xi )Iq+3|f(1<2)|q) +<3|f'(K1)|q:|f,(K2>|q);}

1

Kzl : (ocp4+1) p [/ (o) + [ ()]
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Ty FOR) 470 f(K)] (5.40)
(5) =7 ()

IN

IN




esitsizligine doniisiir [17].

Sonug 5.27. Teorem 5.23’iin sartlar1 altinda @ (&) = ké?a) alinirsa, bu durumda

I(a+k)

(Kz—%)% —|—(%— Kl)% |:

I i (%2) (5.41)

+Jg<1+x2_%)+7kf(’<1)] —f(Kk1+ K — )|

1 k p
: (K — 30) % + (e — K1) ¥ (ap+k)
X{(% & Pf(mm AN+ 1f (2 >|q]

2

+ (k= 3) T Pf/(Kl)’q"‘ ’f/(zkl +Kz—%)]q} 61/}

esitsizligi elde edilir.
Sonuc¢ 5.28. Sonug¢ 5.27°de » = @ secilirse, bu durumda Sonug 5.27 Farid ve ark.

tarafindan verilen

20 (0 + k)

a
(o — K1) *

+(*3%)

ng>_7kf(Kz)+J‘<X,(l;,q)+7kf(1q)] (5.42)

K-k '
< R 1(ap+k)
HCNRR IO PN ECRITCNY g
{(rmr ey s
< 255 (Gre) Wl el

esitsizligine doniisiir [18].
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda Giris, Temel Kavramlar, Riemann-Liouville Kesirli Integralleri
icin Orta Nokta Tipli Esitsizlikler, Riemann-Liouville Kesirli Integralleri icin Yeni
Genellestirilmis Orta Nokta Tipli Esitsizlikler ve Genellestirilmis Kesirli Integraller icin

Orta Nokta Tipli Esitsizlikler boliimleri olmak iizere alt1 boliimden olugsmaktadir.

Giris boliimiinde tezin konusuyla ilgili literatiirdeki temel caligmalardan bahsedilmistir.
Temel kavramlar boliimii ise bes alt boliimden olugsmustur. Birinci alt boliimde ¢esitli
konveks fonksiyon tanimlar1 sunulmustur. ikinci alt bliimde ise bir¢ok kesirli integral
tanimlar1 verilmistir. Uglincii alt boliimde tezde kullanilan baz1 esitsizliklere yer verilmistir.
Dordiincii ve besinci alt boliimde ise tezde kullanilan genellestirilmis integral operatorleri

ve genellestirilmis orta nokta esitsizliklerinden bahsedilmistir.

Uciincii boliimde Budak ve Agarwal tarafindan elde edilen bu teze 6nciiliik eden ve baz1
Orta-Nokta tipli esitsizlikler sunulmustur. Dordiincii boliimde Riemann-Liouville kesirli
integralleri i¢in yeni orta nokta tipli esitsizlikler elde edilmistir. Begsinci boliimde ise

genellestirilmis kesirli integraller i¢in orta nokta tipli yeni esitsizlikler elde edilmistir.

Sonraki ¢alismalarda dordiincii ve besinci boliimlerde ispatlanan esitlikler kullanilarak,
farkli tiirden konveks fonksiyonlar icin yeni esitsizlikler elde edilebilir. Ayrica iki
degiskenli kismi tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in benzer esitsizlikler elde edilerek,

koordinatlara gore konveks fonksiyonlar i¢in benzer sonuglar ispatlanabilir.
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