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OZET

KONIK METRIK UZAYDA KUASI-ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Nihan TURAN
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstittst, Matematik Anabilim Dali
Yiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. E. Evren KARA
18 Temmuz 2018, 35 sayfa

Bu calisma dort bélimden olusmaktadir. Tk boliimde tez konusuyla ilgili literatiirde
yapilan calismalara yer verildi. Ikinci béliimde bu ¢alismada kullanilacak temel tanim ve
teoremlerden bahsedildi. Uglincti boliimde kuasi-istatistiksel yakinsaklik kavrami konik
metrik uzayda tanimlandi ve bu kavramla ilgili bazi teoremler ispatlandi. Son boéliimde
R de ele alinan kuvvetli kuasi-toplanabilir dizi kavram1 konik metrik uzayda tanimlandi.

Anahtar sozclkler: Istatistiksel yakinsaklik, Konik metrik uzay, Kuvvetli kuasi-
toplanabilir dizi, Kuasi-istatistiksel yakinsaklik.
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ABSTRACT

QUASI-STATISTICAL CONVERGENCE IN CONE METRIC SPACE

Nihan TURAN
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master’s Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. E. Evren KARA
18 July 2018, 35 pages

This study consists of four parts. In the first part, the studies related to thesis topic made
in the literature are included. In the second part, the basic definitions and theorems to be
used in this study are mentioned. In the third part, the concept of quasi-statistical
convergence is defined in cone metric space and some theorems related to this concept
are proved. In the last section, the concept of strong quasi-summable sequence discussed
in R is defined in cone metric space.

Keywords: Cone metric space, Quasi-statistical convergence, Statistical convergence,
Strong quasi-summable convergence.



1. GIRIS

Yakinsaklik kavrami iizerine giiniimiize kadar birgok ¢alisma yapilmistir. Bir dizinin
yakinsak olabilmesi i¢in sonlu sayida terimi hari¢ diger tiim terimlerinin bir elemanin
komsulugunda kalmasi gerekmektedir. Fast, [1] nolu ¢alismada tanimdaki sonlu sayida
terim hari¢ kismini Sifir yogunluklu bir kismi hari¢ olarak degistirmistir ve bu yeni tanima
istatistiksel yakinsaklik adin1 vermistir. Ayrica yakinsakligin bir genellemesi olan
istatistiksel yakinsaklik fikri ilk olarak [2] nolu ¢alismada Zygmund tarafindan verilmis
olup daha sonra bu kavram 1951 yilinda Steinhaus [3] ve Fast [1] tarafindan birbirinden
bagimsiz olarak tamitilmistir. Normal yakinsaklik ile istatistiksel olarak yakinsakligin
birbirine benzer yonleri olsa da bazi farkli ydnleri de mevcuttur. Ornegin, reel sayilar
kiimesinde limit ve istatistiksel limit mevcut ise tektir. Diger yandan yakinsak bir dizinin
sinirli olmast gerekli iken istatistiksel yakinsak bir dizi sinirli olmak zorunda degildir.
Ayrica yakinsak olan her dizi aym noktaya istatistiksel olarak da yakinsaktir.
Yakinsakligin bir genellemesi olan bu kavram daha sonra genellestirilerek yakinsaklikla
benzer ve farkli 6zellikleri incelenmistir. Istatistiksel yakinsaklik kavrami toplanabilme
teorisinde de 6nemli bir yer tutmaktadir. Istatistiksel yakinsakligin toplanabilme teorisi
ile iliskisi ise ilk olarak 1959 yilinda Schoenberg [4] tarafindan verilmistir. Daha sonra
istatistiksel yakinsaklik ile Cesaro toplanabilme ve kuvvetli toplanabilme arasindaki iligki
Connor tarafindan [5] ve [6] nolu ¢alismalarda ele alinmistir. 1985 yilinda Fridy [7] nolu
calismada R reel sayilar kiimesinde istatistiksel Cauchy dizisini tanimlamis ve bir dizinin
istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun istatistiksel Cauchy dizisi
oldugunu ispatlamistir. Bazi istatistiksel yakinsak dizilerin smifinin topolojik
Ozelliklerinin incelenmesi ise ilk olarak 1980 yilinda Salat [8] tarafindan yapilmistir.
Ayrica istatistiksel yakinsaklik kavrami 6l¢ii teorisi ve sayilar teorisi ile ilgili oldugu gibi
istatistik ile de ilgilidir. Bu iligkiler ise 1981 yilinda Fredman ve Sember [9], 1995 yilinda
Miller [10], 2007 yilinda ise Khan ve Orhan [11] tarafindan ¢alisilmistir. 2009 yilinda
Hiseyin Cakalli [12] nolu ¢alismada topolojik gruplarda dizilerin istatistiksel

yakinsakligini incelemistir. 2014 yilinda [13] nolu ¢alismada metrik degerli dizilerin
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istatistiksel yakinsakligi {izerine ve 2015 yilinda [14] nolu ¢aligmada ise bir konik metrik
uzayda istatistiksel yakinsaklik iizerine ¢alisilmistir. Ote yandan [15] nolu ¢alismada
Ganichev ve Kadets kuasi-istatistiksel filtre kavramini tanitmislardir. Onlarin bu
tanimindan hareket ederek Sakaoglu ve Yurdakadim, [16] nolu ¢alismada reel uzayda
istatistiksel yakinsakligin 6zel hali olan kuasi-istatistiksel yakinsaklik kavramini ve
ayrica kuvvetli kuasi-toplanabilme kavramimi vermislerdir. Istatistiksel yakinsaklik
kavrami Uzerine glinimuze kadar pek ¢cok arastirmaci tarafindan ¢alisilmis olup reel uzay,
metrik uzay, topolojik uzay ve konik metrik uzay vb. uzaylar iizerinde farkli isimler
altinda hala ¢alisilmaya devam edilmektedir (bkz.[17], [18], [19], [20], [21],[22]). Diger
yandan bilindigi gibi analizin temel konular1 limit ve siirekliliktir. Bu kavramlarin
tanimina dikkat edilirse aslinda iki reel (veya kompleks) saymin farkinin mutlak degerine
bagli oldugu goriiliir. Bu hususta reel (veya kompleks) sayilar, reel sayr dogrusu
Uzerindeki (veya kompleks diizlemdeki) noktalar olarak diistintildiigiinde mutlak deger
onlar arasindaki uzakliktir. Ayrica analizde oldugu gibi matematigin bir¢cok dalinda da
soyut bir kimenin elemanlarina, uygulanabilir bir mesafe kavramina ihtiyag duyulmustur.
Boylece yillar boyunca yapilan ¢aligmalar neticesinde R reel sayilar kiimesinden (veya C
kompleks sayilar kiimesinden) daha genel olan keyfi bir X kiumesinde bir mesafe
fonksiyonu olarak tanimlanan metrik ve metrik uzay kavramlari ortaya ¢ikmistir. Bu
kavrami ilk defa 1906 yilinda Maurice Frechet [23] bostan farkli bir kiime i¢in kiimenin
farkli iki elmani arasindaki uzakligin pozitif bir reel say1r olmasi gerektigini gostererek
vermistir. Bu durumda yukarida bahsedilen somutlastirma ihtiyacina karsilik
matematigin bircok dalinda soyut olan baz1 kavramlar metrik uzay teorisinde daha somut
kavramlarla aciklanma imkéani bulmustur. Daha sonra metrik uzaym genellestirilmesi
Uzerine pek ¢cok matematik¢i galismistir. Bu genellestirmelerden bazilari; fuzzy metrik
uzay, soyut metrik uzay, K-metrik uzay, dikddrtgensel konik metrik uzay gibi uzaylardir.
Ote yandan 20. yiizyllda Huang ve Zhang [24] sabit noktay1 incelemek icin metrik
uzaylarin yeterli olmadigini ve daha kapsamli bir uzaym tanimlanabilecegini
gormiislerdir. Bunun iizerine bir sirali Banach uzay: ile reel sayilar kiimesini yer
degistirerek konik metrik uzay kavramini tanitmislardir. Daha sonra farkli isimler altinda
pek ¢ok aragtirmaci tarafindan ¢alisilan bu kavram topoloji, bilgisayar bilimi, istatistik
gibi bazi ¢alisma alanlarinda da énemli bir yer almistir (bkz.[25], [26], [27], [28], [29],



[30]).

Bu tez ¢alismasinda yukaridaki ¢alismalar1 g6z énunde bulundurarak bir konik metrik
uzay Uzerinde kuasi-istatistiksel yakinsaklik, kuasi-istatistiksel Cauchy dizsi ve kuvvetli
kuasi-toplanabilme tanimlarini verecegiz. Ayrica istatistiksel yakinsaklik i¢in verilen bazi
teoremlerin Kuasi-istatistiksel yakinsaklik i¢in de gegerli oldugunu ispatlayacagiz.
Yakinsak olan dizilerin istatistiksel anlamda da yakinsak oldugu bilinmektedir. Yakinsak
olan dizilerin ayn1 zamanda kuasi-istatistiksel yakinsak oldugu gosterilecektir ve kuasi-
istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi ile kuvvetli kuasi-toplanabilir dizilerin uzay1 arasinda

baz1 kapsama iligkileri ve bunlara bagli olarak sonuglar verilecektir.



2, TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boéliimde tez ¢alismasi igin gerekli olan bazi tanim ve teoremlere yer verilecektir.
Gerekli goriilen bazi tanim ve teoremler birer 6rnek ile agiklanacaktir. Bu ¢alisma
boyunca , N ile tiim pozitif tamsayilarin kiimesi , R ile de tiim reel sayilarin kiimesi
gosterilecektir. Ayrica N nin bir K alt kimesi i¢in, K kiimesinin kardinalitesi |K| ile

gosterilecektir.

Tamim 2.1. [31] Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir. Diziler
deger kiimelerine gore cesitli adlar alirlar. Eger dizinin deger kiimesi R reel sayilar
kiimesi ise diziye reel terimli dizi, Q rasyonel sayilar kiimesi ise diziye rasyonel terimli

dizi ad1 verilir.

Tamim 2.2. [31] (x,,) bir reel say1 dizisi ve x € R olsun. Her € > 0 iginn > n, oldugunda

X, —x| <e¢€

olacak sekilde € sayisina bagh bir n, sayist bulunabiliyorsa (x,) dizisi x noktasina

yakinsaktir denir ve lim x,, = x veya x,, = x seklinde gosterilir.

n—-oo
Tanmm 2.3. [31] Her n € N igin [x,| < K olacak sekilde bir K pozitif reel sayisi varsa
(xy,) dizisine sinirli dizi denir.

Tamim 2.4. [31] (x,,) bir reel terimli dizi olsun. (x,) nin bir Cauchy dizisi olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul her € > 0 igin eger m,n = ng ise |x,, — x,| < & olacak sekilde bir

ny € N dogal sayisinin var olmasidir.
Tamim 2.5. [31] x: N - R, x(n) = x,, dizisi verilmis olsun.

k:N - R, k(n) =k, fonksiyonu bir artan dizi olmak Uzere x o k:N — R bileske

fonksiyonuna x dizisinin bir alt dizisi denir.

Tamim 2.6. [31] (x;,) bir reel terimli dizi ve C de (x,,) dizisinin alt dizilerinin kiimesi

olsun. C, genisletilmis reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesidir. SupC ve infC genisletilmis



reel sayilarina, sirasiyla, (x,,) dizisinin tst limiti ve alt limiti denir. Ust limit limsupx,, ile
alt limit, liminfx,, ile gosterilir.
Teorem 2.7. [31] (xy,, ) dizisi (x,,) dizisinin bir alt dizisi olsun. Eger x,, - x ise x,, — x

dir. Yani yakinsak bir dizinin her alt dizisi yakinsaktir.

Tanmim 2.8. [1] K € N ve hern € N i¢in K(n) = {k € K: k < n} olsun. Bu durumda

K ()]
n

§(K) = liminf“{;—n)I ve  6(K) = limsup
n—

S n—oo

sayilar1 sirastyla K kiimesinin alt ve iist yogunlugu olarak adlandirilmaktadir. Eger

3(K) = 8(K)
ise bu durumda
6(K) = lim m
- n-o N

degerine K kiimesinin asimptotik (veya dogal) yogunlugu denir. Bu {i¢ yogunlugun hepsi
mevcutsa, bu yogunluklar [0,1] kapali araliginda deger alir. Eger K € Nigin §(K) =1
ise K kiimesine istatistiksel yogun kiime denir. Ayrica K € N i¢in §(N—K) =1 —
6 (K) esitligi saglanur.

Tamim 2.9. [1] (x;), R de bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in

1
lim—|{k <n:|x, —x| =€} =0
n—-on



veya buna denk olarak
1
lim—|{k <n:|x;, —x| <&} =1
n-on

ise (x;) dizisi x € R noktasina istatistiksel olarak yakinsaktir denir ve st — Ilim X =X
—00
ile gosterilir.

Ornek 2.10. [20] m = 1, 2, ... olmak lizere

seklinde tanimlanan (x;) dizisini g6z 6niine alalim. Her € > 0 igin
[{k <n:lxel = e}l < |[{k <n:ixy # 0} <+n

oldugundan

1 1 _Vn
lim — |[{k < n:|x;| = €}| < lim = |{k < n:x;, # 0} < lim—
n-on n-on n n

elde edilir. O halde st — Ilim X, = 0 dur.



Ornek 2.11. [20]

_ {\/F, k=m? (m=12..)
X =
2, k#m?

seklinde tanimlanan (x;) dizisi igin st — Ilim X = 2 dir.

Burada su belirtilmelidir ki normal olarak yakinsak olan her dizi aym1 zamanda
istatistiksel olarak da yakinsaktir. Fakat yukaridaki iki 6rnekten goriilecegi gibi 1raksak
bazi diziler de istatistiksel anlamda yakinsak olabilmektedir. Diger bir degisle istatistiksel
yakinsak bir dizi yakinsak olmak zorunda degildir. Ote yandan R reel sayilar kiimesinde
bir dizi yakinsak ise smirli oldugu bilinmektedir. Fakat bu Ornek 2.10 dan goriildiigii gibi

istatistiksel olarak yakinsak bir dizinin sinirli olmasi gerekmez.

Tamm 2.12. [7] Her € > 0 igin

1
lim —|{k <n:|x, —xy| =€} =0
n-on

olacak sekilde bir N = N (&) sayis1 varsa (x;) dizisine bir istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Bu ifade, her ¢ > 0 ve hemen hemen her k icin
X, —xy|l <e

olacak sekilde bir N = N (&) sayis1 vardir seklinde de yazilabilir.

Tanim 2.13. [16] s = (s,,) dizisi

lim s, = oo ve limsup%” < (2.1)

n—o n—oo



sartlarin1 saglayan pozitif tamsayilarin bir dizisi olsun. Bu durumda s = (s,,) dizisine

gore K c N alt kiimesinin kuasi yogunlugu,
1

6s(K) = lim —|{k < n:k € K}|
n—-oo STL

seklinde tanimlanir. O zaman (x,,) dizisi R de bir dizi olmak izere her ¢ > 0 i¢in
K. ={k € N:|x; — x| > ¢}

kiimesinin kuasi yogunlugu sifirsa (x,) dizisi x € R noktasma kuasi-istatistiksel

yakinsaktir denir ve st, — lim x,, = x ile gosterilir.

n—->oo
Calisma boyunca s = (s,) ve t = (t,,) dizileri (2.1) sartin1 saglayan pozitif reel sayilarin
dizileri oldugu kabul edilecektir.

Tamim 2.14. [16] (x,,) dizisi R de bir dizi olsun. Eger

lim— ) |x, —x| =0
n—-o S
k=1

ise (x,,) dizisi x noktasina kuvvetli kuasi-toplanabilirdir denir.

Tamm 2.15. ([32],[33]) X bos olmayan bir kiime olsun. d: X X X — R fonksiyonu her

x,y,z € X igin
1) d(x,y)=0ved(x,y) =0 x=y

2) d(x,y) =d(y,x) (Simetridzelligi)



3) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) (Uggen esitsizligi)

sartlarin1 sagliyorsa d fonksiyonuna X Uzerinde bir metrik (veya uzaklik fonksiyonu) ve

(X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir.

Tamim 2.16. [26] E bir reel Banach uzayi olsun. E nin bir P alt kiimesi
1. P+ @, P kapali ve P # {0}
2. a,beER,a,b=>0vex,y€ePiseax+by€P
3. xeEPve—x€Pisex=0

sartlarin1 sagliyorsa bu durumda P ye bir konik denir. P tizerinde kismi siralama bagintisi
“”, x <y © y —x € P seklinde tanimlidir. Ayrica E™, P nin igini gostermek izere,
yani E* ={c € E:0 << c}olmaklzerex <y xS yVex #y, x <<y &S y—x €
E* seklinde ifade edilir. Eger her x,y € E icin 0 < x < y iken ||x|| < K]||y|| olacak
sekilde K > 0 sayis1 varsa P ye normal konik denir. Bu esitsizligi saglayan en kiigiik

pozitif sayiya ise P nin normal sabiti denir.

Calisma boyunca E nin bir Banach uzayi, P, ET # @ ile E de bir konik ve “<”

bagintisinin P ye gore bir kismi siralama bagintist oldugu kabul edilecektir.
Tamim 2.17. [24] X bostan farkli bir kiime olsun. d: X X X — E doniisimi
1) Herx,y e Xicin0<d(x,y)ved(x,y) =0 x =y,
2) Herx,y € Xicind(x,y) =d(y,x),
3) Herx,y,ze Xicind(x,y) <d(x,z) +d(zy)

sartlarin1 sagliyorsa d ye X Uzerinde bir konik metrik, (X, d) ikilisine de bir konik metrik

uzay denir.

Tamm 2.18. [24] Eger bir (X, d) konik metrik uzayinda her ¢ € E* ve her n > N igin
d(xp,x) << ¢ olacak sekilde bir N dogal sayis1 varsa (x,) dizisi x € X noktasina

yakinsaktir denir.

Tamim 2.19. [24] (x,,) dizisi (X, d) konik metrik uzayinda bir dizi olsun. Eger her ¢ €
Et ve hern,m > N ic¢in d(x,, x,,,) << c olacak sekilde bir N € N varsa (x,,) dizisine X

de bir Cauchy dizisi denir.



Tanim 2.20. [14] (X, d) konik metrik uzay olsun. Eger

1
lim —|[{k <n:d(x;,a) <c}| =1
n-on
olacak sekilde @ € X ve ¢ € E* varsa (x;,) dizisine istatistiksel olarak sinirlidir denir.

Tamm 2.21. [14] (x;,) dizisi (X, d) konik metrik uzayinda bir dizi olsun. Her ¢ € E* igin
1
lim —|{k < n:d(xy,x) <<c}| =1
n-on
veya buna denk olarak
1
lim —|{k <n:ic<d(x,x)}| =0
n-on

ise (x,) dizisi x € X noktasina istatistiksel yakinsaktir denir ve st — Ilim x, =x ile

—00

gosterilir.

Bir konik metrik uzayda dizilerin istatistiksel yakinsakligi yakinsakligin dogal bir
genellemesidir. (x;,) dizisi (X, d) konik metrik uzayinda bir dizi olsun. Eger (x,,) dizisi
x € X noktasma yakinsaksa 0 zaman her ¢ € E* ve her n > ny igin d(x,, x) << c dir.

Boylece her n > n, igin

I[K(n)| = |{k < n:d(xy,x) <<c}|=n—-n,

K(n
limI ()|=1

n—oo n

10



elde edilir. Buradan st — lim x,, = x dir. Dolayisiyla bir konik metrik uzayda her

n—->oo

yakinsak dizi istatistiksel olarak da yakinsaktir. Fakat tersi dogru degildir.

Ornek 2.22. ([24]) X =R, E =R? P ={(x,y) € E:x,y > 0} ve a > 0 sabit olmak
Uzere d: X X X —» E doniisimii d(x,y) = (|x — y|, a|x — y|) ile tanimlanan bir konik

metrik olsun. O zaman (X, d) ikilisi bir konik metrik uzaydir.

X uzayinda m € N igin

{1/11, n # m?
n m=m

ile tammlanan (x,) dizisi alinsin. Buradan x = 0 noktasi igin, eger n # m? ise
d(x,,0) = (1\n, a\n), eger n = m? ise d(x,,0) = (n,an) elde edilir. Her c € E* ve

bazi n, € N igin
Kn) ={k <n:d(x,0) < c}>{k <n:k >n,k #m?meN}
kapsamasi saglanir. Dolayisiyla

1

1
lim ;I{k < n:d(x,0) < c}| = lim El{k <nk>n,k+m?>meN} =1
n—->oco n—-oo

esitsizligi bulunur. Burada sag taraf bir oldugundan sol taraf bir olacaktir. Sonug¢ olarak

st — lim x,, = 0 olur, fakat (x,,) dizisi yakinsak degildir.

n—oo

Yukaridaki ornekten hareketle reel uzaydaki yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik

arasindaki iliskinin konik metrik uzayda da gegerli oldugu sdylenebilir.
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Tamim 2.23. [14] (x;) dizisi (X, d) konik metrik uzayinda bir dizi olsun. Eger her ¢ €
E* icin

lim 1 |{k <n d(xk,xno) < c}| =1

n-on

olacak sekilde n, € N varsa o zaman (x;,) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Lemma 2.24. ([24], [25]) (X, d) bir konik metrik uzay olsun. Her bir ¢ € E* olacak
sekilde verilsin. Bu durumda ||x|| < § oldugunda ¢ — x € E* olacak sekilde bir § > 0

vardir yani x << c dir.

Ispat. 6 << c ve ¢ € E oldugundan ¢ € E* dir. {x € E:||x — c|| < 8§} € E* olacak
sekilde bir § > 0 bulabiliriz. Simdi [|x|| < § ise ||[c —x — ¢|| = ||—x]|| = ||x]| < &§ olur.

Buradan |[(c —x) —c¢|| < § olur. Buise ¢ — x € E* oldugunu verir.
Lemma 2.25. ([14]) (x,,) ve (y,) bir (X, d) konik metrik uzayinda iki dizi olsun.

1) Eger st — lim x,, = x ve st — lim x,, = x; ise x = x; dir.
n—-oo

n—-oo
2) st— lim x,, = x © st — lim d(x,,x) = 0 dur.
n—-oo n—-oo
3) Eger st — lim x,, = x ve st — lim y,, = y ise 0 zaman st — lim d(x,, y,,) =
n—-oo n—-oo n—-oo
d(x,y) dir.

Lemma 2.26. ([24]) (x,), (X, d) konik metrik uzayinda bir dizi olsun. Eger (x,,) dizisi x

noktasina yakinsaksa 0 zaman (x,,) dizisi bir Cauchy dizisidir.

Ispat. 6 << ¢ olacak sekilde herhangi bir ¢ € E alalim. O zaman her n,m > N i¢in

d(x,, x) << gve d(Xp, x) << % olacak sekilde bir N € N vardir. Buradan

d(Xp, Xm) < d(xp, x) +d(xp, x) <<c¢

elde edilir. Bu durumda (x,,) bir Cauchy dizisidir.
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3. KONiK METRIK UZAYDA KUASI-ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK UZERINE

Bu bélimde ilk olarak konik metrik uzayda bir dizinin kuasi-istatistiksel yakinsakligi
kavrami verilecektir. Daha sonra bu kavram ile ilgili bazi teoremler ispatlanip gerekli

gorulenler 6rneklerle agiklanacaktir ve bunlara iliskin sonuglar verilecektir.

Tamm 3.1. (x,,), (X, d) konik metrik uzayinda bir dizi olsun. Eger her ¢ € E™ i¢gin

1
lim — [{k < n:d(x,x) <<c}| =1
n—>ooSn

veya buna denk olarak

1
lim —|{k <n:c < d(xp,x)} =0

oluyorsa (x,) dizisi x € X noktasina kuasi-istatistiksel yakinsaktir denir ve st, —

lim x,, = x seklinde gosterilir. Burada eger 6zel olarak (s,,) = (n) alinirsa (x;,) dizisinin
n—00

istatistiksel yakinsak oldugu goriliir.

Teorem 3.2. (x,), (X,d) konik metrik uzayinda bir dizi olsun. Eger (x,) dizisi

yakinsaksa bu durumda kuasi-istatistiksel yakinsaktir.
Ispat. lim x,, = x olsun. Bu durumda her ¢ € E* icin n > ny oldugunda d(x,, x) <<
n—->oo

¢ olacak sekilde bir ny € N sayis1 vardir. Buradan

1 1
—{k < n:c < d(x,x)} <—ny
Sn Sn

13



esitsizligi yazilabilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin n — oo iken limiti alinirsa

1 1
lim — [{k < n:c < d(x,x)}| < lim —n,
n—oo STl n—oo Sn

esitsizligi elde edilir. Sag tarafin limiti sifir olacagindan sol tarafinda limiti sifir olur.
Dolayisiyla st, — lim x, = x dir.

n—->oo
Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir. Bunun icin asagidaki 6rnek verilebilir.

Ornek33.E=R,P =[0,4®),X =R,ved: X X X - E déniisimii d(x,y) = |x — y|

ile tanimlanan bir konik metriktir. (s,) = (n3\*) ve

ile tamimlanan (x,,) dizisini ele alalim. (x,,) dizisinin x = 0 noktasina yakinsak olmadig1
agiktir. O halde biz x = 0 icin (x,) dizisinin her ¢ € E* icin kuasi-istatistiksel
yakisakligmi gosterelim. Kabul edelim ki k € N ve k < n igin k # m? olsun. Bu
durumda (x;) dizisinin tanimindan x;, = 0 dir. O zaman her ¢ € E* igin d(x, 0) =

|0 — 0] = 0 << c¢ bulunur. Buradan
{n:c <d(x,,0)} c{n:n=m?meN}

kapsamasi saglanir ve buradan

1 1
lim —|{k<nic<d(x, 0} < lim—|{k<n:k=m?meN}| =0
n—)oosn n—oo Sn
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esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik ise (x,,) dizisinin x = 0 noktasina kuasi-istatistiksel

yakinsak oldugunu kanitlar.

Teorem 3.4. (x,), (X, d) konik metrik uzayimnda bir dizi olsun. Eger (x,,) dizisi x € X

noktasina kuasi-istatistiksel yakinsaksa o zaman x € X noktasina istatistiksel yakinsaktir.

ispat. st, — lim x, = x ve M = sup = olsun. O zaman her ¢ € E* icin,
q n—oo n n n

1
lim —|{k <n:c < d(xg,x)} =0
n—>oosn

dir. Ayrica M = sup % oldugundan
n

1 M 1
lim —|{k <nic < d(xy,x)} <—lim —|[{k < n:c < d(x, x)}
n-on Sn —>oosn

esitsizligi yazilabilir. Sag taraf sifir oldugundan sol tarafta sifir olur. Dolayisiyla (x;,)

dizisi x noktasina istatistiksel yakinsaktir.
Bu teoremin tersinin dogru olmadigini gostermek i¢in asagidaki 6rnek verilebilir.

Ornek 35. X =R, E=R?, P={(x,y) €EE:x,y >0} ve a > 0 sabit olmak Uzere
d(x,y) = (|Jx — y|,a]lx — y|) seklinde tanimlanan d:X X X — E doniisiimii bir konik

metriktir. (s,,) dizisi lim\S/—H = oo gartini saglayan bir dizi olsun. Bu durumda her p € N
n n

igin s,,, > 1 olacak sekilde bir (s, ) alt dizisi secilebilir. Her bir n igin

(s,, n=m?ves,€ {snp:pEN}

Xn =1 1, nzmzvesnﬁ{sn,ﬁpEN}

0, n # m?
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(m € N) ile tanimlanan diziyi ele alalim. Bu durumda y = 0 igin,

(spasy), n=m?ves, € {snp: pE N}
d(xn,0) =Y (1,a), n=m?ve - {snp: pE N}
(0,0), n =+ m2

elde edilir. Burada, (x,) dizisinin sifira istatistiksel yakinsak oldugunu gdstermek
kolaydir. Simdi (x,) dizisinin sifira kuasi-istatistiksel olarak yakinsak olmadigi

gosterilecektir. Her bir n dogal sayisi igin
l{k <n:c < d(x, 0} c |{k <n:k =m? m e N}

ve0 <mn, <1ligin
Si l{k < n:c < d(xg,0)}] = Si(\/ﬁ — 1) (3.1)

oldugundan (3.1) esitliginin her iki tarafi n — oo iken limiti alinirsa (x,,) dizisinin sifira

kuasi-istatistiksel yakinsak olmadig: goriiliir.
Sonug 3.6. (x,,) dizisi, (X,d) konik metrik uzayinda bir dizi olsun. Bu durumda (x,,)
dizisi icin

yakinsak = Kuasi-istatistiksel yakinsak = istatistiksel yakinsak

iliskisi gegerlidir.
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Teorem 3.7.
h=inf2>0 (3.2)
n n

olsun. Bu durumda (X, d) konik metrik uzayinda bir (x;) dizisi x € X noktasina istatistiksel

yakinsaksa, o halde x noktasina kuasi-istatistiksel yakinsaktir.

Ispat. (x;) dizisi x € R noktasina istatistiksel yakimnsak olsun. Bu durumda

lim %l{k <n:c < d(xg,x)} = 0dir. Ayrica h = inf%” < %” oldugundan
n—-oo n

1 1
r—ll{k <nic<d(x,x)} = hs—l{k < n:c < d(xg, x)}

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizligin her iki tarafinin n — co iken limiti alinirsa sol taraf

sifir olup istenilen elde edilir.

Sonug 3.8. (s,,) dizisi, (X,d) konik metrik uzayimnda (3.2) sartimz1 saglayan bir dizi olsun. Bu
durumda (x,,) dizisinin x noktasina istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

x noktasina kuasi-istatistiksel yakinsak olmasidir.

Teorem 3.9. Eger (x,,) dizisi (X, d) konik metrik uzayinda x noktasina kuasi-istatistiksel
yakinsak ise bu durumda her n € N i¢in x,, = y,, + z, olacak sekilde x noktasina
yakinsayan bir (y,) dizisi ve sifira kuasi-istatistiksel olarak yakinsayan bir (z,) dizisi

vardir.

Ispat. st, — lim x,, = x olsun. Eger (x,,) dizisinin terimleri belli bir yerden sonra sabitse

n—-oo

bu durumda ispat agiktir. O halde (x,,) dizisinin terimleri belli bir yerden sonra sabit

olmasm. Keyfi bir ¢ € E™ verilsin. O zaman hern > N; (j = 1,2, ...) igin
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1

Sn

e 1
{k < n:]—, < d(xk,x)}| <]—_

ve Ny = 0 olacak sekilde (N]) pozitif tamsayilarinin artan bir dizisi bulunabilir. Simdi

(i) Ve (z;) dizileri

xk; NO < k < Nl
e
X, Nj <k < N1 ved(xg,x) <<]_'

e
x, N;j<k<Njve ]—,< d(xg, x)

e
0, ]VJ <k< 1Vj+1 ve d(xk,X) <<J—

e
X —x, N; <k <N ve ]—_<d(xk,x)

seklinde tanimlansin.

Buradan her k € N igin x;,, = ), + z, olur. ilk olarak (y;,) dizisinin x noktasina yakisak

oldugu gosterilecektir. Herhangi bir ¢ € E* icin ; << c olacak sekilde j € N secilsin.
Eger k > N; icin f < d(xy, x) ise bu durumda d(yy, x) = d(x,x) = 0 dur.

Eger k> N; igin d(x, x) <<§ ise bu durumda d(yy, x) = d(xx, x) <<§ << c dir.

Bdylece Ilim Vi = x elde edilir.

(z;) dizisinin sifira kuasi-istatistiksel yakinsak oldugunu géstermek igin

1
lim —|{k <n:z, #0} =0

n—oo Sn
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oldugunu gostermek yeterlidir. Her n € N ve ¢ € E™ igin

{k<nic<d(z,0}<c {k <n:z #+0}
kapsamasi saglanir. Boylece
l{k < n:c < d(z,,0)}| <|{k < n:z, # 0}

esitsizligi elde edilir. Verilen herhangi bir § > 0 igin %< 6 olacak sekilde bir j € N

vardir. Eger N; < k < Nj,4 ise bu durumda

| ®©

Ik < n:z, = 0}] = |{k <n i< d(xk,x)}|

~

olur. Buradan v > jve N, < k < N, i¢in

1 k <n: <1 k <n:
= _n.Zk;tO}I_gH <n

n

e 1 1

- =< d(xk,x)}| <—-<=<$6
v v o j

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Bu teoremin bir sonucu asagidaki gibi verilebilir.

Sonug 3.10. (X, d) konik metrik uzayinda bir (x,,) dizisi x noktasina kuasi-istatistiksel

yakinsaksa, (x,) dizisinin x noktasina yakinsak olan bir (y,,) alt dizisi vardir.

Tamim 3.11. (X, d) konik metrik uzayinda bir (x,,) dizisi i¢in
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1
lim —|{k <n:c<d(x,a)} =0

n—oo Sn

olacak sekilde @ € X ve ¢ € ET varsa 0 zaman (x,,) dizisi kuasi-istatistiksel sinirlidir

denir.

Teorem 3.12. (X, d) konik metrik uzayinda bir (x,,) dizisi kuasi istatistiksel sinirli bir

dizi ise ayn1 zamanda istatistiksel sinirlidir.
Ispat. a € X, H = sup%” ve (x,) dizisi kuasi istatistiksel sinirli bir dizi olsun. Bu
n

durumda

1 1s,
— |tk S n:c < d(xp, )} = —— [k S n:c < d(x, @)}
n Sp

<2k <nic < d(xe )}

Sn

esitsizligi elde edilir. (x,,) dizisi kuasi istatistiksel sinirli oldugundan her iki tarafin limiti
alindiginda sag tarafin limiti sifir olacagindan sol tarafin limiti de sifir olacaktir. Boylece

(x,,) dizisinin istatistiksel sinirlt oldugu ispatlanmis olur.

Lemma 3.13. P, K normal sabiti ile bir normal konik olsun. O zaman (X, d) konik metrik

uzayinda (x,) ve (y,) dizileri igin asagidaki ifadeler saglanir.
1) sty — lim x, = x © st; — lim d(x,,x) = 0.
n—oo n—-oo
2) Eger sty — lim x,, = x ve st; — lim y, = yise st, — lim d(x,, y,) = d(x,y).
n—->oo n—-oo n—-oo
Ispat.

1) sty — lim x,, = x olsun. Bu durumda her ¢ € E* igin

n—oo
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1
lim — [{k < n:d(x,x) <<c}| =1
‘n—>oo$n

olur. Verilen herhangi bir £ > 0 icin K||c|| < € olacak sekilde ¢ € E* vardr.

k € N icin d(x;, x) << colsun. P, K normal sabiti ile bir normal konik oldugu i¢in
lld (x, )1 < Kllell < &

olur. Dolayistyla

1 1
S—I{k <n:id(xg,x) <<c}| < S—I{k < n:|ldCxg, )|l < €}

n n
esitsizligi saglanir. Buradan

1
lim — [{k < n:||d(x, )|l < e} =1
n—oo STl

bulunur. O halde st, — Tlll_r)go d(xp,x) = 0 dr.

Tersine st, — lim d(x,,x) = 0 olsun. O zaman her £ > 0 igin
n—-oo

1
lim — [{k < n:||d(xg, )| < e} =1
n—>oosn

dir. Verilen herhangi bir ¢ € E* icin ||a|| < & olmak lzere her a € E icinc —a € E*

olacak sekilde bir € > 0 sayis1 bulunur. Dolayisiyla ||d (xy, x)|| < € olacak sekilde k € N
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secersek d(x, x) << c elde edilir. Boylece
{k < n:|ld(x, )| < €} € {k < n:d(xy, x) << c}

kapsamasi saglanir. Buradan

1 1
—{k < n:|ld(x, 0)|| < e} < —{k < n:d(xy, x) << c}
Sn Sn

bulunur. Sonug olarak

1
lim —{k < n:d(x,x) <<c}=1

n—-oo Sn

elde edilir. Bu ise st, — lim x,, = x oldugunu gosterir.
n—-oo

2) sty — rlll_l)‘l(;lo Xp = X V€ Sty — 111_1){)10 v, = y olsun. Verilen herhangi bir € > 0 icin

&

”C” < 4K+2

olacak sekilde bir ¢ € E* vardir. d(xy, x) << cve d(y,,y) << colank €

N i¢in [24] nolu ¢alismadaki Lemma 5 in ispatindan ||d (xy, y) — d(x, y)|| < € elde
edilir. Dolayisiyla

{k: 1d(xp, yi) — d(x, y) = ell} < {k:c < d(x, 1)ULk c < d(ye, ¥)}

kapsamasi saglanir. Boylece
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1
lim — [k < n:lld(x, 70 — dCx,y) = ell}] = 0
n

bulunur. Bu ise st, — lim d(xy, y,) = d(x,y) oldugunu gosterir.
n—-oo

Not 3.14. Yukaridaki Lemma’nin (1) sikkindaki yeter kosulu kanitlamak igin P bir

normal konik olmak zorunda degildir. Yani bir (X, d) konik metrik uzaymnda st, —

lim d(x,,x) = 0 ise 0 zaman st, — lim x,, = x dir.

n—-oo n-oo

Teorem 3.15. (X, d) konik metrik uzayinda (x,) ve (y,,) iki dizi ve x € X olsun. Eger

sty — lim y,, = x ve her n € N igin d(xp, x) < d(yp, x) ise 0 zaman st, — lim x, = x
n—oo n—oo

dir.

Ispat. st;, — lim y,, = x ve her n € N i¢in d(x,, x) < d(yy, x) olsun. Bu durumda
n—-oo

{k <n:d(yg,x) <<c}S{k <n:d(xp,x) <<c}

kapsamasi elde edilir. O halde bu kapsamadan

1 1
S—I{k <nd(yx) <<c}| < S—I{k <n:d(x,x) <<c}
n n

esitsizligine ulasilir. Bu esitsizlikte her iki tarafin n — oo iken limiti alinirsa sol tarafin

limiti bir olacagindan sag tarafin limiti de bir olur ve ispat tamamlanr.

Tamim 3.16. (X, d) konik metrik uzay olsun. Eger her ¢ € E* igin

1
lim —|{k <n d(xk,xno) << c}| =1

n—oo Sn
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olacak sekilde n, € N sayis1 varsa 0 zaman (x;) dizisine kuasi-istatistiksel Cauchy
dizisi denir.
Teorem 3.17. (X, d) konik metrik uzayinda bir (x,,) dizisi Cauchy dizisi ise 0 zaman

kuasi-istatistiksel Cauchy dizisidir.

Ispat. Kabul edelim ki (x,,) dizisi bir Cauchy dizisi ve ¢ € E* olsun. Bu durumdan, m >
ny oldugunda d(x,, x,,) << c olacak sekilde bir n, € N vardir. Dolayisiyla k < n, i¢in

d(xy, x,) = c olur. Bu durumda

1 Ny
—|{k < nic < d(eg, xp)} < —
Sn n

esitsizligi saglanir. Burada her iki tarafin n — oo iken limiti alinirsa

1 1
lim — [{k <n:c < d(x,x,)} < lim —ny =0

elde edilir. Dolayisiyla (x,,) dizisi kuasi-istatistiksel Cauchy dizisidir.

Teorem 3.18. (X, d) konik metrik uzay olsun. Eger (x,,) dizisi kuasi-istatistiksel Cauchy

dizisi ise, 0 zaman istatistiksel Cauchy dizisidir.

Ispat. Kabul edelim ki (x;,) dizisi kuasi-istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her

c € E*igin

1
lim —|{k <nic< d(xk,xno)” =0

n—oo Sn

olacak sekilde bir ny € N vardir. Diger taraftan (%”) dizisi iistten sinirli oldugundan
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sup> = K olsun. Bu durumda
n

1 Sp 1
- |{k <nc< d(xk,xno)” = ;ns—Hk <nic< d(xk,xno)}|
n

< §|{k <nic < d(x xn,)}|

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlikte her iki tarafin n — oo iken limiti alinirsa sag tarafin

limiti sifir olacagindan sol tarafin da limiti sifir olur. Boylece ispat tamamlanir.
Ayrica asagidaki sonug 6nceki iki teoremin bir sonucu olarak verilebilir.
Sonug 3.19. (x,,) dizisi (X, d) konik metrik uzayinda bir dizi olsun. Bu durumda (x,,)
dizisi i¢in
Cauchy = kuasi-istatistiksel Cauchy = istatistiksel Cauchy

iliskisi gecerlidir.
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4. KONIiK METRIK UZAYDA KUVVETLI KUASI-
TOPLANABILIRLIK

Bu bolimde reel sayilar iizerinde ki kuvvetli kuasi-toplanabilme kavramini konik metrik
uzaya tasiyacagiz. Daha sonra kuvvetli kuasi-toplanabilir dizilerin uzay:1 ve tiim kuasi-
istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi ile ilgili baz1 teoremler ve kapsama iligkileri

orneklerle verilecektir ve bunlara iliskin bazi sonuglar sunulacaktir.

Tamm 4.1. (X, d) konik metrik uzayinda bir (x,,) dizisi icin

n
1
lim —an(xk,x)u =0
S|

oluyorsa (x,,) dizisi x noktasina kuvvetli kuasi-toplanabilirdir denir. Ttm kuvvetli kuasi-

toplanabilir ve tim Kkuasi-istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi i¢in sirastyla N ve Sg

gosterimleri kullanilacaktir. Yani
1 n
Ng =] (x,): lim —led(xk,x)ll —03x€X
e S i

ve

1
S5 = {(xn): lim S—I{k <nc<d(xx)} =0 Ix€X, VcE E+}
n—-oo

n

dir.

Eger s = (s,) dizisinin yerine t = (t,) dizisi almacak olursa Nj ve S5 gdsterimleri
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yerine sirastyla Ng ve Sé gosterimleri kullanilacaktir.

Teorem 4.2. Her n € N igin s,, < t,, olsun. Eger (X, d) konik metrik uzayimnda bir (x,,)
dizisi s = (s,) dizisine gore x noktasina kuasi-istatistiksel yakinsak ise bu durumda (x,,)

dizisi t = (t,,) dizisine gore de x noktasina kuasi-istatistiksel yakinsaktir.

Ispat. Her c € E™ igin lim Si l{k < n:c < d(xy,x)}| =0o0lsun.Hern € Nigins, < t,

Nn—0oo on

oldugundan

1 1
—l{k<nic<dQg,x)} =—I{k <n:ic < d(xgx)}
STL tTl

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte n — oo iken her iki tarafin limiti alinirsa (x,,)

dizisinin t = (t,,) dizisine gore x noktasina kuasi-istatistiksel yakinsak oldugu goriiliir.

Ornek 4.3. (X, d) Ornek 3.5 de verilen konik metrik uzay olsun. Bu uzayda

s, n=m?ves, € {snp:p € N}
Xp = {1, n=m?ves, e{snp:pEN}

0, n # m?

seklinde tanimlanan (x,,) dizisi alinsin. Eger (t,,) = (n) dizisi ve (s,) = (n1\4) secilirse
bu durumda (x,,) dizisi t = (t,) dizisine gore sifira kuasi-istatistiksel yakinsaktir. O
halde (x,,) dizisinin s = (s,,) dizisine gore sifira kuasi-istatistiksel yakinsak olmadigi

gosterilecektir. Bu durumda her bir n dogal sayis1 igin

{k <n:c<d(x,, 0} =|{k <n:k =m?me N}

esitligi yazilabilir ve 0 < r,, < 1igin
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sll{k <n:ic<d(x,0)} = Sl(\/ﬁ — 1)

n

elde edilir. O zaman yukaridaki ifadenin n — oo iken her iki tarafinin limiti alinirsa
N

lim m

n—->oo

= oo oldugundan

1
lim —|{k < n:c < d(x,0)} #0
n—-oo Sn

olur. Dolayisiyla (x,) dizisi s = (s,) dizisine gore sifira kuasi-istatistiksel yakinsak
degildir.
O halde asagidaki sonug bu teoremin bir sonucu olarak verilebilir.

Sonug 4.4. Her n € N igin s, < t,, olsun. O zaman S; c S} kapsamasi kesin olarak

saglanir.

Teorem 4.5. Her n € N igin s,, < t,, olsun. Eger bir (X, d) konik metrik uzayinda bir
(xy) dizisi s = (s,,) dizisine gore x noktasina kuvvetli-kuasi toplanabilir ise, 0 zaman

(x,,) dizisi t = (t,,) dizisine gore x noktasina kuasi-istatistiksel yakinsaktir.

Ispat. Kabul edelim ki ,llij{}oiz;clﬂ”d(xk'x)” = 0 olsun. Her n € N igin

n n n
Yo=Y ld@ol+ ) llde 0l
lld(Cxpe.x)l12e lld(xpe.x)lI<e

> el{k < n:e < ||d(x, )1}

ve s, < t, oldugundan
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n
11 1
-— g ld(xp, )| = — [{k < nie < [|d (g, ) [}
€ Sp & t,

elde edilir. Esitsizligin sol tarafindaki ifadenin n — oo iken limiti sifira esit oldugundan
sag taraftaki ifadenin de n — oo iken limiti sifira esit olur. Dolayisiyla t = (t,) dizisine

gore st; — lim d(x,,x) = 0 bulunur. Not 3.14 ten st, — lim x,, = x oldugu goriiliir.
n—-oo

n—oo
Fakat bu teoremin tersi daima dogru degildir.

Ormek 46. X =R, E=R?% P={(x,y) €EE:x,y=>0}ved(x,y) = (lx —y|,|x —y])

ile tanimlanan d: X X X — E doniistimii bir metrik uzaydir. Bu uzayda her n € N igin

_ (0, n#m?
X, = 5

(m eN)
1, n=m

seklinde tamimlanan (x,) dizisi ele alinsin. (s,) = (n1\4) ve (t,) = (n) olsun. Bu

durumda her n € N icin

(1,1), n=m?

(0,0), n #m? (m € N)

A, 0) = |
olur. Verilen herhangi bir c € E* ve n € N igin

1 1
—|{k < n:d(x,0) << c}| = —|{k < n:n #m?}|
tn tn

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafindaki ifadenin n — oo iken limiti bir
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oldugundan (x,) dizisi t = (t,) dizisine gore sifira kuasi-istatistiksel yakinsak olur.
Simdi (x,,) dizisinin s = (s,) dizisine gore sifira kuvvetli kuasi-toplanabilir olmadig

gosterilecektir. Burada,

V2, k=m?

Ao Ol = |
ldGee 0l = 'y o

(meN)

oldugu agiktir. O zaman

n
led(xk,O)II =0.|{k < n:timm € Nicin k # m?}| +
k=1

V2.|{k < n:bazim € N igin k = m?}| = 0 + V2. [Vn]

esitsizligi bulunur.

Boylece bu esitsizligin her iki tarafinin n — oo iken limiti alinirsa
1% 1
lim —led(xk,O)ll = Jim —V2 ([va]) = o
n-o S, n-o S,
k=1
esitligi elde edilir. Sonug olarak

n
1
lim — " ldCr, Ol # 0

olur ki bu durum (x;,) dizisinin s = (s,,) dizisine gore sifira kuvvetli kuasi-toplanabilir
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olmadigini gosterir.
Bu teoreme gore asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.7. Her n € N igin s, < t,, olsun. O zaman N; c S} kapsamas kesin bir sekilde

saglanir.

Teorem 4.8. Her n € N igin s,, < t,, olsun. Eger bir (X, d) konik metrik uzayinda bir
(x,) dizisi s = (s,) dizisine gore x noktasina kuvvetli-kuasi toplanabilir ise, 0 zaman

(x,,) dizisi t = (t,) dizisine gore x noktasina kuvvetli-kuasi toplanabilirdir.

Ispat. (x;) dizisi s = (s,,) dizisine gore x noktasina kuvvetli kuasi-toplanabilir olsun. O

Zaman

n
1
lim — " [ld (e, 0)l| = 0
n—-oo Sn
k=1
dir. Ayrica her n € N igin s,, < t;, oldugundan

n n
.1 o1
lim — E lld (xp, )| = lim — E lld G, )|
n-o S, n—-oo tn

k=1 k=1

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikten

n
1
lim —an(xk,x)n =0
n-oo tn
k=1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Bu teoremin tersi daima dogru degildir.
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Ormek49. X =R, E=R?% P={(x,y) €EE:x,y=>0}ved(x,y) = (lx —y|,|x —y])

ile tanimlanan d: X X X — E dOniisiimii bir metrik uzaydir. Ornek 4.6 de tanimlanan

0, n#m?
xnz{ _ 2 (m €eN)

dizisi, (t,) = (n) ve (s,) = (n'\*) dizileri ele alinsin. Bu durumda x = 0 noktast igin

n
1
lim =" ldCx, Ol = 0
e b k=1

olur. Bu durumda (x,,) € N/ elde edilir.

Ornek 4.6 da
n
1
lim —an(xk, 0)ll # 0
7% Sn k=1

oldugundan (x,) & Ng dir. O halde asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.10. Her n € N icin s,, < t,, olsun. Bu durumda N; c N} kapsamasi kesin bir

sekilde saglanir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Konik metrik uzay kavrami metrik uzay kavramindan daha genel oldugu i¢in konik
metrik uzayda verilen sonuglar metrik uzaylara doniistiiriilebilir. Ciinkii konik metrik
uzay taniminda ki E Banach uzay1 R ve P konigi de [0, +0) olarak alinirsa metrik uzay
tanim1 elde edilir ki bu durum her metrik uzaymn ayni zamanda bir konik metrik uzay
oldugunu gosterir. Dolayisiyla bu caligmada verilen kuasi-istatistiksel yakinsaklik
kavrami 6zel durumda Sakaoglu ve Yurdakadim (2012) tarafindan R reel sayilar

kiimesinde verilen kuasi-istatistiksel yakinsaklik kavramina dontisiir.
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