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ÖZET 

KONİK METRİK UZAYDA KUASİ-İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK 

Nihan TURAN  

Düzce Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Anabilim Dalı 

Yüksek Lisans Tezi 

Danışman: Doç. Dr. E. Evren KARA 

18 Temmuz 2018, 35 sayfa 

Bu çalışma dört bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde tez konusuyla ilgili literatürde 

yapılan çalışmalara yer verildi. İkinci bölümde bu çalışmada kullanılacak temel tanım ve 

teoremlerden bahsedildi. Üçüncü bölümde kuasi-istatistiksel yakınsaklık kavramı konik 

metrik uzayda tanımlandı ve bu kavramla ilgili bazı teoremler ispatlandı. Son bölümde  

ℝ de ele alınan kuvvetli kuasi-toplanabilir dizi kavramı konik metrik uzayda tanımlandı. 

Anahtar sözcükler: İstatistiksel yakınsaklık, Konik metrik uzay, Kuvvetli kuasi-

toplanabilir dizi, Kuasi-istatistiksel yakınsaklık.   
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ABSTRACT 

QUASİ-STATISTICAL CONVERGENCE IN CONE METRIC SPACE  

Nihan TURAN 

Düzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics 

Master’s Thesis 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. E. Evren KARA 

18 July 2018, 35 pages 

This study consists of four parts. In the first part, the studies related to thesis topic made 

in the literature are included. In the second part, the basic definitions and theorems to be 

used in this study are mentioned. In the third part, the concept of quasi-statistical 

convergence is defined in cone metric space and some theorems related to this concept 

are proved. In the last section, the concept of strong quasi-summable sequence discussed 

in ℝ is defined in cone metric space. 

Keywords: Cone metric space, Quasi-statistical convergence, Statistical convergence, 

Strong quasi-summable convergence. 
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 GİRİŞ 

Yakınsaklık kavramı üzerine günümüze kadar birçok çalışma yapılmıştır. Bir dizinin 

yakınsak olabilmesi için sonlu sayıda terimi hariç diğer tüm terimlerinin bir elemanın 

komşuluğunda kalması gerekmektedir. Fast, [1] nolu çalışmada tanımdaki sonlu sayıda 

terim hariç kısmını sıfır yoğunluklu bir kısmı hariç olarak değiştirmiştir ve bu yeni tanıma 

istatistiksel yakınsaklık adını vermiştir. Ayrıca yakınsaklığın bir genellemesi olan 

istatistiksel yakınsaklık fikri ilk olarak [2] nolu çalışmada Zygmund tarafından verilmiş 

olup daha sonra bu kavram 1951 yılında Steinhaus [3] ve Fast [1] tarafından birbirinden 

bağımsız olarak tanıtılmıştır. Normal yakınsaklık ile istatistiksel olarak yakınsaklığın 

birbirine benzer yönleri olsa da bazı farklı yönleri de mevcuttur. Örneğin, reel sayılar 

kümesinde limit ve istatistiksel limit mevcut ise tektir. Diğer yandan yakınsak bir dizinin 

sınırlı olması gerekli iken istatistiksel yakınsak bir dizi sınırlı olmak zorunda değildir. 

Ayrıca yakınsak olan her dizi aynı noktaya istatistiksel olarak da yakınsaktır. 

Yakınsaklığın bir genellemesi olan bu kavram daha sonra genelleştirilerek yakınsaklıkla 

benzer ve farklı özellikleri incelenmiştir. İstatistiksel yakınsaklık kavramı toplanabilme 

teorisinde de önemli bir yer tutmaktadır. İstatistiksel yakınsaklığın toplanabilme teorisi 

ile ilişkisi ise ilk olarak 1959 yılında Schoenberg [4] tarafından verilmiştir. Daha sonra 

istatistiksel yakınsaklık ile Cesaro toplanabilme ve kuvvetli toplanabilme arasındaki ilişki 

Connor tarafından [5] ve [6] nolu çalışmalarda ele alınmıştır. 1985 yılında Fridy [7] nolu 

çalışmada ℝ reel sayılar kümesinde istatistiksel Cauchy dizisini tanımlamış ve bir dizinin 

istatistiksel yakınsak olması için gerek ve yeter koşulun istatistiksel Cauchy dizisi 

olduğunu ispatlamıştır. Bazı istatistiksel yakınsak dizilerin sınıfının topolojik 

özelliklerinin incelenmesi ise ilk olarak 1980 yılında Salat [8] tarafından yapılmıştır. 

Ayrıca istatistiksel yakınsaklık kavramı ölçü teorisi ve sayılar teorisi ile ilgili olduğu gibi 

istatistik ile de ilgilidir. Bu ilişkiler ise 1981 yılında Fredman ve Sember [9], 1995 yılında 

Miller [10], 2007 yılında ise Khan ve Orhan [11] tarafından çalışılmıştır. 2009 yılında 

Hüseyin Çakallı [12] nolu çalışmada topolojik gruplarda dizilerin istatistiksel 

yakınsaklığını incelemiştir. 2014 yılında [13] nolu çalışmada metrik değerli dizilerin 
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istatistiksel yakınsaklığı üzerine ve 2015 yılında [14] nolu çalışmada ise bir konik metrik 

uzayda istatistiksel yakınsaklık üzerine çalışılmıştır. Öte yandan [15] nolu çalışmada 

Ganichev ve Kadets kuasi-istatistiksel filtre kavramını tanıtmışlardır. Onların bu 

tanımından hareket ederek Sakaoğlu ve Yurdakadim, [16] nolu çalışmada reel uzayda 

istatistiksel yakınsaklığın özel hali olan kuasi-istatistiksel yakınsaklık kavramını ve 

ayrıca kuvvetli kuasi-toplanabilme kavramını vermişlerdir. İstatistiksel yakınsaklık 

kavramı üzerine günümüze kadar pek çok araştırmacı tarafından çalışılmış olup reel uzay, 

metrik uzay, topolojik uzay ve konik metrik uzay vb. uzaylar üzerinde farklı isimler 

altında hala çalışılmaya devam edilmektedir (bkz.[17], [18], [19], [20], [21],[22]). Diğer 

yandan bilindiği gibi analizin temel konuları limit ve sürekliliktir. Bu kavramların 

tanımına dikkat edilirse aslında iki reel (veya kompleks) sayının farkının mutlak değerine 

bağlı olduğu görülür. Bu hususta reel (veya kompleks)  sayılar, reel sayı doğrusu 

üzerindeki (veya kompleks düzlemdeki) noktalar olarak düşünüldüğünde mutlak değer 

onlar arasındaki uzaklıktır. Ayrıca analizde olduğu gibi matematiğin birçok dalında da 

soyut bir kümenin elemanlarına, uygulanabilir bir mesafe kavramına ihtiyaç duyulmuştur. 

Böylece yıllar boyunca yapılan çalışmalar neticesinde ℝ reel sayılar kümesinden (veya ℂ 

kompleks sayılar kümesinden) daha genel olan keyfi bir 𝑋 kümesinde bir mesafe 

fonksiyonu olarak tanımlanan metrik ve metrik uzay kavramları ortaya çıkmıştır. Bu 

kavramı ilk defa 1906 yılında Maurice Frechet [23] boştan farklı bir küme için kümenin 

farklı iki elmanı arasındaki uzaklığın pozitif bir reel sayı olması gerektiğini göstererek 

vermiştir. Bu durumda yukarıda bahsedilen somutlaştırma ihtiyacına karşılık 

matematiğin birçok dalında soyut olan bazı kavramlar metrik uzay teorisinde daha somut 

kavramlarla açıklanma imkânı bulmuştur. Daha sonra metrik uzayın genelleştirilmesi 

üzerine pek çok matematikçi çalışmıştır. Bu genelleştirmelerden bazıları; fuzzy metrik 

uzay, soyut metrik uzay, K-metrik uzay, dikdörtgensel konik metrik uzay gibi uzaylardır. 

Öte yandan 20. yüzyılda Huang ve Zhang [24] sabit noktayı incelemek için metrik 

uzayların yeterli olmadığını ve daha kapsamlı bir uzayın tanımlanabileceğini 

görmüşlerdir. Bunun üzerine bir sıralı Banach uzayı ile reel sayılar kümesini yer 

değiştirerek konik metrik uzay kavramını tanıtmışlardır. Daha sonra farklı isimler altında 

pek çok araştırmacı tarafından çalışılan bu kavram topoloji, bilgisayar bilimi, istatistik 

gibi bazı çalışma alanlarında da önemli bir yer almıştır (bkz.[25], [26], [27], [28], [29], 
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[30]).  

Bu tez çalışmasında yukarıdaki çalışmaları göz önünde bulundurarak bir konik metrik 

uzay üzerinde kuasi-istatistiksel yakınsaklık, kuasi-istatistiksel Cauchy dizsi ve kuvvetli 

kuasi-toplanabilme tanımlarını vereceğiz. Ayrıca istatistiksel yakınsaklık için verilen bazı 

teoremlerin kuasi-istatistiksel yakınsaklık için de geçerli olduğunu ispatlayacağız. 

Yakınsak olan dizilerin istatistiksel anlamda da yakınsak olduğu bilinmektedir. Yakınsak 

olan dizilerin aynı zamanda kuasi-istatistiksel yakınsak olduğu gösterilecektir ve kuasi-

istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı ile kuvvetli kuasi-toplanabilir dizilerin uzayı arasında 

bazı kapsama ilişkileri ve bunlara bağlı olarak sonuçlar verilecektir. 
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 TEMEL TANIM VE TEOREMLER  

Bu bölümde tez çalışması için gerekli olan bazı tanım ve teoremlere yer verilecektir. 

Gerekli görülen bazı tanım ve teoremler birer örnek ile açıklanacaktır. Bu çalışma 

boyunca , ℕ ile tüm pozitif tamsayıların kümesi , ℝ ile de tüm reel sayıların kümesi 

gösterilecektir. Ayrıca ℕ nin bir 𝐾 alt kümesi için, 𝐾 kümesinin kardinalitesi |𝐾| ile 

gösterilecektir. 

Tanım 2.1. [31] Tanım kümesi ℕ doğal sayılar kümesi olan fonksiyona dizi denir. Diziler 

değer kümelerine göre çeşitli adlar alırlar. Eğer dizinin değer kümesi ℝ reel sayılar 

kümesi ise diziye reel terimli dizi, ℚ rasyonel sayılar kümesi ise diziye rasyonel terimli 

dizi adı verilir. 

Tanım 2.2. [31] (𝑥𝑛) bir reel sayı dizisi ve 𝑥 ∈ ℝ olsun. Her 𝜀 > 0 için 𝑛 > 𝑛0 olduğunda  

  

|𝑥𝑛 − 𝑥| < 𝜀 

 

olacak şekilde 𝜀 sayısına bağlı bir 𝑛0 sayısı bulunabiliyorsa (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 noktasına 

yakınsaktır denir ve lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 veya 𝑥𝑛 → 𝑥 şeklinde gösterilir. 

Tanım 2.3. [31] Her 𝑛 ∈ ℕ için |𝑥𝑛| ≤ 𝐾 olacak şekilde bir 𝐾 pozitif reel sayısı varsa 

(𝑥𝑛) dizisine sınırlı dizi denir. 

Tanım 2.4. [31] (𝑥𝑛) bir reel terimli dizi olsun. (𝑥𝑛) nin bir Cauchy dizisi olması için 

gerek ve yeter koşul her 𝜀 > 0 için eğer 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 ise |𝑥𝑚 − 𝑥𝑛| < 𝜀 olacak şekilde bir 

𝑛0 ∈ ℕ doğal sayısının var olmasıdır. 

Tanım 2.5. [31] 𝑥:ℕ → ℝ, 𝑥(𝑛) = 𝑥𝑛 dizisi verilmiş olsun.  

𝑘:ℕ → ℝ, 𝑘(𝑛) = 𝑘𝑛 fonksiyonu bir artan dizi olmak üzere 𝑥 ∘ 𝑘:ℕ → ℝ bileşke 

fonksiyonuna 𝑥 dizisinin bir alt dizisi denir. 

Tanım 2.6. [31] (𝑥𝑛) bir reel terimli dizi ve 𝐶 de (𝑥𝑛) dizisinin alt dizilerinin kümesi 

olsun. 𝐶, genişletilmiş reel sayılar kümesinin bir alt kümesidir. sup𝐶 ve inf𝐶 genişletilmiş 
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reel sayılarına, sırasıyla, (𝑥𝑛) dizisinin üst limiti ve alt limiti denir. Üst limit limsup𝑥𝑛 ile 

alt limit, liminf𝑥𝑛 ile gösterilir. 

Teorem 2.7. [31] (𝑥𝑘𝑛) dizisi (𝑥𝑛) dizisinin bir alt dizisi olsun. Eğer 𝑥𝑛 → 𝑥 ise 𝑥𝑘𝑛 → 𝑥 

dir. Yani yakınsak bir dizinin her alt dizisi yakınsaktır. 

Tanım 2.8. [1] 𝐾 ⊂ ℕ ve her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐾(𝑛) = {𝑘 ∈ 𝐾: 𝑘 ≤ 𝑛} olsun. Bu durumda 

 

𝛿(𝐾) = liminf
𝑛→∞

|𝐾(𝑛)|

𝑛
      ve       𝛿(𝐾) = limsup

𝑛→∞

|𝐾(𝑛)|

𝑛
 

 

sayıları sırasıyla 𝐾 kümesinin alt ve üst yoğunluğu olarak adlandırılmaktadır. Eğer  

 

𝛿(𝐾) = 𝛿(𝐾) 

 

ise bu durumda 

 

𝛿(𝐾) = lim
𝑛→∞

|𝐾|

𝑛
 

 

değerine 𝐾 kümesinin asimptotik (veya doğal) yoğunluğu denir. Bu üç yoğunluğun hepsi 

mevcutsa, bu yoğunluklar [0,1] kapalı aralığında değer alır. Eğer  𝐾 ⊂ ℕ için 𝛿(𝐾) = 1 

ise 𝐾 kümesine istatistiksel yoğun küme denir. Ayrıca 𝐾 ⊂ ℕ için 𝛿(ℕ − 𝐾) = 1 −

 𝛿(𝐾) eşitliği sağlanır. 

Tanım 2.9. [1] (𝑥𝑘), ℝ de bir dizi olsun. Her 𝜀 > 0 için  

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝑥| ≥ 𝜀}| = 0 
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veya buna denk olarak 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝑥| < 𝜀}| = 1 

 

ise (𝑥𝑘) dizisi 𝑥 ∈ ℝ noktasına istatistiksel olarak yakınsaktır denir ve 𝑠𝑡 − lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑥 

ile gösterilir. 

Örnek 2.10. [20] 𝑚 = 1, 2,… olmak üzere  

 

𝑥𝑘 = {
1, 𝑘 = 𝑚2

0, 𝑘 ≠ 𝑚2 

 

şeklinde tanımlanan (𝑥𝑘) dizisini göz önüne alalım. Her 𝜀 > 0 için 

 

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘| ≥ 𝜀}| ≤ |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ≠ 0}| ≤ √𝑛 

 

olduğundan 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘| ≥ 𝜀}| ≤ lim

𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ≠ 0}| ≤ lim

𝑛

√𝑛

𝑛
 

 

elde edilir. O halde 𝑠𝑡 − lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 0 dır. 
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Örnek 2.11. [20] 

 

𝑥𝑘 = {
√𝑘, 𝑘 = 𝑚2, (𝑚 = 1,2, … )

2, 𝑘 ≠ 𝑚2  
 

 

şeklinde tanımlanan (𝑥𝑘) dizisi için 𝑠𝑡 − lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 2 dir. 

Burada şu belirtilmelidir ki normal olarak yakınsak olan her dizi aynı zamanda 

istatistiksel olarak da yakınsaktır. Fakat yukarıdaki iki örnekten görüleceği gibi ıraksak 

bazı diziler de istatistiksel anlamda yakınsak olabilmektedir. Diğer bir değişle istatistiksel 

yakınsak bir dizi yakınsak olmak zorunda değildir. Öte yandan ℝ reel sayılar kümesinde 

bir dizi yakınsak ise sınırlı olduğu bilinmektedir. Fakat bu Örnek 2.10 dan görüldüğü gibi 

istatistiksel olarak yakınsak bir dizinin sınırlı olması gerekmez. 

Tanım 2.12. [7] Her 𝜀 > 0 için 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝑥𝑁| ≥ 𝜀}| = 0 

 

olacak şekilde bir 𝑁 = 𝑁(𝜀) sayısı varsa (𝑥𝑘) dizisine bir istatistiksel Cauchy dizisi denir. 

Bu ifade, her 𝜀 > 0 ve hemen hemen her 𝑘 için 

 

|𝑥𝑘 − 𝑥𝑁| < 𝜀 

 

olacak şekilde bir 𝑁 = 𝑁(𝜀) sayısı vardır şeklinde de yazılabilir. 

Tanım 2.13. [16] 𝑠 = (𝑠𝑛) dizisi  

 

lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 = ∞ ve limsup
𝑛→∞

𝑠𝑛

𝑛
< ∞                                               (2.1) 
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şartlarını sağlayan pozitif tamsayıların bir dizisi olsun. Bu durumda 𝑠 = (𝑠𝑛) dizisine 

göre 𝐾 ⊂ ℕ alt kümesinin kuasi yoğunluğu, 

 

𝛿𝑠(𝐾) = lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑘 ∈ 𝐾}| 

 

şeklinde tanımlanır. O zaman (𝑥𝑛) dizisi ℝ de bir dizi olmak üzere her 𝜀 > 0 için  

 

𝐾𝜀 = {𝑘 ∈ ℕ: |𝑥𝑘 − 𝑥| ≥ 𝜀} 

 

kümesinin kuasi yoğunluğu sıfırsa (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 ∈ ℝ noktasına kuasi-istatistiksel 

yakınsaktır denir ve 𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 ile gösterilir. 

Çalışma boyunca 𝑠 = (𝑠𝑛) ve 𝑡 = (𝑡𝑛) dizileri (2.1) şartını sağlayan pozitif reel sayıların 

dizileri olduğu kabul edilecektir. 

Tanım 2.14. [16] (𝑥𝑛) dizisi ℝ de bir dizi olsun. Eğer  

 

lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
∑|𝑥𝑘 − 𝑥| = 0

𝑛

𝑘=1

 

 

 ise (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 noktasına kuvvetli kuasi-toplanabilirdir denir. 

Tanım 2.15. ([32],[33]) 𝑋 boş olmayan bir küme olsun. 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ fonksiyonu her 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için   

1) 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 ve 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦 

2) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥)   (Simetri özelliği) 
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3) 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦)  (Üçgen eşitsizliği) 

şartlarını sağlıyorsa 𝑑 fonksiyonuna 𝑋 üzerinde bir metrik (veya uzaklık fonksiyonu) ve 

(𝑋, 𝑑) ikilisine de bir metrik uzay denir. 

Tanım 2.16. [26] 𝐸 bir reel Banach uzayı olsun. 𝐸 nin bir 𝑃 alt kümesi 

1. 𝑃 ≠ ∅, 𝑃 kapalı ve 𝑃 ≠ {0} 

2. 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎, 𝑏 ≥ 0 ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 ise 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 ∈ 𝑃 

3. 𝑥 ∈ 𝑃 ve −𝑥 ∈ 𝑃 ise 𝑥 = 0 

şartlarını sağlıyorsa bu durumda 𝑃 ye bir konik denir. 𝑃 üzerinde kısmi sıralama bağıntısı 

“≼”, 𝑥 ≼ 𝑦 ⇔ 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝑃 şeklinde tanımlıdır. Ayrıca 𝐸+, 𝑃 nin içini göstermek üzere, 

yani 𝐸+ = {𝑐 ∈ 𝐸: 𝜃 ≺≺ 𝑐} olmak üzere 𝑥 ≺ 𝑦 ⇔ 𝑥 ≼ 𝑦 ve 𝑥 ≠ 𝑦,  𝑥 ≺≺ 𝑦 ⇔ 𝑦 − 𝑥 ∈

𝐸+ şeklinde ifade edilir. Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 için 𝜃 ≼ 𝑥 ≼ 𝑦 iken ‖𝑥‖ ≤ 𝐾‖𝑦‖ olacak 

şekilde 𝐾 > 0 sayısı varsa 𝑃 ye normal konik denir. Bu eşitsizliği sağlayan en küçük 

pozitif sayıya ise 𝑃 nin normal sabiti denir. 

Çalışma boyunca 𝐸 nin bir Banach uzayı, 𝑃, 𝐸+ ≠ ∅ ile 𝐸 de bir konik ve “≼” 

bağıntısının 𝑃 ye göre bir kısmi sıralama bağıntısı olduğu kabul edilecektir. 

Tanım 2.17. [24] 𝑋 boştan farklı bir küme olsun. 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → 𝐸 dönüşümü 

1) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 0 ≼ 𝑑(𝑥, 𝑦) ve 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦, 

2) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥), 

3) Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝑦) ≼ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

şartlarını sağlıyorsa 𝑑 ye 𝑋 üzerinde bir konik metrik, (𝑋, 𝑑) ikilisine de bir konik metrik 

uzay denir. 

Tanım 2.18. [24] Eğer bir (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında her 𝑐 ∈ 𝐸+ ve her 𝑛 > 𝑁 için 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) ≺≺ 𝑐 olacak şekilde bir 𝑁 doğal sayısı varsa (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 ∈ 𝑋 noktasına 

yakınsaktır denir. 

Tanım 2.19. [24] (𝑥𝑛) dizisi (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında bir dizi olsun. Eğer her 𝑐 ∈

𝐸+ ve her 𝑛,𝑚 > 𝑁 için 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≺≺ 𝑐 olacak şekilde bir 𝑁 ∈ ℕ varsa (𝑥𝑛) dizisine 𝑋 

de bir Cauchy dizisi denir. 
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Tanım 2.20. [14] (𝑋, 𝑑) konik metrik uzay olsun. Eğer  

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑥𝑘, 𝛼) ≼ 𝑐}| = 1 

 

olacak şekilde 𝛼 ∈ 𝑋 ve 𝑐 ∈ 𝐸+ varsa (𝑥𝑘) dizisine istatistiksel olarak sınırlıdır denir. 

Tanım 2.21. [14] (𝑥𝑘) dizisi (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında bir dizi olsun. Her 𝑐 ∈ 𝐸+ için 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥) ≺≺ 𝑐}| = 1 

 

veya buna denk olarak 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)}| = 0 

 

ise (𝑥𝑘) dizisi 𝑥 ∈ 𝑋 noktasına istatistiksel yakınsaktır denir ve 𝑠𝑡 − lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑥 ile 

gösterilir. 

Bir konik metrik uzayda dizilerin istatistiksel yakınsaklığı yakınsaklığın doğal bir 

genellemesidir. (𝑥𝑛) dizisi (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında bir dizi olsun. Eğer (𝑥𝑛) dizisi 

𝑥 ∈ 𝑋 noktasına yakınsaksa o zaman her 𝑐 ∈ 𝐸+ ve her 𝑛 > 𝑛0 için 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) ≺≺ 𝑐 dir. 

Böylece her 𝑛 > 𝑛0 için  

 

|𝐾(𝑛)| = |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥) ≺≺ 𝑐}| ≥ 𝑛 − 𝑛0 

 

lim
𝑛→∞

|𝐾(𝑛)|

𝑛
= 1 
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elde edilir. Buradan 𝑠𝑡 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 dir. Dolayısıyla bir konik metrik uzayda her 

yakınsak dizi istatistiksel olarak da yakınsaktır. Fakat tersi doğru değildir. 

Örnek 2.22. ([24]) 𝑋 = ℝ, 𝐸 = ℝ2, 𝑃 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸: 𝑥, 𝑦 ≥ 0} ve 𝛼 > 0 sabit olmak 

üzere 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → 𝐸 dönüşümü 𝑑(𝑥, 𝑦) = (|𝑥 − 𝑦|, 𝛼|𝑥 − 𝑦|) ile tanımlanan bir konik 

metrik olsun. O zaman (𝑋, 𝑑) ikilisi bir konik metrik uzaydır.  

𝑋 uzayında 𝑚 ∈ ℕ için 

 

𝑥𝑛 = {
1/𝑛, 𝑛 ≠ 𝑚2

𝑛, 𝑛 = 𝑚2
 

 

ile tanımlanan (𝑥𝑛) dizisi alınsın. Buradan 𝑥 = 0 noktası için, eğer 𝑛 ≠ 𝑚2 ise 

𝑑(𝑥𝑛, 0) = (1\𝑛, 𝛼\𝑛), eğer 𝑛 = 𝑚2 ise 𝑑(𝑥𝑛, 0) = (𝑛, 𝛼𝑛) elde edilir. Her 𝑐 ∈ 𝐸+ ve 

bazı 𝑛𝑐 ∈ ℕ için 

 

𝐾(𝑛) = {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑥𝑘, 0) ≼ 𝑐} ⊃ {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑘 > 𝑛𝑐 , 𝑘 ≠ 𝑚
2, 𝑚 ∈ ℕ} 

 

kapsaması sağlanır. Dolayısıyla 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑥𝑘, 0) ≼ 𝑐}| ≥ lim

𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑘 > 𝑛𝑐, 𝑘 ≠ 𝑚2,𝑚 ∈ ℕ}| = 1 

 

eşitsizliği bulunur. Burada sağ taraf bir olduğundan sol taraf bir olacaktır. Sonuç olarak 

𝑠𝑡 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 olur, fakat (𝑥𝑛) dizisi yakınsak değildir. 

Yukarıdaki örnekten hareketle reel uzaydaki yakınsaklık ile istatistiksel yakınsaklık 

arasındaki ilişkinin konik metrik uzayda da geçerli olduğu söylenebilir.  
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Tanım 2.23. [14] (𝑥𝑘) dizisi (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında bir dizi olsun. Eğer her 𝑐 ∈

𝐸+ için 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥𝑛0) ≼ 𝑐}| = 1 

 

olacak şekilde 𝑛0 ∈ ℕ varsa o zaman (𝑥𝑘) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir. 

Lemma 2.24. ([24], [25]) (𝑋, 𝑑) bir konik metrik uzay olsun. Her bir 𝑐 ∈ 𝐸+ olacak 

şekilde verilsin. Bu durumda ‖𝑥‖ < 𝛿 olduğunda 𝑐 − 𝑥 ∈ 𝐸+ olacak şekilde bir 𝛿 > 0 

vardır yani 𝑥 ≺≺ 𝑐 dir. 

İspat. 𝜃 ≺≺ 𝑐 ve 𝑐 ∈ 𝐸 olduğundan 𝑐 ∈ 𝐸+  dir. {𝑥 ∈ 𝐸: ‖𝑥 − 𝑐‖ < 𝛿} ⊂ 𝐸+ olacak 

şekilde bir 𝛿 > 0 bulabiliriz. Şimdi ‖𝑥‖ < 𝛿 ise ‖𝑐 − 𝑥 − 𝑐‖ = ‖−𝑥‖ = ‖𝑥‖ < 𝛿 olur. 

Buradan ‖(𝑐 − 𝑥) − 𝑐‖ < 𝛿 olur. Bu ise 𝑐 − 𝑥 ∈ 𝐸+  olduğunu verir. 

Lemma 2.25. ([14]) (𝑥𝑛) ve (𝑦𝑛)  bir (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında iki dizi olsun. 

1) Eğer 𝑠𝑡 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 ve 𝑠𝑡 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥1 ise 𝑥 = 𝑥1 dir. 

2) 𝑠𝑡 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 ⇔ 𝑠𝑡 − lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 0 dır. 

3) Eğer 𝑠𝑡 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 ve 𝑠𝑡 − lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑦 ise o zaman 𝑠𝑡 − lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) =

𝑑(𝑥, 𝑦) dir.   

Lemma 2.26. ([24]) (𝑥𝑛), (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında bir dizi olsun. Eğer (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 

noktasına yakınsaksa o zaman (𝑥𝑛) dizisi bir Cauchy dizisidir. 

İspat. 𝜃 ≺≺ 𝑐 olacak şekilde herhangi bir 𝑐 ∈ 𝐸 alalım. O zaman her 𝑛,𝑚 > ℕ için 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) ≺≺
𝑐

2
 ve 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥) ≺≺

𝑐

2
 olacak şekilde bir 𝑁 ∈ ℕ vardır. Buradan  

 

 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≼  𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥) ≺≺ 𝑐 

 

elde edilir. Bu durumda (𝑥𝑛) bir Cauchy dizisidir. 
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 KONİK METRİK UZAYDA KUASİ-İSTATİSTİKSEL 

YAKINSAKLIK ÜZERİNE  

Bu bölümde ilk olarak konik metrik uzayda bir dizinin kuasi-istatistiksel yakınsaklığı 

kavramı verilecektir. Daha sonra bu kavram ile ilgili bazı teoremler ispatlanıp gerekli 

görülenler örneklerle açıklanacaktır ve bunlara ilişkin sonuçlar verilecektir. 

Tanım 3.1. (𝑥𝑛), (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında bir dizi olsun. Eğer her 𝑐 ∈ 𝐸+ için  

 

lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥) ≺≺ 𝑐}| = 1 

 

veya buna denk olarak  

 

lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)}| = 0 

 

oluyorsa (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 ∈ 𝑋 noktasına kuasi-istatistiksel yakınsaktır denir ve 𝑠𝑡𝑞 −

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 şeklinde gösterilir. Burada eğer özel olarak (𝑠𝑛) = (𝑛) alınırsa (𝑥𝑛) dizisinin 

istatistiksel yakınsak olduğu görülür. 

Teorem 3.2. (𝑥𝑛), (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında bir dizi olsun. Eğer (𝑥𝑛) dizisi 

yakınsaksa bu durumda kuasi-istatistiksel yakınsaktır. 

İspat. lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 olsun. Bu durumda her  𝑐 ∈ 𝐸+ için 𝑛 > 𝑛0 olduğunda 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) ≺≺

𝑐 olacak şekilde bir 𝑛0 ∈ ℕ sayısı vardır. Buradan  

 

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)}| ≤

1

𝑠𝑛
𝑛0 
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eşitsizliği yazılabilir. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafının 𝑛 → ∞ iken limiti alınırsa  

 

lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)}| ≤ lim

𝑛→∞

1

𝑠𝑛
𝑛0 

 

eşitsizliği elde edilir. Sağ tarafın limiti sıfır olacağından sol tarafında limiti sıfır olur. 

Dolayısıyla 𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 dir.  

Bu teoremin tersi her zaman doğru değildir. Bunun için aşağıdaki örnek verilebilir. 

Örnek 3.3. 𝐸 = ℝ, 𝑃 = [0,+∞), 𝑋 = ℝ, ve 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → 𝐸 dönüşümü 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| 

ile tanımlanan bir konik metriktir. (𝑠𝑛) = (𝑛
3\4) ve  

 

𝑥𝑛 = {
0, 𝑛 ≠ 𝑚2

𝑛, 𝑛 = 𝑚2 

 

ile tanımlanan (𝑥𝑛) dizisini ele alalım. (𝑥𝑛) dizisinin 𝑥 = 0 noktasına yakınsak olmadığı 

açıktır. O halde biz 𝑥 = 0 için (𝑥𝑛) dizisinin her 𝑐 ∈ 𝐸+ için kuasi-istatistiksel 

yakınsaklığını gösterelim. Kabul edelim ki 𝑘 ∈ ℕ ve 𝑘 ≤ 𝑛 için 𝑘 ≠ 𝑚2 olsun. Bu 

durumda (𝑥𝑘) dizisinin tanımından 𝑥𝑘 = 0 dır. O zaman her 𝑐 ∈ 𝐸+ için  𝑑(𝑥𝑘, 0) =

|0 − 0| = 0 ≺≺ 𝑐 bulunur. Buradan  

 

{𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑛, 0)} ⊂ {𝑛: 𝑛 = 𝑚
2, 𝑚 ∈ ℕ} 

 

kapsaması sağlanır ve buradan 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 0)}| ≤ lim

𝑛→∞

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑘 = 𝑚2,𝑚 ∈ ℕ}| = 0 
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eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlik ise (𝑥𝑛) dizisinin 𝑥 = 0 noktasına kuasi-istatistiksel 

yakınsak olduğunu kanıtlar. 

Teorem 3.4. (𝑥𝑛), (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında bir dizi olsun. Eğer (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 ∈ 𝑋 

noktasına kuasi-istatistiksel yakınsaksa o zaman 𝑥 ∈ 𝑋 noktasına istatistiksel yakınsaktır. 

İspat. 𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 ve 𝑀 = 𝑠𝑢𝑝
𝑛

𝑠𝑛

𝑛
 olsun. O zaman her 𝑐 ∈ 𝐸+ için, 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)}| = 0 

 

dır. Ayrıca 𝑀 = 𝑠𝑢𝑝
𝑛

𝑠𝑛

𝑛
 olduğundan 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)}| ≤

𝑀

𝑠𝑛
lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)}| 

 

eşitsizliği yazılabilir.  Sağ taraf sıfır olduğundan sol tarafta sıfır olur. Dolayısıyla (𝑥𝑛) 

dizisi 𝑥 noktasına istatistiksel yakınsaktır.  

Bu teoremin tersinin doğru olmadığını göstermek için aşağıdaki örnek verilebilir. 

Örnek 3.5. 𝑋 = ℝ, 𝐸 = ℝ2, 𝑃 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸: 𝑥, 𝑦 ≥ 0} ve 𝛼 > 0 sabit olmak üzere 

𝑑(𝑥, 𝑦) = (|𝑥 − 𝑦|, 𝛼|𝑥 − 𝑦|) şeklinde tanımlanan 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → 𝐸 dönüşümü bir konik 

metriktir. (𝑠𝑛) dizisi lim
𝑛

√𝑛

𝑠𝑛
= ∞ şartını sağlayan bir dizi olsun. Bu durumda her 𝑝 ∈ ℕ 

için 𝑠𝑛𝑝 > 1 olacak şekilde bir (𝑠𝑛𝑝) alt dizisi seçilebilir. Her bir 𝑛 için  

 

𝑥𝑛 =

{
 

 𝑠𝑛, 𝑛 = 𝑚2 ve 𝑠𝑛 ∈ {𝑠𝑛𝑝: 𝑝 ∈ ℕ} 

1, 𝑛 = 𝑚2 ve 𝑠𝑛 ∉ {𝑠𝑛𝑝: 𝑝 ∈ ℕ}

0, 𝑛 ≠ 𝑚2
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(𝑚 ∈ ℕ) ile tanımlanan diziyi ele alalım. Bu durumda 𝑦 = 0 için, 

 

𝑑(𝑥𝑛, 0) =

{
 

 (𝑠𝑛, 𝛼𝑠𝑛), 𝑛 = 𝑚2 ve 𝑠𝑛 ∈ {𝑠𝑛𝑝: 𝑝 ∈ ℕ} 

(1, 𝛼), 𝑛 = 𝑚2 ve 𝑠𝑛 ∉ {𝑠𝑛𝑝: 𝑝 ∈ ℕ}

(0,0), 𝑛 ≠ 𝑚2

 

 

elde edilir. Burada, (𝑥𝑛) dizisinin sıfıra istatistiksel yakınsak olduğunu göstermek 

kolaydır. Şimdi (𝑥𝑛) dizisinin sıfıra kuasi-istatistiksel olarak yakınsak olmadığı 

gösterilecektir. Her bir 𝑛 doğal sayısı için  

 

|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 0)}| ⊂ |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑘 = 𝑚2, 𝑚 ∈ ℕ}| 

 

ve 0 ≤ 𝑟𝑛 < 1 için  

 

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 0)}| =

1

𝑠𝑛
(√𝑛 − 𝑟𝑛)                                            (3.1)         

 

olduğundan  (3.1) eşitliğinin her iki tarafı 𝑛 → ∞ iken limiti alınırsa (𝑥𝑛) dizisinin sıfıra 

kuasi-istatistiksel yakınsak olmadığı görülür. 

Sonuç 3.6. (𝑥𝑛) dizisi, (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında bir dizi olsun. Bu durumda (𝑥𝑛) 

dizisi için 

yakınsak ⟹ kuasi-istatistiksel yakınsak ⟹ istatistiksel yakınsak 

ilişkisi geçerlidir. 
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Teorem 3.7.  

 

                 ℎ = 𝑖𝑛𝑓
𝑛

𝑠𝑛

𝑛
> 0       (3.2) 

 

olsun. Bu durumda (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında bir (𝑥𝑘) dizisi 𝑥 ∈ 𝑋 noktasına istatistiksel 

yakınsaksa, o halde 𝑥 noktasına kuasi-istatistiksel yakınsaktır. 

İspat. (𝑥𝑘) dizisi 𝑥 ∈ ℝ noktasına istatistiksel yakınsak olsun. Bu durumda 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)}| = 0 dır. Ayrıca ℎ = 𝑖𝑛𝑓

𝑛

𝑠𝑛

𝑛
≤

𝑠𝑛

𝑛
 olduğundan 

 

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)}| ≥ ℎ

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)}| 

 

eşitsizliği yazılabilir. Bu eşitsizliğin her iki tarafının 𝑛 → ∞ iken limiti alınırsa sol taraf 

sıfır olup istenilen elde edilir. 

Sonuç 3.8. (𝑠𝑛) dizisi, (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında (3.2) şartını sağlayan bir dizi olsun. Bu 

durumda (𝑥𝑛) dizisinin 𝑥 noktasına istatistiksel yakınsak olması için gerek ve yeter koşul 

𝑥 noktasına kuasi-istatistiksel yakınsak olmasıdır. 

Teorem 3.9. Eğer (𝑥𝑛) dizisi (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında 𝑥 noktasına kuasi-istatistiksel 

yakınsak ise bu durumda her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑥𝑛 = 𝑦𝑛 + 𝑧𝑛 olacak şekilde  𝑥 noktasına 

yakınsayan bir (𝑦𝑛) dizisi ve sıfıra kuasi-istatistiksel olarak yakınsayan bir (𝑧𝑛) dizisi 

vardır. 

İspat. 𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 olsun. Eğer (𝑥𝑛) dizisinin terimleri belli bir yerden sonra sabitse 

bu durumda ispat açıktır. O halde  (𝑥𝑛) dizisinin terimleri belli bir yerden sonra sabit 

olmasın. Keyfi bir 𝑐 ∈ 𝐸+ verilsin. O zaman her 𝑛 > 𝑁𝑗 (𝑗 = 1,2, … ) için 
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1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛:

𝑒

𝑗
≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)}| <

1

𝑗
 

 

ve 𝑁0 = 0 olacak şekilde (𝑁𝑗) pozitif tamsayılarının artan bir dizisi bulunabilir. Şimdi 

(𝑦𝑘) ve (𝑧𝑘) dizileri 

 

𝑦𝑘 =

{
 
 

 
 
𝑥𝑘, 𝑁0 < 𝑘 < 𝑁1

𝑥𝑘, 𝑁𝑗 < 𝑘 < 𝑁𝑗+1 𝑣𝑒 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥) ≺≺
𝑒

𝑗

𝑥, 𝑁𝑗 < 𝑘 < 𝑁𝑗+1 𝑣𝑒  
𝑒

𝑗
≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)

 

 

𝑧𝑘 =

{
 
 

 
 

0, 𝑁0 < 𝑘 < 𝑁1

0, 𝑁𝑗 < 𝑘 < 𝑁𝑗+1 𝑣𝑒 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥) ≺≺
𝑒

𝑗

𝑥𝑘 − 𝑥, 𝑁𝑗 < 𝑘 < 𝑁𝑗+1 𝑣𝑒  
𝑒

𝑗
≼ 𝑑(𝑥𝑘 , 𝑥)

 

 

şeklinde tanımlansın. 

Buradan her 𝑘 ∈ ℕ için 𝑥𝑘 = 𝑦𝑘 + 𝑧𝑘 olur. İlk olarak (𝑦𝑘) dizisinin 𝑥 noktasına yakınsak 

olduğu gösterilecektir. Herhangi bir 𝑐 ∈ 𝐸+ için 
𝑒

𝑗
≺≺ 𝑐 olacak şekilde 𝑗 ∈ ℕ seçilsin.  

Eğer  𝑘 > 𝑁𝑗  için 
𝑒

𝑗
≼  𝑑(𝑥𝑘, 𝑥) ise bu durumda 𝑑(𝑦𝑘, 𝑥) = 𝑑(𝑥, 𝑥) = 0 dır. 

Eğer  𝑘 > 𝑁𝑗  için 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥) ≺≺
𝑒

𝑗
 ise bu durumda 𝑑(𝑦𝑘, 𝑥) = 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥) ≺≺

𝑒

𝑗
 ≺≺ 𝑐 dir. 

Böylece lim
𝑘→∞

𝑦𝑘 = 𝑥 elde edilir. 

(𝑧𝑘) dizisinin sıfıra kuasi-istatistiksel yakınsak olduğunu göstermek için  

 

lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑧𝑘 ≠ 0}| = 0 
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olduğunu göstermek yeterlidir. Her 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑐 ∈ 𝐸+ için 

 

{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑧𝑘 , 0)} ⊆ {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑧𝑘 ≠ 0} 

 

kapsaması sağlanır. Böylece 

 

|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑧𝑘, 0)}| ≤ |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑧𝑘 ≠ 0}| 

 

eşitsizliği elde edilir. Verilen herhangi bir 𝛿 > 0 için 
1

𝑗
< 𝛿 olacak şekilde bir 𝑗 ∈ ℕ 

vardır. Eğer 𝑁𝑗 < 𝑘 ≤ 𝑁𝑗+1 ise bu durumda  

 

|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑧𝑘 ≠ 0}| = |{𝑘 ≤ 𝑛: 
𝑒

𝑗
≼  𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)}| 

 

olur. Buradan 𝑣 > 𝑗 ve 𝑁𝑣 < 𝑘 ≤ 𝑁𝑣+1 için 

 

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑧𝑘 ≠ 0}| ≤

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 

𝑒

𝑣
≼  𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)}| <

1

𝑣
<
1

𝑗
< 𝛿 

 

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

Bu teoremin bir sonucu aşağıdaki gibi verilebilir. 

Sonuç 3.10. (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında bir (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 noktasına kuasi-istatistiksel 

yakınsaksa, (𝑥𝑛) dizisinin 𝑥 noktasına yakınsak olan bir (𝑦𝑛) alt dizisi vardır. 

Tanım 3.11. (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında bir (𝑥𝑛) dizisi için  
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lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝛼)}| = 0 

 

olacak şekilde 𝛼 ∈ 𝑋 ve 𝑐 ∈ 𝐸+ varsa o zaman (𝑥𝑛) dizisi kuasi-istatistiksel sınırlıdır 

denir. 

Teorem 3.12. (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında bir (𝑥𝑛) dizisi kuasi istatistiksel sınırlı bir 

dizi ise aynı zamanda istatistiksel sınırlıdır. 

İspat. 𝛼 ∈ 𝑋, 𝐻 = sup
𝑛

𝑠𝑛

𝑛
 ve  (𝑥𝑛) dizisi kuasi istatistiksel sınırlı bir dizi olsun. Bu 

durumda  

 

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝛼)}| =

1

𝑠𝑛

𝑠𝑛
𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝛼)}| 

                                                                   ≤
𝐻

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝛼)}| 

 

eşitsizliği elde edilir. (𝑥𝑛) dizisi kuasi istatistiksel sınırlı olduğundan her iki tarafın limiti 

alındığında sağ tarafın limiti sıfır olacağından sol tarafın limiti de sıfır olacaktır. Böylece 

(𝑥𝑛) dizisinin istatistiksel sınırlı olduğu ispatlanmış olur.  

Lemma 3.13. 𝑃, 𝐾 normal sabiti ile bir normal konik olsun. O zaman (𝑋, 𝑑) konik metrik 

uzayında (𝑥𝑛) ve (𝑦𝑛) dizileri için aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

1) 𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 ⇔ 𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 0. 

2) Eğer 𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 ve 𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑦 ise 𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = 𝑑(𝑥, 𝑦). 

İspat. 

1)  𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 olsun. Bu durumda her 𝑐 ∈ 𝐸+ için 
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lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥) ≺≺ 𝑐}| = 1 

 

olur. Verilen herhangi bir 𝜀 > 0 için 𝐾‖𝑐‖ < 𝜀 olacak şekilde 𝑐 ∈ 𝐸+ vardır.  

𝑘 ∈ ℕ için 𝑑(𝑥𝑘 , 𝑥) ≺≺ 𝑐 olsun. 𝑃, 𝐾 normal sabiti ile bir normal konik olduğu için  

 

‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)‖ ≤ 𝐾‖𝑐‖ < 𝜀 

 

olur. Dolayısıyla  

 

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥) ≺≺ 𝑐}| ≤

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: ‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)‖ < 𝜀}| 

 

eşitsizliği sağlanır. Buradan  

 

lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: ‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)‖ < 𝜀}| = 1 

 

bulunur. O halde 𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 0 dır. 

Tersine 𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 0 olsun. O zaman her 𝜀 > 0 için 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: ‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)‖ < 𝜀}| = 1 

 

dir. Verilen herhangi bir 𝑐 ∈ 𝐸+ için ‖𝑎‖ < 𝜀 olmak üzere her 𝑎 ∈ 𝐸 için 𝑐 − 𝑎 ∈ 𝐸+ 

olacak şekilde bir 𝜀 > 0 sayısı bulunur. Dolayısıyla ‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)‖ < 𝜀 olacak şekilde 𝑘 ∈ ℕ 
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seçersek 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥) ≺≺ 𝑐 elde edilir. Böylece  

 

{𝑘 ≤ 𝑛: ‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)‖ < 𝜀} ⊂ {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥) ≺≺ 𝑐} 

 

kapsaması sağlanır. Buradan 

 

1

𝑠𝑛
{𝑘 ≤ 𝑛: ‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)‖ < 𝜀} ≤

1

𝑠𝑛
{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥) ≺≺ 𝑐} 

 

bulunur. Sonuç olarak  

 

lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥) ≺≺ 𝑐} = 1 

 

elde edilir. Bu ise 𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 olduğunu gösterir. 

2) 𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 ve 𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑦 olsun. Verilen herhangi bir 𝜀 > 0 için 

‖𝑐‖ <
𝜀

4𝐾+2
 olacak şekilde bir 𝑐 ∈ 𝐸+ vardır. 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥) ≺≺ 𝑐 ve 𝑑(𝑦𝑘, 𝑦) ≺≺ 𝑐 olan 𝑘 ∈

ℕ için [24] nolu çalışmadaki Lemma 5 in ispatından ‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) − 𝑑(𝑥, 𝑦)‖ < 𝜀 elde 

edilir. Dolayısıyla  

 

{𝑘: ‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) − 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 𝜀‖} ⊂ {𝑘: 𝑐 ≼  𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)}⋃{𝑘: 𝑐 ≼  𝑑(𝑦𝑘, 𝑦)} 

 

kapsaması sağlanır. Böylece  
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lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: ‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) − 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 𝜀‖}| = 0 

 

bulunur. Bu ise 𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = 𝑑(𝑥, 𝑦) olduğunu gösterir. 

Not 3.14. Yukarıdaki Lemma’nın (1) şıkkındaki yeter koşulu kanıtlamak için 𝑃 bir 

normal konik olmak zorunda değildir. Yani bir (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında 𝑠𝑡𝑞 −

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 0 ise o zaman 𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 dir. 

Teorem 3.15. (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında (𝑥𝑛) ve (𝑦𝑛) iki dizi ve 𝑥 ∈ 𝑋 olsun. Eğer 

𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑥 ve her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) ≼ 𝑑(𝑦𝑛, 𝑥) ise o zaman 𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 

dir. 

İspat. 𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑥 ve her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) ≼ 𝑑(𝑦𝑛, 𝑥) olsun. Bu durumda  

 

{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑦𝑘, 𝑥) ≺≺ c } ⊆ {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥) ≺≺ c } 

 

kapsaması elde edilir. O halde bu kapsamadan 

 

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑦𝑘, 𝑥) ≺≺ c }| ≤

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥) ≺≺ c }| 

 

eşitsizliğine ulaşılır. Bu eşitsizlikte her iki tarafın 𝑛 → ∞ iken limiti alınırsa sol tarafın 

limiti bir olacağından sağ tarafın limiti de bir olur ve ispat tamamlanır. 

Tanım 3.16. (𝑋, 𝑑) konik metrik uzay olsun. Eğer her 𝑐 ∈ 𝐸+ için  

 

lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥𝑛0) ≺≺ 𝑐}| = 1 
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olacak şekilde 𝑛0 ∈ ℕ sayısı varsa o zaman (𝑥𝑘) dizisine kuasi-istatistiksel Cauchy 

dizisi denir. 

Teorem 3.17. (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında bir (𝑥𝑛) dizisi Cauchy dizisi ise o zaman 

kuasi-istatistiksel Cauchy dizisidir. 

İspat. Kabul edelim ki  (𝑥𝑛) dizisi bir Cauchy dizisi ve 𝑐 ∈ 𝐸+ olsun. Bu durumda 𝑛,𝑚 >

𝑛0 olduğunda 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≺≺ 𝑐 olacak şekilde bir 𝑛0 ∈ ℕ vardır. Dolayısıyla 𝑘 ≤ 𝑛0 için 

𝑑(𝑥𝑘, 𝑥𝑛) ≽ 𝑐 olur. Bu durumda 

 

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥𝑛)}| ≤

𝑛0
𝑠𝑛

 

 

eşitsizliği sağlanır. Burada her iki tarafın 𝑛 → ∞ iken limiti alınırsa 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥𝑛)}| ≤ lim

𝑛→∞

1

𝑠𝑛
𝑛0 = 0 

 

elde edilir. Dolayısıyla (𝑥𝑛) dizisi kuasi-istatistiksel Cauchy dizisidir. 

Teorem 3.18. (𝑋, 𝑑) konik metrik uzay olsun. Eğer (𝑥𝑛) dizisi kuasi-istatistiksel Cauchy 

dizisi ise, o zaman istatistiksel Cauchy dizisidir. 

İspat. Kabul edelim ki (𝑥𝑘) dizisi kuasi-istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her 

𝑐 ∈ 𝐸+ için  

 

lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥𝑛0)}| = 0 

 

olacak şekilde bir 𝑛0 ∈ ℕ vardır. Diğer taraftan (
𝑠𝑛

𝑛
) dizisi üstten sınırlı olduğundan 
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𝑠𝑢𝑝
𝑛

𝑠𝑛

𝑛
= 𝐾 olsun. Bu durumda  

 

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘 , 𝑥𝑛0)}| =

𝑠𝑛
𝑛

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥𝑛0)}| 

                                         ≤
𝐾

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥𝑛0)}| 

                                                                    

eşitsizliği yazılabilir. Bu eşitsizlikte her iki tarafın 𝑛 → ∞ iken limiti alınırsa sağ tarafın 

limiti sıfır olacağından sol tarafın da limiti sıfır olur. Böylece ispat tamamlanır.  

Ayrıca aşağıdaki sonuç önceki iki teoremin bir sonucu olarak verilebilir.  

Sonuç 3.19. (𝑥𝑛) dizisi (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında bir dizi olsun. Bu durumda (𝑥𝑛) 

dizisi için  

Cauchy ⟹ kuasi-istatistiksel Cauchy ⟹ istatistiksel Cauchy 

ilişkisi geçerlidir. 
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 KONİK METRİK UZAYDA KUVVETLİ KUASİ-

TOPLANABİLİRLİK   

Bu bölümde reel sayılar üzerinde ki kuvvetli kuasi-toplanabilme kavramını konik metrik 

uzaya taşıyacağız. Daha sonra kuvvetli kuasi-toplanabilir dizilerin uzayı ve tüm kuasi-

istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı ile ilgili bazı teoremler ve kapsama ilişkileri 

örneklerle verilecektir ve bunlara ilişkin bazı sonuçlar sunulacaktır.  

Tanım 4.1. (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında bir (𝑥𝑛) dizisi için 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
∑‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)‖

𝑛

𝑘=1

= 0 

 

oluyorsa (𝑥𝑛) dizisi 𝑥 noktasına kuvvetli kuasi-toplanabilirdir denir. Tüm kuvvetli kuasi-

toplanabilir ve tüm kuasi-istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi için sırasıyla 𝑁𝑞
𝑠 ve 𝑆𝑞

𝑠 

gösterimleri kullanılacaktır. Yani 

 

𝑁𝑞
𝑠 = {(𝑥𝑛): lim

𝑛→∞

1

𝑠𝑛
∑‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)‖ = 0, ∃ 𝑥 ∈ 𝑋

𝑛

𝑘=1

} 

 

ve  

 

𝑆𝑞
𝑠 = {(𝑥𝑛): lim

𝑛→∞

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)}| = 0,   ∃ 𝑥 ∈ 𝑋, ∀ 𝑐 ∈ 𝐸+ } 

 

dır. 

Eğer 𝑠 = (𝑠𝑛) dizisinin yerine 𝑡 = (𝑡𝑛) dizisi alınacak olursa 𝑁𝑞
𝑠 ve 𝑆𝑞

𝑠 gösterimleri 
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yerine sırasıyla 𝑁𝑞
𝑡 ve 𝑆𝑞

𝑡  gösterimleri kullanılacaktır. 

Teorem 4.2. Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑠𝑛 ≤ 𝑡𝑛 olsun. Eğer (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında bir (𝑥𝑛) 

dizisi 𝑠 = (𝑠𝑛) dizisine göre 𝑥 noktasına kuasi-istatistiksel yakınsak ise bu durumda (𝑥𝑛) 

dizisi 𝑡 = (𝑡𝑛) dizisine göre de 𝑥 noktasına kuasi-istatistiksel yakınsaktır. 

İspat. Her 𝑐 ∈ 𝐸+ için lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)}| = 0 olsun. Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑠𝑛 ≤ 𝑡𝑛 

olduğundan  

 

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)}| ≥

1

𝑡𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)}| 

 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikte 𝑛 → ∞ iken her iki tarafın limiti alınırsa (𝑥𝑛) 

dizisinin 𝑡 = (𝑡𝑛) dizisine göre 𝑥 noktasına kuasi-istatistiksel yakınsak olduğu görülür. 

Örnek 4.3.   (𝑋, 𝑑) Örnek 3.5 de verilen konik metrik uzay olsun. Bu uzayda   

 

𝑥𝑛 =

{
 

 𝑠𝑛, 𝑛 = 𝑚2 ve 𝑠𝑛 ∈ {𝑠𝑛𝑝: 𝑝 ∈ ℕ} 

1, 𝑛 = 𝑚2 ve 𝑠𝑛 ∉ {𝑠𝑛𝑝: 𝑝 ∈ ℕ}

0, 𝑛 ≠ 𝑚2

  

 

şeklinde tanımlanan (𝑥𝑛) dizisi alınsın. Eğer (𝑡𝑛) = (𝑛) dizisi ve (𝑠𝑛) = (𝑛
1\4) seçilirse 

bu durumda (𝑥𝑛) dizisi 𝑡 = (𝑡𝑛) dizisine göre sıfıra kuasi-istatistiksel yakınsaktır. O 

halde (𝑥𝑛) dizisinin 𝑠 = (𝑠𝑛) dizisine göre sıfıra kuasi-istatistiksel yakınsak olmadığı 

gösterilecektir. Bu durumda her bir 𝑛 doğal sayısı için  

 

|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 0)}| = |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑘 = 𝑚2, 𝑚 ∈ ℕ}| 

 

eşitliği yazılabilir ve 0 ≤ 𝑟𝑛 < 1 için  
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1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 0)}| =

1

𝑠𝑛
(√𝑛 − 𝑟𝑛) 

 

elde edilir. O zaman yukarıdaki ifadenin  𝑛 → ∞ iken her iki tarafının limiti alınırsa 

lim
𝑛→∞

√𝑛

𝑛1\4
= ∞ olduğundan   

 

lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑐 ≼ 𝑑(𝑥𝑘, 0)}| ≠ 0 

 

olur. Dolayısıyla (𝑥𝑛) dizisi 𝑠 = (𝑠𝑛) dizisine göre sıfıra kuasi-istatistiksel yakınsak 

değildir. 

O halde aşağıdaki sonuç bu teoremin bir sonucu olarak verilebilir. 

Sonuç 4.4. Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑠𝑛 ≤ 𝑡𝑛 olsun. O zaman 𝑆𝑞
𝑠 ⊂ 𝑆𝑞

𝑡  kapsaması kesin olarak 

sağlanır. 

Teorem 4.5. Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑠𝑛 ≤ 𝑡𝑛 olsun. Eğer bir (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında bir 

(𝑥𝑛) dizisi 𝑠 = (𝑠𝑛) dizisine göre 𝑥 noktasına kuvvetli-kuasi toplanabilir ise, o zaman 

(𝑥𝑛) dizisi 𝑡 = (𝑡𝑛) dizisine göre 𝑥 noktasına kuasi-istatistiksel yakınsaktır. 

İspat. Kabul edelim ki lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
∑ ‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)‖ = 0𝑛
𝑘=1  olsun. Her 𝑛 ∈ ℕ için 

 

∑‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)‖

𝑛

𝑘=1

= ∑ ‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)‖

𝑛

𝑘=1
‖𝑑(𝑥𝑘,𝑥)‖≥𝜀

 +  ∑ ‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)‖

𝑛

𝑘=1
‖𝑑(𝑥𝑘,𝑥)‖<𝜀

 

≥ 𝜀|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝜀 ≤ ‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)‖}| 

 

ve 𝑠𝑛 ≤ 𝑡𝑛 olduğundan 
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1

𝜀

1

𝑠𝑛
∑‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)‖ ≥

1

𝑡𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝜀 ≤ ‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)‖}|

𝑛

𝑘=1

 

 

elde edilir. Eşitsizliğin sol tarafındaki ifadenin 𝑛 → ∞ iken limiti sıfıra eşit olduğundan 

sağ taraftaki ifadenin de 𝑛 → ∞ iken limiti sıfıra eşit olur. Dolayısıyla  𝑡 = (𝑡𝑛) dizisine 

göre  𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 0 bulunur. Not 3.14 ten  𝑠𝑡𝑞 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 olduğu görülür. 

Fakat bu teoremin tersi daima doğru değildir. 

Örnek 4.6. 𝑋 = ℝ, 𝐸 = ℝ2, 𝑃 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸: 𝑥, 𝑦 ≥ 0} ve 𝑑(𝑥, 𝑦) = (|𝑥 − 𝑦|, |𝑥 − 𝑦|) 

ile tanımlanan 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → 𝐸 dönüşümü bir metrik uzaydır. Bu uzayda her 𝑛 ∈ ℕ için 

 

𝑥𝑛 = {
0, 𝑛 ≠ 𝑚2

1, 𝑛 = 𝑚2         (𝑚 ∈ ℕ) 

 

şeklinde tanımlanan (𝑥𝑛) dizisi ele alınsın. (𝑠𝑛) = (𝑛
1\4) ve (𝑡𝑛) = (𝑛) olsun. Bu 

durumda her 𝑛 ∈ ℕ için  

 

𝑑(𝑥𝑛, 0) = {
(1,1), 𝑛 = 𝑚2

(0,0), 𝑛 ≠ 𝑚2          (𝑚 ∈ ℕ) 

 

olur. Verilen herhangi bir 𝑐 ∈ 𝐸+ ve 𝑛 ∈ ℕ için  

 

1

𝑡𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑑(𝑥𝑘, 0) ≺≺ 𝑐}| ≥

1

𝑡𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑛 ≠ 𝑚2}| 

 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafındaki ifadenin 𝑛 → ∞ iken limiti bir 
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olduğundan (𝑥𝑛) dizisi 𝑡 = (𝑡𝑛) dizisine göre sıfıra kuasi-istatistiksel yakınsak olur. 

Şimdi (𝑥𝑛) dizisinin 𝑠 = (𝑠𝑛) dizisine göre sıfıra kuvvetli kuasi-toplanabilir olmadığı 

gösterilecektir. Burada, 

 

‖𝑑(𝑥𝑘, 0)‖ = {
√2, 𝑘 = 𝑚2

0, 𝑘 ≠ 𝑚2
          (𝑚 ∈ ℕ) 

 

olduğu açıktır. O zaman  

 

∑‖𝑑(𝑥𝑘, 0)‖

𝑛

𝑘=1

= 0. |{𝑘 ≤ 𝑛: tüm 𝑚 ∈ ℕ 𝑖ç𝑖𝑛 𝑘 ≠ 𝑚2}| + 

 

√2. |{𝑘 ≤ 𝑛: bazı 𝑚 ∈ ℕ 𝑖ç𝑖𝑛 𝑘 = 𝑚2}| = 0 + √2. ⟦√𝑛⟧ 

 

eşitsizliği bulunur. 

Böylece bu eşitsizliğin her iki tarafının 𝑛 → ∞ iken limiti alınırsa  

 

lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
∑‖𝑑(𝑥𝑘 , 0)‖

𝑛

𝑘=1

= lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
√2 (⟦√𝑛⟧) = ∞ 

  

eşitliği elde edilir. Sonuç olarak  

 

lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
∑‖𝑑(𝑥𝑘 , 0)‖

𝑛

𝑘=1

≠ 0 

 

olur ki bu durum (𝑥𝑛) dizisinin 𝑠 = (𝑠𝑛) dizisine göre sıfıra kuvvetli kuasi-toplanabilir 
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olmadığını gösterir. 

Bu teoreme göre aşağıdaki sonuç verilebilir. 

Sonuç 4.7. Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑠𝑛 ≤ 𝑡𝑛 olsun. O zaman 𝑁𝑞
𝑠 ⊂ 𝑆𝑞

𝑡  kapsaması kesin bir şekilde 

sağlanır. 

Teorem 4.8. Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑠𝑛 ≤ 𝑡𝑛 olsun. Eğer bir (𝑋, 𝑑) konik metrik uzayında bir 

(𝑥𝑛) dizisi 𝑠 = (𝑠𝑛) dizisine göre 𝑥 noktasına kuvvetli-kuasi toplanabilir ise, o zaman 

(𝑥𝑛) dizisi 𝑡 = (𝑡𝑛) dizisine göre 𝑥 noktasına kuvvetli-kuasi toplanabilirdir. 

İspat. (𝑥𝑘) dizisi 𝑠 = (𝑠𝑛) dizisine göre 𝑥 noktasına kuvvetli kuasi-toplanabilir olsun. O 

zaman 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
∑‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)‖

𝑛

𝑘=1  

= 0 

 

dır. Ayrıca her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑠𝑛 ≤ 𝑡𝑛 olduğundan 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
∑‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)‖

𝑛

𝑘=1

≥ lim
𝑛→∞

1

𝑡𝑛
∑‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)‖

𝑛

𝑘=1

 

 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikten 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑡𝑛
∑‖𝑑(𝑥𝑘, 𝑥)‖

𝑛

𝑘=1

= 0 

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 Bu teoremin tersi daima doğru değildir.  
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Örnek 4.9. 𝑋 = ℝ, 𝐸 = ℝ2, 𝑃 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸: 𝑥, 𝑦 ≥ 0} ve 𝑑(𝑥, 𝑦) = (|𝑥 − 𝑦|, |𝑥 − 𝑦|) 

ile tanımlanan 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → 𝐸 dönüşümü bir metrik uzaydır. Örnek 4.6 de tanımlanan 

 

𝑥𝑛 = {
0, 𝑛 ≠ 𝑚2

1, 𝑛 = 𝑚2         (𝑚 ∈ ℕ) 

 

dizisi, (𝑡𝑛) = (𝑛) ve (𝑠𝑛) = (𝑛
1\4) dizileri ele alınsın. Bu durumda 𝑥 = 0 noktası için 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑡𝑛
∑‖𝑑(𝑥𝑘, 0)‖

𝑛

𝑘=1

= 0 

 

 olur. Bu durumda (𝑥𝑛) ∈ 𝑁𝑞
𝑡 elde edilir.   

Örnek 4.6 da 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑠𝑛
∑‖𝑑(𝑥𝑘, 0)‖

𝑛

𝑘=1

≠ 0 

 

olduğundan (𝑥𝑛) ∉ 𝑁𝑞
𝑠 dir. O halde aşağıdaki sonuç verilebilir. 

Sonuç 4.10. Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑠𝑛 ≤ 𝑡𝑛 olsun. Bu durumda 𝑁𝑞
𝑠 ⊂ 𝑁𝑞

𝑡 kapsaması kesin bir 

şekilde sağlanır.  
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 SONUÇLAR VE ÖNERİLER   

Konik metrik uzay kavramı metrik uzay kavramından daha genel olduğu için konik 

metrik uzayda verilen sonuçlar metrik uzaylara dönüştürülebilir. Çünkü konik metrik 

uzay tanımında ki 𝐸 Banach uzayı ℝ ve 𝑃 koniği de [0, +∞) olarak alınırsa metrik uzay 

tanımı elde edilir ki bu durum her metrik uzayın aynı zamanda bir konik metrik uzay 

olduğunu gösterir. Dolayısıyla bu çalışmada verilen kuasi-istatistiksel yakınsaklık 

kavramı özel durumda Sakaoğlu ve Yurdakadim (2012) tarafından ℝ reel sayılar 

kümesinde verilen kuasi-istatistiksel yakınsaklık kavramına dönüşür.   
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