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OZET

HiPERGEOMETRIK MEIXNER-POLLACZEK POLINOMLARIN
BAZI OZELLIKLERI

Hasan GOKSU
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Nejla OZMEN
Subat 2018, 51 sayfa

Bu tez yedi boliimden olusmaktadir. Birinci béliim giris kismina ayrilmustir. Ikinci
boliimde o6nbilgiler ve diger bolimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar ve lemmalar
verilmistir. Ugiincii béliimde, Meixner polinomlar1 ve bu polinomlar igin bilineer ve
bilateral dogurucu fonksiyonlar1 veren teoremler incelendi. Daha sonra bu polinomlarin
bazi rekiirans bagmtilar1 ve integral gosterimi incelendi. Dordiincii boliimde
hipergeometrik Meixner-Pollaczek polinomu hakkinda bilgi verildi ve bu polinomun bazi
ozellikleri verildi. Besinci boliimde bu polinomun multilineer ve multilateral dogurucu
fonksiyonlarmi veren teoremler elde edildi ve bu teoremlerin uygulamalarina yer verildi.
Altinct boliimde, dordiincii boliimde tanimlanan Meixner-Pollaczek polinomlarin bazi
rekiirans bagintilar1 verildi ve integral gosterimi elde edildi. Son béliimde bu tez igin
sonug ve oOnerilere yer verildi.

Anahtar sozciikler: Dogurucu fonksiyon, Meixner-Pollaczek polinomlari, Multilineer
ve multilateral dogurucu fonksiyonlar, Rekiirans bagintilari.
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This thesis consists of seven chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In
the second chapter, preliminaries, some definitions and lemmas used in the other chapters
are given. In the third chapter, Meixner polynomials and theorems for bilinear and
bilateral generating functions for these polynomials were examined. Then some
recurrence relations and examined the integral representation of these polynomials. In the
fourth chapter, the information about the hypergeometric Meixner-Pollaczek polynomial
is given and some properties of this polynomial are given. In the fifth chapter, the
theorems giving the multilinear and multilateral generating functions of this polynomial
are obtained and the applications of these theorems are given. In the sixth chapter, some
recurrence relations of the Meixner-Pollaczek polynomials defined in the fourth section
will be given and integral representation will be obtained. In the last part, conclusions and
recommendations for this thesis will be given.

Keywords: Generating function, Meixner-Pollaczek polynomials, Multilinear and
multilateral generating functions, Recurrence relations.
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1. GIRIS

Bu tez, hipergeometrik Meixner-Pollaczek polinomlar1 {izerine yapilan bir ¢aligmadir.
Son yillarda bu polinomlar iizerine yapilan ¢aligmalar 6nemli bir yer tutmaktadir. Uygun
kosullar altinda hipergeometrik ortogonal polinomlarin farkli tip O6zellikleri halen
calisilmaktadir. Tek degiskenli ortogonal polinomlarin ilk 6rnekleri A. M. Legendre, P.
S. Laplace, J. L. Lagrange ve N. H. Abel tarafindan ele alinmistir. Daha sonralar1, P. L.
Chebychev klasik ortogonal polinomlarin bazi 6nemli 6zel ve genel durumlarini
arastirmig, bu polinomlarin genel teorisini gelistirmistir. Tek degiskenli ortogonal
polinomlar teorisi iizerine yapilan en onemli ¢alismalar C. Jacobi, C. Hermite, E.
Laguerre ve T. Stieltjes tarafindan verilmistir. Ortogonal polinomlar teorisi tlizerinde

klasik sonuglar 1939 yillarinda Szego tarafindan ele alinmistir.

Meixner-Pollaczek ortogonal polinomlari ilk 1934 yilinda J. Meixner tarafindan verilmis,
literatiire T. S. Chihara tarafindan ikinci tip Meixner polinomlari olarak girmistir [1], [2].
1950 yilinda bu polinom F. Pollaczek tarafindan c¢alisilmis ve Meixner-Pollaczek
polinomu

P (x;¢) = —(Zjl)“ e, Fl(— n,A+ix;24;1— e*Z“’j)

A1>0, O<gp<m n=0,123,..

seklinde tanimlanmistir [3]. Burada,

(@), (b), x"

,Fi(ab;c; x):nz_(;—( iC)(n) o
hipergeometrik fonksiyondur. Meixner-Pollaczek polinomlarinin temel &zelliklerini
Askey and Wilson, Chihara, Erdélyi ve arkadaslari, Freilikher ve arkadaslari, Koekoek
and Swarttouw, Rahman, Bender ve arkadaslari ve Koornwinder makalelerinde
calismiglardir [2], [4], [6]-[11]. Bu polinomlar matematigin bir¢ok alanina yayilmistir.
Ornegin; kesikli operatdrler teorisi, analitik fonksiyonlar, 6zel fonksiyonlar, elektrostatik,
sayilar teorisi, matematiksel istatistik, kuantum mekanigi, yaklasim teorisi gibi bir¢cok

alana uygulanabilir. Giiniimiizde daha halen Meixner-Pollaczek polinomuyla ilgili birgok



calisma ve 6zelliklerini bulmak miimkiindiir [5], [21], [24]-[26].

Bu tezde ilk olarak Meixner polinomlar1 incelendi. Meixner polinomlarinin bazi
Ozellikleri, bilineer ve bilateral dogurucu fonksiyonlari, tiirev iceren ve tiirev igermeyen
rekiirans bagintilar1 incelendi. Daha sonra, Meixner-Pollaczek polinomlari incelenmis
olup, bu polinomlar igin bilineer ve bilateral dogurucu fonksiyonlar1 veren teoremler elde
edildi. Bu teoremler kullanilarak bazi dogurucu fonksiyon bagntilar1 verildi. Ayrica bu
polinomlarin tlirev igeren ve tiirev igermeyen rekiirans bagintilar1 elde edildi ve son
olarak, bu polinomlarin baska polinomlarla iligkisi verildi. Ayrica bu polinomlarin

integral gosterimi gosterildi.



2. TANIMLAR VE TEMEL KAVRAMLAR

2.1. GAMMA FONKSiYONU

I'(x) ile gosterilen Gamma fonksiyonu,
r(x) = [t* e dt
0

genellestirilmis  integrali yardimiyla tanmimlanir. Gamma fonksiyonuna bazen

genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu da denir. Soyle ki,
Fu)=[t"dt=4 (2.1)
0

integrali ile tanimlanan fonksiyonunu ele alalim. ¢ >0 olmak iizere bu integral her

c<u<d sonlu araliginda %’ya diizgiin yakinsaktir. Denklem (2.1) esitliginden u’ya

gore tiirevler alarak devam ettigimizde n. mertebeden tiirev igin

(-)"F"(u) :jt”e—“tdt:L!
0

uyn+1

esitligi elde edilir. Bu son esitlikte u = 1 alinirsa,
It”e‘tdt =nl= jt(”*l”le’tdt =T(n+1)
0 0

olur. Burada n degerleri pozitif tamsayilar olarak alinmistir. Halbuki n’nin n > —1 olan
herhangi bir reel say1 olmasi halinde de bu genellestirilmis integral tanimhidir. Yani

yakinsaktir. O halde X > —1 olan herhangi bir reel say1 olmak iizere,
Xl= [tXe~'dt =T (x+1)
0

yazilabilir. Buradan goriiliiyor ki, —1’den biiylik olan tiim reel sayilarin faktoriyel

degerlerini sonlu bir reel say1 olarak tanimlamak miimkiindiir. Bundan dolayr Gamma



fonksiyonu genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu olarak da adlandirilir. Xx=0 oldugu

zaman faktoriyel fonksiyonunun degeri,
o= fetdt=—e" [7=—(0-1) =1
0

dir. Elemanter matematikte n faktoriyel, nl=n(n—1)(n—2)...2.1 ¢arpimi ile verilir. Bu

ozellik, n'=n(n-1)! esitligini igerdigine gore, eger X = N bir tamsay1 ise,
I'(n+1) =n!l=n(n-1!=nI"(n)

yazilabilir.

®© b
r(x+1) = [t¥e™'dt= bngnwjtxe’tdt
0 0

= lim(-t*e™) | +xjtx—1e—tdt = X['(X)
0

oldugundan 1T°(x) fonksiyonu
(x+1) = x'(x) (2.2)

esitligini tim X >0 degerleri igin ger¢ekler. Bu 6zellik yardimiyla Gamma fonksiyonu
icin argiimentin herhangi iki tamsay:1 arasindaki degerlerine karsilik gelen sonuglarin

bilinmesi halinde diger araliklardaki fonksiyon degerleri kolayca hesaplanabilir.

2.2. POCHHAMMER SEMBOLU

a reel ya da kompleks bir say1, n sifir veya pozitif bir tamsay1 olmak iizere

(), =ala+D(@+2)..(x+n-1) (2.3)

seklinde tanimlanan (06)n ifadesine Pochhammer sembolii denir ve (&), =1, (a #0)

olarak tanimlanir.
Lemma 2.1. Pochhammer semboliiniin baz1 6zellikleri asagidaki gibidir:
a) a reel veya kompleks bir say1 n dogal say1 olmak iizere

(@), =1

(2.4)

dir.



b) a reel veya kompleks bir say1 n dogal say1 olmak iizere,

(@), = (-1’ (‘:‘jn!

dir.

c) a reel veya kompleks bir say1 n dogal say1 olmak iizere,
(@) =ala+1),

dir.

d) c reel veya kompleks bir say1 n ve k dogal say1 olmak tizere

©n1k

©n (C+n),
dir.
e) nve k dogal say1 olmak iizere
n_ _ (=N
(K1~ D,

dir.

f) A reel veya kompleks bir say1 n dogal say1 olmak {izere

(DA _ m

n! n
dir.
g) a reel ya da kompleks bir say1, |x|<1 igin

o]

(1-x)“* = Z% X"

n=0 n!
dir.
h) A reel veya kompleks bir sayin ve m dogal say1 olmak {izere
(/I)n+m :(l)n(/1+n)m A#0,-1,...

dir.

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)



2.3. HIPERGEOMETRIK SERi VE HIPERGEOMETRIK FONKSiYONLAR

a, B ve y reel ya da kompleks sabitler olmak {izere

e s (2.12)

olarak ifade edilen seriye Gauss hipergeometrik serisi veya hipergeometrik seri denir.

Denklem (2.12)’den goriilmektedir ki » degeri sifir veya negatif bir tamsayi
olmamalidir.

Denklem (2.12) ifadesi 1+ x+x*+.. geometrik serisinin bir genellestirilmesi
oldugundan bu adi alir. Denklem (2.12) hipergeometrik serisi | x |<1 i¢in yakinsak, | x|>1
icin raksaktir. |x|=1 oldugu zaman y > o + g ise seri mutlak yakinsaktir. | x|= -1 iken

y > a + -1 ise seri yakinsaktir.

Denklem (2.3) gosterimi dikkate alinarak Denklem (2.12) hipergeometrik serisi

AR CAY) =i%’% (2.13)

seklinde yazilir.

Denklem (2.13)’ten goriilen F’nin altindaki 2 ve 1 alt indisleri F’nin yapisinda biri a ve
B digeri y olmak ftizere iki tip parametre bulundugunu ifade eder. Denklem (2.13)’in

genellestirilmis ifadesi

0

: : (@)n(ap)n-(@p)n 4n
JF (@ @ Ve Vi X) :Z(; (yll)n(é)n”_(yqp)n X (2.14)

dir.

Lemma 2.2. Hipergeometrik serilerin taniminda Denklem (2.13)’teki ifadesinde

a, B, y degerlerini baz1 6zel degerler alindiginda asagidaki esitlikler gecerlidir [17]:
a) 1—2)"% = ,F(a,b;b;2)

b) Inl+2) =z ,F(1L12;,—2) (2.15)

c) In(i—z)zh FG 1329



2.4, ONEMLI BAZI OZELLIiKLER

Bilineer ve bilateral dogurucu fonksiyonlar konusunda sik sik kullanacagimiz bazi seri

Ozellikleri verecegiz. Simdi bahsi gecen serileri tantyalim.

Lemma 2.3. Asagidaki esitlikler dogrudur:

© o o [n/p]
a) D> Ak,n)=> > A(k,n— pk) (2.16)
0SS Ak =33 A, n+ pk) (2.17)
Ispat:
2) 33 Akt 2.18)

n=0 k=0

serisini disiinelim. n+ pk Yyerine m yazilacagindan Denklem (2.18)’deki k ve n

indisleri
k=j, n=m-pj (2.19)

olmak iizere yeni j ve m indisleri tanmlayalim. Denklem (2.18)’de n>0 ve k >0 olup

Denklem (2.19) sebebiyle

veya

yazilir. Béylece 0< j < %

olup j, 0’dan % ’ye kadar degisen tamsayilardir. Bu durumda,

w [m/p

e )
> 2 Al )P =35 Ajm= pijt” (2.20)

bagintsina ulagilir.

Boylece Denklem (2.20)’de t=1 ve sag taraftaki j ve m indisleri yerine k ve n

alinirsa Denklem (2.16) elde edilir.



b) Denklem (2.17) ifadesi Denklem (2.16) ifadesinin ispatina benzer sekilde gosterilir.

Lemma 2.4. Asagidaki esitlikler dogrudur:

iA( iiAk n—k) (2.21)

k= n=0 k=0

b) izn:A(k,n):iiAk n+k) (2.22)

=0 k=0 n=0 k=0

M

a)

=3
I

o
o

>

Ispat: Lemma 2.3’iin a) ve b) siklarinda p=1 alimirsa ispat tamamlanur.

Lemma 2.5. Asagidaki esitlik gegerlidir [12]:

n [k/p] [n/p]n-p
>3 Ak = Ak + pl1). (2.23)

k=0 1=0 1=0 k=0

2.5. DOGURUCU FONKSIiYON

G(X, Xy0ees X3 1) foONksiyonu,

G(Xy, Xgroens X5 1) = D€ F (X0 X ey X

n=0
seklinde t™ nin  kuvvetlerine gore acilabilirse G(Xi,Xz---Xp;t) fonksiyonuna

f, (X, %,--X,) fonksiyonu igin dogurucu fonksiyon denir.

Tanmm: G(x,y,t) fonksiyonu

G(x Y. =3¢, f, () f, ("

seklinde t" nin kuvvetlerine gore agilabiliyorsa G(x, y,t) ye bilineer dogurucu fonksiyon

denir. Burada C,, X ve Y ’den bagimsizdir. Ornegin, Hermite polinomlarmin bilineer

dogurucu fonksiyonu

1
- (222
3 H (0H, (1) 5 = (- 42) 2 exp( P40,

seklindedir [13].



Eger G(x,,... x,,t), I +1 degiskenli fonksiyonu ¢ nin kuvvetlerine gore

G(K, o X, ) = 3, £ (%) B (%) (6

seklinde bir seriye agilabiliyorsa G(x,,..., x,,t) fonksiyonuna f.(x), f.(%),..., f,(x.)

fonksiyonlar1 i¢in multilineer dogurucu fonksiyon denir.

Tamm: H(x,y,t) fonksiyonu

H%, Y. = S £, (9, (Nt

seklinde t" nin kuvvetlerine gore agilabiliyorsa H (X, y,t) ’ye bilateral dogurucu
fonksiyon denir. Burada h,, X ve Y’den bagimsiz, f,(x) ve g,(y)’ler birbirinden

farkli fonksiyonlardir. Bilateral dogurucu fonksiyonlar i¢in

@97 L -0y 7 el LR Byt
= oR[-n By LY (wyy"
n=0
(yl <1, [(x=Dyl<1)
bagintis1 6rnek olarak verilebilir [17].

Eger H(X,,..., X,,t), 7+ 1 degiskenli fonksiyonu ¢t nin kuvvetlerine gore
H (Xl“"’ Xr ’t) = Zhn fl,n (Xl) f2,n (XZ)"' fr,n (Xr)tn
n=0

seklindeki bir seriye agilabiliyorsa H(x,,..., x,,t) fonksiyonuna flln(Xl), fz,n(xz) ey

f. n(X) fonksiyonlari i¢in multilateral dogurucu fonksiyon denir.



3. MEIXNER POLINOMLARI

Bu boliimde ilk olarak Meixner polinomunun tanimi ve dogurucu fonksiyonu verilecektir.
Daha sonra Meixner polinomunun bazi 6zellikleri verilecektir. Bu bilgiler kullanilarak
bilineer ve bilateral dogurucu fonksiyonlari igeren bazi teoremler verilip bu teoremlerin
uygulamalar1 yapilacaktir. Daha sonra Meixner polinomunun tiirev igeren ve igermeyen
rekiirans bagintilari, Meixner polinomunun Jacobi polinomuyla baglantis1 ve Meixner

polinomunun integralle olan iliskisi verilecektir.

3.1. MEIXNER POLINOMUNUN TANIMI VE OZELLIiKLERI

Meixner polinomu M, (z;5,X) ile gosterilir ve

M. (z;5,X) = (-1)" nli(;j(_:fjxk (3.1)

seklinde tanimlanir [17].

Ayrica Meixner polinomunu baska bir ifadeyle

Mn(Z;ﬂ! X):(ﬂ)n 2F1(_n!_2;/8;1_x_l) (32)
seklinde verilir [15].

Teorem 3.1. Meixner polinomu, asagidaki dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir [17]:
S M,z A0 =a-0)F71-9%, nxo0. (33)
n=0

Ispat: Denklem (3.1) ifadesi Denklem (3.3)’iin sol tarafin da yerine yazilirsa ve lemma
2.1(f), Denklem (2.22) ile Denklem (2.10) ifadeleri kullanilirsa,

éMn(z;ﬁ, )0 = jzo(—n“n!g(ij[f_‘fjxk s

" (DK (DK@ g

:;(‘1) nlg ki (n—K)! X

10



LR (-1 )k( 2) (—N ek
:ZZ(_]_) k(n+ ) k ( 1) (ZJ"IB)H X k (:E:Fk)[

- (-0 - Ly
ifadesi elde edilir ve ispat tamamlanir. m

Teorem 3.2. Meixner polinomlar1 asagidaki toplam ifadesine sahiptir [14]:
" n
Mp (21 +22: B+ B2 X) = D (mj M—m (215 B, XM i (22 B2, X). (3.4)
m=0

Ispat: Denklem (3.3) ifadesindeki dogurucu fonksiyonda z —»z, +z, Ve g g + 3,

dontigiimii yapilir ve Denklem (2.21) ifadesi kullanilirsa

Z+Z

SIM, (2 + 233+ By ) = (=) AP -y
n=0
S[-t) A Haa-t 2 a- b2

:Zw: 11:81’)() ZM (2,: s, )

n=0

— - n+m
:ZZM (z; B M, (Zz,ﬁz,x)tn,ml

n=0 m=0

:ii(;jmn—m(zl;ﬂvX)Mm(zz;ﬂz'x)%

n
elde edilir. t—l in katsaylar esitlenirse ispat tamamlanir. m
n!

Teorem 3.3. Meixner polinomu i¢in bagka bir dogurucu fonksiyon agagidaki gibidir [17]:

> Mm@ B0 5 =@- 77" Y2 M (28,50, (3.5)

n=0

11



Ispat: Denklem (3.3) esitliginin her iki tarafina t =t +U déniisiimii yapilir ve bulunan

ifadenin sol tarafina Denklem (2.22) esitligi uygulanirsa,

ii M .m (238, X) tnlml (1_t _u)—ﬂ—z (1_HTU)Z

n=0 m=0

=1-)" - (1——1)

=(1-)77A-D - -]

U
=L~ (1—%)2[(1—f‘tt)‘ﬁ‘z (1—%)ZJ

1t

)m

=@-)7P A=) ZM(ﬁ )1
=(@1-)7a-5)° ZM (z B )mum

=(1—%)Z(1—t)*“2(1 )™M, (z 4, u]

m=0

elde edilir. Esitligin her iki tarafinda g in katsayilar esitlenirse,
m!

S Moz A = (- AP 0= )M, (25,51

ifadesi bulunur. Boylece ispat tamamlanir. m

3.2. MEIXNER POLINOMUNUN BIiLINEER VE BIiLATERAL DOGURUCU
FONKSiYONLARI

Bu kisimda Meixner polinomlari i¢in bilineer ve bilateral dogurucu fonksiyonlarin birkag
ailesi verildi. Burada kullanilan yontem ve uygulamalari [ 18], [22], [23] ve [27] numarali

calismalarda bulmak miimkiindiir.
Teorem 3.4. u-inclii basamaktan s kompleks degiskenli sifira denk olmayan

Q# (Sl,..., Sk) (k = IN) fonksiyonu i¢in,

12



0

Ay (81000086:7) =D 2r Qe (S1,0008k )7
r=0

(&, #0, n,y €C)

ve p,nelIN
977"// . . . . [n/p] M . Q fr
T2 B XSy G E) =D A My (2 B X)Q, e ()0 k)—(n—pr)' (3.6)
r=0

olsun. Bu durumda

i@ (z BrX;Sy,en S, ;uipjun :(1—u)‘ﬂ‘z(1_ﬂ)z Ay (Sieasion)  (B7)

n=0 X
ifadesi gergeklesir.
Ispat: Denklem (3.7) ifadesinin sol tarafina T diyelim. Denklem (3.6) ifadesi Denklem
(3.7)’de yerine yazilir ve Denklem (2.17) esitligini kullanirsak,

[ns

] r

. A
aM, 0 (z8.X)Q, . (5105, )m“

=

[Ms

T=

I
o
I
o

n r

[n/

]

o

Tl

(n—pn)!

Il
[Ms

arl\/I n—pr(Z;ﬁ! X)Qmwr (51""! Sk ),ur

>
I
o
-
]
o

> 8, 18,000 (5.
=0 !

Il
M

I
o
-

n

DINCTEIT MOV
n=0

=(@1-u)F? (1—%)Z A,y (St Sk 1)
ifadesi elde edilir. m
Sonu¢ 3.1. Teorem 3.4’te r e IN, ={0} U IN, kelIN, k=1, S1=Y ve

Qr (¥)=98,r (A, y)

alinirsa,

13



o [n/p] ﬂr
Z Z a |\/In pr Z IB X)gr(yi)q/r( )—un

n=0 r=0 uP (n—pr)!
—@-u) - %)Z Ay (A0 Y p2)

olur. Burada kullanilan g,(f') (4,Y) genellestirilmis Cesaro polinomudur. Bu polinom

i 9@ t" =@-t) -y (3.8)

dogurucu fonksiyonuna sahiptir [16].
Uyan 3.1. Sonug 3.1’de a, =1, =0, y =1 alinrsa

iM (z:8.x ”729“’ R T i R G ) I« )

n=

elde edilir.

Teorem 3.5. u -lincii basamaktan s kompleks degiskenli sifira denk olmayan

Q,,(yp,..., yr ) fonksiyonu icin,

A,Lzy/(zl+22 ﬂl+ﬁ2 X Y1 yI’;T)

[n/p]
. . k
= > aMy oz + 225 B+ B X) Qi (Ve Ve )7 (3.9)
k=0
a,#0, 1,y eC ve n, p e IN olsun. Bu durumda

[k/p]

>y a|(E:EDMH(zl;ﬂl,X)Mk_p.(zz:ﬂz,X)QW (Viren ¥, )€

= A0 2+ 25 B+ B X Yo Yii E) (3.10)

ifadesi gergeklesir.
Ispat: Denklem (3.10) ifadesinin sol tarafina T dersek ve Denklem (2.23), Denklem (3.4)
ve Denklem (3.9) esitliklerini kullanirsak,

n/p n-pl

T= (n pl) n_k_pl(Zl;ﬁl!X)Mk(ZZ;ﬁZ’X)Q#H//I(yl"“’yr)gl

1=0 k=

14



[n7p] n—pl ne
= ZaI(Z( kpl)Mn—k—pl(Zl;ﬂl'X)Mk(ZZ;ﬂPX)JQlH'M(yl"'-’yr)fl

- Z M, (2 + 255 B+ B )R, (Vproen ¥, &'

= AZL,FZ//(Zl + 2y B+ By X Y yr;g)
olup, ispat tamamlanir. m
Sonuc 3.2. Teorem 3.5’te r=1, Y, =17; ve
Q,u+1//k (23): M[u+l/}( (23:5:,Y)

alinirsa,

n [k/p] ol
a|(E_ElJMn—k(zl;ﬂl’x)Mk—pl(22;ﬁ21X)Mﬂ+M (23;ﬂ3,y)§|
k=0 1=0

:Ar:t,l?//(zl +2,50 +132’X;23;ﬂ31y;§)

elde edilir.

Uyan 3.2. Sonug 3.2°de 3 =(T], u=0, w=1 y=x, p=1 ve £=1 ahnisa,

k
ZZ(T](:::) Mok (22 B, )My (22 B2, X)M (23 B3, X)

k=01=0
=Mn(z1 + 22 +23; 51 + B2 + B3, X)
elde edilir.

Teorem 3.6. 4 -linci basamaktan s kompleks degiskenli sifira denk olmayan

@, (y1.... y; ) fonksiyonu igin,
n=0
(a,#0 #eC nm,pelN)

ve

15



[n/q]

en, P, q (yll"'l yr;T) = kZ: (n_nqkjakQ,LHpk (yll"" yr )Tk (311)
=0

olsun. Bu durumda

> Mo (28,900, 5.4 (Vi Vi)Y

n=0
=(@-t)7=" (1—%)ZA,,,p,q(z;ﬁ,’l%{; Yire yr;r(lttt)q) (3.12)
ifadesi gergeklesir.

Ispat: Denklem (3.12) ifadesinin sol tarafina T diyelim. Denklem (3.11) ifadesi Denklem
(3.12)’de yerine yazilir ve Denklem (3.5) ile Denklem (2.17) esitlikleri kullanilirsa,

[n/q]

- ZMmm Z; IB X Z(n_nqkjakg;wpk(ylw-ayr)Tk%

n=0 k=0
b k n+gk
= nz_(;;(mrnq ]Mn+m+qk(2;ﬂ’ X)akQ,qupk(yl"“’ yr)Tk (tn+qk)!

33 k)t n, gk
_Z(:JI;J((Z?)]M)' Moo (2 8, X)0, 1 (2 Yr )2 (L+tqk)!
n=0K=

[o¢] 0 n q k
= Z ak[Z Mn+m+qk(2;ﬂv X)tn_!]Q/Hpk(yl"”’ Yr )%

© —p—z-m—qgk
:zakl:(l_t) ! (1_%)2Mm+qk(Z;'B'?I.(T_tt):|Q/Hpk(yl ..... yr)((qk)!
k=0

T(t)qjk

—p—Z— —t 1—t

=(1—t) (1__) Zaka+qk( ﬂ’it)Qy+pk(y1' vyr)W
k=0

S EE - Ay, p,q(z;ﬂ')l(T}t Yim Yritlgy )q)

ifadesi gergceklesir. =
Sonu¢ 3.3. Teorem 3.6°da r=1, Y; = VY ve
Q;H—y/k (y): P,u+y/k (y)

alinirsa,
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o0

n
Z Miim (Z; B X)en, p.q (y;7) t?

:(1_t)—ﬂ-z-m(1_§)ZAu,pq( z 815 ,y,f(ﬁ)q)

elde edilir. Burada kullamlan P,(X) polinomu Legendre polinomudur. Bu polinom

asagidaki dogurucu fonksiyona sahiptir [17]:

= 1
PO =
nzz;' V1-2xt+t?

3.3. MEIXNER POLINOMUNUN REKURANS BAGINTISI VE INTEGRAL
GOSTERIMi

Bu bolimde Meixner polinomu igin tiirev igeren ve tiirev igermeyen rekiirans bagintilari
verilecektir. Denklem (3.3)’lin her iki tarafi x’e gore tiirevi alinir ve Denklem (2.10) ile
Denklem (2.21) esitlikleri kullanilirsa,

i% M n (ZilB’ X)tn_nl r (1_t)_ﬂ_z Z(l_tx_l)z_l(tx_z)
n=0
=107 A-tx ) z(l-tx ) (tx D)
0 © l tym
:éMJZ;ﬂ,X)%%%;—E

:ZZ e m(Z ﬂ X) m+2(n m)ltn+1

n=0 m=0
& n
:nz_;,%Mn—m-l(Z;ﬂ, X)mt
o n-1
= Xiznz_llm_o M s (z: 8, x)mt”

elde edilir. Esitligin her iki tarafinda t" nin katsayilar1 birbirine esitlenirse

|v| W (z: B, x)— Mn_m_l(Z:ﬁ,X)m

I\J|N
i
o

17



elde edilir. Bulunan esitligin sag tarafina Denklem (2.3) ifadesi uygulanirsa ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa Meixner polinomu i¢in tiirev i¢eren rekiirans bagintisi

aM . _znl nm—l(zﬂx)
x n(z’ﬂ’x)_x_zzo—m—( _m)m+1

elde edilir.

Simdi Denklem (3.3) ifadesindeki dogurucu fonksiyonu kullanarak esitligin her iki tarafi

t’ye gore tiirevi alinir ve Denklem (2.21) ifadesinden yararlanilirsa,
- n-1
> M (2 8,0
n=1

=(-4-20-0) DA + 28-3R0
=B+ (107 (1-3)" - §1-3) A3 "@-H 7

~(B+ D)X M @A 0GA-D -E Y M, @0 G-

n=0

(84D My (@ B0 2(1)m%——ZM @AY Z(l)p bor

n=0 n=0

B E S MA@ B 2SS M, (@ .0

n=0 m=0 n=0 p=0

=}

(B DY My (@B G - S M, (54,05

n=0 m=0 n=0 p=0

elde edilir. Son eslthkte nin katsayilar1 birbirine esitlenirse

Mm(z;ﬂ,x)=(ﬂ+z)iMn_m(z:ﬂ,x)—%ix*pmn_p(z:ﬂ,x)

seklinde tiirev icermeyen rekiirans bagintisi elde edilmis olur.

Teorem 3.7. Meixner polinomu ile Jacobi polinomu arasindaki bagint1 agagidaki gibidir
[17]:

M, (z; 8,X) = nIPFFm0 (2 7). (3.13)

Ispat: Klasik Jacobi polinomu

18



“ a+n 1l
P ﬂ)(z):( ) jZFl(—n,a+ﬂ+n+l,a+l,1TZ) (3.14)

seklinde tanimlanmistir [17]. Ispat1 kolaylastirmak igin Denklem (3.13)’{in sag tarafindan

baslanirsa,
—1+n ( -1
n!Pn(/’*l**ﬂ*”*Z)(%—l)z n!(ﬂ . jz -n,B-1-pB-n-z+n+L 8- 1+l 2
-1 . o X—
((ﬂﬁtr_{) In)l 2 Fl (_n!_za ﬂ’ XTl)

= B(B+D)...(B+n—-2)(B+n—1),F (—n—2; B X3)

=(B)n 2F1(_n7_2;,8;1_x_1)

=M;(z,5;%)
elde edilir. m
Teorem 3.8. Meixner polinomu i¢in integral gosterimi asagidaki gibidir [14]:

Mn(z.5.%) = WJ f e 2 (uy + 30" uyup ™ duydu,. (3.15)

Ispat: Bu ispat1 yaparken Denklem (3.3) ifadesinin sag tarafinin integralle gosterimi igin
1 0
aV=——[e?"1dt Re(v)>0
ol
6zdesliginden faydalanilirsa,

~a-tyu, 7
e u, “du,

T —a-tu —
ZM (z; B, X) = F(zl+ﬂ)z[e A-u zep1g,, F(Ez)

Oy 8

o0 00

U, +u u t —
(1+ 2) (1+X) Z+ﬂ1 Zldudu2

00

o (Uto2)n
LUy +Us) & (W) 1
e 12N =X " P duydu,

n!

Il
—
—
el S
)
p——
—
—~
| |
~N
N
O t—38
O gy 8

n=0

: : ot s o
ifadesi elde edilir. — in katsayilar1 birbirine esitlenirse, ispat tamamlanir. m
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4. HIPERGEOMETRIK MEIXNER-POLLACZEK POLINOMLARI

Bu boliimde ilk olarak Meixner-Pollaczek polinomunun tanimi daha sonra dogurucu
fonksiyonlar1 verilecektir. Bu polinom yardimiyla n’nin farkli degerlerine karsilik gelen

ifadeler ele alinacaktir.

4.1. MEIXNER-POLLACZEK POLINOMUNUN TANIMI

Meixner-Pollaczek polinomu P{*)(x; ¢) ile gdsterilir ve
PA(x;¢) = (24) A) e F,(-n, 2 +ix221-e ) 4.1)

(A>0, 0<gp<z n=0123..)
olarak tanimlanir [3].

Denklem (4.1) ifadesini kullanarak bazi degerlerini bulalim. Denklem (2.13) ile verilen

hipergeometrik fonksiyonun tanimi kullanilirsa,

PY(x;4)= (Znil)"emqﬁ 2Fl(— n,A+ix;24;1- e‘2i¢)

/1 + |x) (1_ e—2i¢)p
p!

(4.2)

|n¢z
p=0

elde edilmis olur. Denklem (4.2)’de n = 0 alinirsa PO ( ¢) 1 oldugu asikardir.

Denklem (4.2)’de n = 1 alinir ve Denklem (2.8) esitligi uygulanirsa,

/1 + |x) (1_ o2i¢ )p
)p p!

_ 2&e‘¢[1+%(1_e2i¢)}

PA(x;¢) = 2ze'¢2
p=0

= 24e' —22e'? (2+ix) (1— e’”"’)
24

20



=27 —e"(2+ ix)(l—e‘2i¢)

= 27" (2 +ix)e” ~e ™)

— 26" _;L(ei;/) _e )_ i (ei¢ ;ie—iaﬁ)Zi

=2%e' — je!? + 2671 + 2xsing
=26 + 27 + 2xsin )

el y o7

=4 2+ 2xsing

=21C0S¢ + 2Xsing
=2(Acosg + xsing)
ifadesi elde edilir.

Denklem (4.2)’de n = 2 alinir ve Denklem (2.8) esitligi kullanilirsa
P (x;g)

= —(2;!)2 e? F(-22+ix241-e7%%)

(2/1)(2z+1 MZ /1)+|x) o [1-e27)"
p=0 2/1 p p!

A24+1)e??| 1+ (-2)(4+ix) (1— o2 )+ (= 2)(-1)(A +ix)(A +ix+1) (1_ o2 )2
# : 21(22+1) >

= 222 +1)e? — (24 +1)e? (A +ix)L-e 7 )+ ™ (2 +ix)(2 + ix+1)w

= 424 +1)e% + (24 +1)(2+ ix)(l_ezi¢) e (i) ix 1) @

= 27767 + 7670 +(2% + 22ix+ A +ix)(1-e??

. __op-2ip —4ig
+ez'¢(/12+/1ix+/1+ﬂix—x2+ix)(l 2e77 +e ]

2
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=22%e%? + 2e%? 1 202 + 2ix+ A +ix—22%e%? —22ixe?? — 1e?? —ixe??

2ig 2ig
+ (/12 +2X+ A1 —X* + ix)(%)

_ _ 2,2i¢ 2,-2i¢
=207 + 200X + A + X — 22ixe” — ixe?? JET—% A e2

_ , 2ig “2ig
+ 2ixe?? —2ix + dixe @ + /167 — A+ }tez

x%e?? xze’Zi“’Jrixe2i¢ _ ixe 4

2 2 2

ixe? jxe??
+
2

= x2 + 22 = 2ixe?? + 2ixe 2 —ixe?? +

e?? _e @ jixe? 1iixe?"
2i 2

= X2+ 2% = Jix2i

2g  yp-2ig
= X% + 22 + 22x(sin 2¢)+%
|
= X2+ 2% + 22x(sin2¢)+ x(sin 2¢)
= x>+ 2> +(1+22)xsin2¢

ifadesi elde edilir. Ayrica, n>1 i¢in

(n+1)P%)(x;¢)—2[xsing +(n+ 1)cosp| PP (x; ¢)

n+l 43
+(n+22-1)PY(x;¢)=0 (43)

tiirev icermeyen rekiirans bagmtisi vardir [24]. Bu bagitida, n =0 yazilirsa,

PH(x;¢) - 2(xsing + Acosg)PH(x: )+ (22 -1) PP (x;¢) = 0
PA(x¢)=1ve PP (x.4)=0
oldugundan dolay1

pl(/l)(x; @)= 2(xsing + Acosg)

elde edilir. Denklem (4.3)’te n=1 yazilirsa,
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2P(x:¢)— 2(xsing + (1+ 1)cosg)P M (x; 4)+ (22)PH (x;¢) = 0
2P (x; 4)— 2(xsing+ L+ A)cosg)][2(xsing + Acosg)|+ 24 =0

Pz(ﬂ)(xi ¢) =[xsing+ 1+ 1)cosg][2(xsing+ Lcosg)]— A
= [xsing+cosg + Acosg|[2xsing + 24 cosp]— A
= 2]xXsingcosg +2x*sin® ¢+ 24° cos® ¢

+2AXCOoS@Sing+21c0S° ¢+ 2XSingpcosg— A
= (1+24)xsin 2¢ + 2x2£%)+ 2,12(“0‘235 2¢j+ 5, 4+ C;)S 2)

= (L+24)xsin2¢+ x> —x? c082¢+ A* + A* C0S2¢ + A + ACOS2¢4 — A

X2 + 2 + (12 + A — X% )c0s2¢ + (1+24)xsin 2¢

ifadesi elde edilir.

4.2. MEIXNER-POLLACZEK POLINOMUNUN DOGURUCU FONKSiYONU
VE OZELLIKLERI

Bu boliimde, Meixner-Pollaczek polinomlarinin literatiirde bilinen bazi dogurucu
fonksiyonlarin ifadeleri verilecektir.
Teorem 4.1. Meixner-Pollaczek p#)(x;4) polinomu asagidaki dogurucu fonksiyona
sahiptir [8]:
- O\ A
S PAo" =(—te? ) M-t ). (4.4)
n=0
Ispat: Denklem (4.4) ifadesinde Denklem (4.1)’deki P\*)(x;¢#) polinomunun degeri

yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

i PW(x;p)t" = i%ew S0 A+ix241-e 2 )"

n=0 n=0 n!

= i (Zl)n aing i (— n)k (ﬂ + iX)k (1_ e—2i¢)k .

~ ql ~ (22), k!
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()2 +ix), 1—e 2% )"

R

tn

Il
tvjs

1l
o

n

izn: n .n¢( 1) (A +ix), (1_e—2i¢)k

tn
(n—kn! k!

=0 k=O

>

(A +ix), [1—e @ K
o

M8
NE

Ok

>
Il
Il

o

- _ k H _ _2i¢ k
(2/1+k)ne'(”*k)¢( iy (;L'“X)k o ekl ) Nk

Il
M
M

i
o

k

Il
o

: s K
Zw:(z/l+k eingoike (—1)k(/1+|x)k (1—e 2¢) ek
~ n! X

I
Nk

i
o

- i th & ] ; l—e*2i¢k
IR I S

k!

BTN ) S

p=0 n:O

_ N (2 +ix) (tei(ﬁ(l;le—zm))k (1 eHt) 24K

=~
o

A i(l + iX)k(_teiqj(l_?_Ziqj)Jk W

=0 1—te'¢

o ig ~ —2ig —A-ix
feony 2]

1—te'(/j

=~

O\ —A+IX s \—A—|
= (1—te') (1—te_'¢)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. ]
Teorem 4.2. Meixner-Pollaczek P (x; ¢) polinomu asagidaki dogurucu fonksiyona

sahiptir [8]:

wp;t)x(ﬁ
Z.S

(24, e|n¢5 e 1F1(ﬂ+ix;2/1;(e_2i¢_1)tj_ (4.5)
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Ispat: Denklem (4.5) ifadesinde Denklem (4.1)’deki ( (X ¢) polinomunun degeri

yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

ein¢ |
oind zFl(— n, A +ix; 2,1;1_3—2|¢)tn

~ B eneq a2 ﬂ
_nZ_;ZF1< nA+ix241—e ')n!

Y3 () (2 +ix) [L—e )<

n=0 k=0 (Zl)k k! n!

_Z”: " ()% 1A +ix), (1_efZi¢)k "
oS (-k2a) ko nl

3y (D (2 + i)y [L—e2 ¥

t"tk
n!(24), k!

n=0 k=0

tz(ﬂﬂx) ¢ (te 2% — )X

(24), k!

k=0
—e' F(2+ix24;? -1t)
elde edilir ve ispat tamamlanir. m

Teorem 4.3. Meixner-Pollaczek Pn(/l)(X;(/ﬁ) polinomu asagidaki dogurucu fonksiyona
sahiptir [8]:

= _ 2, A+ix [
2/1)ne'n¢ —(1_t) ’ 2F1[ 21 ;{tTJ : (4.6)
0

n=

Ispat: Denklem (4.6) ifadesinde Denklem (4.1)’deki P*)(x;¢) polinomunun degeri

yerine yazilir, Lemma 2.1(h) 6zelligi kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

0 (ﬂ,) . 0 . .
Z(Z)npn .(X’¢)tn :z (Z)n_ (Zﬂ)n e|n¢ 2F1(_ nA+ix: 2/1;1_ele¢)tn
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k : —2i¢ “
n & (n-k)22) k!

. \k
N (Z)n+k (_1)kn!(ﬂ+ix)k (l—e_2|¢] L

L) (22)y k! v
N
—2i¢
:nz_;kz_;(z)k(z"‘ ), m(22), " tt

= (z)k(/1+ix)k(1—e‘2‘¢)k K & (z+k),t"
_kz_;‘ (24), k! Z;‘ n!

e @G+, (1)) 1
==Y kZ; 24), t—1 k!

Z, A+ix [Pe_mjt

3 (1_t)_z 2F1 2, =1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Teorem 4.4. Meixner-Pollaczek p(*)(x;4) polinomu asagidaki dogurucu fonksiyona

sahiptir [21]:

ei¢ R p" = (1 — 1)+ (1 te 20 4 (4.7)

o0
2
n=0

Ispat: Denklem (4.7) ifadesinde Denklem (4.1)deki P (x;¢) polinomunun degeri

yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

i L P (x;g)t" :i%%emzFl(—n,ﬂ+ix;22;1—eZi"’)t”
n-o © .

)iy e )

(2 g
T X ), p!

_ i(zzb)n 0 (—1)"nl(A +ix),, (1—e’2i¢)pt”

0 (n - p)!(ZA)p p!

o
Il
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i(l t)*+ p(/1+|x)pﬂ

p!

p-0 p! (1- t)

—2ig —A—ix
— -ty H1-E tj

1-t

4 4a-2ig —A—ix
:(1—t)72& 1-t-—te +t}

1-t

-ty mQWJ

e

bdylece, ispat tamamlanir. =

Teorem 4.5. Meixner-Pollaczek polinomu asagidaki toplam ifadesine sahiptir [21]:

Pn(ﬂlﬂz)(xl Xy ¢) = Zn:

m=0

pl)

(%:9)PY 2 (x,39).

n-m Xl’

Ispat: Bu teoremin ispatini iki farkli yoldan gosterebiliriz.

(4.8)

I. Yol: Denklem (4.4) ifadesinde 4 — 4, + 1, V& x — x, + x, alnir ve Denklem (4.4) ile

Denklem (2.21) ifadeleri kullanilirsa,

Sl " ot g e

n=0

e e
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elde edilir. Esitligin iki tarafindaki t" nin katsayilar1 birbirine esitlenirse,
+A ) - .
P2+ x,10)= 2RI () PV (0, )
m=0

toplam ifadesi elde edilir. m
I1. Yol: Denklem (4.7) ifadesinde 1 — 4, + 2, V€ x — x, + x, alinirsa ve Denklem (4.7)

ile Denklem (2.21) esitliklerinden faydalanilirsa,

R e 0 e

n=0

Ao ) e g )

elde edilir. Esitligin iki tarafindaki t" nin katsayilar1 birbirine esitlenirse

Pl72) (1, + ,19) Z P x,10)

toplam ifadesi elde edilir. m
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5. MEIXNER-POLLACZEK POLINOMLARI iCiN BiLINEER VE
BILATERAL DOGURUCU FONKSIYONLAR

Bu bolimde Meixner-Pollaczek polinomlarinin  bilineer ve bilateral dogurucu
fonksiyonlarii veren bazi teoremler elde edilecek ve bu teoremlerin bazi uygulamalari

verilecektir.

5.1. BILINEER VE BILATERAL DOGURUCU FONKSiYONLAR-I

Teorem 5.1. u -iincii basamaktan s kompleks degiskenli sifira denk olmayan

Q, (Y10 ¥s) fonksiyonu i¢in,

0

Ay Vi Yo 7) = kz(;akQMw(yl,..., v )" (ay #0)
ve
n/p

o]
Oy (68 Y1 ¥5iE)i= > A PL (G B)Q e (Yoo ¥ )ES (5.1)

n, p € IN olsun. Bu durumda,

ZG:F;//(X7¢’ Yirea Y ;tlpjtn

n=0

—(—te" ) —te T AL, (Ve Vein)

(5.2)

bagintis1 gergeklesir.
Ispat: Denklem (5.2)’nin sol tarafina S diyelim. Denklem (5.1) ifadesi Denklem (5.2)
esitliginde yerine yazilir ve Denklem (2.17) ifadesi kullanilirsa,

o [n/p ) 77k N
S=Z akpnpk(Xi¢)Qu+w<(y1v--’ys)tWt

n=0 k=0

—_

=~

2~ k
= ZZak Pn(i)(x; ¢)Qy+(//k (Vg0 ¥ ):tht pk
n=0 k=0
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> R(xg)t Zak ik Y YO

n=0 k=0

~(1—te' )ﬁmx (1—te )inx Ay (Vi Yoin7)

elde edilir. Ispat tamamlanir. m

Sonu¢ 5.1. Teorem 5.1°de s=1, y, = x, Ve

Qe (x0)= P (1)
alinirsa,

o [n/p] k ¢\ Aix _i 4 \-A-ix
> akP (X ¢)P ;Ew))«( 1i¢1):7th:(l_tel¢) (1_te I¢) Au,u/(xl;¢1;77)

seklinde Pnu) (X; ¢) polinomlart i¢in bilineer dogurucu fonksiyon bagintisi elde edilir.

Uyar 5.1. Sonu¢ 5.1°de =0, y =1Vve =1 alinirsa,

@ k
3> P (x:0)P (g g,) Lt

¢ Pk
= (L-te ) -te ) et ) e )

elde edilir.

Uyar15.2. Sonug 5.1°de 12 =0, y =1Vve 3, = m alinirsa,
I D (o oy V1 1
e e )

bulunur.

Teorem 5.2, 4w - incii basamaktan s kompleks degiskenli sifira denk olmayan

Qﬂ(yl,..., ys) fonksiyonu i¢in @, #0 , n,p e IN olmak iizere
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Ar;f//‘/ﬁ’ﬂz (xl + X0 0 Y10 Vs z)

[n/p] (ﬁl P ) y (53)
Z a P pk2 (Xl + Xz;;¢)Q#+,/,k (yl ----- Ys )Z
k=0
olsun. Boylece,
Z a' Pn—k (Xl’¢)Pk—p|(X2’¢)Qy+|/A (y]_i"'v yS)Z
k=0 1=0 (54)

= Ar;,?//,ﬂl,ﬂ,z (Xl + X2;¢; yl,---, ys ; Z)

bagintis1 gergeklesir.

Ispat: Denklem (5.4) ifadesinin sol tarafina S diyelim ve Denklem (2.23), Denklem (4.8)

ile Denklem (5.3) ifadeleri kullanilirsa,

=3 3 a P ()R G0, (Yo ve)2!

2 Z a| Prfﬂ—i[;—l/b)(xl + X2;¢)Q/¢+V/| (yl"'-a ys)zl

elde edilir. =

Sonu¢ 5.2. Teorem 5.2’de s =1, Y, =X; ve

Q YK (Xs) = P;(igy/)k (Xs ; ¢)
alinirsa,
n [k/p]

Z a, Pn(fi)( ¢) I:)k(/LZp)I( ¢) 1+ (X3'¢3)Z

=0 I=0

=~

1=0 k=0

[n/p] n—pl
_ ( (55 P i) i) L) <x3:¢3>z'j

[n/p]
- Zal rfjipl )(X +X2’¢) ;(,igl/zl(xs’%)z
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oy (X X X5 1 2)
elde edilir. Boylece, Pn(l) (X; ¢) polinomlar1 i¢in bagka bir toplam ifadesi elde edilir.

Uyar 5.3. Sonug¢ 5.2°de p —1, a =1, z=1 u=0, y=1Ve ¢3 = ¢ alinirsa,

Z( 401002 (B p%)(xg,@)j

k=0 1=0
= P2 (x4 X, + X, 0)

bulunur.

5.2. BILINEER VE BILATERAL DOGURUCU FONKSiYONLAR-II

Teorem 5.3. u -linci basamaktan s kompleks degiskenli sifira denk olmayan

@, (y1.., ys) fonksiyonu igin &, # O, n, p € IN olmak iizere,

(//(yl""’ ys;T) = Zakguwk (yv---a Ys )Tk
k=0

ve
[n/p]

On Y (X Yy Y53 &) = Z kW P ()i (V1 V5 )E (B.5)

olsun. Bu durumda

29 (. gry,.. ,ys,—,:r)t )" -te ] A, (e Yin)  (56)

ifadesi gergeklesir.

Ispat: Denklem (5.6) ifadesinin sol tarafina S diyelim. Denklem (5.5) ifadesi Denklem
(5.6) esitliginde yerine yazilir ve Denklem (2.17) ifadesi kullanilirsa,

n/p

K
akm n- pk( XA, (Vi 1y5) t"

Ms

>
I

o

=~

=0

i k
zzza |n¢ ¢) ,u+(//k(yl’ !ys) ttpk

n=0 k=0
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Z—¢n( (o)t Zak it e Y5 )"

n=0 €

-t T AL (Y yein)

elde edilir. Ispat tamamlanir. m

Sonug¢ 5.3. Teorem5.3’te s=1, y, =X, ve

Q. 06) =P (1)

alinirsa,
» [n/p] ( ) nk o
nZ::kZ:(;ak i(n— pki¢P (X ¢) ,u+(//k( 1;¢1)tpkt

_ (1_ t)—ﬂ+ix (1_ te—2i¢ )—ﬂ,—ix A,u, v (Xl; % 77)

elde edilir. Boylece, P (X ¢) polinomlari i¢in bilineer dogurucu fonksiyon bagintisi

elde edilir.

Uyar15.4. Sonu¢ 5.3'te 12=0, w =1Ve a = %ﬁ alinirsa,
e

x [n/ p] 1 1 . 77 )
Z Aikgy L iln-pk)g Pa- pk( ¢) ( 1'¢1)tWt
=(- t)‘“ix(l_teii;é )*Hx(l_ ) A (1_ e 24 )—ﬂrix1

bulunur ve bagka bir sekilde Pn(/l)(X; ¢) polinomlart i¢in bilineer dogurucu fonksiyon

bagintis1 elde edilir.

z
Uyan 5.5. Sonu¢ 5.3’te =0, w =1 ve :—kikqﬁ alinirsa,
ke

24)

bulunur.
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5.3. BILINEER VE BILATERAL DOGURUCU FONKSiYONLAR-III

Teorem 5.4. p-inclii basamaktan s kompleks degiskenli sifira denk olmayan

Q,,(y,..... ys ) fonksiyonu igin,

o (Vs Y5i7)= D32 e (Vo Vs )7 3y 20
k=0

ve

Pu}ok(XW)
21 n ok e i(n—pk)g

P
One (6 Yy Vi & Z Qi Vi ¥5)EK (57
k=0

n, p € IN olsun.
d t i—l—IX 2|¢
20 R I s p N=e R 22 ’( 1)t y1’ 5 YTl ) (5.8)
n=0

ifadesi gergeklesir.

Ispat: Denklem (5.8) ifadesinin sol tarafina S diyelim. Denklem (5.7) ifadesi Denklem
(5.8)’de yerine yazilir ve Denklem (2.17) ifadesi kullanilirsa,

» [n/p] P (x:9)
_ - pk
T2k (2A)n—pi & i(n-pk)g Qi i ’yS)

:ZZakLﬁQﬂ+w(y1,..., ys)tnwtntpk
n

A+iX .
_ e 1|:1( . ;(e—2|¢_1)t}A#YW(y1,...,yS;77)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.  ®

Sonuc¢ 5.4. Teorem 5.4’te s=1, y, =x, Ve

Qyi (x)=P ﬂ,,k(xl %)
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alinirsa,

i[n/ p] pn(:lg)k (X1 ¢) P(Al)

k

N in

- X X —t
n=0 k=0 (Z/I)n—pk e'(n—pk)¢ u+y)x( 1 ¢1)tpk

A+iX .
et 1F1( 22 ;(e_m _1)tjAﬂvl//(Xl;¢lm)
elde edilir.

Uyar15.6. Sonu¢ 5.4’te x =0, y=1Ve g = W alinirsa,
2/11 K e

[n/p] k

P (x:¢)
Pl )¢ Plfﬂi)(xl;(ﬁl)tnwtn

(Zﬂ)n— pk ei(n—pk

i 1
nz:(; k=0 (211)k eik¢l

ot lF{l;ix;(ezi,,f —1)t)e’7 1Fl(ﬂ121ixl ;(e—2i¢l _1)77j

bulunur ve bdylece Pn(/l)(X; ¢) polinomlar1 i¢in bilineer dogurucu fonksiyon bagintisi

elde edilir.

Teorem 5.5. g -lncli basamaktan s kompleks degiskenli sifira denk olmayan

<, (y,,.... ys ) fonksiyonu igin,

Ay (Y Y5i7) = kZ;‘akﬂﬂwk(yl,..., ys )z

ak;tO ve

[n/p] (z) B kP(/E) (X;¢)
Q#YW X; 9, L10ens ; = a n—pK'n pk
P ( ¢ y Ys 5) - k (Zﬂ)n_pkel(n_pk)qj

Qg Vi ¥5)E€ (5.9)

n, p € IN olsun.

M

95'{3”(&(25; Vi ys:t%jt”

T (5.10)
f-t)? ZF{Z, /1+|X_£1e_kJA#‘W(yl,...,ys;n)

1l
o

21 t-1

ifadesi gergeklesir.
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Ispat: Denklem (5.10) ifadesinin sol tarafina S diyelim. Denklem (5.9) ifadesi Denklem
(5.10)’da yerine yazilir ve Denklem (2.17) esitligi kullanilirsa,

& el (Z)n—pk Pn(%)pk(xw) n
B2 &% () e 8 ek Vi)

o (@nPP(ae)

© k
:ZZaKW ﬂ+z//k(yl’ ’ys)_t tpk
n

o l
I I RO
, 2, A+ix [L—e 2 )
=(-1) ZF{ 21 ;gﬁl}'/\ﬂ,w(yw""ysm)

ifadesi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Sonuc 5.5. Teorem 5.5’te s=1, y, = x, Ve

Qi (1) = P, (i)

alinirsa,

i[n/p]a ( )n pkp( pk(X ¢) ( ¢) k

n=0 k=0 : (Zl)n_pke(n Pk} #H//k o

o [z, A+ix (1-e 2 ) o

=(1-1) ZFI[ 21 ﬁﬁl Ay (Xidin)
bulunur ve bdylece Pn(i)(X; ¢) polinomlar1 i¢in bilineer dogurucu fonksiyon bagintisi
elde edilir.
Uyar1 5.7. Sonu¢ 5.5’te =0, w=1Ve a, = & alinirsa,

(22,) e"*

el (2), (Z)n—pk W pk( ¢) ( ¢)
n=0 k=0 (2]1) eik¢1 (Zl)n—p (n pk)¢ X P

—(1-t) ZF{Z’ L )‘tJ(l—n)‘z ZF{Z’ ﬂmxl?(*l_em n]

22 t-1 2 n-1
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bulunur.

Uyan 5.8. Sonug¢ 5.5’t¢ =0, w=1 Ve a, = ();'k@ alinirsa,
24,).¢

o [n/p] 1 (Z)n—pk Pn@)k(x?fﬁ) () (y - 77k n
> ik, in-pklg 'k oot
n=0 k=0 (Zﬂl)ke (Zl)n—pke

= (1-t)? 2F{Z’ A+iX. (1—9721(]} t}eﬂ 1F1(11 +ix1;(e‘2‘¢‘l _1)77]

24 t-1

elde edilir.

Sonu¢ 5.6. Teorem 5.5’te s=1, y, =z Ve

Q. (2)=M,.,(z5,%)

aliirsa,

o el (2)yp P (90 iy
e i M Z, ,X _tn
nZ:(; k=0 k (zl)nipkewn—pk)qﬁ /m//k( B )t ok

. 2ig
:(1_,[)—2 ZF{Z, A+ IX'M]AMW(Z;'B’ X;77)

24 t-1

bulunur ve boylece Pn(ﬂ) (X; ¢) polinomlari i¢in bilateral dogurucu fonksiyon bagntisi

elde edilir.

Uyar15.9. Sonu¢ 5.6’da 11=0, w =1 Ve a, = % alinirsa,

= [n/p](z)n—pk I:)rg/—wpk (X;¢) 77k
: M 3, X)——t"
Zo ; (22),_ e T ©4 X)tpkk!

—pk
; _ a2ig z
a0 [ 1 e )

bulunur ve yine Meixner-Pollaczek polinomlar i¢in bilateral dogurucu fonksiyonu elde

edilmis olur.
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6. MEIXNER-POLLACZEK POLINOMLARI ICIN REKURANS
BAGINTILARI

6.1. MEIXNER-POLLACZEK POLINOMLARI ICIN TUREV ICERMEYEN
REKURANS BAGINTILARI

Bu bolimde hipergeometrik Meixner-Pollaczek polinomlarinin  bazi  dogurucu

fonksiyonlart yardimiyla tlirev icermeyen rekiirans bagintilar1 bulunacaktir.

I. Denklem (4.7) dogurucu fonksiyon bagintisinin her iki tarafi t’ye gore tiirevi alinir ve
Denklem (2.10) ile Denklem (2.21) esitlikleri kullanilirsa,

>R
= (A4 )(=D)A—t) P te A (Ca—in) e 9 famte 20 P g A
=(A-ix)a-ty ™ @-t)* (1—te‘2i¢ )ﬁHX +(1 +ix)e (1_te—2i¢)*’1*ix<l_te_zi¢ )’1(1_t)—l+ix

=(A-ix)L-t)* i% n(/l)(x;qﬁ)t”+(/1+ix)e‘2i¢(l—te‘2i¢)_lgﬁﬂ@(x;qﬁ)t”

o

" —2ig
1mLmﬂZ(;L¢n( (" + (2 +1X)e @ 3 0), [ leﬁqu (xp)t"

p=0

M8

=(1—ix)

0

3
1l

Ms
Ms

iﬁé (x;p)t™™ + A+|xi

m=0 n=0 p

P g

I
o

n

1l
o

=}

=(2-ix)

NgE

i p+l
Oel(nlm)¢ 2 LG + (4 +ix) Z ( 2'¢) nlp)¢ Prgf)p(X;gb)t”

n=0 p=0

>
I
o

m=l

esitligi elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafinda t" nin katsayilar1 birbirine esitlenirse,

(n +1)e[ o n+1 (x;0)= Z i n p (x; ¢)(( )+(/1+ix)<e—zi¢)p+1)

seklinde tiirev icermeyen rekiirans bagintisi elde edilir.
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I1. Denklem (4.4) ifadesindeki dogurucu fonksiyonun her iki tarafi t’ye goére tiirevi alinir
ve Denklem (2.10) esitligi kullanilirsa,

ZnP x;p)t"

=2+ ix)(l—tei¢ )_MH( —te )_/HX
e A

——e?(- 2+ ix)(l—te”’ )_Mx(l—te”’ )_1(1—te’i¢ )_/HX
—e(-a- ix)(l— te ™' )inx (1— te ¢ )71 (1— te'? )ﬂmx

e (24—t ) S P —e P (- a—ix)i—te T Y Rk g)t"

e 2030 LS p e

m=0 ml n=0

Zn+1 n+1x¢
—- (1433 ALh e 't e (23S Al ol )

elde edilir. Esitligin her iki tarafinda t™ nin katsayilar1 birbirine esitlenirse,
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(n+1)P (x:9)

= 2+)Y PEL (e )6 ) e (2= Y P (e g)e )

seklinde tiirev icermeyen rekiirans bagintisi elde edilir.

Sonug¢ 6.1. Denklem (4.4) ve Denklem (4.7) dogurucu fonksiyonlarimi kullanarak elde
ettigimiz tlirev icermeyen rekiirans bagintilarimiz aynidir. Yani, dogurucu fonksiyonlarin
degismis olmasi t’ye gore tiirevi alindiginda tiirev icermeyen rekiirans bagintisi

degismemektedir.

6.2. MEIXNER-POLLACZEK POLINOMLARI iCiN TUREV ICEREN
REKURANS BAGINTILARI

I. Denklem (4.7) ifadesindeki dogurucu fonksiyonun her iki tarafi x’e gore tiirevi alinir
ve Denklem (2.13) ile Denklem (2.21) esitlikleri kullanilirsa,

Z%ﬁ P g)t"
=i(—t) ™ In(l—t)(l—te‘”‘ﬁ)_/l_iX +(- i)(l—te‘”"’)_ﬁ_ix In(l—te‘”‘”)(l—t)‘“iX
=iln(l- tz(;% P (x; )t —iIn(l—te‘2i¢)zé+]¢prgﬂ)(x;g,;)tn

n=0

elde edilir. Lemma 2.1(b) bagintis1 yardimiyla esitlik diizenlenirse,

=i(-0) R 0120 Y s P -ilte ™) L2t )5 R

n=0 n=0

o - —2|¢ P .
:_itz 1rglm£t_ﬂz 1rl Prg/l)(x;(/ﬁ) +|te‘2'¢z p)(l)p[ J Z P(l)(x;¢)tn

m=0 n=0 el p=0 p n=0 el
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n=1 p=0
bulunur
SR ) Y ks P o
S n > & _2ig \PHL . n
= ;; Lo ei[n_rln_l] 5 P (A" +i nz_l:p_op%q(e ¢) m Pn(fi)_l(xﬁ)t

elde edilir. Meixner-Pollaczek polinomunun tanimi geregi PO ( ¢) 1 oldugundan

2 p(x;¢)=0 olup,

n=1 e
P © 0l p+1 g _
=23 g P Y g Rl et
n=1 m=0 e n=1 p=0 e

bulunur. Esitligin her iki tarafinda t" nin katsayilar1 birbirine esitlendiginde,

Satg P 069)

=j S 1 1 P +| < 1#( 2|¢>p+1 1 P(ﬂ) (X¢)
= % m-+1 el[n—m—l)¢ ary p+1 ei[n_ p_l]¢ n—p-1\""

seklinde tiirev igeren rekiirans bagintisi elde edilir.

I1. Denklem (4.7) ifadesindeki dogurucu fonksiyonun her iki tarafi ¢ ’ye gore tiirevi alinir
ve Denklem (2.21) esitliginden yararlanilirsa,

> - ine"?P{A)(x; )" + > (6—% p)(x; ¢)J e INg¢n

n=, n=0
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— At P (- A i) - te @ ) T it 2
— -t - te T - e ) (- A —ix)2ite Y

- i# P (x;g)t" i @), [te_ijf] (— A —ix)2ite 7

:ii#ﬁﬁ( 2—ix)2itt"t"e 2R (x; )

- ZZ i[n}.zj¢ (_ A— iX)2itn+m+l eZilm¢ Prgl)(x; ¢)

=33 (- A-ix)2iR)(x ¢)mtn+m+l

tn+1

=SS (~a-ix)2iPh (% ¢)e_‘(”+1WW

:ZZ(—ﬁ—ix)ZlP (X)Lt [n+m+1)¢t”

n=1 m=0

elde edilir. Esitligin sol tarafi diizenlenirse,

[Z ine P (x; )t j a%Péﬂ)(x; $)et’ +2[6_6¢5 P (x; ¢)je“”¢t“

elde edilir. Meixner-Pollaczek polinomunun tanimi geregi Po ( ¢) 1 oldugu igin

e PO’1 (x;¢) =0 dir. Son olarak, esitligin her iki tarafinda t" nin katsayilari esitlenir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa,

aa¢ A(x; ¢) = inPW(x; ¢)+ 2i(— 4 —|xnzl: 0 4 A (x9)

m=0 e

seklinde tiirev igeren rekiirans bagintisi elde edilir.
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I11. Denklem (4.4) ifadesindeki dogurucu fonksiyonun her iki tarafi x’e gore tiirevi alinir
ve lemma 2.1(b) bagintisi, Denklem (2.13) ve Denklem (2.21) ifadelerinden

yararlanilirsa,

_ i(l_tei¢)—/1+ix |n(1—tei¢)(1—te“¢)_ﬁ_ix B i<1_te_i¢)—/1—ix In(l—te‘i¢)(1—te‘¢)_“ix

—ilnfl-te)3 PA(x )" —infL-te ¢S P (x; )"

n=0

=]
o

P (x;g)t"

M s

:i(—tei¢) 2F1(1,$2;tei¢)ipn(/1 X ¢ I( te—i¢) 2F1(1,1;2;te_i¢)

n=0 n=0

:‘itewi(l)(m)(l)m (t6i¢)m iprgl)(x;(/ﬁ +ite” '¢Z p ( ) iprgﬂ)(x;qﬁ)t”

m=0 2 m m! n=0 2 p- n=0

= —ie'? i (mlml ﬂtmﬂ Z PA(x; g)t" +ie ¥ z( Pt p! (e_i¢)p tp“i P (x; )"

m+1) m! p+1) p!

:_iei¢ iii( i¢) (X ¢ m+n+l_He ig ZZ (_i¢)p Prgl)(X;gé)thrml

n:Om:Om+1 nOp0p+1

e S LR (o™ eSS L P R (g™

n:Om:Om+1 n0p0p+1

— _jel inii( ‘¢)mP L)t +ie™? inz ( _'¢) (X o)t

mmom+1 ripo P+l

bulunur. Bu ifadenin her iki tarafindaki t" nin katsayilar1 esitlenirse,

=P (x;¢) =—ie" n_li(ew)m PV 1 (xg)+ie nz_llpiﬂ( _'¢> PV pa(x:9)
p=0

—=m+1

seklinde tiirev igeren rekiirans bagintisi elde edilir.

IV. Denklem (4.4) ifadesindeki dogurucu fonksiyonun her iki tarafi 4 *ye gore tiirevi alinir

ve Denklem (2.21) ifadesinden faydalanilirsa,
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—A+ix (1 te"’) A 1(|te'¢)<1 te'¢)

1— te_,¢) —ix 1(_tie_i¢)(1_tei¢)7}t+ix

-ix)
<1 >< ) e e
—1—ix) (

te—|¢) ( e—i¢)—1(_tie_i¢)(1_tei¢)—/1+ix
=(—Z+ix)(ite'¢)gp J(x; $)t" z() te'?

m=0 m!
o ® —ig \P
H A=t SR o S,
n= p=0 .

aa¢ (¢) r:Z_:( /1+ix)(i)(ei¢)m+lP L (x +nz_::2+|x ( )p lPﬁ)p_l(x;;zﬁ)

seklinde tiirev iceren rekiirans bagintisi elde edilir.

Sonug 6.2. Denklem (4.4) ve Denklem (4.7) dogurucu fonksiyonlarini kullanarak elde

ettigimiz I ve III numarali tiirev igceren rekiirans bagintilarimiz aynidir. Yani, dogurucu
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fonksiyonlarin degismis olmasi x’e gore tiirevi alindiginda tiirev igeren rekiirans bagintisi

degismemektedir.

6.3. MEIXNER-POLLACZEK POLINOMLARI iCiN BAGINTILAR

Bu kisimda Meixner-Pollaczek polinomu ile Laguerre polinomu arasindaki iligki limit
bagintis1 yardimiyla gosterilecektir ve Meixner-Pollaczek polinomunun integralle olan

iliskisi verilecektir.

Teorem 6.1. Asagidaki bagintinin dogrulugu gegerlidir [20]:

i35 )« 0 () 2

n! m=1

Ispat: Denklem (4.1) ile verilen Meixner-Pollaczek polinomunun tanimimda x yerine

;, ¢ yerine % yazilir, A — 0% iken limiti almr ve Denklem (2.7)’deki esitlik

kullanilirsa,
lim P >( ﬂj i @2y 02 & (2 i), (1)
A—-0" 2 2 a0t nl £ (2/1)mm

- g3 T ),

_ (@) 3 () "m((/u ix) (22), Jg

(22), m!

05 Ca), Ilm((i+i§jm(21+m)n_m]£

nl =~ 40" m!

N—
=
S

_ In_!m (- n)m([0+igjm(2.0+ m)n—mj%n;

S on(i%) o 25

S (i) e 25

elde edilir. m
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Teorem 6.2. Laguerre polinomu ile Meixner-Pollaczek polinomlarinin arasinda

R EE T

seklinde bir iliski vardir [8].

Ispat: Denklem (4.1) taniminda x yerine ———, A yerine O’T” yazilir, @ - 0 iken

2¢

limiti alinir ve Laguerre polinomunun

n
L(g)(x)z( ;aj FEma+Lx)

ozelligi kullanilirsa [19],

0 2¢° n! 2

(a+1 )j(aTJrl_

nmp(aﬂ)(—ivijzlimM e’ F( ol X ez"r”J
¢—0 2¢

55), (_ea)

=1lim
¢

a+l X

e Z (a +1)

J!

bulunur. (T_Z_gzﬁ) ve (Ot +1)n ifadeleri Denklem (2.3) esitligindeki Pochhammer
j

semboliinden faydalanarak agilirsa,

IimPn(aitl)L—i;gé]

P 2¢

—im a' (a+1)(a+2) (a+n) in¢
#—0 al n!

_n)J a+l X \[a+1 ix a+l
X, IS St

_(a+npg () “memq{a_ﬂ i_XJ(a+1 ix

alnt S (a+1); jlé-o 2 26\ 2 24"

Il
VR
=]
+
N
;/
A
/-\
3
v
3
1
(¢
-2
/l-\
H
~
A
x
(4]
D
SN
I
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= B s
(05+1)J j!
n
:( ;a] F=ma+1x)
— ()
elde edilir. m

Teorem 6.3. Meixner-Pollaczek polinomlari

n

0 ulei¢+u2e_i¢ L
o 0

(Re(1+ix)>0 Ve Re(1—ix)>0)

seklinde bir integral gosterimine sahiptir [21].

Ispat: Denklem (4.4) ile verilen Meixner-Pollaczek polinomunun dogurucu

fonksiyonunun sag tarafinin integralle baglantisini kurmak igin,

—v 1 —atyv-1
= — | e “t dt Re(v) >0
F(V 0 ( ( ) )

0zdesligini kullanirsak,

S R (xg)t"

n=0

o0 te|¢

e 1 = [te—iqﬁ_ljuz /1+|x Ty,

ul /1 ix=1
d -
i)

o'-—.

utel? —u ig_
gl 14 /1 ix—1 Upte " —Uy  A+ix-1
e u; du,du,

ra |x)F /1+|x)”

1 1 7 —Uy Uy t(ulei¢+“29_i¢) —ix-1, , A+ix-1
= du,d
iy i) | R U g dud,

L ety o ™ +ue¢)
1"(/1 /1+|x ” 1 zztn UL ALy gy

olup, esitligin iki tarafinda t" nin katsayilar1 esitlenirse,
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v 1\ e ) 2 A—ix=1, A+ix-1
Prg )(X’¢)_ Fl/l—ixil"i/ﬂixiJ.J.e al U U, du,du,
00

elde edilir. Boylece Meixner-Pollaczek polinomu igin bir integral gosterimi elde edilmis

olur.

48



7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada hipergeometrik Meixner-Pollaczek polinomlar1 ve bazi uygulamalar
incelenmistir. Polinomlar arasinda genel bir sinif olan Meixner-Pollaczek polinomlarinin
bazi 6zellikleri verildikten sonra bu polinomlar i¢in multilineer ve multilateral dogurucu
fonksiyon bagintilarin1 veren teoremler elde edilmistir. Ayrica bu teoremlerin 6zel
durumlar incelendikten sonra bu polinomlar i¢in yeni rekiirans bagintilar elde edildi ve
Ozel tipten bazi polinomlarin Meixner-Pollaczek polinomlar: ile iligkileri limitler

yardimiyla verildi.

Bu tezde c¢alisilan konularin 15181 altinda gelecekte farkli polinomlarin dogurucu

fonksiyon, rekiirans bagintis1 gibi farkli 6zellikleri de elde edilebilir.
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