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ÖZET 

ÇOK KATLI İNTEGRALLER İÇİN OSTROWSKİ TİPLİ İNTEGRAL 

EŞİTSİZLİKLERİ 

Aylin Aygül MALLI  

Düzce Üniversitesi 

Fen Bilimler Enstitüsü, Matematik Ana Bilim Dalı 

Yüksek Lisans Tezi 

Danışman: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA 

20 Ağustos 2020, 83 sayfa 

Bu tezde, iki değişkenli fonksiyonlar için ağırlıklı Montgomery özdeşliğini elde ederek, 

bu özdeşliğin uygulanması ile elementer analiz kullanılarak iki bağımsız değişkenli 

fonksiyonları içeren çok katlı integraller için Ostrowski tipli integral eşitsizlikleri 

vermektir. 

 

Anahtar Sözcükler: Hölder eşitsizliği, Montgomery özdeşliği, Ostrowski eşitsizliği. 
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ABSTRACT 

OSTROWSKI TYPE INTEGRAL INEQUALITIES FOR MULTIPLE 

INTEGRALS 

Aylin Aygül MALLI 

Düzce University 

Graduate School of Natural and Applied Science, Department of Mathematics  

Master of Science Thesis 

Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA 

20 August 2020, 83 pages 

In this thesis,  we obtain weighted Montgomery's identities for function of two variables 

and apply them to give new generalization Ostrowski type  integral inequalities for 

multiple integrals involving functions of two independent variables by using fairly 

elementary analysis. 

 

Keywords : Hölder’s inequality, Montgomery’s identity, Ostrowski inequality. 
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1. GİRİŞ 

Konvekslik, M.Ö. 250 yılında Archimedes’in ünlü 𝜋 değerini hesaplamasına kadar 

uzanan basit ve bilinen bir kavramdır.  Konveks fonksiyonların sistematik araştırmasına 

ilk olarak 19. yüzyılın sonlarında rastlanmasına rağmen, 20. yüzyılın ortalarında 

matematiğin önemli bir alanı olarak görülmeye başlanmıştır. Konvekslik, geometri, 

analiz, lineer cebir ve topolojide kullanılır ve sayı teorisi, klasik ekstremum problemleri, 

lineer programlama, oyun teorisi ve eşitsizlikler teorisi (lineer, klasik ve matris) gibi 

çeşitli konularda önemli rol oynar. Son yüzyılda gelişen disiplini ve artan 

uygulamalarıyla matematiksel analizin merkezi alanlarından biri olarak yerini almıştır. 

[1]’de yazılan "Inequalities" adlı eser eşitsizlikler teorisi için temel başvuru kaynağıdır. 

Okuyucu bu eserde konveks fonksiyonlarla ilgili klasik ve yeni eşitsizlikleri, 

problemleri, ispat yöntemlerini ve sonuçlar bulabilir. Buna ek olarak [2] yazdığı 

"Inequalities" adlı eser ve [3]’de yazdığı "Analytic Inequalities" adlı eseri de 

söyleyebiliriz. Bu kaynaklar eşitsizlikler teorisini araştırmak isteyen okuyucu için el 

altında bulunması gereken kaynaklardır. 

Analitik eşitsizlikler yaygın olarak matematik ve birçok uygulamalı matematiğin çeşitli 

dallarında gelişiminin arkasındaki temel itici güçlerinden biri olarak kabul edilmektedir. 

Eşitsizlikler ile ilgili çalışmalar son on yıldan fazladır matematiğin birçok farklı 

alanlardaki uygulamalara nasıl büyük bir katkı sağlandığı açıkça ortadadır. Örneğin, 

Cebysev, Grüss, Yamuk, Ostrowski, Hadamard ve Jensen eşitsizlikler ile ilgili birçok 

uygulama literatürde çok önemli bir yere sahiptir.  

Tezimizin temel taşlarını oluşturan Ostrowski tipli eşitsizlikler ile ilgili çalışmaların 

büyük bir kısmı da “Ostrowski Type Inequalities and Applications in Numerical 

Integration” isimli kitapta bir araya getirilmiştir [4]. 

Bu tezde amacımız çok katlı integraller için yeni Ostrowski tipli integral eşitsizlikleri 

vererek yukarıda bahsedilen gelişmeler çerçevesinde literatürde bu eşitsizliklerin de yer 

bulmasını sağlamaktır. 
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2. KURAMSAL KAVRAMLAR 

2.1. GENEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde tezimiz için gerekli olan tanım ve teoremler verilmiş olup ayrıca gerekli 

görülen bazı önemli teoremlerin ispatlarına da yer verilmiştir. 

Teorem 2.1.1 (Jensen Eşitsizliği).  f  fonksiyonu ( )ba,  aralığında konveks ve  

( )baxi ,   olsun. Bu durumda  0i   ve  11 = = i

n
i    ise, 

 

                                           )(
11

ii

n

i

ii

n

i

xfxf  
==









                                                  (2.1)                   

 

eşitsizliği geçerlidir. 

İspat. f fonksiyonu her  ( )bax ,0   için bir suport doğruya sahiptir. Yani her 0x   

noktası için ( ) ( ) ( )00 xxmxfxf −+  olacak şekilde 0x  a bağlı bir m  noktası vardır. Bu 

eşitsizlikte özel olarak ni ,...,2,1=   için ii

n
i xx = =10  seçilirse, 

 

                                                ( ) ( ) ( )00 xxmxfxf ii −+                                             

 

eşitsizlikleri elde edilir. Bu eşitsizlikler i  ile çarpılır, daha sonra taraf tarafa toplanır 

ve düzenlenirse Jensen Eşitsizliği elde edilir. 

Teorem 2.1.2 (AO-GO Eşitsizliği). Eğer her  ni ,...,2,1=  için 0ix , 0i   ve  

11 = = i

n
i    ise, 

 

                                                     ii

n

i

i

n

i

xx i 


==


11

                                                      (2.2) 

 

eşitsizliği geçerlidir. 

İspat.  En az bir  i   için  0=ix   ise ispat aşikârdır. 0ix  durumunda, ii xy log=   

seçilirse, 
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







= 

==

ii

n

i

i

n

i

yx i 

11

exp  

 

olup  ( ) tetf =   fonksiyonu  R ’de konveks olduğundan Jensen Eşitsizliğini uygularsak, 

 

( ) ii

n

i

ii

n

i

ii

n

i

i

n

i

xyf

yfx i









==

==

=









=

11

11
 

 

elde edilip ispat tamamlanmış olur. Özel olarak  2=n ,  ,1
1 p
=    

q
1

2 = ,  
pxx =1   ve  

qyx =2   seçilirse Young Eşitsizliği olarak bilinen, 

 

qp y
q

x
p

xy
11

+  

 

eşitsizliği elde edilir. 

Teorem 2.1.3 (Hölder Eşitsizliği).  0,...,,,..., 11 nn yyxx ,  1, qp   öyle ki  111 =+ qp   

olmak üzere, 

 

                                                
qp

q

i

n

i

p

i

n

i

ii

n

i

yxyx

11

111
















 

===

                                        (2.3) 

 

eşitsizliğine Hölder Eşitsizliği denir. Özel olarak 2== qp  seçilirse yukarıdaki 

eşitsizlikten Cauchy-Buniakowsky-Schwartz eşitsizliği elde edilir. 

İspat. Yukarıdaki eşitsizlikte  ix  ve iy  lerden en az biri sıfırdan farklı olsun. O halde  

( )pp

i

n
i xu

1

1= =  ve ( )qq

i

n
i yv

1

1= =   her ikisi de pozitif olur. Young eşitsizliğinde  uxx i /=   

ve  vyy i /=   seçilirse, 
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q

i

p

iii

v

y

qu

x

pv

y

u

x








+










11
 

 

eşitsizliği elde edilir ve  bu eşitsizlikler taraf tarafa toplanırsa 

 

1
111 =+

 =

qpuv

yx ii

n
i  

 

olur. Bu da Hölder eşitsizliğini verir. 

Tanım 2.1.1 (İntegraller İçin Hölder Eşitsizliği).  1p   ve  111 =+ qp
  olsun.  f   ve  

g ,   ba,   aralığında tanımlı reel fonksiyonlar 
p

f  ve 
q

g ,  ba,  aralığında 

integrallenebilir fonksiyonlar ise 

 

                                     ( ) ( ) ( ) ( )
qp

dxxgdxxfdxxgxf

b

a

q
b

a

p
b

a

11




























                           (2.4) 

 

eşitsizliği vardır. 

Tanım 2.1.2 (Üstten Yarı sürekli Fonksiyon). R→Kf :  reel değerli bir fonksiyon 

olmak üzere Kx 0  noktasının komşuluğunda her Kx  ve 0   için  

 

                                                 + )()( 0xfxf                                                         (2.5) 

 

veya 

 

                                                 )()(suplim 0
0

xfxf
xx


→

                                                  (2.6)                    

 

oluyorsa f ’e Kx 0  noktasında üstten yarı sürekli fonksiyon denir.  

Tanım 2.1.3 (Alttan Yarı Sürekli Fonksiyon). R→Kf :   reel değerli bir 

fonksiyon olmak üzere Kx 0  noktasının komşuluğunda her Kx  ve 0  için 

                                                        − )()( 0xfxf                                                  (2.7) 
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veya 

 

                                                       )()(inflim 0
0

xfx
xx


→

                                               (2.8) 

 

oluyorsa f  ye Kx 0  noktasında alttan yarı sürekli fonksiyon denir.  

Tanım 2.1.4 (Kuvvet Ortalama Eşitsizliği). 1q  olsun. f  ve g , ],[ ba  aralığında 

tanımlı reel fonksiyonlar olsun. f  ve 
q

g , ],[ ba  aralığında integrallenebilir 

fonksiyonlar ise  

 

                         
qb

a

q
qb

a

b

a

dxxgxfdxxfdxxgxf

11
1

)()()()()(



























 

−

                          (2.9) 

 

eşitsizliği vardır. 

Teorem 2.1.4 (Ostrowski Eşitsizliği). 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olacak şekilde 

𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ tanımlı, 𝐼0’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eğer |𝑓′(𝑥)| ≤

𝑀 ise ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 

 

|𝑓(𝑥) −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

| ≤
𝑀

𝑏 − 𝑎
[
(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑏 − 𝑥)2

2
] 

                                                          = 𝑀(𝑏 − 𝑎) [
1

4
+

(𝑥−
𝑎+𝑏

2
)

2

(𝑏−𝑎)2 ]            (2.10) 

 

eşitsizliği elde edilir. Buradaki 
1

4
 katsayısı bu şartlar altındaki en iyi katsayıdır. Daha 

küçük olan bir katsayı ile yer değiştiremez [5]. 

İspat. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonu (𝑎, 𝑏) de diferensiyellenebilen bir fonksiyon 

olduğundan 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) için 

 

𝑝(𝑥, 𝑡) = {
𝑡 − 𝑎,    𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥
𝑡 − 𝑏,    𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏

  

 

olmak üzere 
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𝑓(𝑥) =
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

+
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑝(𝑥, 𝑡)𝑓′(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

 

eşitliği yazılabilir. Bu eşitlikten 

 

𝑓(𝑥) −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑝(𝑥, 𝑡)𝑓′(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

=
1

𝑏 − 𝑎
[∫ (𝑡 − 𝑎)𝑓′(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

+ ∫ (𝑡 − 𝑏)𝑓′(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

] 

 

elde edilir. Yukarıdaki eşitlikte her iki tarafın mutlak değeri alındığında 

 

|𝑓(𝑥) −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

| = |
1

𝑏 − 𝑎
[∫ (𝑡 − 𝑎)𝑓′(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

+ ∫ (𝑡 − 𝑏)𝑓′(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

]| 

 

olur. İntegralin mutlak değer özelliği kullanılarak, 

 

|𝑓(𝑥) −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

| ≤
1

𝑏 − 𝑎
[∫ |𝑡 − 𝑎||𝑓′(𝑡)|𝑑𝑡 +

𝑥

𝑎

∫ |𝑡 − 𝑏||𝑓′(𝑡)|𝑑𝑡
𝑏

𝑥

] 

 

yazılır. |𝑓′(𝑥)| ≤ 𝑀 olduğundan 

 

|𝑓(𝑥) −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

| ≤
𝑀

𝑏 − 𝑎
[∫ (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

+ ∫ (𝑡 − 𝑏)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

] 

                                              =
𝑀

𝑏 − 𝑎
[(

𝑡2

2
− 𝑡𝑎)|

𝑎

𝑥

+ (𝑡𝑏 −
𝑡2

2
)|

𝑥

𝑏

] 

                                 =
𝑀

𝑏 − 𝑎
[
(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑏 − 𝑥)2

2
] 

 

elde edilir. Böylece 

 

(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑏 − 𝑥)2 = (𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
+

𝑎 + 𝑏

2
− 𝑎)

2

+ (𝑏 −
𝑎 + 𝑏

2
+

𝑎 + 𝑏

2
− 𝑥)

2

 

= (𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
)

2

+ 2 (𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
) (

𝑏 − 𝑎

2
) + (

𝑏 − 𝑎

2
)

2

 



7 

 

+ (
𝑏 − 𝑎

2
)

2

+ 2 (
𝑏 − 𝑎

2
) (

𝑎 + 𝑏

2
− 𝑥) + (

𝑎 + 𝑏

2
− 𝑥)

2

 

= 2 (𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
)

2

+ 2 (
𝑏 − 𝑎

2
)

2

 

= 2(𝑏 − 𝑎)2 [
1

4
+

(𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2 )
2

(𝑏 − 𝑎)2
] 

 

eşitliği kullanılarak ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 2.1.5 (Grüss Eşitsizliği). 𝑓 ve 𝑔, [𝑎, 𝑏] üzerinde integrallenebilen iki 

fonksiyon olsun. 𝑚, 𝑛, 𝑀, 𝑁 ∈ ℝ ve ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için  

 

    |
1

𝑏−𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 −

1

(𝑏−𝑎)2 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
| ≤

1

4
(𝑀 − 𝑚)(𝑁 − 𝑛)       (2.11) 

 

dir. Bu eşitsizlik literatürde Grüss Eşitsizliği olarak bilinir. 

Tanım 2.1.5 (Taylor Formülü).  baCf n , , 
( )1+nf  türevi  ba,  aralığında mevcut ve 

 bax ,0   olsun. Bu durumda,  

 

                                            ( )
( )( )

( )
=

−=
n

k

k
k

n xx
k

xf
xP

0

0
0

!
                                           (2.12) 

  

dır.   

Teorem 2.1.6 (Ortalama Değer Teoremi).  baf ,  ve f  fonksiyonu ( )ba,  

aralığında diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda ( )ba,  aralığı içinde  

 

                                               ( )
( ) ( )

ab

afbf
cf

−

−
='

                                                    (2.13) 

eşitliğini  sağlayan bir c sayısı vardır. 

Teorem 2.1.7 (Fubini Teoremi). f , ( ) dycbxayxR = ,,  kümesi üzerinde 

sürekli ise, 
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                           ( ) ( ) ( )   ==
d

c

b

a

b

a

d

c
R

dxdyyxfdydxyxfdAyxf ,,,                          (2.14) 

 

dir. 

Tanım 2.1.6.   RRXf →:    reel  değerli  bir  fonksiyon  olsun.  Her   Xx   için  

Mxf )( ,  ise M ’ye f ’nin bir üst sınırı denir. (Yani,  MxfXxf =− )(:),(1    

kümesi boştur). Burada  

 

                                               0),(: 1 == − fRMU f                                     (2.15) 

 

kümesi f ’nin üst sınırlarının kümesi olsun. f ’nin supremumu, eğer fU   kümesi 

boştan farklı ise bu durumda, 

 

                                                     fUf infsup =                                                       (2.16) 

 

olarak tanımlanır. Diğer durumda ise  

 

                                                     +=fsup                                                             (2.17) 

 

dır.  Ayrıca her  Xx   için  Mxf )(   olacak şekilde  RM    varsa bu durumda  

Mf sup   dır. 

( ),,X   ölçülebilir bir uzay ve  f ’de ölçülebilir fonksiyon olsun. Bu durumda hemen 

hemen her  Xx   için  Mxf )(   yada  ( )− ,1 f   ölçülebilir kümesi sıfır ölçümlü 

ise  M  'ye  f ’nin esas üst sınırı denir. 

 

                                       ( ) 0),(: 1 == −  fRMU ess

f                                     (2.18) 

 

esas üst sınırlarının kümesi olsun. Bu durumda,  ess

fU   ise yukardaki tanıma benzer 

olarak  
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ess

fUfess infsup =                                                      (2.19) 

 

olarak tanımlanır. Aksi halde, yani  ess

fU   ise  +=fesssup   dır. Ayrıca, bu 

durumda hemen hemen her  Xx   için  Mxf )(   olacak şekilde  RM    varsa  

Mfess sup   dır. 

Ayrıca esas infimum tanımı da esas alt sınırlarının supremumu olarak tanımlanır yani 

esas alt sınırlarının kümesi boştan farklı ise 

 

                              ( ) 0)(::supinf == kxfxRkfess                            (2.20) 

 

olarak tanımlanır. Eğer esas alt sınırların kümesi boş ise bu durumda  −=fess inf   

dır. 

Eğer  0)( X   ise 

 

                                    ffessfessf supsupinfinf                                      (2.21) 

 

bağıntısı vardır. Eğer 0)( =X  ise bu durumda da +=fesssup   ve  −=fess inf   

dır. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

3.1. GİRİŞ 

A.M. Ostrowski’nin 1981 yılında ispatladığı eşitsizlik (Teorem 2.1.4), literatürde 

Ostrowski eşitsizliği olarak bilinmektedir. 1938’deki ispattan bu yana araştırma 

faaliyetleri bu (Teorem 2.1.4) eşitsizliği ve bu eşitsizliğin uygulamaları üzerine birçok 

çalışma yapılmaktadır. Referanslar önemli ölçüde Ostrowski eşitsizliği içermektedir. 

Son 20 yılda Ostrowski eşitsizlikleri merkezli iddialara olan ilgiler hep yenilikler 

kazanılarak, çeşitli çalışmalar, genelleşmeler ve uzantıları, varyasyonlar ve 

uygulamaları literatürde kendine önemli bir ölçüde yer bulmuştur. 

Bu bölümde biz Ostrowski eşitsizliği (Teorem 2.1.4) ile ilgili daha basit olan en son 

gelişmelere değineceğiz. Uygulamaların yararlılığını göstermek için bazı eşitsizlikler 

açıklayacağız. 

3.2. OSTROWSKİ TİPLİ EŞİTSİZLİKLER 

Bu bölümde son zamanlarda bazı araştırmacılar tarafından kurulan bazı Ostrowski tipi 

eşitsizlikleri sunacağız. İlk olarak, Dragomir tarafından kurulan Lipschitzian 

dönüşümleri için Ostrowski eşitsizliklerinin genelleştirilmesi ile başlayalım:  

Teorem 3.2.1. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ, [𝑎, 𝑏] üzerinde L-lipschitzian dönüşümü olsun. Her  𝑥, 𝑦 ∈

[𝑎, 𝑏] ve 𝐿 ≥ 0 sabiti için 

 

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦) ≤ 𝐿|𝑥 − 𝑦| 

 

sağlansın. Bu durumda  her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 

 

|∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑓(𝑥)(𝑏 − 𝑎)
𝑏

𝑎

| ≤ 𝐿(𝑏 − 𝑎)2 [
1

4
+

(𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2 )
2

(𝑏 − 𝑎)2
] (3.1) 

 

dır.  
1

 4
  bu şartlar altındaki en iyi sabittir. 
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İspat. Riemann-Stieltjes integrali için kısmi integrasyon formülünü kullanılarak 

 

∫ (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑥)(𝑥 − 𝑎) − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

𝑥

𝑎

 

 

ve 

 

∫ (𝑡 − 𝑏)𝑑𝑓(𝑡)
𝑏

𝑥

= 𝑓(𝑥)(𝑏 − 𝑥) − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑥

 

 

elde edilir. Üstteki eşitlikler taraf tarafa toplanırsa 

 

𝑓(𝑥)(𝑏 − 𝑎) − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

= ∫ (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑓(𝑡) + ∫ (𝑡 − 𝑏)𝑑𝑓(𝑡)         
𝑏

𝑥

𝑥

𝑎

    (3.2) 

 

olur. Şimdi varsayalım ki sırasıyla 𝛥𝑛 ∶ 𝑎 = 𝑥0
(𝑛) < 𝑥1

(𝑛) < ⋯ < 𝑥𝑛−1
(𝑛) < 𝑥𝑛

(𝑛) = 𝑏 

aralığında  𝑣(𝛥𝑛) ∶= 𝑚𝑎𝑥𝑖∈{0,1,…,𝑛−1}(𝑥𝑖+1
(𝑛)

− 𝑥𝑖
(𝑛)

), 𝑣(𝛥𝑛) → 0, 𝑛 → ∞ ve 𝜉𝑖
(𝑛)

∈

[𝑥𝑖
(𝑛)

, 𝑥𝑖+1
(𝑛)

] olsun. Eğer 𝑝: [𝑎, 𝑏] → ℝ, [𝑎, 𝑏] üzerinde Riemann integrallenebilir 

anlamında ve 𝑣: [𝑎, 𝑏] → ℝ, [𝑎, 𝑏] üzerinde 𝐿 –Lispschitzian ise, o halde  

 

|∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑣(𝑥)
𝑏

𝑎

= | lim
𝑣(𝛥𝑛)→0

∑ 𝑝(𝜉𝑖
(𝑛)

) [𝑣(𝑥𝑖+1
(𝑛)

) − 𝑣(𝑥𝑖
(𝑛)

)]

𝑛−1

𝑖=0

|| 

≤ lim
𝑣(𝛥𝑛)→0

∑ |𝑝(𝜉𝑖
(𝑛)

)| (𝑥𝑖+1
(𝑛)

− 𝑥𝑖
(𝑛)

) |
𝑣(𝑥𝑖+1

(𝑛)
) − 𝑣(𝑥𝑖

(𝑛)
)

𝑥𝑖+1
(𝑛)

− 𝑥𝑖
(𝑛)

|

𝑛−1

𝑖=0

 

≤ 𝐿 lim
𝑣(𝛥𝑛)→0

∑ |𝑝(𝜉𝑖
(𝑛)

)| (𝑥𝑖+1
(𝑛)

− 𝑥𝑖
(𝑛)

)

𝑛−1

𝑖=0

 

= 𝐿 ∫ |𝑝(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

    (3.3) 

 

dır. Ayrıca, [𝑎, 𝑥] ve [𝑥, 𝑏] aralığında (3.3) eşitsizliğini kullanılırsa, 
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|∫ (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑓(𝑡) + ∫ (𝑡 − 𝑏)𝑑𝑓(𝑡)
𝑏

𝑥

𝑥

𝑎

| 

≤ |∫ (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎

| + |∫ (𝑡 − 𝑏)𝑑𝑓(𝑡)
𝑏

𝑥

| 

≤ 𝐿 [∫ |𝑡 − 𝑎|𝑑𝑡 + ∫ |𝑡 − 𝑏|𝑑𝑡
𝑏

𝑥

𝑥

𝑎

] 

=
𝐿

2
[(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑏 − 𝑥)2] 

= 𝐿(𝑏 − 𝑎)2 [
1

4
+

(𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2 )
2

(𝑏 − 𝑎)2
]   (3.4) 

 

elde edilir. Böylece (3.2) ve (3.4) yardımı ile (3.1) eşitsizliği elde edilir. Şimdi (3.1) 

eşitsizliğinde 𝐶 > 0 sabitinin olduğunu varsayalım, o halde 

 

|∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑓(𝑥)(𝑏 − 𝑎)
𝑏

𝑎

| ≤ 𝐿(𝑏 − 𝑎)2 [𝐶 +
(𝑥 −

𝑎 + 𝑏
2 )

2

(𝑏 − 𝑎)2
]    (3.5) 

 

yazılır. Böylece, her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için (3.5) eşitsizliğinde 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥 

dönüşümü uygulanırsa 

  

|𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
| ≤ [𝐶 +

(𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2 )
2

(𝑏 − 𝑎)2
] (𝑏 − 𝑎) 

 

olur. Ayrıca, 𝑥 = 𝑎 için, 

 

𝑏 − 𝑎

2
≤ [𝐶 +

1

4
] (𝑏 − 𝑎) 

 

elde edilir. Burada 𝐶 ≥
1

4
 olduğu anlaşılır ve ispat tamamlanır. 
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Hatırlatma 3.2.1. Eğer 𝑓 dönüşümü (𝑎, 𝑏) üzerinde diferensiyellenebilir ve 𝑓′, (𝑎, 𝑏) 

aralığında sınırlı ise, (3.1)’de 𝐿’nin yerine ‖𝑓′‖∞ alınırsa  ‖𝑓′‖∞ = 𝑠𝑢𝑝𝑥∈(𝑎,𝑏)|𝑓′(𝑡)| <

∞ dır. 

Teorem 3.2.2.  𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ, (𝑎, 𝑏) aralığı üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm 

olsun.  𝑓′, [𝑎, 𝑏] üzerinde integrallenebilir ve her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝛾, 𝛤 ∈ ℝ için 𝛾 ≤ 𝑓′(𝑥) ≤

𝛤 olsun. Bu durumda her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için, 

 

|𝑓(𝑥) −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 −

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
(𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
)

𝑏

𝑎

| ≤
1

4
(𝑏 − 𝑎)(𝛤 − 𝛾)   (3.6) 

 

dır. 

İspat. İlk olarak 

 

𝑝(𝑥, 𝑡) = {
𝑡 − 𝑎, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑥]
𝑡 − 𝑏, 𝑡 ∈ (𝑥, 𝑏]

   (3.7) 

 

fonksiyonunu tanımlayalım. Kısmi integrasyon yardımıyla, her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için, 

 

   
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑝(𝑥, 𝑡)𝑓′(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥) −

𝑏

𝑎

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡                              

𝑏

𝑎

 (3.8) 

 

yazılır. Her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ve 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] için (3.7)’den, 

 

𝑥 − 𝑏 ≤ 𝑝(𝑥, 𝑡) ≤ 𝑥 − 𝑎 

 

olduğu açıktır. 𝑝(𝑥,∙) ve 𝑓′(𝑐) dönüşümlerine Grüss eşitsizliği (Teorem 2.1.5) 

uygulanırsa 

 

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑝(𝑥, 𝑡)𝑓′(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

≤
1

4
(𝑥 − 𝑎 − 𝑥 + 𝑏)(𝛤 − 𝛾)    (3.9) 

 

elde edilir. Basit bir hesaplamayla 
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1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑝(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

=
1

𝑏 − 𝑎
[∫ (𝑡 − 𝑎)𝑑𝑡 + ∫ (𝑡 − 𝑏)𝑑𝑡

𝑏

𝑥

𝑥

𝑎

] = 𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
 

 

ve 

 

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓′(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

=
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
 

 

bulunur. (3.6) eşitsizliğinin ispatı (3.8) ve (3.9)’daki iki eşitsizlik ile tamamlanmış olur. 

Hatırlatma 3.2.2. Eğer sırasıyla (3.6)’da, 𝑥 =
𝑎+𝑏

2
 ve 𝑥 = 𝑏 seçilirse, 

 

    |𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

| ≤
1

4
(𝑏 − 𝑎)(𝛤 − 𝛾)       (3.10) 

  

ve 

 

  
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
−

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

| ≤
1

4
(𝑏 − 𝑎)(𝛤 − 𝛾)    

 

 

 

(3.11) 

elde edilir. (3.6)’ya benzer bir şekilde elde edilen teorem aşağıda belirtilmiştir [6]. 

Teorem 3.2.3. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ mutlak sürekli fonksiyon ve 𝑓′ ∈ 𝐿2[𝑎, 𝑏] olsun. O halde 

her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 

 

𝜎(𝑓′) = (𝑏 − 𝑎) [
1

𝑏 − 𝑎
‖𝑓′‖2

2 −
1

(𝑏 − 𝑎)2
(∫ 𝑓′(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

)

2

] 

 

olmak üzere 

 

|(𝑏 − 𝑎)𝑓(𝑥) − (𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
) [𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)] − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

| ≤
(𝑏 − 𝑎)

3
2

2√3
√𝜎(𝑓′)    (3.12) 

 

dır.  
1

2√3
 bu şartlar altındaki en iyi katsayıdır. 
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İspat. 𝑝(𝑥, 𝑡) dönüşümü (3.7)’deki gibi tanımlasın. Kısmi integrasyonla,  

 

  ∫ 𝑝(𝑥, 𝑡)𝑓′(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

= (𝑏 − 𝑎)𝑓(𝑥) − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡  
𝑏

𝑎

      (3.13) 

 

elde edilir. Ayrıca,  

 

∫ 𝑝(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = (𝑏 − 𝑎) (𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
)    

𝑏

𝑎

 

 

 

 

(3.14) 

 

ve 

 

  ∫ 𝑓′(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)    
𝑏

𝑎

 

 

 

 

(3.15) 

 

dır. (3.13)–(3.15)’den  

 

∫ [𝑝(𝑥, 𝑡) −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑝(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠

𝑏

𝑎

]
𝑏

𝑎

[𝑓′(𝑡) −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓′(𝑠)𝑑𝑠

𝑏

𝑎

] 𝑑𝑡 

= (𝑏 − 𝑎)𝑓(𝑥) − (𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
) [𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)] − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 (3.16) 

 

elde edilir. Diğer taraftan, 

 

|∫ [𝑝(𝑥, 𝑡) −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑝(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠

𝑏

𝑎

] [𝑓′(𝑡) −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓′(𝑠)𝑑𝑠

𝑏

𝑎

] 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

| 

≤ ‖𝑝(𝑥,∙) −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑝(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠

𝑏

𝑎

‖
2

‖𝑓′ −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓′(𝑠)𝑑𝑠

𝑏

𝑎

‖
2

   (3.17) 

 

dahası 

 

 ‖𝑝(𝑥,∙) −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑝(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠

𝑏

𝑎

‖
2

2

=
(𝑏 − 𝑎)3

12
 (3.18) 
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 ‖𝑓′ −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓′(𝑠)𝑑𝑠

𝑏

𝑎

‖
2

2

= ‖𝑓′‖2
2 −

(𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎))
2

𝑏 − 𝑎
   (3.19) 

 

elde edilir. (3.16)–(3.19)’dan kolayca (3.12)’ye ulaşılır. Çünkü 

 

√𝜎(𝑓′) = [‖𝑓′‖2
2 −

(𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎))
2

𝑏 − 𝑎
]

1
2

 

 

dır. Böylece (3.12)’nin ispatı tamamlanır. Bu amaçla, 𝑥 ∈ [0,1] olmak üzere 

 

𝑓(𝑡) = {

1

2
𝑡2           , 𝑡 ∈ [0, 𝑥]

1

2
𝑡2 − 𝑡 + 𝑥,    𝑡 ∈ (𝑥, 1]

  (3.20) 

 

fonksiyonu tanımlasın. (3.20)’de verilen fonksiyon mutlak süreklidir; çünkü parçalı 

polinom fonksiyonudur. Şimdi (3.12)’de 𝐶 > 0 sabitini varsayalım,  

 

|(𝑏 − 𝑎)𝑓(𝑥) − (𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
) [𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)] − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

| 

 ≤ 𝐶(𝑏 − 𝑎)
3
2 [‖𝑓′‖2

2 −
(𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎))

2

𝑏 − 𝑎
]

1
2

    (3.21) 

 

yukarıda 𝑎 = 0, 𝑏 = 1 ve 𝑓 fonksiyonunu (3.20)’deki gibi seçilirse, 

 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑥 −
1

3
−

𝑥2

2

1

0

,     𝑓(0) = 0,     𝑓(1) = 𝑥 −
1

2
,     𝑓(𝑥) =

𝑥2

2
 

 

olur ve buradan da (3.21)’in sol tarafını 
1

12
 olarak elde edilir. Ayrıca (3.21)’in sağ tarafı 

da 
𝐶

2√3
 olarak elde edilir ve dolayısıyla 𝐶 ≥

1

2√3
 bulunur. 

1

2√3
 sabitinin (3.12)’deki en iyi 

sabit olduğu görülür ve böylece ispat tamamlanmış olur. 

[7] tarafından kurulan Ostrowski tipli eşitsizliklerde, daha iyi hata sınırı elde etmek için 

uygulamalar genişletilmiştir. 
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Teorem 3.2.4.  𝑓: 𝐼 ⊂ 𝑅 → 𝑅, 𝐼0 (I’ nın içi)’da 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼0 ve 𝑎 < 𝑏 diferensiyellenebilir 

bir dönüşüm olsun. Eğer 𝛾, 𝛤 ∈ ℝ sabitleri var ve öyleki her 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] için 𝛾 ≤ 𝑓′(𝑡) ≤

𝛤 ve 𝑓′ [𝑎, 𝑏]’de integrallenebilir ise, 

 

𝑆 =
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
 

 

olmak üzere 

 

|𝑓(𝑥) − (𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
)

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
−

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

| ≤
𝑏 − 𝑎

2
(𝑆 − 𝛾) (3.22) 

 

ve 

 

|𝑓(𝑥) − (𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
)

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
−

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

| ≤
𝑏 − 𝑎

2
(𝛤 − 𝑆) (3.23) 

  

dır. 

İspat. 𝑝(𝑥, 𝑡), (3.27)’deki gibi tanımlanan bir dönüşüm olsun. Kısmi integrasyonla, 

 

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑝(𝑥, 𝑡)𝑓′(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥) −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

  (3.24) 

 

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑝(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2

𝑏

𝑎

 (3.25) 

 

ve 

 

∫ 𝑓′(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

= 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) (3.26) 

 

elde edilir. (3.24)–(3.26)’dan 

𝑓(𝑥) − (𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
)

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
−

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎
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=
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑝(𝑥, 𝑡)𝑓′(𝑡)𝑑𝑡 −

1

(𝑏 − 𝑎)2
∫ 𝑓′(𝑡)𝑑𝑡 ∫ 𝑝(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 (3.27) 

 𝑅𝑛(𝑥) =
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑝(𝑥, 𝑡)𝑓′(𝑡)𝑑𝑡 −

1

(𝑏 − 𝑎)2
∫ 𝑓′(𝑡)𝑑𝑡 ∫ 𝑝(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 (3.28) 

 

elde edilir. Eğer  𝐶 ∈  𝑅 keyfi bir sabit ise, 

 

𝑅𝑛(𝑥) =
1

𝑏 − 𝑎
∫ (𝑓′(𝑡) − 𝐶) [𝑝(𝑥, 𝑡) −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑝(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠

𝑏

𝑎

]
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 (3.29) 

 

elde edilir. Çünkü,  

 

∫ [𝑝(𝑥, 𝑡) −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑝(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠

𝑏

𝑎

] 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

= 0  (3.30) 

 

dır. İlk olarak (3.29)’da 𝐶 = 𝛾 seçilirse, 

 

𝑅𝑛(𝑥) =
1

𝑏 − 𝑎
∫ (𝑓′(𝑡) − 𝛾) [𝑝(𝑥, 𝑡) −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑝(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠

𝑏

𝑎

]
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 

 

ve 

 

|𝑅𝑛(𝑥)| ≤
1

𝑏 − 𝑎
max

𝑡∈[𝑎,𝑏]
|𝑝(𝑥, 𝑡) − (𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
)| ∫ |𝑓′(𝑡) − 𝛾|𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 (3.31) 

 

elde edilir. (3.31)’de 

 

   max
𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑝(𝑥, 𝑡) − (𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
)| =

𝑏 − 𝑎

2
   (3.32) 

 

ve  

 

∫ |𝑓′(𝑡) − 𝛾|𝑑𝑡 =
𝑏

𝑎

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) − 𝛾(𝑏 − 𝑎) = (𝑆 − 𝛾)(𝑏 − 𝑎) 
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olduğundan 

 

|𝑅𝑛(𝑥)| ≤
𝑏 − 𝑎

2
(𝑆 − 𝛾) (3.33) 

 

elde edilir ve (3.27), (3.28) ve (3.33)’den kolayca (3.22) elde edilir. 

İkinci olarak (3.29) da 𝐶 = 𝛤 seçilirse 

 

𝑅𝑛(𝑥) =
1

𝑏 − 𝑎
∫ (𝑓′(𝑡) − 𝛤) [𝑝(𝑥, 𝑡) −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑝(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠

𝑏

𝑎

] 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 

ve 

 

|𝑅𝑛(𝑥)| ≤
1

𝑏 − 𝑎
max

𝑡∈[𝑎,𝑏]
|𝑝(𝑥, 𝑡) − (𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
)| ∫ |𝑓′(𝑡) − 𝛤|𝑑𝑡

𝑏

𝑎

   (3.34) 

 

elde edilir. 

 

∫ |𝑓′(𝑡) − 𝛤|𝑑𝑡 = 𝛤(𝑏 − 𝑎) − 𝑓(𝑏) + 𝑓(𝑎)
𝑏

𝑎

= (𝛤 − 𝑆)(𝑏 − 𝑎) (3.35) 

 

dır. (3.32), (3.34) ve (3.35)’den, 

 

|𝑅𝑛(𝑥)| ≤
𝑏 − 𝑎

2
(𝛤 − 𝑆)   (3.36) 

 

elde edilir. (3.27), (3.28) ve (3.36)’dan kolayca (3.23) elde edilir ve böylece ispat 

tamamlanmış olur. 

Teorem 3.2.5. 𝐼 ⊂ ℝ açık bir aralık ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼, 𝑎 < 𝑏 olsun. Eğer 𝑓: 𝐼 → ℝ bir 

diferensiyellenebilir fonksiyon öyle ki her 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] için 𝛾 ≤ 𝑓′(𝑡) ≤ 𝛤, 𝛾, 𝛤 ∈ ℝ 

olsun. 

𝑆 =
𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)

𝑏−𝑎
  ve 𝜆 ∈ [0,1] için  𝑎 + 𝜆

𝑏−𝑎

2
≤ 𝑥 ≤ 𝑏 − 𝜆

𝑏−𝑎

2
  olmak üzere, 
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|(𝑏 − 𝑎) [
𝜆

2
(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑥) − 𝛾(1 − 𝜆) (𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
)] − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

| 

≤ (𝑆 − 𝛾)𝑚𝑎𝑥 {𝜆
𝑏 − 𝑎

2
, 𝑥 − 𝑎 − 𝜆

𝑏 − 𝑎

2
, 𝑏 − 𝑥 − 𝜆

𝑏 − 𝑎

2
} (𝑏 − 𝑎)   (3.37) 

 

ve 

 

 

|(𝑏 − 𝑎) [
𝜆

2
(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑥) − 𝛤(1 − 𝜆) (𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
)] − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

| 

≤ (𝛤 − 𝑆)𝑚𝑎𝑥 {𝜆
𝑏 − 𝑎

2
, 𝑥 − 𝑎 − 𝜆

𝑏 − 𝑎

2
, 𝑏 − 𝑥 − 𝜆

𝑏 − 𝑎

2
} (𝑏 − 𝑎)   (3.38) 

 

dır. 

İspat. 

 

𝑘(𝑥, 𝑡) = {
𝑡 − (𝑎 + 𝜆

𝑏 − 𝑎

2
) , 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑥]

𝑡 − (𝑏 − 𝜆
𝑏 − 𝑎

2
) , 𝑡 ∈ (𝑥, 𝑏]

 (3.39) 

 

dönüşümü tanımlansın. Kısmi integrasyonla 

 

∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)
𝑏

𝑎

𝑓′(𝑡)𝑑𝑡

= ∫ [𝑡 − (𝑎 + 𝜆
𝑏 − 𝑎

2
)]

𝑥

𝑎

𝑓′(𝑡)𝑑𝑡 + ∫ [𝑡 − (𝑏 − 𝜆
𝑏 − 𝑎

2
)] 𝑓′(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑥

 

                    = (𝑏 − 𝑎) [
𝜆

2
(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑥)] − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎
   (3.40) 

 

 

elde edilir. Dahası  

 

∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

= ∫ [𝑡 − (𝑎 + 𝜆
𝑏 − 𝑎

2
)]

𝑥

𝑎

𝑑𝑡 + ∫ [𝑡 − (𝑏 − 𝜆
𝑏 − 𝑎

2
)] 𝑑𝑡

𝑏

𝑥

 

         =
1

2
[(𝑥 − 𝑎) − 𝜆

𝑏−𝑎

2
]

2

−
1

2
[(𝑥 − 𝑏) + 𝜆

𝑏−𝑎

2
]

2
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= (1 − 𝜆)(𝑏 − 𝑎) (𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
) (3.41) 

 

elde edilir.  𝐶 ∈  𝑅 bir sabit olsun. (3.40) ve (3.41)’den  

 

∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)[𝑓′(𝑡) − 𝐶]
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 = ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑓′(𝑡)
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 − 𝐶 ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

= (𝑏 − 𝑎) [
𝜆

2
(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑥) − 𝐶(1 − 𝜆) (𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
)] − ∫ 𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎

𝑑𝑡 (3.42) 

 

elde edilir. Eğer (3.42)’de 𝐶 = 𝛾  seçilirse, 

 

(𝑏 − 𝑎) [
𝜆

2
(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑥) − 𝛾(1 − 𝜆) (𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
)] − ∫ 𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎

𝑑𝑡 

= ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)[𝑓′(𝑡) − 𝛾]
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 (3.43) 

 

elde edilir. Diğer taraftan,  

 

 |∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)[𝑓′(𝑡) − 𝛾]
𝑏

𝑎

𝑑𝑡| ≤ max
𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑘(𝑥, 𝑡)| ∫ |𝑓′(𝑡) − 𝛤|𝑑𝑡 
𝑏

𝑎

  (3.44) 

 

elde edilir. Çünkü 

 

      max
𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑘(𝑥, 𝑡)| = 𝑚𝑎𝑥 {𝜆
𝑏 − 𝑎

2
, 𝑥 − 𝑎 − 𝜆

𝑏 − 𝑎

2
, 𝑏 − 𝑥 − 𝜆

𝑏 − 𝑎

2
})  (3.45) 

 

ve 

 

∫ |𝑓′(𝑡) − 𝛤|𝑑𝑡 = 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)
𝑏

𝑎

− 𝛾(𝑏 − 𝑎) = (𝑆 − 𝛾)(𝑏 − 𝑎) (3.46) 

 

dır. (3.43)–(3.46)’dan (3.37) elde edilmiş olur. Eğer (3.42)’de 𝐶 =  𝛤  seçilirse, 

 



22 

 

(𝑏 − 𝑎) [
𝜆

2
(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑥) − 𝛤(1 − 𝜆) (𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
)] − ∫ 𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎

𝑑𝑡 

= ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)[𝑓′(𝑡) − 𝛾]
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 (3.47) 

 

ve 

 

∫ |𝑓′(𝑡) − 𝛤|𝑑𝑡
𝑏

𝑎

= 𝛤(𝑏 − 𝑎) − (𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)) = (𝛤 − 𝑆)(𝑏 − 𝑎) (3.48) 

 

elde edilir. (3.45), (3.47) ve (3.48)’den kolayca (3.38) elde edilir ve böylece ispat 

tamamlanmış olur. 

Sonuç 3.2.1. Teorem 3.2.5’in varsayımı altında, 

 

|𝑓(𝑥)(𝑏 − 𝑎) − 𝛾(𝑏 − 𝑎) (𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
) − ∫ 𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎

𝑑𝑡| 

≤ (𝑆 − 𝛾) [
𝑏 − 𝑎

2
+ |𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
|] (𝑏 − 𝑎) (3.49) 

|𝑓(𝑥)(𝑏 − 𝑎) − 𝛤(𝑏 − 𝑎) (𝑥 −
𝑎 + 𝑏

2
) − ∫ 𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎

𝑑𝑡| 

≤ (𝛤 − 𝑆) [
𝑏 − 𝑎

2
+ |𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
|] (𝑏 − 𝑎) (3.50) 

 

dır. 

İspat. (3.37) ve (3.38)’de 𝜆 =  0 alınırsa 

 

𝑚𝑎𝑥{𝑥 − 𝑎, 𝑏 − 𝑥} =
1

2
[𝑏 − 𝑎 + |2𝑥 − 𝑎 − 𝑏|] =

𝑏 − 𝑎

2
+ |𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
|   (3.51) 

 

elde edilir. Yukarıdaki ispatta 

 

𝑚𝑎𝑥{𝐴, 𝐵} =
1

2
[𝐴 + 𝐵 + |𝐴 − 𝐵|],      𝑎, 𝑏 ∈ ℝ 
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eşitliği kullanıldı. (3.51)’deki eşitlikten, (3.49) ve (3.50)’nin geçerli olduğu kolayca 

görülür. 

Sonuç 3.2.2. Teorem 3.2.5’in varsayımı altında,  

 

|
𝑏 − 𝑎

2
[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] − ∫ 𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎

𝑑𝑡| ≤ (𝑆 − 𝛾)
(𝑏 − 𝑎)2

2
 (3.52) 

|
𝑏 − 𝑎

2
[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] − ∫ 𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎

𝑑𝑡| ≤ (𝛤 − 𝑆)
(𝑏 − 𝑎)2

2
 (3.53) 

 

dır. 

İspat. (3.37) ve (3.38)’de 𝜆 =  1 alınırsa, bu durumda 

 

𝑥 =
 𝑎 + 𝑏

2
 

 

ve 

 

𝑚𝑎𝑥 {𝜆
𝑏 − 𝑎

2
, 𝑥 − 𝑎 − 𝜆

𝑏 − 𝑎

2
, 𝑏 − 𝑥 − 𝜆

𝑏 − 𝑎

2
} =

𝑏 − 𝑎

2
 

 

elde edilir. (3.52) ve (3.53) açıkça görülmüş olunur. 

Sonuç 3.2.3. Teorem 3.2.5’in varsayımı altında,  

 

|(𝑏 − 𝑎) [
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

4
+

1

2
𝑓(𝑥) −

𝛾

2
(𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
)] − ∫ 𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎

𝑑𝑡| 

≤ (𝑆 − 𝛾) [
𝑏 − 𝑎

4
+ |𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
|] (𝑏 − 𝑎)   (3.54) 

|(𝑏 − 𝑎) [
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

4
+

1

2
𝑓(𝑥) −

𝛤

2
(𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
)] − ∫ 𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎

𝑑𝑡| 

≤ (𝛤 − 𝑆) [
𝑏 − 𝑎

4
+ |𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
|] (𝑏 − 𝑎)   (3.55) 

 

dır. 
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İspat. (3.37) ve (3.38)’de 𝜆 =  
1

2
  alınırsa, o halde 

 

𝑚𝑎𝑥 {
𝑏 − 𝑎

4
, 𝑥 −

3𝑎 + 𝑏

4
,
𝑎 + 3𝑏

4
− 𝑥} 

                           = 𝑚𝑎𝑥 {
1

2
(𝑥 − 𝑎 + |𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
|) ,

1

2
(𝑏 − 𝑥 + |𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
|)}

=
1

4
[𝑏 − 𝑎 + 2 |𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
| + |2𝑥 − (𝑎 + 𝑏)|] =

𝑏 − 𝑎

4
+ |𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
| 

 

elde edilir. (3.54) ve (3.55) açıkça görülmüş olur. 

Sonuç 3.2.4. Teorem 3.2.5’in varsayımı altında, 

 

|
𝑏 − 𝑎

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑏)] −

2𝛾

3
(𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
) − ∫ 𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎

𝑑𝑡| 

≤ (𝑆 − 𝛾) [
𝑏 − 𝑎

3
+ |𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
|] (𝑏 − 𝑎)   (3.56) 

 

ve  

 

|
𝑏 − 𝑎

6
[𝑓(𝑎) + 4𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑏)] −

2𝛤

3
(𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
) − ∫ 𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎

𝑑𝑡| 

≤ (𝛤 − 𝑆) [
𝑏 − 𝑎

3
+ |𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
|] (𝑏 − 𝑎)    (3.57) 

 

dır. 

İspat. (3.37) ve (3.38)’de 𝜆 =  
1

3
  alınırsa, bu durumda 

 

𝑚𝑎𝑥 {𝜆
𝑏 − 𝑎

2
, 𝑥 − 𝑎 − 𝜆

𝑏 − 𝑎

2
, 𝑏 − 𝑥 − 𝜆

𝑏 − 𝑎

2
} 

= 𝑚𝑎𝑥 {
𝑏 − 𝑎

6
, 𝑥 −

5𝑎 + 𝑏

6
,
𝑎 + 5𝑏

6
− 𝑥} 

= 𝑚𝑎𝑥 {
1

2
(𝑥 − 𝑎 + |𝑥 −

2𝑎 + 𝑏

3
|) ,

1

2
(𝑏 − 𝑥 + |𝑥 −

𝑎 + 2𝑏

3
|)} 

= {
𝑏 − 𝑎

6
,
𝑏 − 𝑎

3
+ |𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
|} 

=
1

2
[
𝑏 − 𝑎

2
+ |𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
| + |

𝑏 − 𝑎

6
+ (𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
)|] 
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=
𝑏 − 𝑎

3
+ |𝑥 −

𝑎 + 𝑏

2
| 

 

elde edilir. (3.56) ve (3.57) açıkça görülmüş olur. 

Hatırlatma 3.2.3. Eğer (3.49) ve (3.50); (3.54) ve (3.55); (3.56) ve (3.57)’de  

𝑥 =
𝑎+𝑏

2
 alınırsa, 𝑥’e bağlı olmayan eşitsizlikler elde edilir. 

3.3. DİĞER OSTROWSKİ TİPLİ EŞİTSİZLİKLER 

Bu bölümde, n-li diferensiyellenebilir dönüşümlerle ilgili çeşitli araştırmacılar 

tarafından kurulan bazı Ostrowski tipli eşitsizlikler sırasıyla verilecek. Aşağıda, 

eşitsizlikler verilmiştir. 

Teorem 3.3.1. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ bir dönüşüm olsun öyleki  𝑓(𝑛−1), [𝑎, 𝑏] de mutlak sürekli 

ve her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 𝑓(𝑛) ∈ 𝐿∞[𝑎, 𝑏] için 

 

|∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 − ∑ [
(𝑏 − 𝑥)𝑘+1 + (−1)𝑘(𝑥 − 𝑎)𝑘+1

(𝑘 + 1)!
] 𝑓𝑘(𝑥)

𝑛−1

𝑘=0

𝑏

𝑎

| 

            ≤
‖𝑓(𝑛)‖

∞

(𝑛 + 1)!
[(𝑥 − 𝑎)𝑛+1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛+1] 

≤
‖𝑓(𝑛)‖

∞

(𝑛 + 1)!
(𝑏 − 𝑎)𝑛+1 (3.58) 

 

‖𝑓(𝑛)‖
∞

= sup
𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑓(𝑛)(𝑡)| < ∞ olduğunda (3.58) eşitsizliği elde edilir. 

İspat. Hipotezden, aşağıdaki tanımlama yapılabilinir; 

 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = ∑ [
(𝑏 − 𝑥)𝑘+1 + (−1)𝑘(𝑥 − 𝑎)𝑘+1

(𝑘 + 1)!
] 𝑓𝑘(𝑥)

𝑛−1

𝑘=0

𝑏

𝑎

 

+(−1)𝑛 ∫ 𝐸𝑛(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑛)(𝑡)
𝑏

𝑎

𝑑𝑡. (3.59) 

 

Her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 𝐸𝑛(𝑥, 𝑡) olmak üzere (3.59)’dan,  
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|∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 − ∑ [
(𝑏 − 𝑥)𝑘+1 + (−1)𝑘(𝑥 − 𝑎)𝑘+1

(𝑘 + 1)!
] 𝑓𝑘(𝑥)

𝑛−1

𝑘=0

𝑏

𝑎

| 

= |∫ 𝐸𝑛(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑛)(𝑡)
𝑏

𝑎

𝑑𝑡| ≤ ‖𝑓(𝑛)‖
∞

∫ |𝐸𝑛(𝑥, 𝑡)|𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

= ‖𝑓(𝑛)‖
∞

[∫
(𝑡 − 𝑎)𝑛

𝑛!

𝑥

𝑎

𝑑𝑡 + ∫
(𝑏 − 𝑡)𝑛

𝑛!

𝑏

𝑥

𝑑𝑡] =
‖𝑓(𝑛)‖

∞

(𝑛 + 1)!
[(𝑥 − 𝑎)𝑛+1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛+1] 

 

ifadesini elde edilir ve (3.58) eşitsizliği kanıtlanmış olur. (3.58)’deki ikinci eşitsizliğin 

ispatı 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 

 

(𝑥 − 𝑎)𝑛+1 + (𝑏 − 𝑥)𝑛+1 ≤ (𝑏 − 𝑎)𝑛+1 

 

eşitsizliğinden çıkar. 

Hatırlatma 3.3.1 (3.1)’de 𝑥 =
𝑎+𝑏

2
 alınırsa, 

 

   |∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

− ∑ [
1 + (−1)𝑘

(𝑘 + 1)!
]

𝑛−1

𝑘=0

(𝑏 − 𝑎)𝑘+1

2𝑘+1
𝑓(𝑘) (

𝑎 + 𝑏

2
)| 

≤
‖𝑓(𝑛)‖

∞

2𝑛(𝑛 + 1)!
(𝑏 − 𝑎)𝑛+1 (3.60) 

 

eşitsizliği elde edilir. Eğer  (3.58)’de 𝑛 =  1 seçilirse basit bir hesaplamayla, Ostrowski 

nin (Teorem 2.1.4)’deki eşitsizliği elde edilir. Diğer bir sonuç benzer olarak Teorem 

3.5. [8]’in elde ettiği aşağıdaki teoremdir. 

Teorem 3.3.2.  𝑓: 𝐼 ⊆ 𝑅 → 𝑅  aralığında olsun. Varsayalım ki 𝑓 in n-lisi 𝐼0 (I nın içi) da 

diferensiyellenebilir ve 𝑓(𝑛), [𝑎, 𝑏] üzerinde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼0, 𝑎 < 𝑏 integrallenebilir ve 

varsayalım ki her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için  𝛾 ve Γ reel sabitleri için 𝛾 ≤ 𝑓(𝑛) ≤ 𝛤 olsun. 𝑥 ∈

[𝑎, 𝑏] için  

 

𝑅𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥) +
1

𝑏 − 𝑎
∑

(𝑏 − 𝑥)𝑘+1 + (−1)𝑘(𝑥 − 𝑎)𝑘+1

(𝑘 + 1)!
𝑓𝑘(𝑥)

𝑛−1

𝑘=1
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+
(𝑏 − 𝑥)𝑛+1 + (−1)𝑛(𝑥 − 𝑎)𝑛+1

(𝑛 + 1)! (𝑏 − 𝑎)2
[𝑓(𝑛−1)(𝑏) − 𝑓(𝑛−1)(𝑎)] −

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

 

tanımlanır. O halde, her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için, 

 

|𝑅𝑛(𝑥)| 

≤
𝛤 − 𝛾

2(𝑛)!
[
(𝑥 − 𝑎)2𝑛+1 − (𝑥 − 𝑏)2𝑛+1

(𝑏 − 𝑎)(2𝑛 + 1)
− (

(𝑥 − 𝑎)𝑛+1 − (𝑥 − 𝑏)𝑛+1

(𝑏 − 𝑎)(𝑛 + 1)
)

2

]

1
2

 (3.61) 

 

dır.  

İspat. Hipotezden (3.59) eşitliği kullanılır ve yeniden yazılırsa 

 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

= (𝑏 − 𝑎)𝑓(𝑥) + ∑
(𝑏 − 𝑥)𝑘+1 + (−1)𝑘(𝑥 − 𝑎)𝑘+1

(𝑘 + 1)!
𝑓𝑘(𝑥)

𝑛−1

𝑘=1

 

(−1)𝑛 ∫ 𝐸𝑛(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑛)(𝑡)
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 

 

olur. Ayrıca,  

  

(−1)𝑛+1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝐸𝑛(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑛)(𝑡)

𝑏

𝑎

𝑑𝑡 

= 𝑓(𝑥) +
1

𝑏 − 𝑎
∑

(𝑏 − 𝑥)𝑘+1 + (−1)𝑘(𝑥 − 𝑎)𝑘+1

(𝑘 + 1)!
𝑓𝑘(𝑥)

𝑛−1

𝑘=1

 

−
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

, (3.62) 

 

 

∫ 𝐸𝑛(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 =
𝑏

𝑎

∫
(𝑡 − 𝑎)𝑛

𝑛!

𝑥

𝑎

𝑑𝑡 + ∫
(𝑡 − 𝑏)𝑛

𝑛!

𝑏

𝑥

𝑑𝑡 =
(𝑥 − 𝑎)𝑛+1 − (𝑥 − 𝑏)𝑛+1

(𝑛 + 1)!
 

= (−1)𝑛+1
(𝑏 − 𝑥)𝑛+1 + (−1)𝑛(𝑥 − 𝑎)𝑛+1

(𝑛 + 1)!
 

 

ve 
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∫ 𝑓(𝑛)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

= 𝑓(𝑛−1)(𝑏) − 𝑓(𝑛−1)(𝑎) 

 

dır. Böylelikle, 

 

−
(−1)𝑛+1

(𝑏 − 𝑎)2
∫ 𝐸𝑛(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 ∫ 𝑓(𝑛)(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

=
(𝑏 − 𝑥)𝑛+1 + (−1)𝑛(𝑥 − 𝑎)𝑛+1

(𝑛 + 1)! (𝑏 − 𝑎)2
[𝑓(𝑛−1)(𝑏) − 𝑓(𝑛−1)(𝑎)] (3.63) 

 

elde edilir. (3.62) ve (3.63) kullanılarak,  

 

(−1)𝑛+1 [
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝐸𝑛(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑛)(𝑡)𝑑𝑡 −

1

(𝑏 − 𝑎)2
∫ 𝐸𝑛(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑛)(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

] 

 

İfadesinin 𝑅𝑛(𝑥)’e eşit olduğu görülür. Şimdi Teoremde  𝐸𝑛(𝑥,∙) ve 𝑓(𝑛)(∙) olduğu 

yerde sırasıyla 𝑓 ve 𝑔 yi uygulanırsa, 

 

  |𝑅𝑛(𝑥)| ≤
1

2
(𝛤 − 𝛾)√𝑇(𝐸𝑛(𝑥,∙), 𝐸𝑛(𝑥,∙))  (3.64) 

 

elde edilir. 𝑇(∙,∙)  fonksiyonu (3.59)’da verilmiştir ve zaten hesaplanmıştı. 

 

∫ 𝐸𝑛(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 =
𝑏

𝑎

(𝑥 − 𝑎)𝑛+1 − (𝑥 − 𝑏)𝑛+1

(𝑛 + 1)!
 

∫ 𝐸𝑛
2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 =

𝑏

𝑎

(𝑥 − 𝑎)2𝑛+1 − (𝑥 − 𝑏)2𝑛+1

(𝑛!)2(2𝑛 + 1)
 

 

öyle ki  

 

𝑇(𝐸𝑛(𝑥,∙), 𝐸𝑛(𝑥,∙)) =
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝐸𝑛

2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 −
1

(𝑏 − 𝑎)2
(∫ 𝐸𝑛(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

)

2𝑏

𝑎

 

=
1

(𝑛!)2

(𝑥 − 𝑎)2𝑛+1 − (𝑥 − 𝑏)2𝑛+1

(𝑏 − 𝑎)(2𝑛 + 1)
− (

(𝑥 − 𝑎)𝑛+1 − (𝑥 − 𝑏)𝑛+1

(𝑏 − 𝑎)(𝑛 + 1)
)

2

 (3.65) 
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dır. (3.64) ve (3.65) birleştirilirse, (3.61) elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Aşağıda Pachpatten’in kurmuş olduğu yeni genelleme eşitsizliği, bir çift 

diferensiyellenebilir n-li dönüşüm ile ilgilidir [9]. 

Bu bölümde ayrıca [10]-[41] numaralı kaynaklardan yararlanılmıştır. 
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA 

4.1. DİĞER OSTROWSKİ TİPLİ EŞİTSİZLİKLER 

Teorem 4.1.1.   Rbaf →,: , ( )ba,  üzerinde tanımlı ve diferansiyellenebilir, 

( ) Rbaf →,:' , ( )ba, ’de sınırlı, 
( )

( ) =



tff

bat

'sup:'
,

 olsun. Bu durumda her 

 bax ,  için 

 

 ( ) ( )
( )

( )


−



















−








 +
−

+
−

−  '
2

4

11
2

fab
ab

ba
x

dttf
ba

xf
b

a
   (4.1) 

 

eşitsizliği vardır. Buradaki 
4

1
 en iyi sabittir [42].      

İspat. İlk olarak 

 

( )




−

−
=

btxbt

xtaat
txP

,

,
,  

 

çekirdeği göz önüne alınsın. Buna göre kısmi  integrasyon yöntemi kullanılırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dttfbtdttfatdttftxP
b

x

x

a

b

a
''',  −+−=  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −−+−−=
b

x

b

x

x

a

x

a
dttftfbtdttftfat  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dttfxfxbdttfxfax
b

x

x

a  −−+−−=  

                                ( ) ( ) ( )dttfxfab
b

a−−=  

 

olur. Böylece 
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( ) ( ) ( ) ( )dttftxP
ab

dttf
ab

xf
b

a

b

a
',

11
 −

+
−

=           

   

elde edilir. Buradan, 

( ) ( ) ( ) ( )dttftxP
ab

dttf
ab

xf
b

a
',

11

−
+

−
−   

 

olur. Her iki tarafın mutlak değeri alınıp, işlemler yapılırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( )dttftxP
ab

dttf
ab

xf
b

a

b

a  −


−
− ',

11
 

( ) ( ) ( ) ( )dttfab
ab

dttfat
ab

b

x

x

a  −
−

+−
−

= '
1

'
1

 

( ) ( )




 −+−

−
 

 dtabdtat
ab

f b

x

x

a

'
 

( ) ( )













 −
−

−

−



b

x

x

a

tbat

ab

f

22

' 22

 

( )
( ) ( ) 22

2

'
xbax

ab

f
−+−

−
=   

 

elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

 

( )
( )





















−








 +
−

+−
 2

2

2

4

1
'

ab

ba
x

abf  

 

olur. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 4.1.2. RRf m →: , D  üzerinde tanımlı ve diferansiyellenebilir ve D ’de 

( )miMM
x

f
ii

i

,...,1;0 =



 olsun. Bu durumda, her ( ) DxxxX m = ,...,, 21  için 
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( )
( )

( )

=

−

−
m

m

b

a
mm

b

am

i

ii

dydyyyf

ab

Xf ,...,,...,...
1

11

1

1

1

 

                           
( )

( ) iii

ii

ii

i

Mab
ab

ba
x

−





















−








 +
−

+
2

2

2

4

1
                                                  (4.2) 

 

İspat. ( )mxxX ,...,1= , ( )myyY ,...,1=  için DYX ,  olsun. O halde Taylor Formülü 

yardımıyla,  

( ) ( )( )mmm yxyyxyC −+−+=  ,...,111  , 10     olmak üzere, 

 

                                  ( ) ( )
( )

( )
=

−



=−

m

i

ii

i

yx
x

Cf
YfXf

1

                                              (4.3) 

 

yazılır. (4.3) eşitliğinin her iki tarafının Y ’ye göre integral alınırsa bu durumda 

 

( ) ( )
( )

( )
=

−



=−

m

i D

ii

iDD

dYyx
x

Cf
dYYfdYXf

1

. 

 

mdydydY ...1=       ve     ( ) ( )
=

−=
m

i

ii abDm
1

          olmak üzere, 

 

                    ( ) ( ) ( )
( )

( ) 
=

−



=−

m

i

ii

iDD

dYyx
x

Cf
dYYfDmXf

1

......                            (4.4)    

                               

yazılır. Burada (4.4) eşitliğinin her iki tarafının mutlak değeri alınırsa, 

 

( ) ( ) ( )
( )

( )dYyx
x

Cf
dYYfDmXf ii

m

i iDD

−



−   

=1

......  
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olur. Her DX   için 
( )

( )miMM
x

Cf
ii

i

,...,1;0 =



 olduğundan   

 

                        ( ) ( ) ( ) dYyxMdYYfDmXf ii

D

i

D

 −− ......                                  (4.5)                                                                                                

dır. (4.5) eşitsizliğinin sağ tarafındaki bir integralini 

 

( )
2

2

24

1







 +
−+−=−

ii

iiii

b

a
ii

ba
xabdyyx

i

i

 

   

şeklinde hesaplanırsa, 

( )
i

b

a
ii

ii

iii

D

dyyx
ab

Dm
dyyx

i

i
 −

−
=−...  

( )( )
( )





















−








 −
−

+−=
2

2

2

4

1

ii

ii

i

ii
ab

ba
x

abDm  

 

elde edilir. Son ifade  (4.5) eşitsizliğinde yerine yazılır ve her iki taraf ( ) 0Dm  olduğu 

için ( )Dm ’ye her iki taraf bölünürse ispatlanmış olur. 

Teorem 4.1.2’nin genelleştirilmiş hali aşağıdaki gibidir [42]. 

Teorem 4.1.3. RRf m →: , D  üzerinde tanımlı, diferansiyellenebilir ve D ’de 

( )miMM
x

f
ii

i

,...,1;0 =



 olsun. Ayrıca, ( )XpX →   p fonksiyonu tanımlı, 

integrallenebilir ve her DX   için ( ) 0Xp  olsun. Bu durumda her DX   için 

 

( )
( ) ( )

( )

( )

( )dYYp

dYyxYpM

dYYp

dYYfYp

Xf

D

ii

D

m

i

i

D

D







 −

−
=

...

...

...

...
1

        

dır.                              
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İspat. Teorem 4.1.2’deki ispatın benzeri olarak ispat açıktır. Taylor serisi yazılıp ( )Yp  

çarpılarak benzer şekilde ispat yapılır. 

    

Teorem 4.1.4 için aşağıdaki formülü kullanılacaktır: 

 

Nnm ,  ( )mi ,...,1= ; 

1...0 10 ==
iinii aaa  ( )mi ,...,1= ; 

iii ikikik axa −1 , 
1−

−=
iii ikikik aa  ( )mink ii ,...,1;,...,1 ==  

( )mkkk ,...,1= , ( )mxxX ,...,1= , ( )
mmkkk xxX ,...,

11= ; 

 mixXD i ,...,1;10 == ; 

( ) ( ) minkaxaXkD iiikikikk iii
,...,1;,...,1

1
===

−
; 

mdxdxdX ,...,1= ; 

( ) ( ) ( )dXXfXfkfE

k

i

D

m

i

ik

k 

=

−= ...
1

;

1



 

Teorem 4.1.4. RRf m →: , D  üzerinde tanımlı, diferansiyellenebilir ve D ’de 

iM
x

f






1

 ( )miM i ,...,1;0 =  olsun. Bu durumda ( ) ( ) ( )22

1
; taatktH

ii ikiki −+−=
−

 

olmak üzere, 

 

( ) ( ) 
==

−
m

m

m

i n

k

kmkk

n

kD

XfdXXf
1

1

1

.........
1

1

  

                                               ( )













 

==

i

i

n

k

iik

m

i

i kxHM
11 1

;
2

1
.                                           (4.6) 

 

İspat. Teorem 4.1.2 yardımıyla 

 

( ) ( )
( )

( )dXXfXfkfE
kD

m

i

ik

k

i



=

−= ...
1

;

1


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eşitliği  

                                       ( ) ( )
=


m

i

iik

i

i kxH
ik

M
kfE

i

1

;
2

1
;


                                              (4.7) 

 

şeklinde yazılır.  ( ) DkD
m

m

i n

k

n

k

=
==


111

...  olduğundan, 

 

( ) ( )( )
==

−
m

m

m

i n

k

mkk

n

kD

kXfdXXf
1

1

1

.........
1

1

  

( )
==

=
m

m

m

i n

k

mkk

n

k

kfE
1

1

1

;......
1

1

  

 

dır. Buradan da  (4.7) eşitsizliği yerine yazılırsa, 

 

( ) ( )
==

−
m

m

m

i n

k

kmkk

n

kD

XfdXXf
1

1

1

.........
1

1

  

( )  














==

m

m

i

i

m

i n

k

m

i

iik

ik

i

mkk

n

k

kxH
M

1

1

1

;......
2

1
1

1


  

( )













= 

==

i

i

n

k

iik

m

i

i kxHM
11 1

;  

 

olur. Böylece ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.1.1. Eğer Teorem 4.1.4’de 
ii ikik ax =  veya 1−=

ii ikik ax  alınırsa, (4.4) eşitsizliği 

 

  ( ) ( )   
= ===














−

m

i

n

k

iki

n

k

kmkk

n

kD

i

i

m

m

m

i

MXfdXXf
1 1

2

1

1

1 1

1

1
2

1
.........   

 

olur. Ayrıca, eğer 
i

ik
ni

1
=  alınırsa, 

( ) ( )  
===

−
m

i i

i

n

k

k

n

kmD
n

M
Xf

nn
dXXf

m

m

i

1111 2

1
...

...

1
...

1
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olur.  

Sonuç 4.1.2. Eğer Teorem 4.1.4’de ( )
iii ikikik aax += −1

2

1
 alınırsa, (4.4) eşitsizliği  

 

( ) ( )  
= ===














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m
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n

kmD

i

i

m

m
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dXXf
1 1

2

111 11
4

1
...

...

1
...   

 

olur. Ayrıca, eğer 
i

ik
ni

1
=  alınırsa, 

( ) ( ) 
===

−
m

i i

i

n

k

k

n

kmD
n

M
Xf

nn
dXXf

m

m

i
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1
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1
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1

 

 

dır. 

Teorem 4.1.5. RRf m →: , ( ) ( ) mibxaxxD iiim ,...,1,...,1 ==  üzerinde tanımlı, 

diferansiyellenebilir ve D ’de i

i

M
x

f





( )miM i ,...,1;0 =   olsun. Ayrıca, ( )xpx →  

p fonksiyonu integrallenebilir ve her Dx  için ( ) 0xp  olsun. Bu durumda her Dx  

için 

                    ( )
( ) ( )

( )

( )

( )





 −

−
=

D

D

ii

m

i

i

D

D

dyyp

dyyxypM

dyyp

dyyfyp

xf
1

                                      (4.8)     

 

dır [43]. 

4.2. İKİ KATLI  İNTEGRALLERDE OSTROWSKİ TİPLİ EŞİTSİZLİKLER 

4.2.1. 


. - Norma Ait Fonksiyonlar İçin Eşitsizlikler 

İki değişkenli fonksiyonlar için aşağıdaki Ostrowski tipli eşitsizliği vardır [44],[45]. 
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Teorem 4.2.1.1.     Rdcbaf → ,,:  fonksiyonu sürekli olsun. Eğer 
yx

f
f xy




=

2

, 

   dcba ,,   üzerinde ve    ( )dcbaLf xy ,,   , yani,  

( ) ( ) ( )

( )





=


 yx

yxf
essf

dcbayx
st

,
sup:

2

,,,

 ise her ( )    dcbayx ,,,   için  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
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
 −−−−−−−   yxfabcddsysfcddttxfabdsdttsf
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a

d

c

b

a

d

c
,,,,  

              ( ) ( )




















 +
−+−









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

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 +
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2

2

2

2

24

1

24

1
tsf

dc
ycd
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xab                    (4.9) 

 

dır. 

İspat.   Rbap →
2

,: ,   Rdcq →
2

,:  olmak üzere, 

  

( )
 
( 




−
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çekirdekleri tanımlansın. Her ( )    dcbayx ,,,   için 

 

( ) ( ) ( ) 
b

a

d

c
st dtdstsftyqsxp ,,,  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )   −−+−−=
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y
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y
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yazılır.  
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c
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                                  ( ) ( ) ( ) ( )
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eşitliği yazılır. Benzer şekilde, 
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yazılır. Diğer yandan, 

 

( )( ) ( )  −−
b

x
st

y

c
dtdstsfctbs ,  

                             ( ) ( ) ( ) ( )  



 −−−=

b

x

y

c
ss dsdttsfysfcybs ,,  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) dtdstsfbsdsysfbscy
y

c

b

x
s

b

x
s   





 −−−−= ,,  

                            ( ) ( ) ( ) ( )




 −−−= 

b

x
dsysfyxfxbcy ,,  

                                ( ) ( ) ( )  



 −−−

y

c

b

x
dtdstsftxfxb ,,  
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                             ( )( ) ( ) ( ) ( )−−−−=
b

x
dsysfcyyxfxbcy ,,      

                                 ( ) ( ) ( ) dsdttsfdttxfxb
b

x

y

c

y

c   +−− ,,                                        (4.12) 

 

ve  

 

( )( ) ( )  −−
b

x

d

y
st dtdstsfdtbs ,  

                            ( ) ( ) ( ) ( )  



 −−−=

b

x

d

y
ss dsdttsfysfydbs ,,  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  




 −−−−=

d

y

b

x
s

b

x
s dtdstsfbsdsysfbsyd ,,  

                            ( ) ( ) ( ) ( )




 −−−= 

b

x
dsysfyxfxbyd ,,  

                                ( ) ( ) ( ) dtdstsftxfxb
d

y

b

x  



 −−− ,,  

                            ( )( ) ( ) ( ) ( )−−−−=
b

x
dsysfydyxfxbyd ,,  

                                  ( ) ( ) ( ) dsdttsfdttxfxb
b

x

d

y

d

y   +−− ,,                                         (4.13) 

 

dır. (4.11)-(4.13) eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa 

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )  ( )yxfxbcyxbydydaxaxcy ,−−+−−+−−+−−  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −−−−−−
y

c

b

x

x

a
dttxfabdsysfcddsysfcd ,,,  

( ) ( ) ( ) ( )   ++−−
x

a

d

y

x

a

y

c

d

y
dtdstsfdtdstsfdttxfab ,,,  

( ) ( )   ++
b

x

y

c

b

x

d

y
dtdstsfdsdttsf ,,  

( )( ) ( ) ( ) ( )−−−−=
b

a
dsysfcdyxfabcd ,,  

( ) ( ) ( )  +−−
b

a

d

c

b

c
dtdstsfdttxfab ,,  

 

ifadesi elde edilir. Son ifade yerine yazılırsa, her ( )    dcbayx ,,,   için 
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( ) ( ) ( ) dsdttsftyqsxp
b

a

d

c
st  ,,,  

( )( ) ( ) ( ) ( )−−−−=
b

a
dsyxfcdyxfabcd ,,  

                                        ( ) ( ) ( ) dsdttsfdttxfab
b

a

d

c

d

c   +−− ,,                                 (4.14) 

 

olur. (4.14) eşitliğinin her iki tarafının mutlak değeri alınırsa, 

 

      ( ) ( ) ( )

 −−  

d

c

b

a

d

c
dttxfabdtdstsf ,,  

                   ( ) ( ) ( )( ) ( )

−−−−+  yxfabcddsyxfcd

b

a
,,  

( ) ( ) ( ) 
b

a

d

c
st dtdstsftyqsxp ,,,  

                                           ( ) ( ) 









 

dttyqdssxpf
d

c

b

a
ts ,,''

,
                              (4.15) 

 

olur. (4.15) eşitsizliğinin sağ tarafındaki integraller hesaplanırsa 

 

( ) ( ) ( ) −−=
b

x

x

a

b

a
dssbdsasdssxp ,  

( ) ( )
( )

2

2
22

24

1

2







 +
−+−=

−−
=

ba
xab

xbax
 

 

ve  

 

( ) ( )
2

2

24

1
, 







 +
−+−=

ba
ycddttyq

d

c
 

 

olur. Son olarak, bu integraller (4.15) eşitsizliğinde yerine yazılırsa istenilen (4.9) 

eşitsizliği elde edilir. 

Sonuç 4.2.1.1. Teorem 4.2.1.1’in şartları altında 
2

ba
x

+
= , 

2

dc
y

+
=   alınırsa, 
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( ) ( ) dtt
ba

fabdtdstsf
d

c

b

a

d

c 










 +
−−   ,

2
,  

                         ( ) ( )( ) 










 ++
−−−







 +
−+  2

,
22

,
dcba

fabcdds
dc

sfcd
b

a
 

                                      ( ) ( )


−− ''

,

22

16

1
tsfcdab                                                   (4.16) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

Uyarı 4.2.1.1. Teorem 4.2.1.1’deki 
4

1
 en iyi sabittir. Gerçekten, ( )    dcbayx ,,,   

için f  fonksiyonu Teorem 4.2.1.1’deki şartları sağlamak üzere, 

 

( ) ( ) ( )

 −−  

d

c

b

a

d

c
dttxfabdtdstsf ,,  

                                          ( ) ( ) ( )( ) ( )

−−−−+  yxfabcddsysfcd

b

a
,,          

                    ( ) ( )




















 +
−+−



















 +
−+− stf

dc
ycdc

ba
xabc

2

2

2

2

2

1
22

           (4.17) 

 

olacak şekilde 









4

1
,0, 21 cc  olsun. Bu durumda, ax = , cy =  ve ( ) sttsf =,  

fonksiyonu için 

 

( )
( )( )

4
,

2222 cdab
dsdttsf

b

a

d

c

−−
=  ,  

( )
( )

2
,

22 cda
dttxf

d

c

−
= , 

( )
( )

2
,

22 abc
dsysf

b

a

−
= , 

1=


stf  

bulunur. Böylece bu değerler (4.17)’de yerine yazılırsa, 

( )( )
( )

( )
24

222222 cda
ab

cdab −
−−

−−
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( )
( )

( )( )acabcd
abc

cd −−+
−

−−
2

22

 

( ) ( ) 







+−








+−

4

1

4

1
2

2

1

2
ccdcab  

 

yani 

  

( )( )
( ) ( ) 








+








+−−

−−

4

1

4

1

4
21

22
2222

cccdab
adab

 

 

dır. Buradan, 

 

                                                    







+








+

4

1

4

1

4

1
21 cc                                             (4.18) 

 

sonucu ortaya çıkar. 









4

1
,0, 21 cc  olduğundan dolayı 

  

2

1

4

1
1 +c , 

2

1

4

1
2 +c  

 

dır. Bu durumda 

 

4

1

4

1

4

1
21 








+








+ cc  

 

olur. Bu da (4.18) eşitsizliğiyle çelişir. 

Uyarı 4.2.1.2. Teorem 4.2.1.1’de  yx =  için ( ) ( ) ( )thshtsf =, ,   Rbah →,: ve 




'h  alınırsa (4.9) eşitsizliği 

( ) ( ) ( )( ) ( ) −−
b

a

b

a

b

a
dsshabxhdsshdssh  

( )( ) ( ) ( ) ( )xhabdsshabxh
b

a

222
−+−−   
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( ) 2

2
2

2

24

1




















 +
−+− h

ba
xab  

 

yani,  

 

( ) ( )( ) ( ) 2

2

2
2

24

1
















 +
−+−





 −− h

ba
xababxhdssh

b

a
 

 

olur. Bu Ostrowski eşitsizliğidir. Sonuç olarak (4.9) eşitsizliği iki katlı integraller için 

klasik Ostrowski eşitsizliğinin bir genelleşmesidir. 

4.2.2. Hacim Formülü İçin Uygulamalar 

bxxxxaI nnn == −110 ...: , byyyycJ mmm == −110 ...:  ve  1, + iii xx  

( )1,...,0 −= ni ,  1, + iij yy ( )1,...,0 −= mj  keyfi parçalanmalar olsun. Burada, 

 

( ) =
b

a

d

c
dsdttsfD ,:  

 

integralini hesaplamak için  

 

iii xxh −= +1: ( )1,...,0 −= ni , jjj yyl −= +1: ( )1,...,0 −= mj  

 

 olmak üzere, 

 

( ) ( ) 
−

=

−

=

+

=
1

0

1

0

1

,:,,,,
n

i

m

j

y

y
iimn

j

j

dttfhJIfC   

                                     ( ) ( )
−

=

−

=

−

=

−

=

−+
+

1

0

1

0

1

0

1

0

,,
1

n

i

m

j

jiji

x

x
j

n

i

m

j

j flhdssfl
i

i

                        (4.19) 

 

toplamı ele alındığında, aşağıdaki hacim formülü verilir. 

Teorem 4.2.2.1.     Rdcbaf → ,,:  Teorem 4.2.1.1’deki gibi ve  ,,, mn JI  

yukarıdaki gibi olsun. O halde 
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                        ( ) ( ) ( ) ,,,,,,,,, mnmn

b

a

d

c
JIfRJIfCdtdstsf +=                         (4.20) 

 

dır. Kalan kısım ( ) ,,,, mn JIfR  için  

 

( ) ,,,, mn JIfR  
























 +
−





















 +
−+

+
−

=

−

=

+




2

12
1

0

1

0

2

12''

,
24

1

24

1 jj

jj

n

i

m

j

ii

iits

yy
l

xx
hf   

                              
−

=

−

=



1

0

2
1

0

2

4

1 m

j

j

n

i

ist lhf                                                                    (4.21) 

 

eşitsizliği vardır. 

İspat.    11 ,, ++  jjii yyxx  ( )1,...,0;1,...,0 −=−= mjni  aralığı üzerinde Teorem 

4.2.2.1’i uygulanırsa, her 1,...,0 −= ni ; 1,...,0 −= mj  için 

 

( ) ( )


−  
++ + 11 1

,,
j

j

i

i

j

j

y

y
ii

x

x

y

y
dttfhdtdstsf   

( ) ( )

−+ 

+

jiji

x

x
jj flhdssfl

i

i

 ,,
1

 

                     


++
























 +
−+





















 +
−+ st

jj

jj

ii

ii f
yy

l
xx

h

2

12

2

12

24

1

24

1
                

 

olur. Buradan i ’yi 0 ’dan 1−n ’e ve j ’yi 0 ’dan 1−m ’e kadar toplar ve 

genelleştirilmiş üçgen eşitsizliği kullanılırsa (4.21)’deki ilk eşitsizlik elde edilir. İkinci 

kısım için her ji,    için 

 

i

ii

i h
xx

2

1

2

1 
+

− +  ve j

jj

j l
yy

2

1

2

1


+
−

+
  

ifadeleri kullanılırsa istenilen sonuç elde edilir. 

Uyarı 4.2.2.1. ( )  1,...,0:max −== nihh i  ve ( )  1,...,0:max −== mjll j  olmak 

üzere, 
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( ) ( ) ( )habhhh
n

i

i

n

i

i  −= 
−

=

−

=

1

0

1

0

2  

( ) ( ) ( )lcdlll
m

j

j

m

j

j  −= 
−

=

−

=

1

0

1

0

2
 

 

için (4.21)’in sağ tarafı 

 

( )( ) ( ) ( )lhcdabf ts −−


''

,
4

1
 

 

ile sınırlı olur. Ayrıca, 

 

( )mnM JIfC ,,  

ds
yy

sfldtt
xx

fh
i

i

j

j

x

x

jj
n

i

m

j

j

y

y

ii
n

i

m

j

i 
++










 +
+







 +
=

+
−

=

−

=

+
−

=

−

=

11

2
,,

2
:

1
1

0

1

0

1
1

0

1

0

 










 ++
−

++
−

=

−

=


2

,
2

11
1

0

1

0

jjii
n

i

m

j

ji

yyxx
flh  

 

ifadesinden, (4.20) formu hacim formülünün en iyi halidir. 

Sonuç 4.2.2.1. Yukarıdaki varsayımlar altında, kalan kısım ( )mn JIfR ,,    

 

( ) 
−

=

−

=


1

0

2
1

0

2

''

,

16
,

m

j

j

n

i

i

ts

mn lh
f

JIfR  

 

 bulunur. Buradan 

  

 

                      (4.22) 

 

olur. 

 

( ) ( ) ( )mnmnM

b

a

d

c
JIfRJIfCdsdttsf ,,,,, += 
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4.2.3. 
p

 - Norma Ait Fonksiyonlar İçin Eşitsizlikler  

İki değişkenli fonksiyonlar için aşağıdaki Ostrowski tipli eşitsizlik vardır [46]. 

Teorem 4.2.3.1.     Rdcbaf → ,,: ,    dcba ,,   üzerinde sürekli,    dcba ,,   

üzerinde 
yx

f
f xy




=

2

 var ve    ( )dcbaLf pxy ,,   içindedir, yani,  

 

( )



















=  

p
b

a

d

c

p

p
st dxdy

yx

yxf
f

1

2 ,
: , 1p  

 

olsun. Bu durumda her ( )    dcbayx ,,,  , 1
11
=+

qp
 olmak üzere, 

 

( ) ( ) ( )

 −−  

d

c

b

a

d

c
dttxfabdtdstsf ,,  

             ( ) ( ) ( )( ) ( )

−−−−+  yxfabcddsysfcd

b

a
,,  

                              
( ) ( ) ( ) ( )

p
st

qqqqqq

f
q

ydcy

q

xbax

1

11

1

11

11









+

−−









+

−+−


++++

            (4.23)  

eşitsizliği vardır. 

İspat.    Rbap →
2

,: ,   Rdcq →
2

,: ,  

 

( )
 
( 




−

−
=

bxsbs

xasas
sxp

,,

,,
:,   ve ( )

 
( 




−

−
=

dytdt

yctct
tyq

,,

,,
:,  

 

fonksiyonları tanımlansın. Her ( )    dcbayx ,,,   için 

 

( ) ( ) ( ) 
b

a

d

c
st dsdttsftyqsxp ,,,  

      ( )( ) ( ) ( ) ( )−−−−=
b

a
dsysfcdyxfabcd ,,  

                                           ( ) ( ) ( )  +−−
b

a

d

c

d

c
dsdttsfdttxfab ,,                                (4.24) 
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dır. (4.24) eşitliğinin her iki tarafının mutlak değeri alınırsa, 

( ) ( ) ( )

 −−  

d

c

b

a

d

c
dttxfabdsdttsf ,,  

          ( ) ( ) ( )( ) ( )

−−−−+  yxfabcddsysfcd

b

a
,,  

( ) ( ) ( ) 
b

a
st

d

c
dsdttsftyqsxp ,,,      

 

eşitsizliği elde edilir. İki katlı integraller için Hölder eşitsizliği kullanılırsa, 

 

( ) ( ) ( ) 
b

a

d

c
st dtdstsftyqsxp ,,,  

( ) ( ) ( ) pb

a
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 olur. Böylece ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.2.3.1. Teorem 4.2.3.1 varsayım altında, 
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eşitsizliği vardır. 
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Uyarı 4.2.3.1.   Rg →,: , ( ) ( ) ( )mm
tttg −+−=  , ( )1m   alınsın. Ayrıca   
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özellikleri dikkate alınırsa, (4.25)’in (4.21)’ten elde edilebilecek en iyi eşitsizlik olduğu 

görülür. 

Uyarı 4.2.3.2. Eğer ( ) ( ) ( )thshtsf =, ,   Rbah →,: ,  ba,  üzerinde sürekli ve 
p

h '
 

ise (4.23)’ten ( yx =  için) 
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yazılır. Bu da açıkça p -normlar  için elde edilen Ostrowski eşitsizliğidir [46]. 
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4.2.4. Hacim Formülü İçin Uygulamalar 

bxxxxaI nnn == −110 ...: , dyyyycJ mmm == −110 ...:  ve  1, + iii xx

( )1,...,0 −= ni ,  1, + jjj yy ( )1,...,0 −= mj   keyfi parçalanmaları ele alalım. Burada, 
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alalım. Bu varsayımla, aşağıdaki hacim formülünü verebiliriz. 

 

Teorem 4.2.4.1.     Rdcbaf → ,,:  Teorem 4.2.3.1’deki  gibi ve  ,,, mn JI  
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dır. 

 

İspat. Teorem 4.2.3.1’e    11 ,, ++  jjii yyxx ( )1,...,0;1,...,0 −=−= mjni  aralığı için 

uygulandığında, her 1,...,0;1,...,0 −=−= mjni  için 
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sonucu ortaya çıkar. Buradan eşitsizliğin her iki tarafı için i , 0 ’dan 1−n ’e ; j , 0 ’dan 

1−m ’e iki katlı toplam alınır ve genelleştirilmiş üçgen eşitsizliği, Hölder eşitsizliği 

kullanılırsa, 
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sonucu çıkar. İkinci kısmın ispatı ise her ji,  ve ji  ,  orta noktaları için 
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eşitsizlikleri kullanılarak tamamlanır. 

 

Uyarı 4.2.4.1. ( )  1,...,0:max −== nihh i , ( )  1,...,0:max −== mjll j  olmak üzere, 
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için (4.26)’nın sağ tarafı 
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ile sınırlıdır. Ayrıca,  
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toplamı yardımıyla Teorem 4.2.4.1’den mümkün olan en iyi hacim formülü elde edilir. 

Sonuç 4.2.4.1. Yukarıdaki varsayımlar altında, 
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elde edilir. 

4.2.5. 
1
 - Norma Ait Fonksiyonlar İçin Eşitsizlikler 

İki değişkenli fonksiyonlar için Ostrowski tipli eşitsizlik aşağıdaki gibidir. 

 

Teorem 4.2.5.1.     Rdcbaf → ,,: ,  ba,  üzerinde sürekli,    dcba ,,  ’de 
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olsun. Bu durumda her ( )    dcbayx ,,,   için 
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eşitsizliği yazılır.  

İspat. Teorem 4.2.3.1’nin ispatına benzer şekilde, 
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eşitsizliği kullanılsın. Bununla birlikte (4.28) yardımıyla 
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olduğu kolayca hesaplanır ki bu da (4.27)’nin ispatını verir. 
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Teorem 4.2.5.1’den alabileceğimiz en iyi eşitsizlik aşağıdaki sonuçta verilmiştir. 

Sonuç 4.2.5.1. Yukarıdaki varsayımlarla, 
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yazılır. 

Uyarı 4.2.5.1. ( ) ( ) ( )thshtsf =,  öyle ki   Rbah →,: ,  ba,  üzerinde sınırlı ve 

 baLh ,1

'   olsun. ( yx = için) (4.27)’den  
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olur. Bu da 1-normlar için Ostrowski eşitsizliğidir [47]. 
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4.3. DİĞER OSTROWSKİ TİPLİ EŞİTSİZLİKLER 

4.3.1. Bazı Özdeşlikler 

Aşağıdaki teorem verilir [48]. 

Teorem 4.3.1.1.     Rdcbaf → ,,:  tanımlı ve kısmi türevleri 
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dır. Burada,   Rbap →,: ,   Rdcq →,:  fonksiyonları 
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 olmak üzere kısmi integrasyon yardımıyla, 
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bulunur ve g ,   ,  üzerinde mutlak süreklidir. Gerçekten, kısmi integrasyon 

yardımıyla,  
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dır ve bu ifadeler taraf tarafa toplanılırsa, (4.33) özdeşliği bulunur.  O halde,  

( )yf , ,  dcy ,  için (4.33) tanım yardımıyla, her ( )    dcbayx ,,,   için 
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yazılabilir. Benzer şekilde, her ( )    dcbayt ,,,   için 
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yazılır. (4.35) formülü 
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yazılır. Böylece, (4.34)’te (4.35) ve (4.36) yerine yazılır ve Fubini teoremi kullanılırsa, 
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elde edilir ki bu da (4.30) özdeşliği olur. 

Sonuç 4.3.1.1. Teorem 4.3.1.1’deki gibi,   Rbap →,:0  ,   Rdcq →,:0  için 
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olmak üzere, 
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dır. 

Sonuç 4.3.1.2. f , Teorem 4.3.1.1’deki şartları sağlasın. O halde,  

 

( ) ( ) ( ) ( )
4

,,,, dbfcbfdafcaf +++
 



58 

 

( )( )
( )

( )















 +
−+

−−
=   

b

a

d

c

b

a

d

c
dsdt

t

stfba
tdsdtstf

cdab

,

2
,

1
 

( )
  









 +
−+

b

a

d

c
dsdt

s

stfdc
s

,

2
 

                                          
( )

  









 +
−







 +
−+

b

a

d

c
dsdt

st

stfdc
s

ba
t

,

22

2

                    (4.38) 

 

dır. 
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sonuçları elde edilir. Elde edilen yukarıdaki eşitlikler taraf tarafa toplanır ve 4’e 

bölünürse istenilen (4.38) sonuç elde edilir. 
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4.3.2. Bazı Sınırlar  

Teorem 4.3.2.1.     Rdcbaf → ,,:  Teorem 4.3.1.1’deki gibi bir dönüşüm olsun. O 

halde, her ( )    dcbayx ,,,  , 
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olmak üzere, 
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eşitsizliği vardır. 

İspat. (4.30) tanımını kullanılarak, 
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yazılır. Buradan 
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elde edilir ve 
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ve sonra (4.41) yardımıyla, 
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elde edilir. Benzer şekilde, 
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yazılır. Ek olarak, 
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bulunur ki bu da teoremi ispatlar. 

Aşağıdaki sonuç, 
2

,
2

dc
y

ba
x

+
=

+
=  alınarak bulunur. 

Sonuç 4.3.2.1. Teorem 4.3.1.1’deki varsayımlar altında, 
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olmak üzere, 
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eşitsizliği yazılır. 

Sonuç 4.3.1.2’de (4.38) eşitsizliği kullanılır ve Teorem 4.3.2.1’de benzer argümanlar 

kullanırsa aşağıdaki yamuk tipli eşitsizlik elde edilir. 
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Sonuç 4.3.2.2. Teorem 4.3.1.1’deki varsayımlar altında, 
~

iM ( )3,2,1=i , Sonuç 

4.3.2.1’deki gibi verilmiş olsun. O halde, 
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eşitsizliği yazılır. 

4.3.3. Hacim Formülü İçin Uygulamalar 

dyyyycJbxxxxaI mmmnnn ====== −− 110110 ...:,...:  keyfi 

parçalanmalar,  1, + iii xx  ( )1,...,0 −= ni ,  1++ jjj yy ( )1,...,0 −= mj  ara noktalar 

olsun. 

iii xxh −= +1: , jjj yyl −= +1: , 1,...,0 −= ni , 1,...,0 −= mj  olmak üzere, 
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Riemann toplamını ele alalım. 
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yazılır. Bu eşitsizliği kullanılarak, aşağıdaki teorem verilebilinir. 

Teorem 4.3.3.1.     Rdcbaf → ,,: , Teorem 4.3.1.1’deki gibi olsun. O halde, 
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yazılır. Burada, ( ) ,,,, mn JIfR  (4.50)’de verilen Riemann toplamı tanımlandı ve 
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dır. 

İspat. (4.52) eşitsizliği    11 ,, ++  jjii yyxx  aralıkları için uygulanırsa, her 1,...,0 −= ni , 

1,...,0 −= mj  için 
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dır. Buradan i , 0 ’dan 1−n ’e ve j , 0 ’dan 1−m ’e taraf tarafa toplanırsa (4.54) 

bulunur. Şimdi, 
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orta-nokta ele alındığında aşağıdaki sonuçla en iyi karesel formülü içeren (4.54) 

eşitsizliği elde edilebilinir. 

Sonuç 4.3.3.1. f , Teorem 4.3.1.1’deki gibi olmak üzere, 
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yazılır. Burada, ( )mn JIfM ,, , (4.55)’de ifade edilen orta-nokta formülü ( )mn JIfL ,,  

kalan kısmın tahmini  
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yamuk formülü ele alınsın. O halde, Sonuç 4.3.2.2 ve Teorem 4.3.3.1’in ispatındaki 

benzer argümanlar kullanılırsa, aşağıdaki ifade edilir. 

Sonuç 4.3.3.2. f , Teorem 4.3.1.1’deki gibi olsun. O halde, 
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yazılır. ( )mn JIfT ,, , (4.58)’de verilen yamuk formülü ve ( )mn JIfP ,,  kalan kısmın 

tahmini, 1M  ve 2M  Sonuç 4.3.3.1’de tanımlandığı gibi olmak üzere, 
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dır. 
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4.4. HÖLDER TİPLİ FONKSİYONLAR İÇİN OSTROWSKİ EŞİTSİZLİĞİ 

Hölder, Lipshitzian tanımlar. Aşağıda r -Hölder tipli fonksiyonlar için Ostrowski tipli 

eşitsizlik verilmiştir. 

Teorem 4.4.1.     Rbabaf nn → ,...,: 11  dönüşümü  1,0ir , ni ,...,1=  olmak üzere,  

her ( ) ( )      nnnn bababayyyxxx ,...,:,,...,,,..., 1111 ===  için 
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vardır. 

İspat. Her  batx ,,   için 
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yazılır. Buradan da,  ba,  aralığı üzerinden t  üzerinden integral alınıp ve modül 

özellikleri kullanılırsa, 
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olur. Buradan, 
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olduğu için (4.62) ( )
=

−
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jj ab
1

 bölünürse (4.61)’in birinci kısmı elde edilmiş olur. 

Her   y  ve 0p  için 
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elde edilir ve (4.61)’in son kısmı ispatlanmış olur. 

Sonuç 4.4.1. Teorem 4.4.1’in varsayımları altında, 
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orta-nokta eşitsizliği vardır. Bu eşitsizlik, (4.61)’in en iyi eşitsizliği olarak yazılabilir.  

İspat.   Rhp →,: , ( ) ( ) ( ) 11 ++
−+−=

pp

p yyyh  ( )0p  dönüşümünün 
2

0

 +
=y  

noktasında en büyük değeri var ve  
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dır. Sonuç olarak, 
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ii ba
x

+
=  alınarak istenilen (4.63) eşitsizliği (4.61)’in en iyi 

eşitsizliği alınabilir. 

Aşağıdaki yamuk tipli eşitsizlik yazılır. 

Sonuç 4.4.2. Yukarıdaki varsayımlar altında, 
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yazılır.  
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İspat. (4.61)’de ax =  ve  bx =  alındığında elde edilen eşitsizlikler toplanır ve üçgen 

eşitsizliği kullanılarak (4.64) elde edilir.  

Özel durum için f  Lipschitzian dönüşümü alınırsa, yani, her  bayx ,,   için 

 

                                ( ) ( ) 
=

−−
n

i

iiinn yxLyyfxxf
1

11 ,...,,...,                                    (4.65) 

 

bu durumda, aşağıdaki sonuç yazılır.  

Sonuç 4.4.3. f , iL  sabitli Lipschitzian dönüşümü olsun. Bu durumda her  bax ,   

için 
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dır.  Burada 
4

1
 en iyi sabittir. 

İspat. (4.61)’de 1=ir ( )ni ,...,1=  seçilirse, 
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olur. Basit hesaplama ile, eşitsizliğin sağ tarafındaki ifade 
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olur. Bu ifade (4.66)’da yerine yazılırsa, istenilen sonuç elde edilmiş olunur. 

4

1
 sabitinin net ispatı, (4.66) eşitsizliğinde bazı pozitif sabitler 0ic  için verir, yani, 

her  bax ,  için  
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dır. (4.67)’de ( ) in xxxf =,...,1 ( )ni ,...,1=  seçilirse, her  iii bax ,  için  

 

( )
( )ii

ii

ii
i

i
ii

i ab
ab

ba
x

c
ba

x −



















−








 +
−

+
+

−
2

2

2

2
 

bulunur. ii ax =  yazılırsa, 
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olur. Buradan, 
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1
ic  olur. Burada  

4

1
’ün en iyi sabit olduğu söylenir. 

Sonuç 4.4.4. f , Sonuç 4.4.2’deki gibi ise, 
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dır. 
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b) Yamuk formülü 
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dır. 

Uyarı 4.4.1. Pratik uygulamalarda,   Rbaf →,: ,  ba,  üzerinde 
ix

f




 kısmi türevleri 

var ve sınırlı, yani, 
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olsun. O halde, 
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Ostrowski tipli eşitsizlik vardır. Burada, 
4

1
 en iyi sabittir. 

4.4.1. Ağırlıklı Durum 

Aşağıdaki Teorem 4.4.1’in genelleştirilmiş halidir [49]. 

Teorem 4.4.1.1. ,f    Rbaw →,:  olsun. f , r -Hölder tipli ve iL  sabitlerle ve 

 1,0ir  ( )ni ,...,1=  olsun. w ,  ba,  üzerinde integrallenebilir, bu aralık üzerinde 

negatif olmayan ve 
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olsun. O halde, her  bax ,  için 
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eşitsizliği vardır. 

İspat. Teorem 4.4.1’in ispatına benzer şekilde, f , r -Hölder tipli iL  sabitleriyle ve ir

( )ni ,...,1=  olmak üzere, her  bayx ,,   için 
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yazılabilir. ( ) 0yw  çarpılır ve  ba,  üzerinde y ’ye göre integral alınırsa 
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olur. Diğer yandan, 
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yazılır. (4.70) ve (4.71) birleştirilir ve ( ) 0
b

a
ydyw  bölünürse, istenilen (4.69) 

eşitsizliği elde edilmiş olur. 
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Uyarı 4.4.1.1. f , bir dönüşüm iL  sabitleriyle, 
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bulunur [50]. 

Sonuç 4.4.1.1. Teorem 4.4.1.1’deki varsayımlar altında, her  bax ,  için 
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yazılır. Buradan,  
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dır. (4.69) yardımıyla, istenen (4.72) eşitsizlik bulunur. 
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Diğer bir eşitsizlik aşağıdaki gibidir. 

Sonuç 4.4.1.2. Teorem 4.4.1.1’deki varsayımları altında, her  bax ,  için 
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yazılır. 
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bulunur. Şimdi, (4.69) yardımıyla (4.73) elde edilir. 

Son olarak, Hölder eşitsizliğiyle aşağıdaki sonuç yazılabilir. 

Sonuç 4.4.1.3. Teorem 4.4.1.1’deki varsayımlarla, her  bax ,  için 
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İspat. Çok katlı integraller için Hölder integral eşitsizliği kullanılırsa, 
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bulunur. Buradan, 
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dır. (4.75) yardımıyla, 
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yazılır. (4.69) kullanılarak, istenilen (4.74) eşitsizliği bulunur. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Bu çalışmada, temel analiz bilgisiyle çok değişkenli fonksiyonlar ve ağırlıklı 

Montgomery özdeşliğini elde ederek bu özdeşlik yardımıyla yeni çok katlı integraller 

için Ostrowski tipli eşitsizlikler elde edildi. Özellikle Peano çekirdeğinin seçimine bağlı 

olarak yeni özdeşlikler ve bu özdeşlikler yardımıyla yeni birçok integral eşitsizlikleri 

elde edilebilir.  
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