42CE
o\) 4'/1’

/)
/'951 S8

N
o
o
(=2]

T.C.

DUZCE UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

COK KATLI INTEGRALLER ICIN OSTROWSKI TiPLi
INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

AYLIN AYGUL MALLI

YUKSEK LiSANS TEZi
MATEMATIK ANABILIM DALI

DANISMAN
PROF. DR. MEHMET ZEKi SARIKAYA

DUZCE, 2020



T.C.
DUZCE UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

COK KATLI INTEGRALLER ICIN OSTROWSKI TiPLi
INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Aylin Aygil MALLI tarafindan hazirlanan tez ¢alismas: asagidaki jiri tarafindan Diizce
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali’nda YUKSEK LISANS
TEZI olarak kabul edilmistir.

Tez Damismani
Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA

Diizce Universitesi

Jiiri Uyeleri

Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
Diizce Universitesi

Dog. Dr. Hiiseyin BUDAK
Diizce Universitesi

Dog. Dr. Mehmet Eyiip KIRIS
Kiitahya Dumlupinar Universitesi

Tez Savunma Tarihi: 20/08/2020



BEYAN

Bu tez ¢calismasinin kendi ¢alismam oldugunu, tezin planlanmasindan yazimina kadar biitiin
asamalarda etik dis1 davranisimin olmadigini, bu tezdeki biitiin bilgileri akademik ve etik
kurallar i¢inde elde ettigimi, bu tez calismasiyla elde edilmeyen biitlin bilgi ve yorumlara
kaynak gosterdigimi ve bu kaynaklari da kaynaklar listesine aldigimi, yine bu tezin
calisilmas1 ve yazimi sirasinda patent ve telif haklarini ihlal edici bir davranisimin

olmadigini beyan ederim.

20 Agustos 2020

Aylin Aygiil MALLI



TESEKKUR

Yiiksek lisans 6grenimim ve bu tezin hazirlanmasinda siiresince gosterdigi her tiirlii destek
ve yardimdan dolay1 ¢ok degerli hocam Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA’ ya en igten

dileklerimle tesekkiir ederim.

Bu c¢alisma boyunca dualarmi ve desteklerini esirgemeyen aileme ve sevgili esime

tesekkiirii bir borg bilirim.

20 Agustos 2020 Aylin Aygiil MALLI



ICINDEKILER

Sayfa No

SIMGELER .........cooviiiiiiieieeeeeseee e esee e nas s s ena st ensstas st se s et vi
L0 21 i S Vil
ABSTRACT ..ottt be e sbe e s e e s teebe e beesbee e viii
L. GIRIS oottt n ettt 1
2. KURAMSAL KAVRAMLAR ..ottt 2
2.1. GENEL KAVRAMLAR ......cooiiiereiieeteesse e ses st esasss s senssss s ses s sensasessans 2
3. MATERYAL VE YONTEM.......ccooiiototeieeeeeeeeteeeeee ettt en e 10
3L GIRIS ..ottt 10
3.2. OSTROWSKI TIPLI ESITSIZLIKLER ...........ccooooviiiiiiiiininniiiiniiinnninn 10
3.3. DIGER OSTROWSKI TiPLI ESITSIZLIKLER............ccccoovvviviiniresernnn, 25
4. BULGULAR VE TARTISMA ...t 30
4.1. DIGER OSTROWSKI TiPLI ESITSIZLIKLER...........c.c.cocooovviiiiiiicrern, 30
4.2. IKi KATLI INTEGRALLERDE OSTROWSKI TiPLI ESITSIZLIKLER.....36
4.2.1. ||||oo - Norma Ait Fonksiyonlar icin EsitsizliKler....................cccocoevovviviennnnnn. 36
4.2.2. Hacim Formiilii T¢in Uygulamalar..............ccccoocvvoveiicceeeceeeee e, 43
42.3. ||| .- Norma Ait Fonksiyonlar Icin Esitsizlikler.................ccccocvvvvevvieeinane, 46
4.2.4. Hacim Formiilii Icin Uygulamalar................co.cooovvvoieiiciieeeceeeece e, 49
4.25. ||||l - Norma Ait Fonksiyonlar icin Esitsizlikler ..................cc.coccocoovvivecuennnnnn, 52

4.3. DIGER OSTROWSKI TiPLI ESITSIZLIKLER............cc.cccoooviiiiiiiieeerns 55
4.3.1. Bazi OZAeSHKICT ................oovevieeieieeeeeeeeeeee ettt 55
4.3.2.Bazi SINITIAY ... 59
4.3.3. Hacim Formiilii icin Uygulamalar..............cc.cccoooovviviiciniecceieece e, 65
4.4. HOLDER TiPLi FONKSIiYONLAR iCIN OSTROWSKI ESITSIZLIGi........ 69
4.4.1. AGIrIKII DUFUIM ..o 74

5. SONUCLAR VE ONERILER ..........ccceooiiiiiieeeeeeeeee e 79
B. KAYNAKLAR ..ottt sttt be v 80

OZGECMIS ..ottt 84



D
R

Rn
Rm
I

I (o]
fr
frr
fey
[f]
sup
esssup

]
()
L[]
o
.
I,

I

SIMGELER

D kiimesinin kapanisi
Reel Sayilar Kiimesi
n boyutlu Oklit Uzay:
m boyutlu Oklit Uzay1

R nin i¢inde bir aralik

| nin igi

f in birinci tiirevi

f in ikinci tiirevi

f in X’e gore tiirevinin Y ’ye gore tiirevi
f in mutlak degeri

En kiiciik st sinir
Esas ust smirlarinin infimumu
Kapali aralik

Acik aralik
Kapal1 araliklarin kartezyen carpimi

Kapali araligin kartezyen ¢arpimi
oo -nNorm
p -norm

1-norm

Vi



OZET

COK KATLI INTEGRALLER ICIN OSTROWSKI TiPLi INTEGRAL
ESITSIZLIKLERI

Aylin Aygiil MALLI
Diizce Universitesi
Fen Bilimler Enstitiisii, Matematik Ana Bilim Dal1
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
20 Agustos 2020, 83 sayfa

Bu tezde, iki degiskenli fonksiyonlar i¢in agirlikli Montgomery 6zdesligini elde ederek,

bu 6zdesligin uygulanmasi ile elementer analiz kullanilarak iki bagimsiz degiskenli
fonksiyonlart igeren ¢ok katli integraller icin Ostrowski tipli integral esitsizlikleri

vermektir.

Anahtar Sozciikler: Holder esitsizligi, Montgomery 6zdesligi, Ostrowski esitsizligi.
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ABSTRACT

OSTROWSKI TYPE INTEGRAL INEQUALITIES FOR MULTIPLE
INTEGRALS

Aylin Aygiil MALLI
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Science, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
20 August 2020, 83 pages

In this thesis, we obtain weighted Montgomery's identities for function of two variables

and apply them to give new generalization Ostrowski type integral inequalities for
multiple integrals involving functions of two independent variables by using fairly

elementary analysis.

Keywords : Holder’s inequality, Montgomery’s identity, Ostrowski inequality.
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1. GIRIS

Konvekslik, M.O. 250 yilinda Archimedes’in iinlii 7 degerini hesaplamasina kadar
uzanan basit ve bilinen bir kavramdir. Konveks fonksiyonlarin sistematik arastirmasina
ilk olarak 19. ylizyilin sonlarinda rastlanmasina ragmen, 20. yiizyilin ortalarinda
matematigin 6nemli bir alan1 olarak goriilmeye baglanmistir. Konvekslik, geometri,
analiz, lineer cebir ve topolojide kullanilir ve say1 teorisi, klasik ekstremum problemleri,
lineer programlama, oyun teorisi ve esitsizlikler teorisi (lineer, klasik ve matris) gibi
cesitli konularda oOnemli rol oynar. Son yiizyillda gelisen disiplini ve artan

uygulamalariyla matematiksel analizin merkezi alanlarindan biri olarak yerini almistir.

[1]’de yazilan "Inequalities" adl1 eser esitsizlikler teorisi i¢in temel bagvuru kaynagidir.
Okuyucu bu eserde konveks fonksiyonlarla ilgili klasik ve yeni esitsizlikleri,
problemleri, ispat yontemlerini ve sonuglar bulabilir. Buna ek olarak [2] yazdigi
"Inequalities” adl eser ve [3]’de yazdigi "Analytic Inequalities" adli eseri de
sOyleyebiliriz. Bu kaynaklar esitsizlikler teorisini arastirmak isteyen okuyucu i¢in el

altinda bulunmasi gereken kaynaklardir.

Analitik esitsizlikler yaygin olarak matematik ve bir¢cok uygulamali matematigin g¢esitli
dallarinda gelisiminin arkasindaki temel itici gii¢lerinden biri olarak kabul edilmektedir.
Esitsizlikler ile ilgili ¢alismalar son on yildan fazladir matematigin bir¢ok farkl
alanlardaki uygulamalara nasil biiyiik bir katki saglandigi acik¢a ortadadir. Ornegin,
Cebysev, Griiss, Yamuk, Ostrowski, Hadamard ve Jensen esitsizlikler ile ilgili bircok

uygulama literatiirde ¢gok 6nemli bir yere sahiptir.

Tezimizin temel taglarii olusturan Ostrowski tipli esitsizlikler ile ilgili ¢alismalarin
biiyiik bir kismi da “Ostrowski Type Inequalities and Applications in Numerical

Integration” isimli kitapta bir araya getirilmistir [4].

Bu tezde amacimiz ¢ok katli integraller i¢in yeni Ostrowski tipli integral esitsizlikleri
vererek yukarida bahsedilen gelismeler ¢ergevesinde literatiirde bu esitsizliklerin de yer

bulmasini saglamaktir.



2. KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1. GENEL KAVRAMLAR
Bu boliimde tezimiz igin gerekli olan tanim ve teoremler verilmis olup ayrica gerekli
goriilen bazi dnemli teoremlerin ispatlarina da yer verilmistir.

Teorem 2.1.1 (Jensen Esitsizligi). f fonksiyonu (a, b) araliginda konveks ve

x, €(a,b) olsun. Budurumda >0 ve 3!« =1 ise,

f(zn:aixijﬁznlai f(x) (2.1)

esitsizligi gecerlidir.
ispat. f fonksiyonu her x, e(a,b) igin bir suport dogruya sahiptir. Yani her X,
noktast igin f(x)> f(x,)+m(x—Xx,) olacak sekilde X, a bagh bir m noktasi vardir. Bu

esitsizlikte dzel olarak i=1,2,...,n icinX, = >, & X; segilirse,

f(xi)2 f(Xo)"'m(Xi _Xo)

esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizlikler ¢; ile garpilir, daha sonra taraf tarafa toplanir

ve diizenlenirse Jensen Esitsizligi elde edilir.

Teorem 2.1.2 (AO-GO Esitsizligi). Eger her i=12,...,n i¢in X, >0, o, >0 ve

Yo, =1 ise,

[Tx <> ax, 2.2)
i=l i=1

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. En az bir i igin x =0 ise ispat agikardir. X, >0 durumunda, Yy, =logXx;

segilirse,



(1 -oo{ S

olup f (t) —=e¢' fonksiyonu R ’de konveks oldugundan Jensen Esitsizligini uygularsak,

elde edilip ispat tamamlanmis olur. Ozel olarak n=2, a, = %, a, = % , X =x" ve

X, =Yy* segilirse Young Esitsizligi olarak bilinen,

Xy < P xP + F y4
Y q
esitsizligi elde edilir.
Teorem 2.1.3 (Hélder Esitsizligi). .., X, Y, ¥, >0, p,q>1 oyleki $+1=1

olmak tizere,

1
q

esitsizligine Holder Esitsizligi denir. Ozel olarak p=q=2 secilirse yukaridakKi

esitsizlikten Cauchy-Buniakowsky-Schwartz esitsizligi elde edilir.

Ispat. Yukaridaki esitsizlikte X, ve Yy, lerden en az biri sifirdan farkli olsun. O halde

u= (Zi”:lxipﬁ ve V= (Zinzlyiqf her ikisi de pozitif olur. Young esitsizliginde X=X, /u

ve y=Y,/v segilirse,



p q
XY E(ﬁj +1[Lj
uv plu gl v
esitsizligi elde edilir ve bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa

i XY, Sl-i-l:l
uv p Qg
olur. Bu da Holder esitsizligini verir.

Tamim 2.1.1 (Integraller icin Holder Esitsizligi). p>1 ve ++3=1 olsun. f ve

g, [a, b] araliginda tanimli reel fonksiyonlar |f|p ve |g|q, [a, b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise

b b /b %
J|f(x)g(x]dx£U|f(x]pdx] ('ﬂg(x]qu] (2.4)
esitsizligi vardir.

Tamm 2.1.2 (Ustten Yan siirekli Fonksiyon). f : K — R reel degerli bir fonksiyon

olmak iizere X, € K noktasinin komsulugunda her xe K ve Ve >0 igin

F(X)< f(x)+e (2.5)
veya
limsup f(x) < f (x;) (2.6)

oluyorsa f ’e X, € K noktasinda iistten yart siirekli fonksiyon denir.

Tanmmm 2.1.3 (Alttan Yan Siirekli Fonksiyon). f : K >R reel degerli bir

fonksiyon olmak iizere X, € K noktasinin komsulugunda her x € K ve Ve >0 igin

f(X)=f(x)—¢ 2.7)



veya
lim inf (x) > f(x,) (2.8)
X=Xy

oluyorsa f ye X, € K noktasinda alttan yari siirekli fonksiyon denir.

Tamm 2.1.4 (Kuvvet Ortalama Esitsizligi). q>1 olsun. f ve ¢, [a,b] araliginda

tamimli reel fonksiyonlar olsun. |f| ve |g|*, [a,b] araliginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise

1T 009 jox < ( fIt (x)|dxj ; ( [t (x)||g(x)|qu]q (2.9)
esitsizligi vardir.

Teorem 2.1.4 (Ostrowski Esitsizligi). a,b € I, a < b ve f' € L[a, b] olacak sekilde
f:I € R - R taniml, I°°de diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |f'(x)| <
M ise Vx € [a, b] i¢in

<

1 (P M [(x—=a)?+ (b —x)?
‘f(x)——b_ajaf(t)dt b_a[ . ]

=M —a)

L ()
1 2
Pl TRE (2.10)

esitsizligi elde edilir. Buradaki i katsayist bu sartlar altindaki en 1yi katsayidir. Daha
kiiciik olan bir katsayi ile yer degistiremez [5].

Ispat. f:[a,b] > R fonksiyonu (a,b) de diferensiyellenebilen bir fonksiyon

oldugundan x € (a, b) igin

_ft—a ast=sx
p(x’t)_{t—b, x<t<bh

olmak tlizere



b b
£ = 5= [ f@ae+ 5= [ pmor o

esitligi yazilabilir. Bu esitlikten

1 (P 1 (P
F@) -5 | Fwae=3— [ peorow

1 x b
sza (t—a)f’(t)dfo (t—b)f’(t)dtl

elde edilir. Yukaridaki esitlikte her iki tarafin mutlak degeri alindiginda

1 [(* b
=‘mUa (t—a)f’(t)dt+Jx(t—b)f’(t)dtl

1 b
£ -5— | e

olur. integralin mutlak deger dzelligi kullamilarak,

1 x b
s—U |t—a||f'<f>|dt+f |t—b||f'(t>|dtl
b—all, b

1 b
0 -5 [ rwa
yazilir. |f'(x)| < M oldugundan

[ X b
SbMTa_L(t_a)dt-l-Jx(t—b)dtl

M /2 * £2\|?
=b—a <?—ta> +<tb—?> ]
a X

M [(x—a)*+ (- x)zl
2

1 b
f00) —5— | fode

elde edilir. Boylece

2

a+b+a+b )2+(b a+b+a+b )
2 2 ¢ 2 2 *

-(= 3 +2 (=) ()

(x—a)2+(b—x)2=(x—




2

+@£“f+2@;”)@}b—x)+fib—x)

-5 +2(5)

2

a + b\*
1 (x-
=2(b—a)’ Z+((b——c21)2)

esitligi kullanilarak ispat tamamlanmuis olur.

Teorem 2.1.5 (Griiss Esitsizligi). f ve g, [a,b] lzerinde integrallenebilen iki

fonksiyon olsun. m,n, M, N € R ve Vx € [a, b] igin

I F)gdx — == [} f()dx [} g()dx| < ;M —m)(N —n)  (211)

dir. Bu esitsizlik literatiirde Griiss Esitsizligi olarak bilinir.

Tamm 2.1.5 (Taylor Formiilii). f €C"[a,b], ™ tirevi [a,b] araliginda meveut ve

X, € [a,b] olsun. Bu durumda,

n (k)
P ()= 3 o bo) oy y 212

dir.
Teorem 2.1.6 (Ortalama Deger Teoremi). f c[a,b] ve f fonksiyonu (a,b)

araliginda diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda (a,b) aralig1 iginde
. f(b)- f(a)
flc)=—————= 2.13
©)=-—— (213)
esitligini saglayan bir ¢ sayis1 vardir.

Teorem 2.1.7 (Fubini Teoremi). f, R={xyJa<x<b,c<y<d} kiimesi iizerinde

siirekli ise,



_U f(x,y)dA= I;Ld f(x,y)dydx = Ld I:f (x, y)dxdy (2.14)

R

dir.
Tanmm 2.1.6. f : X cR—>R reel degerli bir fonksiyon olsun. Her xe X igin
f(x) <M, iseM ye f ’nin bir dist sturt denir. (Yani, f *(z,0) ={xe X : f(x)>M}

kiimesi bostur). Burada

U, ={MeR: f*(u,0)=0) (2.15)

kiimesi f ’nin ist sinirlarinm kiimesi olsun. f ’nin supremumu, eger U, kiimesi

bostan farkl ise bu durumda,

supf =infU, (2.16)
olarak tanimlanir. Diger durumda ise

sup f =+oo (2.17)

dir. Ayrica her xe X igin f(x)<M olacak sekildle M eR varsa bu durumda
supf <M dir.

(X ¥ ,u) oOlgiilebilir bir uzay ve f ’de dlgiilebilir fonksiyon olsun. Bu durumda hemen
hemen her xe X icin f(x)<M vyada f* (,u, oo) Olgiilebilir kiimesi sifir dlgiimlii

ise M 'ye f ’nin esas st sinir denir.
Ue = {M eR: ,u(f _1(,u,oo)): 0} (2.18)

esas iist stnirlarinin kiimesi olsun. Bu durumda, U " # ¢ ise yukardaki tanima benzer

olarak



esssup f =infU™ (2.19)

olarak tanimlanir. Aksi halde, yani U7* #¢ ise esssup f =+ dir. Ayrica, bu

durumda hemen hemen her xe X i¢in f(X)<M olacak sekilde M eR varsa

esssupf <M dir.

Ayrica esas infimum tanimi da esas alt sinirlarinin supremumu olarak tanimlanir yani

esas alt sinirlarinin kiimesi bostan farkl: ise
essinf f =supfk eR : u({x : f(x)<k})=0} (2.20)

olarak tanimlanir. Eger esas alt sinirlarin kiimesi bos ise bu durumda ess inf f =—o0

dr.

Eger u(X)>0 ise
inf f <essinf f <esssup f <sup f (2.21)

bagintisi vardir. Eger 4(X) =0 ise bu durumda da esssup f =400 ve essinf f =—o0

dr.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. GIRIS

A.M. Ostrowski’nin 1981 yilinda ispatladigi esitsizlik (Teorem 2.1.4), literatiirde
Ostrowski esitsizligi olarak bilinmektedir. 1938’deki ispattan bu yana arastirma
faaliyetleri bu (Teorem 2.1.4) esitsizligi ve bu esitsizligin uygulamalar {izerine bir¢ok

calisma yapilmaktadir. Referanslar 6nemli 6l¢iide Ostrowski esitsizligi igermektedir.

Son 20 yilda Ostrowski esitsizlikleri merkezli iddialara olan ilgiler hep yenilikler
kazanilarak, c¢esitli c¢aligmalar, genellesmeler ve wuzantilari, varyasyonlar ve

uygulamalar1 literatiirde kendine 6nemli bir 6lgiide yer bulmustur.

Bu boliimde biz Ostrowski esitsizligi (Teorem 2.1.4) ile ilgili daha basit olan en son
gelismelere deginecegiz. Uygulamalarin yararliligini goéstermek icin bazi esitsizlikler

aciklayacagiz.

3.2. OSTROWSKI TiPLI ESITSIZLIKLER

Bu boliimde son zamanlarda bazi arastirmacilar tarafindan kurulan baz1 Ostrowski tipi
esitsizlikleri sunaca@iz. Ilk olarak, Dragomir tarafindan kurulan Lipschitzian

dontisiimleri i¢in Ostrowski esitsizliklerinin genellestirilmesi ile baslayalim:

Teorem 3.2.1. f:[a,b] = R, [a, b] tizerinde L-lipschitzian doniisiimii olsun. Her x,y €

[a, b] ve L > 0 sabiti i¢in

fG)=f) <Llx—yl
saglansin. Bu durumda her x € [a, b] igin

2

a+b
1+—(x_ 7)) (3.1)

b
ja f@®)dt — fx)(b —a)| < L(b—a)? 4" (b—a)

dir. 14 bu sartlar altindaki en iyi sabittir.

10



Ispat. Riemann-Stieltjes integrali i¢in kismi integrasyon formiiliinii kullanilarak

f(vaﬂw=ﬂ@@—@—ffmm

ve

b b
f(erﬂw=ﬂ@w—@—ff@m

elde edilir. Ustteki esitlikler taraf tarafa toplanirsa

b x b
ﬂmw—@—ff@w=f(unMﬂo+ja—MWﬁ) (3.2)

olur. Simdi varsayalim ki sirasiyla 4, : a = x,™ < x,™ <. < x,_, ™ < x,™ = b

(n) —x-(n)), v(4,) >0, n—> o ve fi(") €

araliginda v(4,) := maxie{o,l,._m_l}(xi 1= X

[xi(n),xi(ﬂ olsun. Eger p:[a,b] » R, [a,b] iizerinde Riemann integrallenebilir

anlaminda ve v: [a, b] — R, [a, b] lizerinde L —Lispschitzian ise, o halde

n—-1

iy 2 () o) — o(x(”)]

=

b
fpumm@=

= > i+1 L (n) (n)
?(4n)=0 Xiv1 — X%

n—1 m)Yy _ )
< i Z HONINOBING v(xi+1) v(xi )
i 3t (E) )

n-—1
<t dim > |p(6)] (+ - 2)
i=0

b
) f p(Oldx (3.3)

dir. Ayrica, [a, x] ve [x, b] araliginda (3.3) esitsizligini kullanilirsa,

11



X b
j’<t——a>df<t>+ [ (¢ - B)Af ()

< +

b
_f&—bMﬂﬂ

_[@—awﬂo

X b
SLU |t—a|dt+f It—bldtl
a X

=) + (b — 0]

2
a+b
1 (x-
= L(b—a)? Z+((b_—621)2) (3.4)

2

elde edilir. Boylece (3.2) ve (3.4) yardimu ile (3.1) esitsizligi elde edilir. Simdi (3.1)

esitsizliginde C > 0 sabitinin oldugunu varsayalim, 0 halde

2

(-5

(b —a)

b
f f@®)dt — fx)(b—a)| < L(b—a)?*|C+ (3.5)

yazilir. Boylece, her x € [a,b] i¢in (3.5) esitsizliginde f:[a,b] > R, f(x)=x

doniisiimii uygulanirsa

a+b
PRI/ PN

olur. Ayrica, x = a i¢in,
b—a 1
- < — -
2 = [C * 4] (b-a)

elde edilir. Burada C > i oldugu anlasilir ve ispat tamamlanir.

12



Hatirlatma 3.2.1. Eger f doniisimii (a, b) tizerinde diferensiyellenebilir ve f', (a, b)
araliginda sinirh ise, (3.1)’de L’nin yerine ||f'||, alinirsa ||f'|lce = sSupream!f (®] <

oo dir.

Teorem 3.2.2. f:[a,b] = R, (a, b) aralig1 tizerinde diferensiyellenebilir bir doniistim
olsun. f’, [a, b] tizerinde integrallenebilir ve her x € [a,b],y, € Ri¢iny < f'(x) <

I' olsun. Bu durumda her x € [a, b] i¢in,

f(b)—f(a)( _a+b
b—a x

1
- )‘ <;b-0T-y) G

1 b
fo0 —5— | flode-

dr.

Ispat. 1k olarak

_(t—a, t €[a,x]
plx ) = {t _b,  te(xb] (3.7)

fonksiyonunu tanimlayalim. Kismi integrasyon yardimiyla, her x € [a, b] i¢in,
1 b 1 b
S ! = - 3.8
=2 ) Peor@de= e —;— [ foa @9

yazilir. Her x € [a, b] ve t € [a, b] igin (3.7)’den,
x—b<pkxt)<x—a

oldugu agiktir. p(x,) ve f'(c) donisiimlerine Griiss esitsizligi (Teorem 2.1.5)

uygulanirsa

1 (P 1
mfa P, Of (Dt <7 (x—a—x+b)T - ) (3.9)

elde edilir. Basit bir hesaplamayla
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a+b
2

b X b
ﬁjap(x,t)dtzﬁul (t—a)dt+fx(t—b)dtl=x—
ve

f” fb) — f(a)
b — b—a

Fr(Bdt =

a

bulunur. (3.6) esitsizliginin ispati (3.8) ve (3.9)’daki iki esitsizlik ile tamamlanmis olur.

Hatirlatma 3.2.2. Eger sirasiyla (3.6)’da, x = asz ve x = b segilirse,

a+b 1 b 1
‘f( > )—b_ajaf(t)dt <z - -y) (3.10)
ve
b 1 b 1
ﬂw;f()—b_aLfamtsZw—axr—m (3.11)

elde edilir. (3.6)’ya benzer bir sekilde elde edilen teorem asagida belirtilmistir [6].

Teorem 3.2.3. f:[a, b] » R mutlak siirekli fonksiyon ve f' € L,[a, b] olsun. O halde

her x € [a, b] i¢in

/; 1 2 1 b ’ ?
a(f)=0B-a) mllf ||z—m<f f(t)dt>

olmak tizere

3

(b-a)2 —— 3.12
<=5 Jo(F) (3.12)

b b
& - 700 - (x- 52 @ - r@) - [ e

dir. 2% bu sartlar altindaki en iyi katsayidir.

14



Ispat. p(x, t) doniisiimii (3.7)’deki gibi tanimlasin. Kismi integrasyonla,
b b
[ e or@a=we-wrw- [ roa (319
a a

elde edilir. Ayrica,

12

b
f p(x,t)dt = (b —a) (x _Z ; b) (3.14)
ve
b
| r@de=re - @ (3.15)
dir. (3.13)~(3.15)den
b 1 b 1 b
fa [p(x, 0-r— f p(x, s)ds] [f'(t) - f f'(s)ds] dt
b b
— 0 - af@ - (- 52) ) - f@] - [ fde (3.16)
elde edilir. Diger taraftan,
b 1 b 1 b
fa [p(x. 0-7— f p(, s)ds] [f'(t) - f f'(s)ds] dt
1 b 1 b
< P —5=5 | peuoras|| |7 -5=5 | roas (317)
dahasi
b 2 N3
‘ p(x,”) — ﬁja p(x,s)ds|| = (b—a) (3.18)

2
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2 p) — 2
- i - LS (319)

1 b
Hf ——b_afaf(sws

elde edilir. (3.16)—(3.19)’dan kolayca (3.12)’ye ulasilir. Ciinkii

1
b) — 12
Vo) = [uf'u% @ - )

dir. Boylece (3.12)’nin ispati tamamlanir. Bu amagla, x € [0,1] olmak {izere

1
Etz ) t €[0,x]

(o) =1% (3.20)
Etz—t+x, t € (x,1]

fonksiyonu tanimlasin. (3.20)’de verilen fonksiyon mutlak siireklidir; ¢linkii pargali

polinom fonksiyonudur. Simdi (3.12)’de € > 0 sabitini varsayalim,

b b
6~ 700 - (x - 52 @) - r@1 - [ e

(F(b) — f@)
b—a

< C(b-a)? [IIf’II% - (3.21)

yukarida a = 0, b = 1 ve f fonksiyonunu (3.20)’deki gibi segilirse,

2 x2

[(Foa=x—3-% fo=0 rw=x—1 f=

JJWdt=x=g=5, JO =0 f)=x=5 J)=7

olur ve buradan da (3.21)’in sol tarafini 1—12 olarak elde edilir. Ayrica (3.21)’in sag tarafi
c . 1 1 e it

da NG olarak elde edilir ve dolayisiyla C > NG bulunur. NG sabitinin (3.12)’deki en iyi

sabit oldugu goriiliir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

[7] tarafindan kurulan Ostrowski tipli esitsizliklerde, daha iyi hata sinir1 elde etmek igin

uygulamalar genisletilmistir.
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Teorem 3.24. f:Ic R - R, I° (I’ nin igi)’da a,b € I° ve a < b diferensiyellenebilir
bir doniisiim olsun. Eger y, I’ € R sabitleri var ve Oyleki her t € [a, b] iginy < f'(t) <

I' ve f' [a, b]’de integrallenebilir ise,

S:f(b)—f(a)
b—a
olmak tizere
b\ f(b) — 1 b b —
|f(x)—(x—‘7”2r )f(;_’;(“)—b_af F(Odt STa(S—y) (3.22)
ve
b\ f(b) — 1 (P b —
‘f(x)—(x—a; )f(;_g(a)—b_af f(Hdt STa(I"—S) (3.23)
dir.

Ispat. p(x, t), (3.27)’deki gibi tanmimlanan bir doniisiim olsun. Kismi integrasyonla,

1 (b -
mJa p(x, t)f'(t)dt = f(x) — mfa f(t)dt (3.24)
1 b a+b
mja plvDdE =x === (3.25)
ve
b
J fidt = f(b) - f(a) (3.26)

elde edilir. (3.24)—(3.26)’dan

a+b\f(b)—f(a) 1 (P
) ) b—a _b—afaf(t)dt

HOBIE:
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1 (b 1 b b
= b — aJ. p(x, t)f,(t)dt—mf f’(t)dtf p(x, t)dt (3.27)

1 b 1 b b
R = 5= | PG 0f Wdt— s [ F@de [ peende @2
elde edilir. Eger C € R keyfi bir sabit ise,
1 (P 1 (P
mwﬁjtzﬁoww—mkaiwﬁtzﬁmx@mkt (3:29)
elde edilir. Ciinkii,
b b
f lp(x, t) — ﬁj p(x, s)ds] dt =0 (3.30)
dir. Ilk olarak (3.29)’da C = y segilirse,
1 1
Ru() = — fvu)wkaw——Jﬁu@Hm
ve

(3.31)

max [p(x, ) — (x ==

elde edilir. (3.31)’de

(3.32)

a+b)|_b—a

max|p(x t)—( - 5

t€la,b]

ve

b
f If'@ —vyldt =f(b) = f(@) —y(b—a) = (S—y)(b—a)

18



oldugundan
b—a
Rn (0] < —— (=) (3.33)

elde edilir ve (3.27), (3.28) ve (3.33)’den kolayca (3.22) elde edilir.

Ikinci olarak (3.29) da C = I secilirse

1 b 1 b
Ra) == [ 10 =1 o0~ 52 [ o syas|

Ve
1 b\| (?
IR = g max o) = (x = 252)| | 1770 — e (334)
elde edilir.
b
f If'@—rldt=r—-a)—fb)+f(@=0UT-50b-a) (3.35)
dir. (3.32), (3.34) ve (3.35)’den,
b—a
Rn ()| < —— ("= 5) (3.36)

elde edilir. (3.27), (3.28) ve (3.36)’dan kolayca (3.23) elde edilir ve boylece ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 3.25. I c R agik bir aralik ve a,b €1, a < b olsun. Eger f:I - R bir
diferensiyellenebilir fonksiyon o6yle ki her t € [a,b] igin y < f'(t) <T, y,T €R

olsun.

= f(bZ:Z(a) ve 1 € [0,1] icin a + Abz;a <x<b- lbz;a olmak tizere,
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‘(b - 0[5 (@ + F6) + @ = re —ya -1 (x-257) - [ o

b—a b—a
S(S—y)max{)l > x—a—A

,b—x—/l—b;a}(b—a) (3.37)

ve

-0 [50@-+r0) + @ - D -ra-n(x- 57 - [ o

b—a b—a b—a
S(I“—S)max{/l > , X—a—A > ,b—x—/lT}(b—a) (3.38)

dir.

ispat.

(3.39)

doniistimii tanimlansin. Kismi integrasyonla

b
j k(x,t) f'(t)dt

= f: [t - (a + Abg—aﬂf'(t)dt + f: [t - (b —xlb_Ta)]f’(t)dt

= (b-a) [5(f(@ + () + (1 = DfF@]| - [, f(©)dt (3.40)

elde edilir. Dahasi

f:’k(x,t)dt: fa" o= (a+ 2229 ae+ f: e (5= 2229 e

=Ha-o-25] - Ha-n 257

20



a+b)

=(1—/1)(b—a)<x— -

(3.41)

elde edilir. C € R bir sabit olsun. (3.40) ve (3.41)’den

b

b b
fk(x,t)[f'(t)—(:] dtzf k(x,t)f’(t)dt—CJ k(x, £)dt

)] - | foa @a2)

A
= b- @[5 (F@+F®) + 1= Df ) - 1 =) (x -

elde edilir. Eger (3.42)’de C = y segilirse,

-0 [5(@+r®) +a- 7w -ya-n(x-7) - | fo)de

b
— [ kot © - ylat (3.43)

elde edilir. Diger taraftan,

fabk(x, OIf'(©) —yldt| < max [k(x, D)l fab|f'(t) —r|dt (3.44)
elde edilir. Ciinkii
[max |k(x, )] = max{lb 2 a2 ; h—x— Ab_—a}) (3.45)
Ve
fablf’@) —Tldt = f(b) = f(@) —y(b—a) = (S —y)(b - a) (3.46)

dir. (3.43)—(3.46)’dan (3.37) elde edilmis olur. Eger (3.42)’de C = I segilirse,
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(b—a) B (@ + F(B)) + (1 = DfG) = (1 = 2) (x == er b)] - f o de

b
_ f kCx, OLF' (6 — y] dt (3.47)

ve

b
f If'®©=rldt=r®-a) - (fb) - f(@)=UT-b-a) (3.48)

a

elde edilir. (3.45), (3.47) ve (3.48)’den kolayca (3.38) elde edilir ve bdylece ispat

tamamlanmis olur.

Sonug 3.2.1. Teorem 3.2.5’in varsayimi altinda,

F0 -0 o -a) (v~ 52) - [ o

2
S(S—V)[b;a+|x—a;b”(b—a) (3.49)
fF@®—a) ~ b -a) (x—a;b>—]:f(t) dt
-9+ -2 o-o (350)

dir.

Ispat. (3.37) ve (3.38)’de A = 0 alinirsa

b—a

[b—a+|2x—a—-b]|] = >

max{x —a,b —x} = (3.51)

a+b|
2

N[ =

+ |x -
elde edilir. Yukaridaki ispatta

1
max{A,B}zE[A+B+ |A—B|], ab€R
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esitligi kullanildi. (3.51)’deki esitlikten, (3.49) ve (3.50)’nin gegerli oldugu kolayca
goriiliir.

Sonug 3.2.2. Teorem 3.2.5’in varsayimi altinda,

_ b b — 2
L@+ o - [ o < s - P (352

_ b bh— 2
2@+ o - [ foa] <o -9 050 (359

dir.

Ispat. (3.37) ve (3.38)’de A = 1 almirsa, bu durumda

_a+b
- A
ve
b—a b—a b—a b—a
max{/’l x—a—2A b—x—A1 > }: 5

elde edilir. (3.52) ve (3.53) agikga goriilmiis olunur.

Sonug 3.2.3. Teorem 3.2.5’in varsayimi altinda,

b b b
- )[M #3705 (x5 - [roa

| a+b

” b —a) (3.54)
f() ( a;b)l—f:f(t)dt

b—a
+|x—

| [f (@) +f (b)

—a) (3.55)

dir.
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Ispat. (3.37) ve (3.38)’de 1 = % alinirsa, o halde

{b —-a 3a+b a+3b }
max)——,x YR x
=maxfy(x-at o= 557) 5 (0 -t -5
=maxz|\x —a+t|x )3 x+ |x 5
—1[b +2‘ a+b‘+|2 ( +b)|]—b_a+| a+b|
=3 a x 5 x—(a = X 5
elde edilir. (3.54) ve (3.55) agik¢a goriilmiis olur.
Sonug 3.2.4. Teorem 3.2.5’in varsayimi altinda,
b—a 2y a+b b
L@+ @+ ) - (- 52) - [ r@ae
6 3 2 a
b — +b
S(S—y)[ 3a+|x—a2 ”(b—a) (3.56)
ve
b—a 2T a+b b
Pt @@+ w15 (- 50) - o
a
b—a a+b
S(F—S)[ - +|x— - ”(b—a) (3.57)
dir.

Ispat. (3.37) ve (3.38)’de 1 = é alinirsa, bu durumda

b—a b—a b—a}

max{/l ,x—a—/lT,b—x—/l

_ {b—a 5a+b a+5b }
= max c X e ¢ X

1 2a+ b 1 a+2b
= marfz(x—a+|r-=5) 76 —x+ | -5}
b—a b—a a+b
:{ 6 ' 3 2 |}

1[b—a+| a+b|+|b—a+( a+b)”
202 T2 6 T

+|x—
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_b—a+|

a+b|
2

elde edilir. (3.56) ve (3.57) agik¢a goriilmiis olur.

Hatirlatma 3.2.3. Eger (3.49) ve (3.50); (3.54) ve (3.55); (3.56) ve (3.57)’de

x = aZLb alinirsa, x’e bagl olmayan esitsizlikler elde edilir.

3.3. DIGER OSTROWSKI TiPLi ESITSiZLiKLER

Bu bolimde, n-li diferensiyellenebilir doniisiimlerle ilgili ¢esitli arastirmacilar
tarafindan kurulan bazi Ostrowski tipli esitsizlikler sirasiyla verilecek. Asagida,

esitsizlikler verilmistir.

Teorem 3.3.1. f: [a, b] = R bir déniisiim olsun éyleki f™~ D, [a, b] de mutlak siirekli

ve her x € [a, b] i¢in f™ € Lo [a, b] igin

b 1 Nk +L o (1K (v K+
f F(6)dt - Z [(b x) + (-1D*(x — a) lfk(x)
a k=0

(k + 1)!
)
< |(|£+ :ll)oo' [(x _ a)n+1 + (b _ x)n+1]
lF<11, nt
<mT D) (b — a)"*? (3.58)

IF™@|| = sup |f™ ()| < o oldugunda (3.58) esitsizligi elde edilir.
®  telab]

Ispat. Hipotezden, asagidaki tanimlama yapilabilinir;

b n-1 k+1 k k+1
(b—x)""+(D"*(x—a)
L fead= zkzol (k + D! i@

b
I f En(x, O™ (1) dt. (3.59)

a

Her x € [a, b] i¢in E,,(x, t) olmak {izere (3.59)’dan,
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b n-1 b— )+ L (C 1) (5 — g)K+1
[ r@a-y |G EEE lf"(x)‘
k=0

b b
[ B or®@@ar < IFl, [ 1B ol

*(t—a)" bw—or 1 _lIlFr™I, . .
= ||f(">||oan T!ad”fx — dtl =@ (=™

ifadesini elde edilir ve (3.58) esitsizligi kanitlanmis olur. (3.58)’deki ikinci esitsizligin

ispat1 x € [a, b] igin
(X _ a)n+1 + (b _ x)n+1 < (b _ a)n+1

esitsizliginden cikar.

Hatirlatma 3.3.1 (3.1)’de x = asz alinirsa,

b T+ Db —a)k* o a+b
faf(t)dt_kzol (k + 1)! l 2k+1 f(k)< 2 )
_ ™l
=27+ 1)!

(b — @)™ (3.60)

esitsizligi elde edilir. Eger (3.58)’de n = 1 segilirse basit bir hesaplamayla, Ostrowski
nin (Teorem 2.1.4)’deki esitsizligi elde edilir. Diger bir sonug¢ benzer olarak Teorem

3.5. [8]’in elde ettigi asagidaki teoremdir.

Teorem 3.3.2. f:1 € R - R aralifinda olsun. Varsayalim ki f in n-lisi I° (I nimn ici) da
diferensiyellenebilir ve f™, [a,b] iizerinde a,b € I°, a < b integrallenebilir ve
varsayalim ki her x € [a,b] icin y ve T reel sabitleri i¢iny < f™ < T olsun. x €

[a, b] i¢in

— x)k+1 + (—l)k(x _ a)k+1

k + D! e

Ral) =f(x>+biakz1(b
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(b — x)n+1 + (=D"(x — a)n+1
(n+ 1! (b—a)?

1 b
[Fm0®) - fo @] - 5 | rode

tanimlanir. O halde, her x € [a, b] i¢in,

|Ry, ()|
(x — a)?™+! — (x — p)2n+1 (x — @)™ — (x — p)"*1 272
(b-—a)(2n+1) B ( b-—a)n+1) > ] (3.61)

<F—y
- 2(n)!

dir.

Ispat. Hipotezden (3.59) esitligi kullanilir ve yeniden yazilirsa

b Tt (b _ x)k+1 + (_1)k(x _ a)k+1
[ e =0 -arco+ >, s FEG)

b
(—Dn f En(x, ™ (6) dt

olur. Ayrica,

—1 n+1 ,b
( _)a f Ey(x, ) f (1) dt

1 (b — x)F*1 + (—1D)*(x — a)**?

a (k + 1! fEe)

1 b
i — f f@®)adt, (3.62)

’ t—a) bt —p)yn _ \n+1l _ _ p\n+1
j En(x,t)dt=f (t=a) dt_|_f (t—b) dt = (x—a) (x —b)

a n! n! (n+1)!
_ - (b — )™ 4+ (=D"(x — a)"*?!
=D (n+1)!

ve
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b
[ rmae=rove) - rov@

dir. Boylelikle,

_ (_1)n+1

(b —a)?

B (b _ x)n+1 + (_1)n(x _ a)n+1
- (n+ D! —-a)?

ben(x, t)dtfbf(”)(t)dt

a

[f™1(b) — F™V(a)] (3.63)

elde edilir. (3.62) ve (3.63) kullanilarak,

b b b
(=pr? l% f En(x, 0)f V) (£)dt — f En(x, t)dt f f(”)(t)dtl

1
b—al, (b — a)?

ifadesinin R,,(x)’e esit oldugu goriilir. Simdi Teoremde E,(x,) ve f™ () oldugu

yerde sirastyla f ve g yi uygulanirsa,

1
RAGO| <5 (= ) [T (EnC), E) 364
elde edilir. T(+,-) fonksiyonu (3.59)’da verilmistir ve zaten hesaplanmisti.

b (x _ a)n+1 _ (x _ b)n+1

L E,(x,t)dt = D!

(x _ a)2n+1 _ (x _ b)2n+1
nH2(2n+1)

b
f EZ(x, t)dt =
a

oyle ki

1 (b 1 b 2
T(En(x,-),En(x,-)) = EL E,%(x, t)dt —m<L En(x, t)dt)

(3.65)

~ 1 (x —a)®*1 — (x — b)2™+1 (x — @)™ — (x — b)"+1 2
T ()2 (b—a)(2n+1) B < (b-—a)(n+1) )
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dir. (3.64) ve (3.65) birlestirilirse, (3.61) elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Asagida Pachpatten’in  kurmus oldugu yeni genelleme esitsizligi, bir ¢ift

diferensiyellenebilir n-1i dontisiim ile ilgilidir [9].

Bu boliimde ayrica [10]-[41] numarali kaynaklardan yararlanilmistir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. DIGER OSTROWSKI TiPLi ESITSiZLiKLER

Teorem 4.1.1. f:[ab]>R, (ab) iizerinde tanmli ve diferansiyellenebilir,

f:(ab)>R, (ab)de smirl,

1] = s(up)|f'(t)1<oo olsun. Bu durumda her
ab

te

x € [a,b] i¢in

%)
‘f(x)—ﬁ :f(t)dt‘s %+ﬁ (b-a) 1. (4.1)

esitsizligi vardir. Buradaki % en iyi sabittir [42].

Ispat. ilk olarak

P( t)— t—a, ast<x
= t—b, x<t<b

cekirdegi goz Oniine alinsin. Buna gore kismi integrasyon yontemi kullanilirsa,

7ROt (08t = [ (t—a)f (bt + [ —b) " (t)

=(t-a)f ) - [ f(tut+(E-b)f ) - f(t)t
= (x—a)f (x)- [ Ftht+ (- x)f (x)- [ f(tet
=(b-a)f (x)- [ f(tht

olur. Boylece
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f(x):é :f(t)jt+lea ")t (t)t

elde edilir. Buradan,
1 1
f(x)-———| f —P f'
(x) - (t)olt+b_a (x,t)f"(t)dt

_aa

olur. Her iki tarafin mutlak degeri alinip, islemler yapilirsa,

‘f(x)—lea [ < L[PGt o

:Fla :(t—a)|f'(t)|dt+r1ajf(b—a)|f'(t)|dt

< %[ [-at+[ (b_a)dt}
|1, [(t—afr <b—t>2|b]

b-a| 2 | 2

a

X

e fmap + (o-xF]

~2(b-a)
elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

a+b)’
. 1 (X_ 2 )
|t (b-a) = +~—"

4 (b-a)

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.2. f:R™ - R, D iizerinde tanimli ve diferansiyellenebilir ve D ’de

<M,(M, > 0;i=1,...,m) olsun. Bu durumda, her X =(X1,X2,...,Xm)65 icin

o
8Xi
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+

(4.2)

C= (yl + H(Xl ~ yl) ----- Ym + Q(Xm -V )) , 0<@<1 olmak iizere,

f(x)-£(1)- 3 )i _y) “3)

yazilir. (4.3) esitliginin her iki tarafinin Y ’ye gore integral alinirsa bu durumda

[eoaay - [ty =3 [y jav.

D i=l p 8X-

dY =dy,..dy, ve m(D)= H(bi ~a,) olmak iizere,

(M)~ [ ] F Y =3[ [ —y, v (4.4)

D i=1 aXi

yazilir. Burada (4.4) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa,
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< Mi(Mi >0l =l,...,m) oldugundan

olur. Her X e D igin

jj Y )dY

dir. (4.5) esitsizliginin sag tarafindaki bir integralini

<|v|j % = yifay (4.5)

f:lxi—yildyi b, -a,) [X—a‘+b‘j2

seklinde hesaplanirsa,

IIIX—yIdy. m(D )IIX—yIdy.

2 m(D)(bi — &

elde edilir. Son ifade (4.5) esitsizliginde yerine yazilir ve her iki taraf m(D)> 0 oldugu

icin m(D)’ye her iki taraf béliiniirse ispatlanmis olur.

Teorem 4.1.2°nin genellestirilmis hali asagidaki gibidir [42].

Teorem 4.1.3. f:R™ >R, D iizerinde tammh, diferansiyellenebilir ve D ’de
‘i
X;

integrallenebilir ve her X e D igin p(X)>0 olsun. Bu durumda her X e D igin

< Mi(Mi > 0;i =1,---,m) olsun. Ayrica, X — p(X) p fonksiyonu tanimli,

dir.
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Ispat. Teorem 4.1.2°deki ispatin benzeri olarak ispat agiktir. Taylor serisi yazilip p(Y)
carpilarak benzer sekilde ispat yapilir.

Teorem 4.1.4 i¢in asagidaki formiilii kullanilacaktir:

mneN i=(..m);
0=ay,<a, <..<a, =1 i=(..,m);
1< <@y Ay =y —ay (ki =1..,n5i=1..,m)
K= (Kyeor Ky )y X = (X X )y Xie = (Xeg oo X )
= {X[o<x <Zi=1..,m};
D(K)= {X,[ay . <Xy <y (K =Looonsi =Lm)};
dX =dx,,...,dx,

E(f;k)=f(X, )-——— (X X
Sl

Teorem 4.14. f:R™ >R, D iizerinde tanimh

of
ax1

, diferansiyellenebilir ve D ’de

<M, (M, >0;i=1..,m) olsun. Bu durumda H(t;ki):(t—aiku)z+(aiki—t)2

olmak iizere,

D k=1 k=1

it S

<

I\)ll—‘

i=1 k=1

M, (ZH(,k, )J (4.6)

Ispat. Teorem 4.1.2 yardimiyla
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esitligi

1& M,
E(f;k)<=> ——HIix, ;k; .
( 1 ) 23 ik, (X'ki’ ') (4.7)
seklinde yazilir. LnJ Dﬁ(k) = D oldugundan,
k=1 ky=1

[ £0x)x - z Zﬂikl...}tmkmf(x(k)){

D k=1 =1

ZZ/M v Efk)<

dir. Buradan da (4.7) esitsizligi yerine yazilirsa,

[ FOx)ax -3 Zak %

D k=1 kp,=1

23S n S0 H<xiki;ki)]

k1—l K =1 7Hik

:imi(iH(xmi:ki)}

i=1 k=1

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.1.1. Eger Teorem 4.1.4°de X, =a, Vveya X, =& , alinirsa, (4.4) esitsizligi

[ 10003252, HzM(y]

D k=1 kp=1

5 1
olur. Ayrica, eger 4, =— alinirsa,

0 N[ FD

D NNy ko kot
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olur.

Sonuc 4.1.2. Eger Teorem 4.1.4°de x,, = %(aikil +ay, ) almirsa, (4.4) esitsizligi

[ F(X - nkz; 3t (x ){ﬁ,ml'v'(zﬂlkJ

D m=1 k=1

3 1
olur. Ayrica, eger A, = — almirsa,
1 n

[ (x)dx -

D N..Ny ka1 k2

L3 S )siin

i=1 n

dir.
Teorem 4.15. f:R" >R, D= {(Xl,...,XmXai <X <h, (i =1,...,m)} lizerinde tanimli,
7 <M, (M, >0;i=1...,m) olsun. Ayrica, x — p(x)

p fonksiyonu integrallenebilir ve her x € D igin p(x)> 0 olsun. Bu durumda her xe D

diferansiyellenebilir ve D ’de

i¢in

Zm:M,j p(y)x — y;/dy
<= Df (4.8)

p(y

dir [43].
4.2. TKI KATLI INTEGRALLERDE OSTROWSKI TiPLI ESITSIZLIKLER

4.2.1. ””w - Norma Ait Fonksiyonlar i¢in Esitsizlikler

Iki degiskenli fonksiyonlar i¢in asagidaki Ostrowski tipli esitsizligi vardir [44],[45].
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Teorem 4.2.1.1. f:[ab]x[c,d] >R fonksiyonu siirekli olsun. Eger f,, =

oxoy
[a,b]x[c,d] iizerinde ve f, €L, (ab]x[c,d]), yani,
fal = (f)s(ssr,ﬂjf)@za%:yy) < ise her (x,y)e[a,b]x[c,d] i¢in
‘ [T f(s,t)dtds_[(b_a)f f(x t)dt—(d —c)[" £(s,y)ds—(d —ckb-a)f (x y)}‘
< B(b—a)z {x—%bﬂ{%(d —c) +(y—¥ﬂ foel (4.9)
dir,

ispat. p:[a,b]" >R, g:[c,d]* - R olmak iizere,

 [s-a, selax] (t-c, teley]
p(x’s);{s—b, se(xb] q(y't)'z{t—d, te(y.d)

¢ekirdekleri tamimlansi. Her (x,y)e [a,b]x[c,d] i¢in

[[[ plx.s)a(y.t)f, (s, thitds
= [/ (s-a)t—c)f. (s.thtds + [ s~ a)t—d)f,,(s. s
+ [ [ (s-b)t =)t (s.thtds + [ (s — DXt ~ ). (s, t)ds

yazilir.

LXLY(S —a)t—c)f(s,t)dtds
:Lx(s—a)[ f. (s, y)(y—c)—J.Cy f, (s,t)dt}ds
- (y_c)j:(s—a)fS (s, y)ds—jcyU:(s—a)fS (s,t)ds)dt
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~(y—of (x-a) (. y)~ [ 1(5.y)es]
_ J'CV [(X —a)f(x,t)- J: f (s,t)ds}dt
- (- o)t y) -y~ £l

~(x=a)[ f(xt)dt+ [ [ (s, t)tds (4.10)

esitligi yazilir. Benzer sekilde,

[ jy"(s —a)t—d)f, (s t)dtds
- [[(s-a) @yt (s.y)- 1. (s.t)t s
~(@-y)[[ (=a)t, (s.y)ds [ [[(s-a)t, (s.t)ds J
= (@-y) (=) (xy)- [ 1)
=[] o=@yt (xt)- [ fls.tys ot
= (x—a)d—y)f(xy)-(d-y)[ f(s,y)ds

d X Py
—(x- a)jy Fxtdt+ [ [ f(s,t)dtds (4.11)
yazilir. Diger yandan,

[ (s=b)Yt—c)f, (s, t)etas
= [(s=b) (y =0t (s.y)- [ 1. (s.t)t s
~(y=0)f (s=b)f, (s, y)ds—['( [ (s-b)1. (s.t)s
~(y=c] -t (x y)- [} f(s.y)as |
o086~ [ 1(s.t)as o
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=(y-ckb-x)f(xy)-(y-c)f f(s.y)s

~(b-x)[ f(xtht+ [ [ (s, t)dtas (4.12)

ve

[ jyd(s “b)t—d)f, (s t)dtds
= [(s-b) (@-Y)f, (s.y)- [, (s.t)t s
=(@=y)[ (D)1, (s, ylds— [ [ (s=D)1. s.t)s ot
=(@=y)| 6-2)7xy)= [} £(5,y)as|
~[] G0t ()~ [ fs.t)s ot
=(d-yXb-0)f(xy)-(@-y)[ (s y)s
~(b—x)f] f(xt)it+ [ "1 (s,thitds (4.13)

dir. (4.11)-(4.13) esitliKleri taraf tarafa toplanirsa
[(y —cXx—a)+(x—a)d —y)+(d - y)b—x)+(y —chb—x)]f (x,y)
~(d-o)[ t(s.y)ds—(d—c)[ f(s.y)ds—(b—a)[” f(xth
—(b—a)jyd f(ct)dt+ [ [ f(s,thdtds + | jy“ f (s, t)itds
+f jyd f(st)atds + [ [ f(s, s
=(d-c)b-a)f(x y)-(d—c)[ f(sy)ds

~(b-a)[ f(xtht+[ [ (s, thitds

ifadesi elde edilir. Son ifade yerine yazilirsa, her (x, y) € [a,b]x[c,d] igin
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Ib f p(x,s)a(y,t)f, (s, t)dtds
=(d—-c)b-a)f(x,y)-(d —c).[: £ (x, y)ds

d b cd
~(b-a)[ f(xt)t+[ [ f(st)tds (4.14)
olur. (4.14) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa,

Ubj" f(s,t)dtds —[(b—a)f (x, t)dt

+(d- c).[: f(x,y)ds —(d —c)o—a)f(x, y)]‘

<['['Ip(x s)a(y.)
fo, M(Jj|p(x,s]ds)(]f|q(y,tjdtj (4.15)

f, (s,t)dtds

<

olur. (4.15) esitsizliginin sag tarafindaki integraller hesaplanirsa

[0 s)as = [ (s ~a)s[(b—s)es
_(X—a)z(b—X) =%(b—a)2+( a+bj

X ——
2

ve

Flatpt=4@-cp +y-23)

olur. Son olarak, bu integraller (4.15) esitsizliginde yerine yazilirsa istenilen (4.9)

esitsizligi elde edilir.

a+b c+d

Sonuc¢ 4.2.1.1. Teorem 4.2.1.1’in sartlar1 altinda x = — y= aliirsa,
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U:f f(s,t)dtds {(b—a)f f(aTer,tjdt

o]

2 2

< %(b —a)(d-c)|f.| (4.16)

esitsizligi elde edilir.
Uyan 4.2.1.1. Teorem 4.2.1.1°deki % en iyi sabittir. Gergekten, (x,y)e[a,b]x[c,d]

icin f fonksiyonu Teorem 4.2.1.1°deki sartlart saglamak tizere,

J: Ld f (s, t)dtds - [(b - a)jcd f (x,t)dt
+(d - C)j: f(s,y)ds—(d —c)b—a)f(x, y)}‘

< {cl(b—a)2 +(x—a—?Jz}{c2(d —c) +(y—¥)2}

olacak sekilde cl,cze(o,%j olsun. Bu durumda, x=a, y=c ve f(st)=st

f

. (4.17)

fonksiyonu i¢in

Z—aZXdz—CZ)
4 ,

[ [ (s t)tds = (b
J-cd f(x,t)dt = a(dzT—Cz)’
J.: f(s, y)ds = C(ZT—az)’

fol =1

00

st

bulunur. Boylece bu degerler (4.17)’de yerine yazilirsa,

%(b2 —a?)d? —cz)_(b_a)a(dz——cz)

4 2
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yani

dir. Buradan,

1 (cl + ij(cz + 1) (418)
4 4 4

dir. Bu durumda

olur. Bu da (4.18) esitsizligiyle celisir.
Uyan 4.2.1.2. Teorem 4.2.1.1°de X=Y igin f(S,t)z h(S)h(t), h: [a, b]—) R ve

thuw <o alinirsa (4.9) esitsizligi

U s)dsf s)ds —h(x )b — a)J' h(s)ds
—h(x)\b—a)? j:h(s)ds+(b_a)2h2(x)(
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et o[x-232)

yani,

[['hlskis ~hxfo )] sB(b—a)z +(x a”’ﬂ I

olur. Bu Ostrowski esitsizligidir. Sonug olarak (4.9) esitsizligi iki katli integraller igin

klasik Ostrowski esitsizliginin bir genellesmesidir.

4.2.2. Hacim Formiilii icin Uygulamalar

| ia=Xy <X <..<X,, <X =b, J C=y, <y, <..<Y,, <Y,=bve & ex,x,]

(i =0,...,n —1), n; € [yi , ym] (j =0,....,m —1) keyfi pargalanmalar olsun. Burada,

D:= .[:_Ld f (s,t)dsdt
integralini hesaplamak i¢in
h =%, —% ([i=0..n-1), 1, =y, -y, (j=0,..,m-1)

olmak tizere,

n-1 m-1

C(f. 10,35, 611) :ZZhjj £t
+n_ mz'lf fs.7, s - Zmzh t&.n;) (4.19)

toplamu ele alindiginda, asagidaki hacim formiilii verilir.

Teorem 4.22.1. f:[ab]x[c,d] >R Teorem 42.1.1°deki gibi ve 1,J..&n

yukaridaki gibi olsun. O halde
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f:f“si)dtds: C(f, 1, 3m&n)+R(F,1,,3,.67) (4.20)

dir. Kalan kisim R(f, I, 77) i¢in

"iml ( X, +xi+lj2 llz(n _yj+yj+1]2
Fus gl & ' 2 47" 2

n-1 m-1
2 (4.21)
=0 j=0

O

st

esitsizligi vardir.
ispat. [X,,XI+l lyj,yMJ (i:O,...,n—ZL'j:O,...,m—l) aralig1 lizerinde Teorem

4.2.2.1’i uygulanirsa, her i =0,...,n—1; j=0,...,m-1 i¢in

j J'y (s, t)dtds — [ (£t
+IJ.LX:+1f(S,nj)ds—hinf(gi,m)}‘

2
1 x +x .V 1 YitVYin
< _h_2 i i+1 _|2 7 j+ f
{4.{5. > ]}[4, (77, — J]

olur. Buradan i’yi O’dan n-1’e¢ ve j’yi 0’dan m-1’e kadar toplar ve

st

o0

genellestirilmis {icgen esitsizligi kullanilirsa (4.21)’deki ilk esitsizlik elde edilir. Ikinci

kisim igin her i, j igin

1

<2hve Yit¥ial 1

-

ifadeleri kullanilirsa istenilen sonug elde edilir.
Uyan 4.2.2.1. v(h)=max{h :i=0,.,n-1} ve x(l)=max]l;:j=0,.,m-1} olmak

lizere,
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i=0 i=0
m-1 ) m-1
1< a3, (0 —c)ut)
=0 -0
igin (4.21)’in sag tarafi
1,
1115, (b-aXa —ch(n)ult)

ile sinirl olur. Ayrica,

Cu(f.1,.9,)
_ nimdo X; + X1y oty YitVYiu
=2 hijyj f( ; ,tjdt+ZleLi f(s,—2 s
i=0 j=0 1=0 j=0
B L= m’lhilj f(xi + X, ’ Yj+ yj+1J
i=0 j=0 2 2

ifadesinden, (4.20) formu hacim formiiliiniin en iyi halidir.

Sonug 4.2.2.1. Yukaridaki varsayimlar altinda, kalan kisim R(f l.,J )

TNt Ym

fs,t n—: m-:

R(f, 1., )<s—= lh-2 1|-2
nTm
1 5 >

! J

i=0 =

bulunur. Buradan

[ tsttds =C,,(,1,,9,)+R(f,1,.3,) (4.22)

olur.
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4.2.3. ||| - Norma Ait Fonksiyonlar i¢cin Esitsizlikler

Iki degiskenli fonksiyonlar i¢in asagidaki Ostrowski tipli esitsizlik vardir [46].

Teorem 4.23.1. f:[a,b]x[c,d] >R, [ab]x|c,d] iizerinde siirekli, [a,b]x[c,d]

2

iizerinde f,, = T varve f,, €L, ([ab]x[c,d]) igindedir, yani,

OXoy

1

P p
dw dxdy | <oo, p>1
c 68}/

olsun. Bu durumda her (x,y) e [a,b]x[c.d], L +1 =1 olmak iizere,
P q

(s, t)dtds — [ (b- a)J.Cd f(x,t)dt
+(d - c)j: f(s,yds—(d —c)b—a)f(x, y)}‘

1 1
< [(x —a)"" +(b—x)™ T [(y —c)™(d—y)™ T . (4.23)
g+1 g+1 P
esitsizligi vardir.
ispat. p:[a,b]’ >R, q:[c,d] >R,
s—a, sela,x] t-c, telcy]
,S):= )=
P(x.5) {s—b, se(cp] Y@ 90 {t—d, te(y,d]
fonksiyonlar1 tanimlansin. Her (X, y)e [a, b]x[c,d] igin
I I (s, t)dsdt
= (d—c)b—a)f(x,y)-(d _c)f’f(s, y)ds
—(b- aj Xt dt+_” s,t)dsdt (4.24)
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dir. (4.24) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa,

U: J[ 75 t)dsdl - [(b —a)[ f ()t
+(d - c)Lb f(s,y)ds—(d—c)b-a)f(x, y)]‘
<[ [*|p(x.s)a(y.t)

f, (s, t)dsdt

esitsizligi elde edilir. Iki katli integraller icin Holder esitsizligi kullanilirsa,

[ lpbxsk(y.1)

= Ub [(Ip(x.s)a(y.t)" dtds):( [
:U:|p(x,s]qujz(L‘jq(y,t)'thjz ¢

_ [(X —a)™ +(b—x)™ T{(y B C)q:tr(d Ly }q

g+1 1

f.(s, t)(dtds

1
f(st) poltols) ]

f

Stp

olur. Boylece ispat tamamlanur.

Sonug 4.2.3.1. Teorem 4.2.3.1 varsayim altinda,

(s, t pitdls — { )j f(a%b tjdt

+(d —c)j:f(s %}ds (d —c)(b—a)f(a—“),ﬂﬂ‘

2 2

1 1
_(b-a)"a(d—c)"a

2

4(q+1)q

f

Stp

esitsizligi vardir.
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Uyan 4.2.3.1. g:[a, ] >R, g(t)=(t—a)" +(B-t)",(m>1) alinsm. Ayrica

inf g(t):g(o“rﬂj:(ﬂ—a)m

2

ve

sup g(t)=g(a)=g(8)=(8-a)"

tea.f]
ozellikleri dikkate alinirsa, (4.25)’in (4.21)’ten elde edilebilecek en iyi esitsizlik oldugu
goriiliir.
Uyan 4.2.3.2. Eger f(s,t)=h(s)h(t), h:[a,b] >R, [a,b] iizerinde siirekli ve Hth <

ise (4.23)’ten (X =Y i¢in)

dsI s)ds —h(x )b — a)j h(s)ds
_h(x)(b_a)j:(s)ds+(b_a)2h2(x)(

fesseo

yani,

ks -]/ <[ -2 0 } 1,

yazilir. Bu da agikga P -normlar igin elde edilen Ostrowski esitsizligidir [46].
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4.2.4. Hacim Formiilii icin Uygulamalar
| ia=Xy <X <..<X <X, =b,J C=y, <Y, <..<VYpn,y<Y,=0d ve & e[x,x,]

(i =0,...,n —1), n; e ly Y j+lJ (J =0,...,m —1) keyfi parcalanmalari ele alalim. Burada,

D= II stdsdt

integralini hesaplamak icin

olmak iizere,

n-1 m-1

C(f 1y .= Zhijjj“f(e;,t)dt
AT 0 INTE

alalim. Bu varsayimla, agagidaki hacim formiiliinii verebiliriz.

Teorem 4.24.1. f:[ab]x[c,d] >R Teorem 4.23.1’deki gibi ve 1,,J,,&7

yukaridaki gibi olsun. Her £ ve 77 i¢in

[ f(s.tutds =C(f,1,,3,.&7)+R(F,1,,3,.6,17)

olmak iizere, R(f, | &,71) kalan kismun tahmini

1 s ma

R(F 10,35, 60)

1

S |
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1
m-1
(Vo =, F (s =y, Y |
x[;( i j = i~ Y

S'h 0N (4.26)

dir.

Ispat. Teorem 4.2.3.1°¢ [Xi,xi+l]><[yj,yj+lj(i=0 ..... n-1j=0,.,m-1) aralig1 icin

uygulandiginda, her i =0,...,n-1; j =0,...,m—1 igin

f jy” (s,t)dtds — [ jy” (&, t)dt
+Ij.|‘:”f(s,nj)js—hiljf(gi,nj)}

smx.ﬂ-g.)q::l@.- >q+1}{<y,ﬂ by )J]

1

( [ jy' : dtds)

sonucu ortaya ¢ikar. Buradan esitsizligin her iki tarafi i¢in i, 0’dan n—21’¢; j, 0’dan

m—1’e iki kath toplam alinir ve genellestirilmis ticgen esitsizligi, Holder esitsizligi

kullanilirsa,

R(,1,,3,.E17)
< ZH( ~&)" g )J

g+1

X[(yj+1—77,-)q:+1(77, H (T

P H

i—0 q+1

1
,t]"dtdsj"

IN
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1
x{n_l Mf”jﬁ” f(s,t) pdtds} '

i=0 j=0
_ S (Xi+l B gi )q+l + (él B Xi )q+1
- i-0 q+1
1
Eﬁ (yj+l 77])‘”14_(77] yj)qﬂ qx f
< q 1 stilp

sonucu ¢ikar. Ikinci kismin ispati ise her i, j ve &, ; orta noktalari igin

(Xi+1 - égi )q+1 + (écu —X )q+l < (Xi+1 =X )q+l

ve

+1

(yi+l =7, )q+1 +(’71 —Yi )M = (yj+1 —Y; )q
esitsizlikleri kullanilarak tamamlanir.

Uyar1 4.2.4.1. v(h): max{hi 1=0,..., n—l}, u(l)= max{lj 1]=0

S e <[l S = b-afi )

S0 <L S5 (0ot
icin (4.26)’nin sag tarafi

. +11>z f,] (b-aXd ~cf ()

51

m —l} olmak tiizere,



ile sinirlidir. Ayrica,

Cy(f,1.3, )= ighjyf(% tjdt

i j0 Vi
n-1 m-1 X1 N
+ZZIjL f[s i 2y’ 1st
i=0 j=0 '
n-1 m-1 . +
_ Zhlljf(xl+xl+l,yj yl+lj
i=0 j=0 2 2

toplam1 yardimiyla Teorem 4.2.4.1’den miimkiin olan en iyi hacim formiilii elde edilir.

Sonug 4.2.4.1. Yukaridaki varsayimlar altinda,

j:ff(s,t)dsdt:c (f,1,,3,)+R(f,1,,3,)

14ny 14ny

olmak iizere, R(f, 1 ,J, ) kalan kismin tahmini

1N ¥m

n-1 1+1 m-1 1+£

q q

fal , 20 * 21,
j=0

1
R(F 10 35) < — | ]
4(q +1)a =0

m

elde edilir.

4.2.5. ||||1- Norma Ait Fonksiyonlar icin Esitsizlikler

Iki degiskenli fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli esitsizlik asagidaki gibidir.

Teorem 4251 f:[ab]x[c,d] >R, [ab] iizerinde siirekli, [a,b]x[c,d] de

2

Y " oxdy

vardirve f, e L, ([a,b]x[c,d]) igindedir, yani,

dxdy < ®

axay
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olsun. Bu durumda her (x, y) [a,b]x[c,d] igin

(s,t)dtds — [ (b-a)[" f(x t)ot

+(d _c)j: (s, y)ds —(d —c)o—a)f (x, y)]

‘ _ath ‘ _c+d
1 2 1 2
<= = b—a)d—c)(f 4.27
2" b-a |2 d-c (b-a)d ] (4.27)
esitsizligi yazilir.
Ispat. Teorem 4.2.3.1’nin ispatma benzer sekilde,
d
(s,t)dtds — [ (b-a)[" f(x that
+(d - c)f: f(s,y)ds —(d —c)o—a)f(x, y)}‘
<[ [*Ip(x,s)a(y.t) £ (s.t)ctds (4.28)

esitsizligi kullanilsin. Bununla birlikte (4.28) yardimiyla

[ [ p(xh(y.t)

= sup|p(x,s)- supa(y,t)| f
sg[a,b] te[c,d]

f, (s, t)dtds

Stl

= max{x—a,b—x}-max{d -y, y cj|f,

ety

oldugu kolayca hesaplanir ki bu da (4.27) nin ispatin1 verir.

!

Stl
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Teorem 4.2.5.1°den alabilecegimiz en iyi esitsizlik asagidaki sonugta verilmistir.

Sonug 4.2.5.1. Yukaridaki varsayimlarla,

U j (s, t)dtds —[(b - a)j f(aTJ“b t]dt

e )

< %(b a)d - c)‘

(4.29)

yazilir.
Uyan 4.2.5.1. f(s,t)=h(s)h(t) oyle ki h:[a,b]—>R, [a,b] tzerinde smnirli ve
h' e L [a,b] olsun. (x = yigin) (4.27)’den

"h(s)ds I s)ds —h(x )b — a)j h(s)ds
~h(x)b—a)[ h(s)ds + (b a)’ hZ(x)(
<[ o-a) o220

a+b
X_—

yani,

a+b
X_—

[ hlskis -k —a)] SB(b 2)+

[

olur. Bu da 1-normlar i¢in Ostrowski esitsizligidir [47].
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4.3. DIGER OSTROWSKI TiPLi ESITSiZLIKLER

4.3.1. Baz1 Ozdeslikler
Asagidaki teorem verilir [48].

Teorem  43.11.  f:[ab]x[c,d] >R  tammli  ve  kismi tiirevleri

of(t,s) of (t,s) of(t,s)

ot ' os otos

(X, y) IS [a, b]>< [C, d] igin

var ve [a, b]x[c,d] tizerinde smirli olsun. O halde, her

f(x,y)= m [[ f(t.s)asc

' m.ﬁ f p(x’t)%dsdt
o (t,s)

boaramg L a9 e

1 b rd o7 f(t,s)
+Wd—c)L J| plxtha(y. s) =~ dsat (4.30)

dir. Burada, p: [a, b]—) R, Q: [C, d] — R fonksiyonlari

_[t-a, tefax]
p(x,t)._{t_b’ e (x.b] (4.31)
ve
_[s-c, selcy]
q(y,S)-—{S_d’ se(y.d] (4.32)
dir.

ispat. k:[a, B >R,

—

S i



olmak {izere kismi integrasyon yardimiyla,

g(u):—J' g z)dz+ﬂ j k(u,z)g (z)dz (4.33)

bulunur ve g, [a, ﬂ] tizerinde mutlak siireklidir. Gergekten, kismi integrasyon

yardimiyla,

ve

dir ve bu ifadeler taraf tarafa toplanilirsa, (4.33) 6zdesligi bulunur. O halde,
f (-, y), ye [C, d] icin (4.33) tanim yardimiyla, her (X, y) € [a, b]>< [C, d] icin

f(x, y):bflaj' f(t, y)dt+—j p(x,t) afgty)dt (4.34)

yazilabilir. Benzer sekilde, her (t,y)e [a,b]x[c,d] i¢in

1 1 o (t,s)
f(t’y)_d—cL f(t,s)ds+d_c a(y.s) s (4.35)
e OFCy) .
yazilir. (4.35) formiili " icin de her (t,y)e [a,b]x[c,d] icin
aty) 1 of(ts) 1 o (t,s)
= 4.
p d—c-[c ds+d_CLq(y,s) s O (4.36)

yazilir. Boylece, (4.34)’te (4.35) ve (4.36) yerine yazilir ve Fubini teoremi kullanilirsa,
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f(x,y)= 1 b[ ! f(t s)ds+i q(y,s)af(t’s)ds}dt

b a d-c d—c s
b—la bp(x,t){dicfafgt’s)ds
+d—ct .[:d qly.s 8(;; )ds}dt
m‘:r! f(t, Sdet+J.J. q(y,s) aéts’s)dsdt
+[ [ dsdt+” ;(a ) ds dt}

elde edilir ki bu da (4.30) 6zdesligi olur.

Sonug 4.3.1.1. Teorem 4.3.1.1°deki gibi, P, : [a b]—) R,Q: [C d]—) R i¢gin

a+b c+d
t—a, te a,T S—C, Se c,T

Po (t) = VE q, (S) =
t—b, te(agb,b} s—d, sE(C;d,d}

olmak iizere,

f(aer c+dj
2 ' 2

L )[ij f(t, sdsdt+jf P, (t) ( )dsdt

" (b- a)(d —c

[l

) dsdlt + +[ [ polt) )8;5; S)dsdt} (4.37)

dir.

Sonuc¢ 4.3.1.2. f , Teorem 4.3.1.1°deki sartlar1 saglasin. O halde,

F(a,c)+ f(a,d)+ f(bc)+ f(b,d)
4
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-5 a)(d C[” ts)dsdt+jj[ a+bj6fgt S) dscl
+f£{s C+dja( S) dsa

2 0
J-I ( a+bJ( C+dj62f(t’s)dsdt (4.38)
2 otos

dir.

ispat. (4.30)da (x,y)=(a,c),(a,d),(b,c),(b,d) alindiginda

f(ac)= b a)(d CUI tsdsdt+jj )dsdt
- tsdwtjj wafggdm}

fa,d)= &rzirz{fjfﬁs$m+fjt bg%§%wt
+jjs . dwtjj ;)dm}

Nadzatékt?{ﬁff@ﬂ$m+ﬁfﬁ—®§%;%wt

- tsdwtjj ak—@a;ggdm}

1 b 6f(t,s)
f(b,d)= &TE%T?{IIf@S%m+II ~ dsd
+ I _[ s—¢)—~ dsdt+j I —a)s—c) afsgt )dsdt}

sonuglar1 elde edilir. Elde edilen yukaridaki esitlikler taraf tarafa toplanir ve 4’e

boliiniirse istenilen (4.38) sonug elde edilir.
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4.3.2. Baz1 Simirlar

Teorem 4.3.2.1. f :[a,b]x[c,d] > R Teorem 4.3.1.1°deki gibi bir doniisiim olsun. O
halde, her (x, y) e [a,b]x[c,d], ||| (L< p <o) Klasik p -normlar [a,b]x[c,d]"de icin

3 q1+1
Ml( )_ (b a pl>1, +q£:1
1 a+b
{(b—a)+x }
2 2 ||||lef of (t,s)
i et (aohlea)
1 c+d )
“d-cf+|y-—"" }
: d(c A T (o)
‘ y)“z;l +(1y R of afg,s) (a,b]x[c.d])
Mz( )= B : 1 - ' >
’ [(b—a)]Fz(d—C) osllp, p2>1,i+qi=1;
1 c+d
~(d—c)+ly- }
2 2 |]|of of(t,s)
b_ald—c) |as), P e L([a,b]x[c,d])
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v |
(b-a)d—c) otos
T ool 1
(b x)q +1+(X a)q g, (d )q +1+( C)q ale
[ 0; +1 }[ ' q3+1y } 0% f
: (b-a)d-c) otds
o’ f(t,s) i
otos ELpS([ab]x_[_,d]),p3>1_3+q_3 1
[(b_ ) ‘ -5 5o C;d} o1
(b-a)d—c) otos
5] (bl 0)
olmak tizere,
flxy)- (b aXd o) I f (t, s)dsdt
SMl(X)+ Mz(y)+ 3()(’ y) (4.39)

esitsizligi vardir.

Ispat. (4.30) tanimim kullanilarak,

‘“K) b @@ CII (t, s)dsdt

\<b a)(d LT otet
+H ys NSy H 8ftf3 )ddt}

ﬁm[ff f"’“**\%
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f(t,s)

0?
dsdt+j I Ip(x,t)a(y,s) e

of Llaysf

yazilir. Buradan

I'['pt 9] " Nosa
g‘; J:f|p(x,t)|dsdt, agt S)e L. ([a,b]x[c,d]);
o A (fablxfea)
< gft pﬂ:f|I0(x,t)|qldsdt)q1 pla>t1i+i_1
P, G
Y suplpl) %S) L(ablx[c.d])
elde edilir ve
Jj J;d |p(x, t)dsdt

L (xges
(@~ ottt ot )
(@ of [-(t-apit+ ['lo-tp]

=(d —C)E(b—a)2 +(x—a—;bj2}

U: J'cd Ip(x,t)* dsdt};l

1

= Ucd U: Ip(x,t)* dt)ds}%

(@ -cu| [[Iplet)*dt+ [ lpOet) at*
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(4.41)



=(d —c)qll[jx(t ~a)tdt+ [ (b-t)* dt];l

1

=(d- c)q{(b )+ (x—a)%ﬂ}ql

g, +1

sup|p(x,t) = max{x—a,b—x}= b-a Iy
tefab] 2

_a+M
2 |

ve sonra (4.41) yardimiyla,

@-ofso-afo(x- 232 2] . Aot mrpec)
. o (t,s)
<dd-ch {(b K<+ (¢ a)ﬁl} o] o < iwlapked)
B 1 G +1 Ot p1>1%+qi:1;
HERE St A< o o).
elde edilir. Benzer sekilde,
I: Ld la(y. s) % dsdt,,
s Ha-ofoy-230) o] Mot futecd
. o (t,s)
Jo-a) {w Py - )} af < wlaokdedd
) G +1 atll,, p2>1pi+qi:1;
HEE ] ] T b))

yazilir. Ek olarak,
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(4.43)

(4.44)

(4.45)



If|pxt]|qys)| ddt
H ol
M L. (fa.blx[e.d))
H atas “ Xt]qadtj U ol ys)|q3ds)
<
) 1 1
b d|), 1L,—+—=1
atas L (blle.d] py > 1o
S [—
TS | o] fe.0]
(b a X_a_+b 1 d_ C+dj ||
4 6tas |
orf(t
at(as ) ([ b]x[c,d])
1
(b_x)q3+1 q3+1 q* q3+l y C)q3+1 s azf(t S)”
= q3+1 q3+1 | otos |

bulunur ki bu da teoremi ispatlar.

Asagidaki sonug, X = a;b A C;d alinarak bulunur.

Sonuc¢ 4.3.2.1. Teorem 4.3.1.1°deki varsayimlar altinda,
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A Al T e fmblle.aly
of
X cL (a,b]x[c,d])
S 1 B - P R (ablx[e.d)
Mi=13 B T ot 1 1
( l+1)ql(d —C)pl noop >l —+—=1
p. Q
1 |ef of
—= <], a blx[c.d])
20 —0)tl, ateti([a Ix[c.d])
1 of of
_ _ R ~ L .
{07 Tt (mblleo)
of
o~ L 1b ld '
-1 (d—c)i of &s »[2.b]~[e.d)
M.=13 B (P 1 1
(q2 +1)q2(b_a)p2 P2 p2 >1,—+—:1;
P, 0,
1 |ef of
= |4, di blx[c,d])
2b_a)|as|, aseLi([a Jx[c.d])
1 o f o f
—(b- d- ’ L 1b ,d ;
16 P-akd-c s s < (2 bl<led)
2
P O oL (fa,b]x[c.d])
M1 (b—a)e(d—c)s [0°f otos P
3-_ 2 H
4 (d; +1)u otos||,, P, >1,i+i:l;
s G
1]o%f 0% f
= , blx[c,d
4ows), ataseLi([a Ix[c.d])
olmak iizere,
a+b c+d 1 b cd
f , - f (t, s)dsdt
‘ ( 2 2 j -aja—cj k- Tk
<M+ M,+M, (4.48)

esitsizligi yazilir.

Sonug 4.3.1.2°de (4.38) esitsizligi kullanilir ve Teorem 4.3.2.1’de benzer argiimanlar

kullanirsa asagidaki yamuk tipli esitsizlik elde edilir.
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Sonu¢ 4.3.2.2. Teorem 4.3.1.1°deki varsayimlar altinda, M, (i:l,2,3), Sonug
4.3.2.1°deki gibi verilmis olsun. O halde,

[f(a,c)+ f(ad)+fb,c)+ fb,d)

| 2 b= a)(d CII (t,s)dsdt

<Mt M,+ M, (4.49)

esitsizligi yazilir.

4.3.3. Hacim Formiilii icin Uygulamalar

[, =a=X <X <..<X, <X, =bJ,=C=Yy,<Y, <..<Y,4 <Y, =0 keyfi

parcalanmalar, ¢ e[ X .+1] (i=0,.,n-1), 1; e[yj +yj+lJ(j =0,...,m—1) ara noktalar
olsun.
h =Xy~ X, =Y;.-Y;, i=0,.,n-1, j=0,.,m-1 olmak iizere,
n-1 m-1
R(F, 1,3 &m)=> > 0l TE ;) (4.50)
i=0 j=0

Riemann toplamini ele alalim.

(x,y)e[a,b]x[c,d] (4.51)

‘f(x,y) WII (t,s)dsat],

Teorem 4.3.2.1 kullanarak yirmi yedi farkli esitsizligin simir degerleri verilir. Her

[x, y]e[a,b]x[c,d] igin

<t —(b—a)2+(x—a—+b} }Hi
b—a 2 ot

1 2 c+d of

= | Z(d=- _2TE
+d—c ( C) +(y 2 j os|.,




1

1
"lo-a)d—-c) 4

1 2 c+d ) [|o*f
x|=d-c) +|y—— 4.52
{4( ) y 2 j } otos (4:52)
yazilir. Bu esitsizligi kullanilarak, asagidaki teorem verilebilinir.
Teorem 4.3.3.1. f :[a,b]x[c,d]—> R, Teorem 4.3.1.1°deki gibi olsun. O halde,
[ [ fts)sdt=R(f,1,,3,.&7)+W(f,1,,3,.&7) (4.53)

yazilir. Burada,

( A dn & 77) (4.50)’de verilen Riemann toplami tanimlandi ve

(f Ao I &, 77) kalan kisim yaklagik olarak

v(h):=maxih,i=0.,..,n=1},v(1):= max{,, j =0,..,m-1{

olmak iizere, her &£, orta noktalar1 i¢in

W(f.1,,3,.5n)

of| &1 X+ %)
<(d=c)J=— _h_2 - _ A i+1
( ﬂmgr% 2 ”

of

+(b—a)(

n-1 af m-1
Dohi+ (b a)( I
o0 i=0 0s w j=0
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1 821: n-1 m-1

= h2S |2

4 ataswg Ry
1 of of l
<=(d-c)b- h)— I )— h .
bo-cto-a) o} 3| 0f2] 5 om0 sy

dir.
Ispat. (4.52) esitsizligi [x [ O X [yJ yJ+1J araliklart i¢in uygulanirsa, her i=0,...,n-1,

j=0,...,m-1igin

jjy (t,s)dsdt—hl, f(&,7 1

2
< lhiz_'_ é:i_xi+xi+l |i
4 2 et
2
1 y'+y'+l af
+ =12+ g, ———=| |h]|—
|:4l (77] 2 J]Iasm

2
+Bhiz+( 4 +2xmj }!ﬁ'ﬂ[m— y, +yHJ ]Hm

dir. Buradan i, O0’dan n—1’e ve j, 0’dan m-1’e taraf tarafa toplanirsa (4.54)

bulunur. Simdi,

n-1 m-1
1,3.)=>"3hl, (XHM Y, ?’HJ (4.55)

i=0 j=0
orta-nokta ele alindiginda asagidaki sonugla en iyi karesel formiilii igeren (4.54)

esitsizligi elde edilebilinir.

Sonug¢ 4.3.3.1. f, Teorem 4.3.1.1°deki gibi olmak iizere,

[ fs)usdt=m(f,1,,3,)+L(f.1,.3,) (4.56)
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yazilir. Burada, (f,ln, ), (4.55)°de ifade edilen orta-nokta formiili L(f,ln,Jm)

kalan kismin tahmini

IL(f,1,,3,) (4.57)
1 of | &4 1 of | = il
<=(d-c)— h? +=(b— 2
4( C* w§'+4 )(a Z.: 16 ata w%“' ,:OI
=M,(f,1,,3.)
1 of 1 0% f
sz(d —c)(b—a){v(h* al. )1 Z *m j
::Mz(f’ln"]m)

bulunur.

T(f,1,,3.)

— n—lmz—lh-l- X f(xi’ yj)+ f(xi’ yj+l)+ f(XHl’ yj)+ f(xi+1' yj+1)

i
i=0 j=0 4

(4.58)

yamuk formiilii ele alinsin. O halde, Sonu¢ 4.3.2.2 ve Teorem 4.3.3.1’in ispatindaki

benzer argiimanlar kullanilirsa, asagidaki ifade edilir.

Sonuc¢ 4.3.3.2. f , Teorem 4.3.1.1°deki gibi olsun. O halde,

TN m

[ fs)sdt=T(f,1,,3,)+P(f.1,.3,) (4.59)

yazilir. T(f,ln, m) (4.58)’de verilen yamuk formiilii ve P(f l,J ) kalan kismin

1 'n?

tahmini, M, ve M, Sonug 4.3.3.1°de tanimlandig1 gibi olmak iizere,

P(f,1

1 ' n

(4.60)

I <M (f,1

1 n?

J,)<M,(f,1.,3.)

m

dir.
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4.4. HOLDER TiPLi FONKSiYONLAR iCiN OSTROWSKI ESiTSiZLiGi

Holder, Lipshitzian tanimlar. Asagida r -Holder tipli fonksiyonlar igin Ostrowski tipli

esitsizlik verilmistir.
Teorem 4.4.1. f :[ai,bl]x...x[an,bn]—>R doniisimii I, e[O,l], i=1...,n olmak iizere,

her X = (%X, )Y = (Y ¥, ) € 2,0 = [, b ]x...x[a,.b, ] igin
(- 1(7) <DL -y (L20i=1...n)
i=0
sartin1 sagliyor olsun. O halde,

j,B teht = f (6.t ot

a

olmak tizere, her X e [5,5] igin

() [ fEot
l;[(bi -a,)
n LI XI _ai ri+1 bI —XI e I
ng[ bi_ai] +[b|—a,] ](blal)
SZ% (4.61)

vardir.

ispat. Her xtea,b] igin
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yazilir. Buradan da, [5,5] araligr tizerinden t iizerinden integral alinip ve modiil

ozellikleri kullanilirsa,

‘f(i)f:df— [t <[] (x)- £ €)o

< Z L jbl ...j:n”|xi —t[dt,...dt, (4.62)

i=0

olur. Buradan,

j:...j:dtn...dtlzf[(bi ~a,)

i=1

,[:l"'J.:n|Xi —t;["dt,..dt,

:H(bj —a, )j:|x, —t["dt,
=

J#

16 _aj{(bi ) (x -2, )}

r+1

“flb-a) 322 (23] o

oldugu icin (4.62) [ ] (b, —2,) boliiniirse (4.61)’in birinci kismi elde edilmis olur.

j-1

Her a<y< g ve p>0 icin
(y _a)p+1 +(ﬂ_ y)p+l < (ﬂ_a)pﬂ

temel esitsizligi kullanirsa,

r+l r+l
b —x | X —a |
1 1 1 1 Sl '= .
YRS




elde edilir ve (4.61)’in son kismi ispatlanmis olur.

Sonug¢ 4.4.1. Teorem 4.4.1’in varsayimlari altinda,

f(algbl, ,an;bnj_ 1 [ ettt
H(bi_ |) 1 n
SZLzb(r—_f; (4.63)

orta-nokta esitsizligi vardir. Bu esitsizlik, (4.61)’in en iyi esitsizligi olarak yazilabilir.

a+pf

ispat. h :[e, B] >R, h(y)=(y—a)™" +(B8-y)™ (p>0) doniisimiiniin y, = 5

noktasinda en biiylik degeri var ve

dir. Sonug olarak, X:aiiji almarak istenilen (4.63) esitsizligi (4.61)’in en iyi

esitsizligi alinabilir.
Asagidaki yamuk tipli esitsizlik yazilir.

Sonuc 4.4.2. Yukaridaki varsayimlar altinda,

> —— e L)dt,...dt,
‘ H(bl - |) 1 ”
cyLb-a) (4.64)

yazilir.
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Ispat. (4.61)’de x=a ve x=b alindiginda elde edilen esitsizlikler toplanir ve liggen

esitsizligi kullanilarak (4.64) elde edilir.
Ozel durum igin f Lipschitzian doniisiimii alinirsa, yani, her X,y e [5,6] i¢in
O X0 )= F (Yo Yo ) <D L% = i (4.65)
i=1

bu durumda, asagidaki sonug yazilir.

Sonug 4.4.3. f, L, sabitli Lipschitzian doniisiimii olsun. Bu durumda her x [a,b]

i¢in

n Xi -
1=+ —2—| [b-a) (4.66)

dir. Burada % en iyi sabittir.

ispat. (4.61)’de 1, =1(i =1,...,n) segilirse,

£ (X )~ [ e, )0,
(bi _ai) 1
=1

Eoa R REEY

>

i=1

olur. Basit hesaplama ile, esitsizligin sag tarafindaki ifade
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olur. Bu ifade (4.66)’da yerine yazilirsa, istenilen sonug elde edilmis olunur.
2 sabitinin net ispati, (4.66) esitsizliginde bazi pozitif sabitler ¢, >0 igin verir, yani,

her x e [5, 5] igin

f(i)—n;rf(f)dfsig c + b—2 (b-a) (4.67)

a

dir. (4.67)de (X, X, )=% (i =1,...,n) segilirse, her X, <[a;,b,] igin

bulunur. X, =a, yazilirsa,

1 . :
olur. Buradan, ¢, > 2 olur. Burada % "{in en iyi sabit oldugu soylenir.

Sonuc¢ 4.4.4. f , Sonug 4.4.2°deki gibi ise,

a) Orta-nokta formiili

f(alzbl,__,an;bnj_ : (1 [ (et )it .,

< YLb-a) (468)

dir.
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b) Yamuk formiilii

‘f(al,...,an)+ f(bl,...,bn) 1 Iq...jbnf(tl,...,tn)dt

dt,

dir.

Uyan 4.4.1. Pratik uygulamalarda, f [6_1 5]—) R, [5,5] uizerinde a@_f kismi tiirevleri
X

var ve sinirli, yani,

S i i
olsun. O halde,
)
f(i)_n;j:f(f)dfszn:%w L Xigl_jl (b -a)

[Tk -a) =

i=1

Ostrowski tipli esitsizlik vardir. Burada, % en iyi sabittir.

4.4.1. Agirhkh Durum
Asagidaki Teorem 4.4.1’in genellestirilmis halidir [49].
Teorem 4.4.1.1. f, w:[a,B]—>R olsun. f, r-Holder tipli ve L, sabitlerle ve

rie[O,l] (i :1,...,n) olsun. w, [5,5] tizerinde integrallenebilir, bu aralik iizerinde

negatif olmayan ve
J.;W()_(b)_( = j:l...jj"w(xl,...,xn )dx, ...dx, >0
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olsun. O halde, her x e [5, 5] icin

! J:6|Xi - Yi|riW(§’)d§/
S I‘i 2 b N\ —
2 Fulihy

(4.69)

‘f&) Pk Fwly)t(yky

esitsizligi vardir.
Ispat. Teorem 4.4.1’in ispatina benzer sekilde, f, r-Holder tipli L, sabitleriyle ve r,

(i =1..., n) olmak tizere, her >_<,§/ S [5, 5] icin

‘f(x)— f(y_/l<zn:Li|xi —y'

i=1

yazilabilir. W(?/)Z 0 carpilir ve [5,5] iizerinde Y ’ye gore integral alinirsa

X

f(x)- (y}w(y)dy < Zn: L, E|Xi — ¥ WYy ey Y, )Yy, (4.70)
i=1
olur. Diger yandan,

{1761 (7 padyly

PR~ £ wlyhy
f( wlvky- [ £ lrky (@.11)

>

yazilir. (4.70) ve (4.71) birlestirilir ve J‘;W(y)d§/>0 boliintirse, istenilen (4.69)

esitsizligi elde edilmis olur.
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Uyar1 4.4.1.1. f , bir doniisim L, sabitleriyle,

I Fulyky
% L (y)d y

‘f@ Ful 5

[ofyky™

bulunur [50].

Sonuc¢ 4.4.1.1. Teorem 4.4.1.1°deki varsayimlar altinda, her X e [5,5] icin

‘(‘) L Fulishy

[ulyly ™
sgL{ i;a

a +b

> ' } (4.72)

yazilir.

Ispat.

= max x a % - b|jw@ﬁ§
= max{x, —a,,b — x.[ @ﬁy

o= -2z fuhs

_q+q
2

X

yazilir. Buradan,

2 ey &

le—yl wyly o {bi—a+x

dir. (4.69) yardimiyla, istenen (4.72) esitsizlik bulunur.
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Diger bir esitsizlik asagidaki gibidir.

Sonug 4.4.1.2. Teorem 4.4.1.1°deki varsayimlan altinda, her X € [a,b] igin

f(‘)j (y)dyj wly)t (vl

[ <ywy T e

XZ % )r+1 (X _a )ri+l

(r+1)b, —4a,)

yazilir.

Ispat.

jV—y. "w(yldy

sfsig ().Hx y,['dy
y b

A=
ﬂ)

=H(b,- —a, )E|Xi —y['ay,

n (b —x )™+ (x —a )]
o 2
= L i
j#i
_ - (b _a _(bi_xi)ri+1+(xi_ai)ri+l—
- b i (ri +1)(bi _ai)

bulunur. Simdi, (4.69) yardimiyla (4.73) elde edilir.

Son olarak, Holder esitsizligiyle asagidaki sonug yazilabilir.

(4.73)

Sonuc 4.4.1.3. Teorem 4.4.1.1°deki varsayimlarla, her Xe [5,5] i¢cin

f&)_ﬁw(y)dy
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(0 257 S
(I (y)deJ fib s [ortear]

Ispat. Cok katli integraller i¢in Holder integral esitsizligi kullanilirsa,

1

Jf|xi —y' W(?/)d{/ < (J.: [W()_/)]q d?/j:(mx, —y|” dyj" (4.75)

bulunur. Buradan,

dir. (4.75) yardimiyla,

TR (RN (1 T Ty [ <xa>m+ﬂ:

pr +1)(b a,)

yazilir. (4.69) kullanilarak, istenilen (4.74) esitsizligi bulunur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢alismada, temel analiz bilgisiyle c¢ok degiskenli fonksiyonlar ve agirlikli
Montgomery 6zdesligini elde ederek bu 6zdeslik yardimiyla yeni ¢ok katli integraller
icin Ostrowski tipli esitsizlikler elde edildi. Ozellikle Peano ¢ekirdeginin secimine bagli

olarak yeni 6zdeslikler ve bu 6zdeslikler yardimiyla yeni birgcok integral esitsizlikleri

elde edilebilir.
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