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𝛼̃, 𝛽, 𝛾̃, …   Esnek reel sayılar 
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ℝ(𝐸)∗   Negatif olmayan tüm esnek reel sayıların ailesi 
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ÖZET 

ESNEK VE BULANIK ESNEK KÜMELERİN DÜZGÜN VE YAKINLIK 

UZAYLARINA UYGULANMASI 

 

İzzettin DEMİR 

Düzce Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Anabilim Dalı 

Doktora Tezi 

Danışman: Prof. Dr. İsmet YILDIZ 

Eş Danışman: Prof. Dr. Oya Bedre ÖZBAKIR 

Ocak 2016, 148 sayfa 

 

Bu tez çalışmasında, öncelikle esnek küme teorisi kullanılarak esnek düzgün uzaylar 

tanımlanmış ve bu uzaylar yardımıyla bir esnek topolojik uzay elde edilmiştir. Esnek 

yakınlık uzaylarıyla ilgili özellikler incelenmiş ve esnek düzgün uzaylar ile ilişkisi 

araştırılmıştır. Sabit nokta teorisi üzerinde çalışabilmek için esnek elemanlar yardımıyla 

bir 𝑠𝑒-düzgün uzay kavramı tanımlanmıştır. Daha sonra bu uzay üzerinde sabit esnek 

eleman teoremleri elde edilmiştir. Ayrıca bir bulanık esnek komşuluk sistemi kavramı 

verilmiş ve özellikleri incelenmiştir. Bunun yanı sıra Lowen anlamında bir bulanık esnek 

düzgün uzay tanımlanarak bulanık esnek topoloji ve bulanık esnek komşuluk sistemi ile 

ilişkisi araştırılmıştır. Son olarak bulanık esnek yakınlık uzaylarıyla ilgili özellikler 

incelenerek klasik anlamdaki yakınlık uzaylarıyla ilişkisi elde edilmiştir. 

 

Anahtar sözcükler: Bulanık esnek düzgün uzay, Bulanık esnek yakınlık uzay, Esnek 

düzgün uzay, Esnek yakınlık uzay, Sabit esnek eleman 
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ABSTRACT 

APPLICATION OF SOFT AND FUZZY SOFT SETS TO UNIFORM AND 

PROXIMITY SPACES 

 

İzzettin DEMİR 

Duzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics 

Doctoral Thesis 

Supervisor: Prof. Dr. İsmet YILDIZ 

Co-Supervisor: Prof. Dr. Oya Bedre ÖZBAKIR 

January 2016, 148 pages 

 

In this thesis, soft uniform spaces first were introduced by using the soft set theory and a 

soft topological space was obtained with the help of these spaces. The properties about 

soft proximity spaces were examined and their relation with soft uniform spaces was 

investigated. In order to study on fixed point theory, the concept of an 𝑠𝑒-uniform space 

was defined with the aid of soft elements. Then, fixed soft element theorems were 

obtained in this space. Also, the concept of a fuzzy soft neighborhood system was given 

and studied its properties. Moreover, a fuzzy soft uniform space in the sense of Lowen 

was introduced and investigated its relation with fuzzy soft topology and fuzzy soft 

neighborhood system. Finally, the properties regarding fuzzy soft proximity spaces were 

examined and their relation with proximity spaces in classical meaning was established. 

 

Keywords: Fuzzy soft uniform space, Fuzzy soft proximity space, Soft uniform space, 

Soft proximity space, Fixed soft element 
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  EXTENDED ABSTRACT 

APPLICATION OF SOFT AND FUZZY SOFT SETS TO UNIFORM AND 

PROXIMITY SPACES 

 

İzzettin DEMİR 

Duzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics 

Doctoral Thesis 

Supervisor: Prof. Dr. İsmet YILDIZ 

Co-Supervisor: Prof. Dr. Oya Bedre ÖZBAKIR  

January 2016, 148 pages 

 

1. INTRODUCTION: 

Molodtsov (1999) initiated the concept of a soft set theory as a new approach for coping 

with uncertainties and presented the fundamental results of this theory. Then, Maji et al. 

(2001) combined the concept of fuzzy set and soft set and introduced the new notion of 

the fuzzy soft set. After presentation of the operations of soft sets and fuzzy soft sets, the 

properties and applications of these theories have been studied increasingly.  

Maji et al. (2002, 2003) gave the first practical application of soft sets in decision making 

problems and studied on soft set theory in detail. Aktaş and Çağman (2007) introduced 

the soft group and also compared soft sets to fuzzy set and rough set. Feng et al. (2008) 

worked on soft semirings. Das and Samanta (2012) introduced the notions of soft real sets 

and soft real numbers. Shabir and Naz (2011) initiated the study of soft topological 

spaces. 

Roy and Maji (2007) presented some results on an application of fuzzy soft sets in 

decision making problem. Aygünoğlu and Aygün introduced the notion of a fuzzy soft 

group. Then, Tanay and Kandemir (2011) initiated the concept of a fuzzy soft topology 

and gave the some basic properties of it by following Chang (1968). Also, the fuzzy soft 

topology in Lowen's sense (1976) was given by Varol and Aygün (2012). 

Uniformity is a suitable tool for an investigation of topology. Also, there exist its 

remarkable analogies with metrics. Therefore, it can be considered as a bridge between 

metric and topology. On the base of the axioms suggested by Bourbaki (1966), Çetkin 

and Aygün (2013) introduced the concept of a soft uniformity consisting of soft sets on                    

𝑋 × 𝑋 with the set 𝐸 of parameters and studied its basic properties. Also, Çetkin (2014) 
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defined the notion of a fuzzy soft uniformity in Hutton’s sense. 

Proximity structure was introduced by Efremovic in 1951. It can be considered either as 

axiomatizations of geometric notions or as suitable tools for an investigation of topology. 

The most comprehensive work on the theory of proximity spaces was done by Naimpally 

and Warrack (1970). Extensions of proximity structures to the soft sets and also fuzzy 

soft sets have been studied by some authors. Hazra et al. (2014a) defined the notion of a 

proximity in soft setting for the first time, which is termed as soft proximity. Also, by 

using soft sets, Hazra et al. (2014b) introduced the different notion of a proximity on the 

lines of basic proximity and called it proximity of soft sets. Then, Kandil et al. (2014) 

defined soft proximity spaces on the base of the axioms suggested by Efremovic. By using 

fuzzy soft sets, Çetkin et al. (2014) introduced soft fuzzy proximity spaces on the base of 

the axioms suggested by Markin and Sostak (1992) and Katsaras (1979), respectively.  

Filters were introduced in 1937 by Cartan. The study of filters is a very natural way to 

describe convergence in a topological space. Moreover, they play a fundamental role in 

the development of fuzzy spaces which have applications in computer science and 

engineering. More recently, Park ve diğ. (2011) defined soft filters and studied some of 

their properties. Çetkin and Aygün (2014) introduced fuzzy soft filters on the base of 

definition suggested by Kim et al. (2007). 

The purpose of this thesis is to study the uniform and proximity structures in both the soft 

setting and the fuzzy soft setting and to prove some fixed soft element theorems in                       

𝑠𝑒-uniform spaces. 

2. MATERIAL AND METHODS: 

We first remind the fundamental concepts of soft set theory. We recall the notion of soft 

element and some of its basic properties. Then, we recall some concepts of soft 

topological spaces. Also, we give the notions of two types of soft metric spaces which 

Das and Samanta (2013a, 2013c) introduced both with respect to soft points and with 

respect to soft elements. Moreover, we present the concept of soft filter and its related 

properties given by Park ve diğ. (2011). Later, we recall some basic notions regarding 

fuzzy soft sets. Also, we give the definition of fuzzy soft topology defined by Tanay and 

Kandemir (2011) and remind some properties regarding it. 
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3. RESULTS AND DISCUSSIONS: 

In the first part of this chapter, we introduce the concept of a soft uniformity by using the 

soft set theory. We investigate its relation with a soft metric and a soft topology. Also, we 

study some properties of soft proximity and obtain its relation with proximity in classical 

meaning. We show how a soft proximity is derived from a soft uniformity. Moreover, we 

prove the existences of initial soft proximity spaces. Then, we define the notion of a soft 

cluster and examine its properties. In the second part, as distinct from soft uniform spaces, 

with the help of soft elements, we define the concept of an se-uniform space and 

investigate some of its properties. Also, we give diverse fixed soft element theorems in 

se-uniform spaces. In the third part, we study fuzzy soft filters. We give the concepts of 

a fuzzy soft ultrafilter and a saturated fuzzy soft filter and obtain their related properties. 

Also, we present the concept of a fuzzy soft neighborhood system and study its properties. 

Then, we define the notion of a fuzzy soft uniformity in Lowen’s sense and show its 

relations with fuzzy soft topology and fuzzy soft neighborhood system. In the fourth part, 

we study the fuzzy soft proximity in Katsaras’s sense. We show that a fuzzy soft 

proximity determines a fuzzy soft topology. Also, we define the notion of a fuzzy soft                     

𝛿-neighborhood which offers an alternative approach to the study of fuzzy soft proximity. 

Moreover, we introduce the notion of a fuzzy soft cluster and show that fuzzy soft 

ultrafilters and fuzzy soft clusters are closely related.  

4. CONCLUSION AND OUTLOOK: 

In this work, we introduce the notion of a soft uniformity and compare it to soft metric 

and soft topology with the help of examples. Also, we give some properties of soft 

proximity and show that each soft uniformity determines a soft proximity. As distinct 

from soft uniform spaces, we define the concept of an 𝑠𝑒-uniform space and prove some 

fixed soft element theorems in 𝑠𝑒-uniform spaces. Moreover, we study the convergence 

theory of fuzzy soft filters. Then, we introduce the notion of a fuzzy soft uniformity and 

show how a fuzzy soft topology is derived from a fuzzy soft uniformity. Finally, we 

establish some properties of fuzzy soft proximity in Katsaras’s sense and give the concept 

of a fuzzy soft cluster. 

Similarly, one can study a different topological structure such as function spaces in both 

the soft setting and the fuzzy soft setting, and obtain diverse fixed soft element theorems 

in 𝑠𝑒-uniform spaces. 
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1. GİRİŞ 

Hayatımızın birçok alanında, iyi, güzel, uzun gibi kişiden kişiye veya duruma göre 

değişiklik gösteren ve matematiksel anlamda tam olarak ifade edilemeyen çeşitli belirsiz 

kavramlar vardır. Klasik mantıkta belirsizlik içeren bu kavramların matematiksel olarak 

modellenmesi mümkün değildir. Bu kavramları matematiksel olarak modellemek ve 

bunlara sistematik çözümler üretmek için araştırmacılar her geçen gün yeni teoriler ortaya 

atmaktadır. Bu teorilerden bazıları olasılık teorisi, aralık matematiği, bulanık kümeler 

teorisi ve sezgisel bulanık kümeler teorisidir. Her bir teorinin güçlü olduğu uygulamalar 

bulunmasının yanı sıra kendine özgü zorlukları da vardır. 

Bu teoriler arasında en dikkat çekeni Zadeh (1965) tarafından ortaya atılan bulanık 

kümeler teorisidir. Bu teoride Zadeh, doğruluk değerleri kümesini [0,1] reel sayılar 

aralığına genelleştirmiştir. Böylece bulanık kümelerde bir elemanın bir kümeye ait olma 

değeri daha duyarlı bir şekilde ifade edilmiştir. Bir bulanık küme onun üyelik fonksiyonu 

yardımı ile tanımlanır. Diğer teorilerde olduğu gibi bulanık kümeler teorisinin de bir 

zorluğu vardır. Molodtsov (1999)’a göre üyelik fonksiyonu bireysel olarak 

belirlendiğinden her bir durum için bir üyelik fonksiyonu inşa etme zorluğuyla 

karşılaşılır. Bu nedenle, üyelik fonksiyonu inşasından bağımsız bir kümeler teorisine 

ihtiyaç vardır. 

Molodtsov (1999) belirsizlik ve kararsızlık modelleri için yeni bir yaklaşım olan ve 

bulanık kümelerin sahip olduğu zorluklardan bağımsız bir esnek küme teorisi 

tanımlamıştır. Daha sonra bu teoriyi, Riemann integrali, Perron integrali ve ölçüm teorisi 

gibi birçok alana başarıyla uygulamıştır. 

Esnek küme teorisi ve uygulamaları ile ilgili matematiğin birçok alanında çalışmalar 

yapılmıştır. Maji ve diğ. (2002, 2003) karar verme problemlerine esnek kümeler teorisini 

uygulamış ve esnek kümelerde bazı işlemler tanımlamıştır. Pei ve Miao (2005) esnek 

kümeler ile bilgi sistemleri arasındaki ilişkileri araştırmıştır. Aktaş ve Çağman (2007) 

esnek grup kavramını tanımlamış ve bazı özelliklerini incelemiştir. Kharal ve Ahmad 

(2011) bir esnek kümenin bir esnek dönüşüm altındaki görüntüsünün ve ters 
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görüntüsünün özelliklerini vermiştir. Shabir ve Naz (2011) esnek topolojik uzayları 

tanımlamıştır. Aygünoğlu ve Aygün (2012) esnek kompaktlık ve çarpım esnek topolojisi 

gibi kavramları çalışmıştır. Das ve Samanta (2012) esnek reel sayıları tanımlamış ve ilgili 

özelliklerini incelemiştir. Nazmul ve Samanta (2013) esnek noktanın komşuluk sistemini 

araştırmış ve bir esnek kümenin klasik anlamdaki bir dönüşüme göre durumlarını elde 

etmiştir. 

Maji ve diğ. (2001) bulanık ve esnek kümelerin bir genellemesi olan bulanık esnek küme 

tanımını vermiştir. Daha sonra pek çok araştırmacı bulanık esnek kümeler üzerine 

çalışmalar yapmıştır. Roy ve Maji (2007) karar verme problemlerine bulanık esnek 

kümeleri uygulamıştır. Ahmad ve Kharal (2009) bulanık esnek kümelerin çeşitli 

işlemlerini tanımlamıştır. Aygünoğlu ve Aygün (2009) bulanık esnek kümelerin ilk 

cebirsel uygulaması olan bulanık esnek grup kavramını vermiştir. Tanay ve Kandemir 

(2011) bulanık esnek kümelerin Chang anlamındaki topolojisini çalışmıştır. Varol ve 

Aygün (2012, 2014) Lowen anlamında bulanık esnek topolojiyi tanımlamış ve önemli 

özellikler elde etmiştir.  

Düzgün süreklilik ve düzgün yakınsaklık gibi kavramları topolojik uzaylara 

genelleştirmek zordur. Bu nedenle topolojik uzaylardan daha genel olan bir düzgün uzay 

kavramı elde edilmiştir. Düzgün uzayların ilk sistematik gösterimi Bourbaki (1966) 

tarafından verilmiştir. Düzgün uzaylar bulanık anlamda Hutton (1977) ve Lowen (1981) 

tarafından çalışılmıştır. Ayrıca Lowen (1982) ve Lowen ve Wuyts (1982, 1983) bulanık 

düzgün uzaylar üzerinde önemli sonuçlar elde etmiştir. Esnek ve bulanık esnek anlamında 

ise Çetkin ve Aygün (2013, 2014) tarafından incelenmiştir.   

Sabit nokta teorisi topoloji, diferansiyel denklemler ve fonksiyonel analiz gibi 

matematiğin birçok alanında büyük bir öneme sahiptir. Bu teorideki en temel çalışma olan 

Banach Daralma Prensi 1922 yılında Banach tarafından verilmiştir. Daha sonra pek çok 

yazar tarafından çeşitli sabit nokta sonuçları elde edilmiştir. Bunlardan bazıları Jachymski 

(1966), Jungck ve Rhoades (1998),  Kada ve diğ. (1996), Kang (1993) ve Suzuki (2008) 

şeklindedir. Ayrıca Aamri ve El Moutawakil (2004, 2005), Acharya (1974), Altun (2011), 

Rodriguez-Montes ve Charris (2001), Tarafdar (1974) ve Türkoğlu ve Fisher (2003) sabit 

nokta teorisini düzgün uzaylar üzerine uygulamışlardır.  
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Yakınlık uzaylar topoloji için elverişli özelliklere sahip olduğundan birçok yazar 

tarafından çalışılmıştır. En kapsamlı çalışma Naimpally ve Warrack (1970) tarafından 

yapılmıştır. Daha sonra Katsaras (1979) bu uzayları bulanık kümeleri kullanarak 

çalışmıştır. Artico ve Moresco (1984, 1987) bulanık düzgün ve bulanık yakınlık uzaylar 

arasındaki ilişkileri incelemiştir. Markin ve Sostak (1992) bulanık yakınlık uzaylarını 

farklı bir şekilde tanımlamıştır. Esnek anlamda yakınlık uzaylar, birbirinden bağımsız 

olarak, Hazra ve diğ. (2014a, 2014b) ve Kandil ve diğ. (2014) tarafından çalışılmıştır. 

Çetkin ve diğ. (2014) ise bu uzayları bulanık esnek kümeleri ele alarak elde etmiştir. 

Süzgeç tanımı ilk olarak 1937 yılında Cartan tarafından yapılmıştır. Daha sonra birçok 

araştırmacı topolojinin gelişmesi için süzgeçler üzerinde önemli çalışmalar elde etmiştir. 

Prada Vicente ve Saralegui Aranguren (1988) bulanık kümeleri kullanarak süzgeç 

kavramını incelemiştir. Burton ve diğ. (1999) süzgeç yapısına bulanık anlamda farklı bir 

şekilde yaklaşmıştır. Bu yapının esnek versiyonları Park ve diğ. (2011) ve Şahin ve Küçük 

(2013) tarafından çalışılmıştır. Çetkin ve Aygün (2014) ise bulanık esnek anlamda süzgeç 

kavramını elde etmiştir. 

Bu çalışmada, düzgün uzaylar, yakınlık uzaylar ve yığılmalar (clusters) hem esnek 

anlamda hem de bulanık esnek anlamda ele alınarak iki farklı yapıda incelenmiştir. 

Ayrıca, esnek eleman kavramı kullanılarak bir 𝑠𝑒-düzgün uzay tanımlanmış ve bu uzay 

üzerinde çeşitli sabit esnek eleman teoremleri çalışılmıştır. Bunun yanı sıra, bulanık esnek 

süzgeçler ile ilgili önemli özellikler elde edilmiştir. 
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2. GENEL BİLGİLER 

Bu bölümde, tezin diğer kısımlarında kullanılacak olan temel tanım ve teoremler 

verilecektir. 

2.1. ESNEK KÜMELER 

Tanım 2.1.1. 𝑋 bir evrensel küme, 𝐸 𝑋 için uygun parametrelerin bir kümesi ve 𝒫(𝑋)                 

𝑋 in bir kuvvet kümesi olsun. 𝐹 ∶ 𝐸 → 𝒫(𝑋) bir dönüşüm olmak üzere (𝐹, 𝐸) ikilisine 𝑋 

üzerinde bir esnek küme denir. 

Diğer bir deyişle, esnek küme 𝑋 in alt kümelerinin parametrelerle ifade edilen bir 

ailesidir. Her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝐹(𝑒) değer kümesine esnek kümenin bir 𝑒-elemanı denir. 

Burada, 𝐹(𝑒) kümesi boş küme veya 𝑋 in boş olmayan bir alt kümesidir. Bir (𝐹, 𝐸) esnek 

kümesi  

(𝐹, 𝐸) = {(𝑒, 𝐹(𝑒)) | 𝑒 ∈ 𝐸, 𝐹(𝑒) ∈ 𝒫(𝑋)} 

şeklinde ikililer yardımıyla gösterilir (Molodtsov 1999). 

𝑋 üzerindeki tüm esnek kümelerin ailesi 𝑆(𝑋, 𝐸) ile gösterilir (Aygünoğlu ve Aygün 

2012). 

Uyarı 2.1.2. Bir (𝐹, 𝐸) esnek kümesi sadelik olması açısından kısaca 𝐹 ile gösterilecektir 

ve esnek küme sadece 𝐹 ∶ 𝐸 → 𝒫(𝑋) dönüşümü olarak düşünülecektir. 

Örnek 2.1.3. (i) 𝑋 = [0,100] bir evrensel küme ve 𝐸 = {ç𝑜𝑘 𝑔𝑒𝑛ç, 𝑔𝑒𝑛ç, 𝑜𝑟𝑡𝑎, 𝑦𝑎ş𝑙𝚤,

ç𝑜𝑘 𝑦𝑎ş𝑙𝚤} parametrelerin bir kümesi olsun. Bu durumda,  

𝐹(ç𝑜𝑘 𝑔𝑒𝑛ç) = {𝑎 ∈ 𝑋 | 𝑎 ≤ 20} = 𝑝1,    𝐹(𝑔𝑒𝑛ç) = {𝑎 ∈ 𝑋 | 20 < 𝑎 ≤ 40} = 𝑝2 

𝐹(𝑜𝑟𝑡𝑎) = {𝑎 ∈ 𝑋 | 40 < 𝑎 ≤ 60} = 𝑝3,  𝐹(𝑦𝑎ş𝑙𝚤) = {𝑎 ∈ 𝑋 | 60 < 𝑎 ≤ 80} = 𝑝4 

𝐹(ç𝑜𝑘 𝑦𝑎ş𝑙𝚤) = {𝑎 ∈ 𝑋 | 80 < 𝑎 ≤ 100} = 𝑝5 
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olmak üzere  

𝐹 = {(ç𝑜𝑘 𝑔𝑒𝑛ç,  𝑝1), (𝑔𝑒𝑛ç,  𝑝2), (𝑜𝑟𝑡𝑎,  𝑝3), (𝑦𝑎ş𝑙𝚤,  𝑝4), (ç𝑜𝑘 𝑦𝑎ş𝑙𝚤,  𝑝5)} 

𝑋 üzerinde bir esnek kümedir. 

(ii) 𝜇, 𝑋 üzerinde bir bulanık küme ve 𝐸 = [0,1] olsun. 𝛼 ∈ [0,1] olmak üzere 

𝐹(𝛼) = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝜇(𝑥) ≥ 𝛼} 

olarak tanımlanan 𝐹 ∶ 𝐸 → 𝒫(𝑋) dönüşümü 𝑋 üzerinde bir esnek kümedir. Burada, 𝐹(𝛼), 

𝜇 bulanık kümesinin bir 𝛼-seviye kümesidir (Pei ve Miano 2005). 

Böylece her bulanık küme bir esnek küme olarak gösterilebilir. 

Tanım 2.1.4. 𝐹, 𝐺 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu durumda,  

(i) Her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝐹(𝑒) = ∅ ise bu esnek kümeye boş esnek küme denir ve ∅̃ ile gösterilir. 

(ii) Her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝐹(𝑒) = 𝑋 ise bu esnek kümeye mutlak esnek küme denir ve 𝑋̃ ile 

gösterilir. 

(iii) Her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝐻(𝑒) = 𝐹(𝑒) ∪ 𝐺(𝑒) şeklinde tanımlanan 𝐻 esnek kümesine 𝐹 ve 𝐺 

esnek kümelerin birleşimi denir ve bu durum 𝐻 = 𝐹 ⊔ 𝐺 ile gösterilir (Maji ve diğ. 2003). 

Tanım 2.1.5. 𝐹, 𝐺 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu durumda,  

(i) Her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝐹(𝑒) ⊆ 𝐺(𝑒) ise 𝐹 esnek kümesine 𝐺 nin bir esnek alt kümesi denir ve 

bu durum 𝐹 ⊑ 𝐺 ile gösterilir. Ayrıca, 𝐹 ⊑ 𝐺 ve 𝐺 ⊑ 𝐹 ise 𝐹 ve 𝐺 eşittir denir. 

(ii) Her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝐻(𝑒) = 𝐹(𝑒) ∩ 𝐺(𝑒) şeklinde tanımlanan 𝐻 esnek kümesine 𝐹 ve 𝐺 

esnek kümelerin kesişimi denir ve bu durum 𝐻 = 𝐹 ⊓ 𝐺 ile gösterilir (Pei ve Miano 

2005). 

Tanım 2.1.6. 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu durumda, her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝐹𝑐(𝑒) = 𝑋 − 𝐹(𝑒) şeklinde 

tanımlanan 𝐹𝑐 ∶ 𝐸 → 𝒫(𝑋) dönüşümüne 𝐹 esnek kümesinin tümleyeni denir. (𝐹𝑐)𝑐 = 𝐹 

olduğu açıktır (Ali ve diğ. 2009). 
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Teorem 2.1.7. 𝐽 bir indeks kümesi olmak üzere her 𝑖 ∈ 𝐽 için 𝐹𝑖 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu 

takdirde aşağıdakiler sağlanır. 

(i) (⨅𝑖∈𝐽𝐹𝑖)
𝑐
= ⨆𝑖∈𝐽𝐹𝑖

𝑐. 

(ii) (⨆𝑖∈𝐽𝐹𝑖)
𝑐
= ⨅𝑖∈𝐽𝐹𝑖

𝑐 (Zorlutuna ve diğ. 2012). 

Teorem 2.1.8. 𝐹, 𝐺 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu takdirde aşağıdakiler sağlanır. 

(i) 𝐹 ⊑ 𝐺 ise 𝐺𝑐 ⊑ 𝐹𝑐. 

(ii) 𝐹 ⊔ 𝐹𝑐 = 𝑋̃, 𝐹 ⊓ 𝐹𝑐 = ∅̃ (Çağman ve Enginoğlu 2010).  

Tanım 2.1.9. 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bir 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝐹(𝑒) = {𝑥} ve her 𝑒′ ∈ 𝐸 − {𝑒} için 

𝐹(𝑒′) = ∅ olacak şekilde bir 𝑒 ∈ 𝐸 varsa 𝐹 esnek kümesine bir esnek nokta denir ve 𝑥𝑒 

ile gösterilir (Das ve Samanta 2013(a)), (Lin 2013), (Nazmul ve Samanta 2013). 

𝑋 üzerindeki tüm esnek noktaların ailesi 𝑆𝑃(𝑋) ile gösterilir. 

Tanım 2.1.10. 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) ve 𝑥𝑒 ∈ 𝑆𝑃(𝑋) olsun. 𝑥 ∈ 𝐹(𝑒) ise 𝑥𝑒 esnek noktası 𝐹 esnek 

kümesine aittir denir ve bu durum 𝑥𝑒 ∈̃ 𝐹 ile gösterilir (Das ve Samanta 2013(a)), 

(Nazmul ve Samanta 2013). 

Tanım 2.1.11. 𝑥1
𝑒1 , 𝑥2

𝑒2 ∈ 𝑆𝑃(𝑋) olsun. 𝑒1 = 𝑒2 ve 𝑥1 = 𝑥2 ise 𝑥1
𝑒1 ve 𝑥2

𝑒2 esnek 

noktalarına eşittir denir. Diğer yandan, 𝑒1 ≠ 𝑒2 veya 𝑥1 ≠ 𝑥2 ise 𝑥1
𝑒1 ≠ 𝑥2

𝑒2 dir (Das ve 

Samanta 2013(a)). 

Önerme 2.1.12. Esnek noktaların herhangi bir birleşimi bir esnek küme oluşturur. Ayrıca, 

her esnek küme kendisine ait olan tüm esnek noktaların bir birleşimidir (Das ve Samanta 

2013(a)). 

Tanım 2.1.13. 𝑆(𝑋, 𝐸) ve 𝑆(𝑌, 𝐾), sırasıyla 𝑋 ve 𝑌 kümeleri üzerinde tanımlanmış, E ve 

K parametre kümelerine sahip tüm esnek kümelerin aileleri olsun. 𝜑 ∶ 𝑋 → 𝑌 ve                        

𝜓 ∶ 𝐸 → 𝐾 iki dönüşüm olmak üzere aşağıdaki şartları sağlayan 𝜑𝜓 ∶ 𝑆(𝑋, 𝐸) → 𝑆(𝑌, 𝐾) 

dönüşümüne bir esnek dönüşüm denir. 
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(i) 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu durumda 𝜑𝜓(𝐹), 𝑌 üzerinde bir esnek kümedir ve her 𝑘 ∈ 𝐾 

için 

𝜑𝜓(𝐹)(𝑘) = {
⋃ 𝜑(𝐹(𝑒))

𝑒∈𝜓−1(𝑘)

,           𝜓−1(𝑘) ≠ ∅  

  ∅,                         𝑑𝑖ğ𝑒𝑟

 

şeklinde tanımlanır. 𝜑𝜓(𝐹) esnek kümesine 𝐹 nin bir esnek görüntüsü denir. 

(ii) 𝐺 ∈ 𝑆(𝑌, 𝐾) olsun. Bu durumda 𝜑𝜓
−1(𝐺), 𝑋 üzerinde bir esnek kümedir ve her               

𝑒 ∈ 𝐸 için 

𝜑𝜓
−1(𝐺)(𝑒) = 𝜑−1(𝐺(𝜓(𝑒))) 

şeklinde tanımlanır. 𝜑𝜓
−1(𝐺) esnek kümesine 𝐺 nin bir esnek ters görüntüsü denir (Kharal 

ve Ahmad 2011). 

𝜑 ve 𝜓 dönüşümleri bire-bir (örten) ise 𝜑𝜓 esnek dönüşümü de bire-bir (örten) olarak 

adlandırılır (Aygünoğlu ve Aygün 2012), (Zorlutuna ve diğ. 2012).  

Teorem 2.1.14. 𝐽 bir indeks kümesi olmak üzere her 𝑖 ∈ 𝐽 için 𝐹𝑖 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) ve                         

𝐺𝑖 ∈ 𝑆(𝑌, 𝐾) olsun. Bir 𝜑𝜓 ∶ 𝑆(𝑋, 𝐸) → 𝑆(𝑌, 𝐾) esnek dönüşümü için aşağıdaki 

özellikler sağlanır. 

(i) 𝐹1 ⊑ 𝐹2 ise 𝜑𝜓(𝐹1) ⊑ 𝜑𝜓(𝐹2). 

(ii) 𝐺1 ⊑ 𝐺2 ise 𝜑𝜓
−1(𝐺1) ⊑ 𝜑𝜓

−1(𝐺2). 

(iii) 𝜑𝜓(⨆𝑖∈𝐽𝐹𝑖) = ⨆𝑖∈𝐽𝜑𝜓(𝐹𝑖). 

(iv) 𝜑𝜓
−1(⨆𝑖∈𝐽𝐺𝑖) = ⨆𝑖∈𝐽𝜑𝜓

−1(𝐺𝑖). 

(v) 𝜑𝜓
−1(⨅𝑖∈𝐽𝐺𝑖) = ⨅𝑖∈𝐽𝜑𝜓

−1(𝐺𝑖). 

(vi) 𝜑𝜓
−1(𝑌̃) = 𝑋̃, 𝜑𝜓

−1(∅̃) = ∅̃ ve 𝜑𝜓(∅̃) = ∅̃ (Kharal ve Ahmad 2011). 
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Teorem 2.1.15. 𝐽 bir indeks kümesi olmak üzere her 𝑖 ∈ 𝐽 için 𝐹, 𝐹𝑖 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) ve                         

𝐺 ∈ 𝑆(𝑌, 𝐾) olsun. Bir 𝜑𝜓 ∶ 𝑆(𝑋, 𝐸) → 𝑆(𝑌, 𝐾) esnek dönüşümü için aşağıdaki özellikler 

sağlanır. 

(i) 𝐹 ⊑ 𝜑𝜓
−1(𝜑𝜓(𝐹)) dir. Ayrıca, 𝜑𝜓 bire-bir ise eşitlik sağlanır. 

(ii) 𝜑𝜓(𝜑𝜓
−1(𝐺)) ⊑ 𝐺 dir. Ayrıca, 𝜑𝜓 örten ise eşitlik sağlanır (Aygünoğlu ve Aygün 

2012), (Zorlutuna ve diğ. 2012). 

Tanım 2.1.16. 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) ve 𝐺 ∈ 𝑆(𝑌, 𝐾) olsun. 𝐹 ve 𝐺 esnek kümelerin kartezyen 

çarpımı, her (𝑒, 𝑘) ∈ 𝐸 × 𝐾 için (𝐹 × 𝐺)(𝑒, 𝑘) = 𝐹(𝑒) × 𝐺(𝑘) şeklinde tanımlanır. 

Bu tanıma göre, 𝐹 × 𝐺 esnek kümesi 𝑋 × 𝑌 üzerinde bir esnek kümedir (Babitha ve Sunil 

2010). 

Tanım 2.1.17. 𝑝𝑋 ∶ 𝑋 × 𝑌 → 𝑋, 𝑞𝐸 ∶ 𝐸 × 𝐾 → 𝐸 ve 𝑝𝑌 ∶ 𝑋 × 𝑌 → 𝑌, 𝑞𝐾 ∶ 𝐸 × 𝐾 → 𝐾  

izdüşüm dönüşümleri verilsin. 𝐹 × 𝐺 ∈ 𝑆(𝑋 × 𝑌, 𝐸 × 𝐾) olsun. Bu durumda, 

(𝑝𝑋)𝑞𝐸(𝐹 × 𝐺) = 𝐹   ve   (𝑝𝑌)𝑞𝐾(𝐹 × 𝐺) = 𝐺 

olmak üzere (𝑝𝑋)𝑞𝐸 ve (𝑝𝑌)𝑞𝐾 esnek dönüşümlerine esnek izdüşüm dönüşümleri denir 

(Aygünoğlu ve Aygün 2012). 

Tanım 2.1.18. 𝑋 boştan farklı bir küme ve 𝐸 parametrelerin bir kümesi olsun. Bir                         

𝜀 ∶ 𝐸 → 𝑋 fonksiyonuna 𝑋 üzerinde bir esnek eleman denir. 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olmak üzere her 

𝑒 ∈ 𝐸 için 𝜀(𝑒) ∈ 𝐹(𝑒) ise 𝜀 esnek elemanı 𝐹 esnek kümesine aittir denir ve bu durum 

𝜀 ∈̂ 𝐹 ile gösterilir. Buradan bir 𝐹 esnek kümesi, her 𝑒 ∈ 𝐸 için 

𝐹(𝑒) = {𝜀(𝑒) | 𝜀 ∈̂ 𝐹} 

olarak ifade edilebilir (Das ve Samanta 2012). 

𝐸 parametreler kümesine sahip 𝑋 üzerindeki tüm esnek elemanların ailesi 𝑋𝐸 ile 

gösterilir. 

Uyarı 2.1.19. Tek elemanlı her esnek küme (yani, her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝐹(𝑒) tek elemanlı bir 

küme) bir esnek eleman olarak düşünülebilir (Das ve Samanta 2012).  
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Tanım 2.1.20. ℝ reel sayılar kümesi, 𝐸 parametrelerin bir kümesi ve 𝔅(ℝ), ℝ nin boştan 

farklı tüm sınırlı alt kümelerinin bir ailesi olsun. Bu takdirde,  

𝐹 = {(𝑒, 𝐹(𝑒)) | 𝑒 ∈ 𝐸, 𝐹(𝑒) ∈ 𝔅(ℝ)} 

esnek kümesi ℝ üzerinde bir esnek reel küme olarak adlandırılır. 

Özel olarak 𝐹 esnek kümesi tek elemanlı bir esnek küme olsun. Bu esnek küme bir esnek 

eleman olarak düşünülürse bu esnek kümeye bir esnek reel sayı denir (Das ve Samanta 

2012). 

Tanım 2.1.21. 𝐹, 𝐺 esnek reel sayılar olsun. Bu takdirde 

(i) Esnek reel sayıların toplamı, her 𝑒 ∈ 𝐸 için (𝐹 + 𝐺)(𝑒) = 𝐹(𝑒) + 𝐺(𝑒) şeklinde 

tanımlanır. 

(ii) Esnek reel sayıların farkı, her 𝑒 ∈ 𝐸 için (𝐹 − 𝐺)(𝑒) = 𝐹(𝑒) − 𝐺(𝑒) şeklinde 

tanımlanır. 

(iii) Esnek reel sayıların çarpımı, her 𝑒 ∈ 𝐸 için (𝐹. 𝐺)(𝑒) = 𝐹(𝑒). 𝐺(𝑒) şeklinde 

tanımlanır. 

(iv) 𝐹 esnek reel sayısının mutlak değeri, her 𝑒 ∈ 𝐸 için |𝐹|(𝑒) = |𝐹(𝑒)| şeklinde 

tanımlanır. 

𝐹 + 𝐺, 𝐹 − 𝐺, 𝐹. 𝐺 ve |𝐹| nin bir esnek reel sayı olduğu esnek reel sayıların tanımından 

kolayca görülür (Das ve Samanta 2012). 

Tanım 2.1.22. 𝐹 bir esnek reel sayı olsun. Her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝐹(𝑒) negatif olmayan bir reel 

sayı ise bu durumda 𝐹 esnek reel sayısına negatif olmayan bir esnek reel sayı denir. 

Negatif olmayan tüm esnek reel sayıların kümesi ℝ(𝐸)∗ ile gösterilir. 

Bir esnek kümeye ait esnek elemanlar 𝑥̃, 𝑦̃, 𝑧̃ ile gösterilirken esnek reel sayılar 𝛼̃, 𝛽, 𝛾̃ 

olarak gösterilecektir. Özel olarak 𝛼̅, 𝛽̅, 𝛾̅ ile her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝛼̅(𝑒) = 𝛼 olacak şekildeki 

esnek reel sayılar gösterilecektir. Örneğin, her 𝑒 ∈ 𝐸 için 0̅(𝑒) = 0 olmak üzere 0̅ bir 

esnek reel sayıdır (Das ve Samanta 2012).  
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Tanım 2.1.23. 𝛼̃ ve 𝛽 iki esnek reel sayı olsun.  

(i) Her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝛼̃(𝑒) ≤ 𝛽(𝑒) ise bu durum 𝛼̃ ≤̃ 𝛽 olarak ifade edilir. 

(ii) Her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝛼̃(𝑒) ≥ 𝛽(𝑒) ise bu durum 𝛼̃ ≥̃ 𝛽 olarak ifade edilir. 

(iii) Her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝛼̃(𝑒) < 𝛽(𝑒) ise bu durum 𝛼̃ <̃ 𝛽 olarak ifade edilir. 

(iv) Her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝛼̃(𝑒) > 𝛽(𝑒) ise bu durum 𝛼̃ >̃ 𝛽 olarak ifade edilir (Das ve Samanta 

2013(c)). 

Aşağıdaki tanım bir esnek kümenin klasik anlamdaki bir dönüşüm altındaki görüntüsünü 

ve ters görüntüsünü gösterir.  

Tanım 2.1.24. 𝑋 ve 𝑌 boştan farklı iki küme ve 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 bir dönüşüm olsun. Bu 

takdirde, 

(i) 𝑓 dönüşümü altındaki bir 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) esnek kümesinin görüntüsü, her 𝑒 ∈ 𝐸 için 

𝑓(𝐹)(𝑒) = 𝑓(𝐹(𝑒)) 

olarak tanımlanan bir 𝑓(𝐹) esnek kümesidir. 

(ii) 𝑓 dönüşümü altındaki bir 𝐺 ∈ 𝑆(𝑌, 𝐸) esnek kümesinin ters görüntüsü, her 𝑒 ∈ 𝐸 için 

𝑓−1(𝐺)(𝑒) = 𝑓−1(𝐺(𝑒)) 

olarak tanımlanan bir 𝑓−1(𝐺) esnek kümesidir (Nazmul ve Samanta 2013). 

Tanım 2.1.25. {𝛼̃𝑛}, esnek reel sayılardan oluşan bir dizi olsun. Her 𝜖̃ >̃ 0̅ esnek reel 

sayısına karşılık 𝑛 ≥ 𝑛0 özelliğindeki her 𝑛 doğal sayısı için |𝛼̃𝑛 − 𝛼̃| <̃ 𝜖̃ olacak şekilde 

bir 𝑛0 ∈ ℕ sayısı varsa {𝛼̃𝑛} dizisi 𝛼̃ esnek reel sayısına esnek yakınsıyor denir ve bu 

durum lim
𝑛→∞

𝛼̃𝑛 = 𝛼̃ ile gösterilir (Das ve Samanta 2013(b)).  

Tanım 2.1.26. {𝛼̃𝑛}, esnek reel sayılardan oluşan bir dizi olsun. Her 𝜖̃ >̃ 0̅ esnek reel 

sayısına karşılık her 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 için |𝛼̃𝑛 − 𝛼̃𝑚| <̃ 𝜖̃ olacak şekilde bir 𝑛0 ∈ ℕ doğal sayısı 

varsa {𝛼̃𝑛} dizisine bir esnek Cauchy dizisi denir (Das ve Samanta 2013(b)).  
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2.2. ESNEK TOPOLOJİK UZAYLAR 

Tanım 2.2.1. 𝑋 ≠ ∅ bir küme olmak üzere aşağıdaki aksiyomları sağlayan 𝜏 ⊆ 𝑆(𝑋, 𝐸) 

ailesine 𝑋 üzerinde bir esnek topoloji denir. 

(ET1) ∅̃, 𝑋̃ ∈ 𝜏. 

(ET2) 𝐹1, 𝐹2, … , 𝐹𝑛 ∈ 𝜏 ise ⨅𝑖=1
𝑛 𝐹𝑖 ∈ 𝜏. 

(ET3) Her 𝑖 ∈ 𝐽 için 𝐹𝑖 ∈ 𝜏 ise ⨆𝑖∈𝐽𝐹𝑖 ∈ 𝜏. 

Bu durumda, (𝑋, 𝜏, 𝐸) üçlüsü bir esnek topolojik uzay olarak adlandırılır. 𝜏 nun 

elemanlarına da esnek açık küme denir. 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olmak üzere 𝐹𝑐 ∈ 𝜏 ise 𝐹 esnek 

kümesine 𝑋 üzerinde bir esnek kapalı küme denir (Shabir ve Naz 2011). 

Tanım 2.2.2. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir esnek topolojik uzay ve 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 𝐹 nin esnek içi 

𝐹𝑜 = ⨆{𝐺 | 𝐺 𝑏𝑖𝑟 𝑒𝑠𝑛𝑒𝑘 𝑎ç𝚤𝑘 𝑘ü𝑚𝑒 𝑣𝑒 𝐺 ⊑ 𝐹} 

esnek kümesidir. 

Buna göre 𝐹0, 𝐹 tarafından içerilen en büyük esnek açık kümedir (Zorlutuna ve diğ. 

2012). 

Tanım 2.2.3. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir esnek topolojik uzay ve 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 𝐹 nin esnek 

kapanışı 

𝐹̅ = ⨅{𝐺 | 𝐺 𝑏𝑖𝑟 𝑒𝑠𝑛𝑒𝑘 𝑘𝑎𝑝𝑎𝑙𝚤 𝑘ü𝑚𝑒 𝑣𝑒 𝐹 ⊑ 𝐺} 

esnek kümesidir. 

Buna göre 𝐹̅, 𝐹 yi içeren en küçük esnek kapalı kümedir (Shabir ve Naz 2011). 

Teorem 2.2.4. 𝑋 boştan farklı bir küme olsun. Her 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) esnek kümesine aşağıdaki 

özellikleri sağlayan bir 𝐹̅ esnek kümesi karşılık getirilsin. 

(EO1) 𝐹 ⊑ 𝐹̅, 

(EO2) 𝐹̅̅ = 𝐹̅, 
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(EO3) 𝐹 ⊔ 𝐺̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐹̅ ⊔ 𝐺̅, 

(EO4) ∅̅̃ = ∅̃. 

Bu durumda, 

𝜏 = {𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) | 𝐹𝑐̅̅ ̅ = 𝐹𝑐} 

ailesi 𝑋 üzerinde bir esnek topolojidir ve bu topolojiye göre her 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) için 𝐹̅, 𝐹 

esnek kümesinin bir esnek kapanışıdır. 

Bu operatöre bir esnek kapanış operatörü denir (Nazmul ve Samanta 2013). 

Tanım 2.2.5. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir esnek topolojik uzay ve ℬ ⊆ 𝜏 olsun. 𝜏 nun her elemanı ℬ nin 

elemanlarının herhangi bir birleşimi olarak yazılabiliyorsa ℬ ailesine 𝜏 için bir tabandır 

denir (Aygünoğlu ve Aygün 2012). 

Teorem 2.2.6. 𝑋 boştan farklı bir küme ve ℬ, 𝑋 üzerindeki esnek kümelerin bir ailesi 

olsun. Bu durumda ℬ ailesinin 𝑋 üzerindeki bir esnek topoloji için bir taban olması için 

gerek ve yeter koşul 

(i) 𝑋̃ esnek kümesi ℬ nin elemanlarının bir birleşimi olarak yazılabilir. 

(ii) 𝐹, 𝐺 ∈ ℬ ise 𝐹 ⊓ 𝐺 esnek kümesi ℬ deki elemanların bir birleşimi olarak yazılabilir 

(Demir ve Özbakır 2014). 

Tanım 2.2.7. (𝑋, 𝜏1, 𝐸) ve (𝑌, 𝜏2, 𝐾) iki esnek topolojik uzay ve 𝜑𝜓 ∶ (𝑋, 𝜏1, 𝐸) →

(𝑌, 𝜏2, 𝐾) bir esnek dönüşüm olsun. Her 𝐺 ∈ 𝜏2 için 𝜑𝜓
−1(𝐺) ∈ 𝜏1 oluyorsa 𝜑𝜓 esnek 

dönüşümüne bir esnek sürekli dönüşüm denir (Aygünoğlu ve Aygün 2012). 

Tanım 2.2.8. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir esnek topolojik uzay ve 𝒮 ⊆ 𝜏 olsun. 𝒮 ailesindeki esnek 

kümelerin sonlu arakesitlerinden elde edilen ℬ ailesi 𝜏 için bir taban ise 𝒮 ailesine 𝜏 esnek 

topolojisi için bir alt taban denir (Aygünoğlu ve Aygün 2012). 

Teorem 2.2.9. 𝒮 ⊆ 𝑆(𝑋, 𝐸) ve ∅̃, 𝑋̃ ∈ 𝒮 olsun. Bu durumda aşağıdaki 𝜏 ailesi 𝑋 üzerinde 

bir esnek topolojidir. 

𝜏 = {⨆𝑖∈𝐽(⨅𝜆∈𝛬𝑖𝐹𝑖,𝜆) | 𝐹𝑖,𝜆 ∈ 𝒮,   𝐽 𝑘𝑒𝑦𝑓𝑖,   𝛬𝑖 𝑠𝑜𝑛𝑙𝑢 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑘𝑠 𝑘ü𝑚𝑒𝑠𝑖} 

(Aygünoğlu ve Aygün 2012). 
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Tanım 2.2.10. 𝑋 boştan farklı bir küme, {(𝑌𝑖 , 𝜏𝑖, 𝐾𝑖)}𝑖∈𝐽 esnek topolojik uzayların bir 

ailesi ve {(𝜑𝜓)𝑖
∶ 𝑆(𝑋, 𝐸) → (𝑌𝑖, 𝜏𝑖, 𝐾𝑖)}

𝑖∈𝐽
 esnek dönüşümlerin bir ailesi olsun.                        

𝑋 üzerinde 𝒮 = {(𝜑𝜓)𝑖
−1
(𝐹) | 𝐹 ∈ 𝜏𝑖, 𝑖 ∈ 𝐽} alt tabanı yardımıyla üretilen esnek 

topolojiye {(𝜑𝜓)𝑖
}
𝑖∈𝐽

 ailesi yardımıyla üretilen bir başlangıç esnek topolojisi denir 

(Aygünoğlu ve Aygün 2012). 

Teorem 2.2.11. 𝑋 üzerinde {(𝜑𝜓)𝑖
}
𝑖∈𝐽

ailesi yardımıyla üretilen başlangıç esnek 

topolojisi, her  𝑖 ∈ 𝐽 için (𝜑𝜓)𝑖
∶ (𝑋, 𝜏, 𝐸) → (𝑌𝑖, 𝜏𝑖, 𝐾𝑖) esnek dönüşümlerini esnek 

sürekli yapan en kaba esnek topolojidir (Aygünoğlu ve Aygün 2012). 

Tanım 2.2.12. {(𝑋𝑖, 𝜏𝑖 , 𝐸𝑖)}𝑖∈𝐽 esnek topolojik uzayların bir ailesi olsun.            

𝑝𝑋𝑖 : ∏ 𝑋𝑖𝑖∈𝐽 → 𝑋𝑖 ve 𝑞𝐸𝑖 ∶  ∏ 𝐸𝑖𝑖∈𝐽 → 𝐸𝑖 olmak üzere 𝑋(= ∏ 𝑋𝑖𝑖∈𝐽 ) üzerindeki 

{(𝑝𝑋𝑖)(𝑞𝐸𝑖)
}
𝑖∈𝐽

 esnek izdüşüm dönüşümleri yardımıyla üretilen başlangıç esnek 

topolojisine 𝑋 üzerinde bir çarpım esnek topolojisi denir ve ∏ 𝜏𝑖𝑖∈𝐽  ile gösterilir 

(Aygünoğlu ve Aygün 2012). 

Tanım 2.2.13. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir esnek topolojik uzay ve 𝐹, 𝐺 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 𝐺 ⊑ 𝐻 ⊑ 𝐹 

olacak şekilde bir 𝐻 ∈ 𝜏 esnek açık kümesi varsa 𝐹 ye 𝐺 esnek kümesinin bir esnek 

komşuluğu denir (Zorlutuna ve diğ. 2012). 

Tanım 2.2.14. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir esnek topolojik uzay, 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) ve 𝑥𝑒 ∈ 𝑆𝑃(𝑋) olsun. 

𝑥𝑒 ∈̃ 𝐺 ⊑ 𝐹 olacak şekilde bir 𝐺 ∈ 𝜏 esnek açık kümesi varsa 𝐹 ye 𝑥𝑒 esnek noktasının 

bir esnek komşuluğu denir. 

Bir 𝑥𝑒 esnek noktasının esnek komşuluk sistemi tüm esnek komşuluklarının bir ailesidir 

ve 𝒩(𝑥𝑒) ile gösterilir (Nazmul ve Samanta 2013). 

Teorem 2.2.15. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir esnek topolojik uzay ve 𝑥𝑒 ∈ 𝑆𝑃(𝑋) olsun. Bu takdirde, bir 

𝒩(𝑥𝑒) esnek komşuluk sistemi için aşağıdakiler sağlanır. 

(EK1) 𝒩(𝑥𝑒) ≠ ∅. 

(EK2) 𝐹 ∈ 𝒩(𝑥𝑒) ise 𝑥𝑒 ∈̃ 𝐹 dir. 
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(EK3) 𝐹 ∈ 𝒩(𝑥𝑒) ve 𝐹 ⊑ 𝐺 ise 𝐺 ∈ 𝒩(𝑥𝑒) dir. 

(EK4) 𝐹, 𝐺 ∈ 𝒩(𝑥𝑒) ise 𝐹 ⊓ 𝐺 ∈ 𝒩(𝑥𝑒) dir. 

(EK5) 𝐹 ∈ 𝒩(𝑥𝑒) ise her 𝑧𝛼 ∈̃ 𝐺 için 𝐹 ∈ 𝒩(𝑧𝛼) olacak şekilde bir 𝐺 ∈ 𝒩(𝑥𝑒) vardır. 

Tersine, her 𝑥𝑒 ∈ 𝑆𝑃(𝑋) esnek noktasına (EK1)-(EK5) koşullarını sağlayan bir 𝒩(𝑥𝑒) 

ailesi karşılık getirilsin. Bu durumda her 𝑥𝑒 ∈ 𝑆𝑃(𝑋) esnek noktası için 𝒩(𝑥𝑒) ailesi           

𝑥𝑒 nin bir esnek komşuluk sistemi olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir tek esnek topoloji vardır 

(Nazmul ve Samanta 2013). 

Önerme 2.2.16. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir esnek topolojik uzay ve 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 𝐹 ∈ 𝜏 olması 

için gerek ve yeter koşul  𝐹 nin her esnek noktasının bir esnek komşuluğu olmasıdır 

(Nazmul ve Samanta 2013). 

Teorem 2.2.17. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir esnek topolojik uzay, 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) ve 𝑥𝑒 ∈ 𝑆𝑃(𝑋) olsun. 

𝑥𝑒 ∈̃ 𝐹̅ olması için gerek ve yeter koşul her 𝐺 ∈ 𝒩(𝑥𝑒) için 𝐺 ⊓ 𝐹 ≠ ∅̃ olmasıdır (Lin 

2013). 

Tanım 2.2.18. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir esnek topolojik uzay ve 𝐴, 𝑋 in boştan farklı bir alt kümesi 

olsun. Bu durumda 𝜏𝐴 = {𝐴̃ ⊓ 𝐹 | 𝐹 ∈ 𝜏} ailesi 𝐴 üzerinde bir esnek topolojidir. Bu 

topolojiye 𝐴 üzerinde bir esnek relatif topoloji ve (𝐴, 𝜏𝐴, 𝐸) üçlüsüne de (𝑋, 𝜏, 𝐸) nin bir 

esnek alt uzayı denir. 

Burada 𝐴̃, 𝑋 üzerinde bir esnek kümedir ve her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝐴̃(𝑒) = 𝐴 şeklinde tanımlanır 

(Shabir ve Naz 2011). 

Önerme 2.2.19. (𝐴, 𝜏𝐴, 𝐸), (𝑋, 𝜏, 𝐸) nin bir esnek alt uzayı ve 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu 

durumda, 𝐹 nin 𝐴 üzerinde bir esnek açık küme olması için gerek ve yeter koşul bir                 

𝐺 ∈ 𝜏 için 𝐹 = 𝐴̃ ⊓ 𝐺 olmasıdır (Shabir ve Naz 2011).  

Tanım 2.2.20. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir esnek topolojik uzay olsun. Her farklı 𝑥1
𝑒1 , 𝑥2

𝑒2 ∈̃ 𝑋̃ esnek 

noktaları için her birinin diğerini içermeyen bir esnek komşuluğu varsa bu uzaya bir esnek 

𝑇1-uzay denir (Bayramov ve Gündüz 2013). 
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Tanım 2.2.21. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir esnek topolojik uzay olsun. 𝐹 ⊓ 𝐺 = ∅̃ olacak şekildeki her 

𝐹, 𝐺 esnek kapalı kümesi için 𝐹 ⊑ 𝐹1, 𝐺 ⊑ 𝐺1 ve 𝐹1 ⊓ 𝐺1 = ∅̃ olacak şekilde 𝐹1, 𝐺1 ∈ 𝜏 

varsa bu uzaya bir esnek normal uzay denir (Kandil ve diğ. 2014). 

Tanım 2.2.22. (𝑋, 𝜏) esnek topolojik uzayı hem esnek 𝑇1-uzay hem de esnek normal uzay 

ise bu uzaya bir esnek 𝑇4-uzay denir (Kandil ve diğ. 2014). 

2.3. ESNEK METRİK UZAYLAR 

Das ve Samanta (2013(a), 2013(c)) esnek metrik uzayları hem esnek noktalara hem de 

esnek elemanlara göre aşağıdaki şekilde tanımlamıştır. 

Tanım 2.3.1. 𝑋 boştan farklı bir küme ve 𝐸 parametrelerin bir kümesi olsun. Aşağıdaki 

aksiyomları sağlayan 𝑑 ∶  𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋) → ℝ(𝐸)∗ dönüşümüne 𝑋 üzerinde esnek 

noktalara göre tanımlanan bir esnek metrik denir. 

(M1) Her 𝑥1
𝑒1 , 𝑥2

𝑒2 ∈̃ 𝑋̃ için 𝑑(𝑥1
𝑒1 , 𝑥2

𝑒2) ≥̃ 0̅. 

(M2) 𝑑(𝑥1
𝑒1 , 𝑥2

𝑒2) = 0̅ ⇔ 𝑥1
𝑒1 = 𝑥2

𝑒2. 

(M3) Her 𝑥1
𝑒1 , 𝑥2

𝑒2 ∈̃ 𝑋̃ için 𝑑(𝑥1
𝑒1 , 𝑥2

𝑒2) = 𝑑(𝑥2
𝑒2 , 𝑥1

𝑒1). 

(M4) Her 𝑥1
𝑒1 , 𝑥2

𝑒2 , 𝑥3
𝑒3 ∈̃ 𝑋̃ için 𝑑(𝑥1

𝑒1 , 𝑥2
𝑒2) ≤̃ 𝑑(𝑥1

𝑒1 , 𝑥3
𝑒3) + 𝑑(𝑥3

𝑒3 , 𝑥2
𝑒2). 

O halde, (𝑋, 𝑑, 𝐸) üçlüsüne de esnek noktalara göre tanımlanan bir esnek metrik uzay 

denir (Das ve Samanta 2013(a)). 

Örnek 2.3.2. 𝑋 = 𝐸 = ℝ olsun. Her 𝑥1
𝑒1 , 𝑥2

𝑒2 ∈̃ 𝑋̃ için  

𝑑(𝑥1
𝑒1 , 𝑥2

𝑒2) = |𝑥1̅̅̅ − 𝑥2̅̅ ̅| + |𝑒1̅ − 𝑒2̅| 

şeklinde tanımlanan 𝑑 ∶ 𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋) → ℝ(𝐸)∗ dönüşümü 𝑋 üzerinde esnek noktalara 

göre tanımlanan bir esnek metriktir (Das ve Samanta 2013(a)). 

Tanım 2.3.3. 𝑋 boştan farklı bir küme ve 𝐸 parametrelerin bir kümesi olsun. Aşağıdaki 

aksiyomları sağlayan 𝑑 ∶  𝑋𝐸 × 𝑋𝐸 → ℝ(𝐸)∗ dönüşümüne 𝑋 üzerinde esnek elemanlara 

göre tanımlanan bir esnek metrik denir.  
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(EM1) Her 𝑥̃, 𝑦̃ ∈̂ 𝑋̃ için 𝑑(𝑥̃, 𝑦̃) ≥̃ 0̅. 

(EM2) 𝑑(𝑥̃, 𝑦̃) = 0̅ ⇔ 𝑥̃ = 𝑦̃. 

(EM3) Her 𝑥̃, 𝑦̃ ∈̂ 𝑋̃ için 𝑑(𝑥̃, 𝑦̃) = 𝑑(𝑦̃, 𝑥̃). 

(EM4) Her 𝑥̃, 𝑦̃, 𝑧̃ ∈̂ 𝑋̃ için 𝑑(𝑥̃, 𝑦̃) ≤̃ 𝑑(𝑥̃, 𝑧̃) + 𝑑(𝑧̃, 𝑦̃). 

O halde, (𝑋, 𝑑, 𝐸) üçlüsüne de esnek elemanlara göre tanımlanan bir esnek metrik uzay 

denir (Das ve Samanta 2013(c)). 

Örnek 2.3.4. 𝑋 = 𝐸 = ℝ olsun. Her 𝑥̃, 𝑦̃ ∈̂ 𝑋̃ için 

𝑑(𝑥̃, 𝑦̃) = |𝑥̃ − 𝑦̃| 

şeklinde tanımlanan 𝑑 ∶ 𝑋𝐸 × 𝑋𝐸 → ℝ(𝐸)∗ dönüşümü 𝑋 üzerinde esnek elemanlara göre 

tanımlanan bir esnek metriktir (Das ve Samanta 2013(c)). 

2.4. ESNEK SÜZGEÇLER 

Tanım 2.4.1. (i) Boştan farklı bir ℱ ⊂ 𝑆(𝑋, 𝐸) ailesi aşağıdaki özellikleri sağlarsa ℱ 

ailesine 𝑋 üzerinde bir esnek süzgeç denir. 

(ES1) ∅̃ ∉ ℱ. 

(ES2) 𝐹, 𝐺 ∈ ℱ ise 𝐹 ⊓ 𝐺 ∈ ℱ. 

(ES3) 𝐹 ∈ ℱ ve 𝐹 ⊑ 𝐺 ise 𝐺 ∈ ℱ. 

(ii) ℱ1 ve ℱ2 , 𝑋 üzerinde iki esnek süzgeç olsun. ℱ1 ⊆ ℱ2 ise ℱ1 , ℱ2 den daha kaba (veya 

ℱ2 , ℱ1 den daha incedir) denir (Park ve diğ. 2011). 

Tanım 2.4.2. Bir ℬ ⊂ 𝑆(𝑋, 𝐸) ailesi aşağıdaki özellikleri sağlarsa ℬ ailesine 𝑋 üzerinde 

bir esnek süzgeç tabanı denir: 

(B1) ℬ ≠ ∅ ve ∅̃ ∉ ℬ dir. 

(B2) Her 𝐹, 𝐺 ∈ ℬ için 𝐻 ⊑ 𝐹 ⊓ 𝐺 olacak şekilde bir 𝐻 ∈ ℬ vardır. 
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ℬ, 𝑋 üzerinde bir esnek süzgeç tabanı ise  

ℱℬ = {𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) | 𝑏𝑖𝑟 𝐻 ∈ ℬ 𝑖ç𝑖𝑛 𝐻 ⊑ 𝐹} 

ailesinin 𝑋 üzerinde bir esnek süzgeç olduğu kolaylıkla görülebilir. Bu esnek süzgece ℬ 

tarafından üretilen bir esnek süzgeç denir (Park ve diğ. 2011).  

Tanım 2.4.3. 𝑋 üzerindeki bir ℱ esnek süzgecinden daha ince bir esnek süzgeç yok ise ℱ 

esnek süzgecine bir ultra esnek süzgeç denir. Ayrıca, 𝑋 kümesi üzerindeki {ℱ𝑖}𝑖∈𝛬 esnek 

süzgeçler ailesi daha kaba olma bağıntısına göre kısmi sıralı olduğundan {ℱ𝑖}𝑖∈𝛬 ailesi 

içindeki maksimal elemanlar ultra esnek süzgeçlerdir (Park ve diğ. 2011). 

Teorem 2.4.4. Bir 𝑋 kümesi üzerindeki her ℱ esnek süzgecinden daha ince olan bir ultra 

esnek süzgeç vardır (Park ve diğ. 2011).  

Teorem 2.4.5. ℱ, 𝑋 üzerinde bir ultra esnek süzgeç ve 𝐹, 𝐺 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu takdirde 

𝐹 ⊔ 𝐺 ∈ ℱ ise ya 𝐹 ∈ ℱ ya da 𝐺 ∈ ℱ dir (Park ve diğ. 2011). 

Teorem 2.4.6. ℱ, 𝑋 üzerinde bir esnek süzgeç olsun. Her 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) için 𝐹 ∈ ℱ veya 

𝐹𝑐 ∈ ℱ ise ℱ, 𝑋 üzerinde bir ultra esnek süzgeçtir (Park ve diğ. 2011). 

Teorem 2.4.7. 𝜑𝜓 ∶ 𝑆(𝑋, 𝐸) → 𝑆(𝑌, 𝐾) bir esnek dönüşüm ve ℬ, 𝑋 üzerinde bir ultra 

esnek süzgeç tabanı olsun. Bu takdirde, 

ℬ∗ = {𝜑𝜓(𝐹) | 𝐹 ∈ ℬ} 

𝑌 üzerinde bir ultra esnek süzgeç tabanıdır (Şahin ve Küçük 2013). 

2.5. BULANIK ESNEK KÜMELER 

Tanım 2.5.1. 𝑋 bir evrensel küme, 𝐸 𝑋 için uygun parametrelerin bir kümesi ve 𝐼𝑋 𝑋 

üzerindeki tüm bulanık kümelerin bir ailesi olsun. 𝑓 ∶ 𝐸 → 𝐼𝑋 bir dönüşüm olmak üzere 

(𝑓, 𝐸) ikilisine 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek küme denir. 

Burada, her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝑓(𝑒) ∶ 𝑋 → 𝐼 bulanık kümesi boş veya boştan farklı bir bulanık 

kümedir. Bir (𝑓, 𝐸) bulanık esnek kümesi  

(𝑓, 𝐸) = {(𝑒, 𝑓(𝑒)) | 𝑒 ∈ 𝐸, 𝑓(𝑒) ∈ 𝐼𝑋} 
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şeklinde ikililer yardımıyla gösterilir (Maji ve diğ. 2001). 

𝑋 üzerindeki tüm bulanık esnek kümelerin ailesi 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) ile gösterilir. 

Uyarı 2.5.2. Bir (𝑓, 𝐸) bulanık esnek kümesi sadelik olması açısından kısaca 𝑓 ile 

gösterilecektir ve bir bulanık esnek küme sadece 𝑓 ∶ 𝐸 → 𝐼𝑋 dönüşümü olarak 

düşünülecektir. 

Örnek 2.5.3. (i) 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2} bir evrensel küme ve 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} parametrelerin bir 

kümesi olsun. Bu durumda 

𝑓(𝑒1) = {𝑥1 0,5⁄ , 𝑥2 1⁄ },  𝑓(𝑒2) = {𝑥1 0,1⁄ , 𝑥2 0,8⁄ },  𝑓(𝑒3) = 0𝑋 

olmak üzere  

𝑓 = {(𝑒1, {𝑥1 0,5⁄ , 𝑥2 1⁄ }), (𝑒2, {𝑥1 0,1⁄ , 𝑥2 0,8⁄ }), (𝑒3, 0𝑋)} 

𝑋 üzerinde bir bulanık esnek kümedir. 

(ii) 𝐹, 𝑋 üzerinde bir esnek küme olsun. Her 𝑒 ∈ 𝐸 parametresi için 𝐹(𝑒) görüntü 

kümesinin karakteristik fonksiyonu yardımıyla 

𝑓(𝑒)(𝑥) = 𝜒𝐹(𝑒)(𝑥) = {
1,    𝑥 ∈ 𝐹(𝑒)
0,          𝑑𝑖ğ𝑒𝑟

 

olarak tanımlanan 𝑓 ∶ 𝐸 → 𝐼𝑋 dönüşümü 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek kümedir. 

Böylece her esnek küme bir bulanık esnek küme olarak gösterilebilir (Varol ve Aygün 

2012). 

Tanım 2.5.4. 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu durumda,  

(i) Her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝑓(𝑒) = 0𝑋 ise bu bulanık esnek kümeye boş bulanık esnek küme denir 

ve ∅̃ ile gösterilir. 

(ii) Her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝑓(𝑒) = 1𝑋 ise bu bulanık esnek kümeye mutlak bulanık esnek küme 

denir ve 𝑋̃ ile gösterilir. 

(iii) Her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝑓(𝑒) ≤ 𝑔(𝑒) ise 𝑓 bulanık esnek kümesine 𝑔 nin bir bulanık esnek 

alt kümesi denir ve bu durum 𝑓 ⊑ 𝑔 ile gösterilir. Ayrıca, 𝑓 ⊑ 𝑔 ve 𝑔 ⊑ 𝑓 ise 𝑓 ve 𝑔 

eşittir denir. 



 24 

(iv) Her 𝑒 ∈ 𝐸 için ℎ(𝑒) = 𝑓(𝑒) ∨ 𝑔(𝑒) şeklinde tanımlanan ℎ bulanık esnek kümesine             

𝑓 ve 𝑔 bulanık esnek kümelerin birleşimi denir ve bu durum ℎ = 𝑓 ⊔ 𝑔 ile gösterilir (Maji 

ve diğ. 2001). 

Tanım 2.5.5. 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu durumda, her 𝑒 ∈ 𝐸 için ℎ(𝑒) = 𝑓(𝑒) ∧ 𝑔(𝑒) 

şeklinde tanımlanan ℎ bulanık esnek kümesine 𝑓 ve 𝑔 bulanık esnek kümelerin kesişimi 

denir ve bu durum ℎ = 𝑓 ⊓ 𝑔 ile gösterilir (Ahmad ve Kharal 2009). 

Tanım 2.5.6. 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu durumda, her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝑓𝑐(𝑒) = 1𝑋 − 𝑓(𝑒) 

şeklinde tanımlanan 𝑓𝑐 ∶ 𝐸 → 𝐼𝑋 dönüşümüne 𝑓 bulanık esnek kümesinin tümleyeni 

denir. (𝑓𝑐)𝑐 = 𝑓 olduğu açıktır (Varol ve Aygün 2012). 

Teorem 2.5.7. 𝐽 bir indeks kümesi olmak üzere her 𝑖 ∈ 𝐽 için 𝑓, 𝑔, 𝑓𝑖 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 

Bu takdirde aşağıdakiler sağlanır. 

(i) (⨅𝑖∈𝐽𝑓𝑖)
𝑐
= ⨆𝑖∈𝐽𝑓𝑖

𝑐. 

(ii) (⨆𝑖∈𝐽𝑓𝑖)
𝑐
= ⨅𝑖∈𝐽𝑓𝑖

𝑐. 

(iii) 𝑓 ⊑ 𝑔 ise 𝑔𝑐 ⊑ 𝑓𝑐 (Varol ve Aygün 2012). 

Tanım 2.5.8. 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 𝑓(𝑒) 𝑋 de bir bulanık nokta (yani, bir 𝑥 ∈ 𝑋 için 

𝑓(𝑒)(𝑥) = 𝛼 ∈ (0,1] ve her 𝑥′ ∈ 𝑋 − {𝑥} için 𝑓(𝑒)(𝑥′) = 0) ve her 𝑒′ ∈ 𝐸 − {𝑒} için 

𝑓(𝑒′) = 0𝑋 olacak şekilde bir 𝑒 ∈ 𝐸 varsa 𝑓 bulanık esnek kümesine bir bulanık esnek 

nokta denir ve 𝑒𝑥𝛼 ile gösterilir. 

𝛼 ≤ 𝑓(𝑒)(𝑥) ise 𝑒𝑥𝛼 bulanık esnek noktası 𝑓 bulanık esnek kümesine aittir denir ve bu 

durum  𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑓 ile gösterilir (Atmaca ve Zorlutuna 2013). 

𝑋 üzerindeki tüm bulanık esnek noktaların ailesi 𝐹𝑆𝑃(𝑋) ile gösterilir. 

Tanım 2.5.9. 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) ve 𝐹𝑆(𝑌, 𝐾), sırasıyla 𝑋 ve 𝑌 kümeleri üzerinde tanımlanmış, E 

ve K parametre kümelerine sahip tüm bulanık esnek kümelerin aileleri olsun. 𝜑 ∶ 𝑋 → 𝑌 

ve 𝜓 ∶ 𝐸 → 𝐾 iki dönüşüm olmak üzere aşağıdaki şartları sağlayan 𝜑𝜓 ∶ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) →

𝐹𝑆(𝑌, 𝐾) dönüşümüne bir bulanık esnek dönüşüm denir. 
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(i) 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu durumda 𝜑𝜓(𝑓), 𝑌 üzerinde bir bulanık esnek kümedir ve her 

𝑘 ∈ 𝐾 ve 𝑦 ∈ 𝑌 için 

𝜑𝜓(𝑓)(𝑘)(𝑦) =

{
 

 
⋁ ( ⋁ 𝑓(𝑒)

𝑒∈𝜓−1(𝑘)

)(𝑥)

𝑥∈𝜑−1(𝑦)

,       𝜑−1(𝑦) ≠ ∅,𝜓−1(𝑘) ≠ ∅ 

0,                         𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 

 

şeklinde tanımlanır. 𝜑𝜓(𝑓) bulanık esnek kümesine 𝑓 nin bir bulanık esnek görüntüsü 

denir. 

(ii) 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑌, 𝐾) olsun. Bu durumda 𝜑𝜓
−1(𝑔), 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek kümedir ve 

her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 

𝜑𝜓
−1(𝑔)(𝑒)(𝑥) = 𝑔(𝜓(𝑒))(𝜑(𝑥)) 

şeklinde tanımlanır. 𝜑𝜓
−1(𝑔) bulanık esnek kümesine 𝑔 nin bir bulanık esnek ters 

görüntüsü denir. 

𝜑 ve 𝜓 dönüşümleri bire-bir (örten) ise 𝜑𝜓 bulanık esnek dönüşümü de bire-bir (örten) 

olarak adlandırılır (Kharal ve Ahmad 2009). 

Teorem 2.5.10. 𝐽 bir indeks kümesi olmak üzere her 𝑖 ∈ 𝐽 için 𝑓𝑖 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) ve                         

𝑔𝑖 ∈ 𝐹𝑆(𝑌, 𝐾) olsun. Bir 𝜑𝜓 ∶ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) → 𝐹𝑆(𝑌, 𝐾) bulanık esnek dönüşümü için 

aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(i) 𝑓1 ⊑ 𝑓2 ise 𝜑𝜓(𝑓1) ⊑ 𝜑𝜓(𝑓2). 

(ii) 𝑔1 ⊑ 𝑔2 ise 𝜑𝜓
−1(𝑔1) ⊑ 𝜑𝜓

−1(𝑔2). 

(iii) 𝜑𝜓(⨆𝑖∈𝐽𝑓𝑖) = ⨆𝑖∈𝐽𝜑𝜓(𝑓𝑖). 

(iv) 𝜑𝜓
−1(⨆𝑖∈𝐽𝑔𝑖) = ⨆𝑖∈𝐽𝜑𝜓

−1(𝑔𝑖). 

(v) 𝜑𝜓
−1(⨅𝑖∈𝐽𝑔𝑖) = ⨅𝑖∈𝐽𝜑𝜓

−1(𝑔𝑖). 

(vi) 𝜑𝜓
−1(𝑌̃) = 𝑋̃, 𝜑𝜓

−1(∅̃) = ∅̃ ve 𝜑𝜓(∅̃) = ∅̃ (Kharal ve Ahmad 2009). 
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Teorem 2.5.11. 𝐽 bir indeks kümesi olmak üzere her 𝑖 ∈ 𝐽 için 𝑓, 𝑓𝑖 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) ve                         

𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑌, 𝐾) olsun. Bir 𝜑𝜓 ∶ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) → 𝐹𝑆(𝑌, 𝐾) bulanık esnek dönüşümü için 

aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(i) 𝑓 ⊑ 𝜑𝜓
−1(𝜑𝜓(𝑓)) dir. Ayrıca, 𝜑𝜓 bire-bir ise eşitlik sağlanır. 

(ii) 𝜑𝜓(𝜑𝜓
−1(𝑔)) ⊑ 𝑔 dir. Ayrıca, 𝜑𝜓 örten ise eşitlik sağlanır (Varol ve Aygün 2012). 

Tanım 2.5.12. 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) ve 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑌, 𝐾) olsun. 𝑓 ve 𝑔 bulanık esnek kümelerin 

kartezyen çarpımı, her (𝑒, 𝑘) ∈ 𝐸 × 𝐾 için (𝑓 × 𝑔)(𝑒, 𝑘) = 𝑓(𝑒) × 𝑔(𝑘) şeklinde 

tanımlanır. 

Bu tanıma göre, 𝑓 × 𝑔 bulanık esnek kümesi 𝑋 × 𝑌 üzerinde bir bulanık esnek kümedir 

(Varol ve Aygün 2012). 

Tanım 2.5.13. 𝑝𝑋 ∶ 𝑋 × 𝑌 → 𝑋, 𝑞𝐸 ∶ 𝐸 × 𝐾 → 𝐸 ve 𝑝𝑌 ∶ 𝑋 × 𝑌 → 𝑌, 𝑞𝐾 ∶ 𝐸 × 𝐾 → 𝐾  

izdüşüm dönüşümleri verilsin. 𝑓 × 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋 × 𝑌, 𝐸 × 𝐾) olsun. Bu durumda,  

(𝑝𝑋)𝑞𝐸(𝑓 × 𝑔) = 𝑓   ve   (𝑝𝑌)𝑞𝐾(𝑓 × 𝑔) = 𝑔 

olmak üzere (𝑝𝑋)𝑞𝐸 ve (𝑝𝑌)𝑞𝐾 bulanık esnek dönüşümlerine bulanık esnek izdüşüm 

dönüşümleri denir (Varol ve Aygün 2012). 

2.6. BULANIK ESNEK TOPOLOJİK UZAYLAR 

Tanım 2.6.1. 𝑋 ≠ ∅ bir küme olmak üzere aşağıdaki aksiyomları sağlayan 𝜏 ⊆ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) 

ailesine 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek topoloji denir. 

(BET1) ∅̃, 𝑋̃ ∈ 𝜏. 

(BET2) 𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑛 ∈ 𝜏 ise ⨅𝑖=1
𝑛 𝑓𝑖 ∈ 𝜏. 

(BET3) Her 𝑖 ∈ 𝐽 için 𝑓𝑖 ∈ 𝜏 ise ⨆𝑖∈𝐽𝑓𝑖 ∈ 𝜏. 

Bu durumda, (𝑋, 𝜏, 𝐸) üçlüsü bir bulanık esnek topolojik uzay olarak adlandırılır. 𝜏 nun 

elemanlarına da bulanık esnek açık küme denir. 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olmak üzere 𝑓𝑐 ∈ 𝜏 ise 𝑓 

bulanık esnek kümesine 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek kapalı küme denir (Tanay ve 

Kandemir 2011). 
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Tanım 2.6.2. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir bulanık esnek topolojik uzay ve 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 𝑓 nin 

bulanık esnek içi 

𝑓𝑜 = ⨆{𝑔 | 𝑔 𝑏𝑖𝑟 𝑏𝑢𝑙𝑎𝑛𝚤𝑘 𝑒𝑠𝑛𝑒𝑘 𝑎ç𝚤𝑘 𝑘ü𝑚𝑒 𝑣𝑒 𝑔 ⊑ 𝑓} 

bulanık esnek kümesidir. 

Buna göre 𝑓0, 𝑓 tarafından içerilen en büyük bulanık esnek açık kümedir (Tanay ve 

Kandemir 2011).  

Tanım 2.6.3. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir bulanık esnek topolojik uzay ve 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 𝑓 nin 

bulanık esnek kapanışı 

𝑓̅ = ⨅{𝑔 | 𝑔 𝑏𝑖𝑟 𝑏𝑢𝑙𝑎𝑛𝚤𝑘 𝑒𝑠𝑛𝑒𝑘 𝑘𝑎𝑝𝑎𝑙𝚤 𝑘ü𝑚𝑒 𝑣𝑒 𝑓 ⊑ 𝑔} 

bulanık esnek kümesidir.  

Buna göre 𝑓,̅ 𝑓 yi içeren en küçük bulanık esnek kapalı kümedir (Varol ve Aygün 2012), 

(Neog ve diğ. 2012). 

Teorem 2.6.4. 𝑋 boştan farklı bir küme olsun. Her 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) bulanık esnek kümesine 

aşağıdaki özellikleri sağlayan bir 𝑓 ̅bulanık esnek kümesi karşılık getirilsin. 

(BEO1) 𝑓 ⊑ 𝑓,̅ 

(BEO2) 𝑓̅̅ = 𝑓,̅ 

(BEO3) 𝑓 ⊔ 𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑓̅ ⊔ 𝑔̅, 

(BEO4) ∅̅̃ = ∅̃. 

Bu durumda, 

𝜏 = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | 𝑓𝑐̅̅ ̅ = 𝑓𝑐} 

ailesi 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek topolojidir ve bu bulanık esnek topolojiye göre her 

𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) için 𝑓,̅ 𝑓 bulanık esnek kümesinin bulanık esnek kapanışıdır. 

Bu operatöre bir bulanık esnek kapanış operatörü denir (Varol ve Aygün 2012). 
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Tanım 2.6.5. (𝑋, 𝜏1, 𝐸) ve (𝑌, 𝜏2, 𝐾) iki bulanık esnek topolojik uzay ve                                    

𝜑𝜓 ∶ (𝑋, 𝜏1, 𝐸) → (𝑌, 𝜏2, 𝐾) bir bulanık esnek dönüşüm olsun. Her 𝑔 ∈ 𝜏2 için         

𝜑𝜓
−1(𝑔) ∈ 𝜏1 oluyorsa 𝜑𝜓 bulanık esnek dönüşümüne bir bulanık esnek sürekli dönüşüm 

denir (Varol ve Aygün 2012).  

Teorem 2.6.6. (𝑋, 𝜏1, 𝐸) ve (𝑌, 𝜏2, 𝐾) iki bulanık esnek topolojik uzay ve                            

𝜑𝜓 ∶ (𝑋, 𝜏1, 𝐸) → (𝑌, 𝜏2, 𝐾)  bir bulanık esnek dönüşüm olsun. Bu takdirde aşağıdaki 

önermeler denktir. 

(i) 𝜑𝜓 bir bulanık esnek sürekli dönüşümdür. 

(ii) Her 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) için 𝜑𝜓(𝑓)̅ ⊑ 𝜑𝜓(𝑓)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dır (Varol ve Aygün 2012). 

Tanım 2.6.7. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir bulanık esnek topolojik uzay ve ℬ ⊆ 𝜏 olsun. 𝜏 nun her elemanı 

ℬ nin elemanlarının herhangi bir birleşimi olarak yazılabiliyorsa ℬ ailesine 𝜏 için bir 

tabandır denir  (Tanay ve Kandemir 2011). 

Tanım 2.6.8. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir bulanık esnek topolojik uzay ve 𝒮 ⊆ 𝜏 olsun. 𝒮 ailesindeki 

bulanık esnek kümelerin sonlu arakesitlerinden elde edilen ℬ ailesi 𝜏 için bir taban ise 𝒮 

ailesine 𝜏 bulanık esnek topolojisi için bir alt taban denir (Varol ve Aygün 2012). 

Teorem 2.6.9. 𝒮 ⊆ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) ve ∅̃, 𝑋̃ ∈ 𝒮 olsun. Bu durumda aşağıdaki 𝜏 ailesi 𝑋 

üzerinde bir bulanık esnek topolojidir. 

𝜏 = {⨆𝑖∈𝐽(⨅𝜆∈𝛬𝑖𝑓𝑖,𝜆) | 𝑓𝑖,𝜆 ∈ 𝒮,   𝐽 𝑘𝑒𝑦𝑓𝑖,   𝛬𝑖 𝑠𝑜𝑛𝑙𝑢 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑘𝑠 𝑘ü𝑚𝑒𝑠𝑖} 

(Varol ve Aygün 2012). 

Tanım 2.6.10. 𝑋 boştan farklı bir küme, {(𝑌𝑖, 𝜏𝑖 , 𝐾𝑖)}𝑖∈𝐽 bulanık esnek topolojik uzayların 

bir ailesi ve {(𝜑𝜓)𝑖
∶ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) → (𝑌𝑖, 𝜏𝑖, 𝐾𝑖)}

𝑖∈𝐽
 bulanık esnek dönüşümlerin bir ailesi 

olsun. 𝑋 üzerinde 𝒮 = {(𝜑𝜓)𝑖
−1
(𝑓) | 𝑓 ∈ 𝜏𝑖, 𝑖 ∈ 𝐽} alt tabanı yardımıyla üretilen bulanık 

esnek topolojiye {(𝜑𝜓)𝑖
}
𝑖∈𝐽

 ailesi yardımıyla üretilen bir başlangıç bulanık esnek 

topolojisi denir (Varol ve Aygün 2012). 
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Teorem 2.6.11. 𝑋 üzerinde {(𝜑𝜓)𝑖
}
𝑖∈𝐽

ailesi yardımıyla üretilen başlangıç bulanık esnek 

topolojisi, her  𝑖 ∈ 𝐽 için (𝜑𝜓)𝑖
∶ (𝑋, 𝜏, 𝐸) → (𝑌𝑖, 𝜏𝑖, 𝐾𝑖) bulanık esnek dönüşümlerini 

bulanık esnek sürekli yapan en kaba bulanık esnek topolojidir (Varol ve Aygün 2012). 

Tanım 2.6.12. {(𝑋𝑖, 𝜏𝑖 , 𝐸𝑖)}𝑖∈𝐽 bulanık esnek topolojik uzayların bir ailesi olsun. 

𝑝𝑋𝑖 : ∏ 𝑋𝑖𝑖∈𝐽 → 𝑋𝑖 ve 𝑞𝐸𝑖 ∶  ∏ 𝐸𝑖𝑖∈𝐽 → 𝐸𝑖 olmak üzere 𝑋(= ∏ 𝑋𝑖𝑖∈𝐽 ) üzerindeki 

{(𝑝𝑋𝑖)(𝑞𝐸𝑖)
}
𝑖∈𝐽

 bulanık esnek izdüşüm dönüşümleri yardımıyla üretilen başlangıç bulanık 

esnek topolojisine 𝑋 üzerinde bir çarpım bulanık esnek topolojisi denir ve ∏ 𝜏𝑖𝑖∈𝐽  ile 

gösterilir (Varol ve Aygün 2012). 

Tanım 2.6.13. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir bulanık esnek topolojik uzay, 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) ve                     

𝑒𝑥𝛼 ∈ 𝐹𝑆𝑃(𝑋) olsun. 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑔 ⊑ 𝑓 olacak şekilde bir 𝑔 ∈ 𝜏 bulanık esnek açık kümesi 

varsa 𝑓 ye 𝑒𝑥𝛼 bulanık esnek noktasının bir bulanık esnek komşuluğu denir.  

Bir 𝑒𝑥𝛼 bulanık esnek noktasının bulanık esnek komşuluk sistemi tüm bulanık esnek 

komşuluklarının bir ailesidir ve 𝒩(𝑒𝑥𝛼) ile gösterilir (Tanay ve Kandemir 2011). 

Teorem 2.6.14. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir bulanık esnek topolojik uzay olsun. Bu takdirde bir 𝒩(𝑒𝑥𝛼) 

bulanık esnek komşuluk sistemi için aşağıdakiler sağlanır. 

(BEK1) 𝒩(𝑒𝑥𝛼) ≠ ∅. 

(BEK2) 𝑓 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) ise 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑓 dir. 

(BEK3) 𝑓 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) ve 𝑓 ⊑ 𝑔 ise 𝑔 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) dır. 

(BEK4) 𝑓, 𝑔 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) ise 𝑓 ⊓ 𝑔 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) dır. 

(BEK5) 𝑓 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) ise 𝑔 ⊑ 𝑓 ve her 𝑒′𝑦𝜆 ∈̃ 𝑔 için 𝑔 ∈ 𝒩(𝑒′𝑦𝜆) olacak şekilde bir         

𝑔 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) vardır (Mahanta ve Das 2012). 

Önerme 2.6.15. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir bulanık esnek topolojik uzay ve 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 𝑓 ∈ 𝜏 

olması için gerek ve yeter koşul  𝑓 nin her bulanık esnek noktasının bir bulanık esnek 

komşuluğu olmasıdır (Mahanta ve Das 2012). 
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Teorem 2.6.16. (𝑋, 𝜏1, 𝐸) ve (𝑌, 𝜏2, 𝐾) iki bulanık esnek topolojik uzay ve                            

𝜑𝜓 ∶ (𝑋, 𝜏1, 𝐸) → (𝑌, 𝜏2, 𝐾)  bir bulanık esnek dönüşüm olsun. Bu durumda aşağıdaki 

önermeler denktir. 

(i) 𝜑𝜓 bir bulanık esnek sürekli dönüşümdür. 

(ii) Her 𝑒𝑥𝛼 ∈ 𝐹𝑆𝑃(𝑋) bulanık esnek noktası ve 𝜑𝜓(𝑒𝑥𝛼) nın her ℎ bulanık esnek 

komşuluğu için 𝜑𝜓(𝑔) ⊑ ℎ olacak şekilde 𝑒𝑥𝛼 bulanık esnek noktasının bir 𝑔 bulanık 

esnek komşuluğu vardır (Atmaca ve Zorlutuna 2013). 

Tanım 2.6.17. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir bulanık esnek topolojik uzay olsun. 𝑒
𝑥1
𝛼1
1 ≠ 𝑒

𝑥2
𝛼2
2 özelliğindeki 

her 𝑒
𝑥1
𝛼1
1 , 𝑒

𝑥2
𝛼2
2 ∈ 𝐹𝑆𝑃(𝑋) için 𝑒

𝑥1
𝛼1
1 ∈̃ 𝑓, 𝑒

𝑥2
𝛼2
2 ∈̃ 𝑔 ve 𝑓 ⊓ 𝑔 = ∅̃ olacak şekilde 𝑓, 𝑔 ∈ 𝜏 

varsa (𝑋, 𝜏, 𝐸) bulanık esnek topolojik uzayına bir bulanık esnek Hausdorff uzay denir 

(Mahanta ve Das 2012). 
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3. ESNEK DÜZGÜN UZAYLAR 

Bu bölümde, esnek küme teorisi kullanılarak bir esnek düzgün yapı tanımlanacak ve bir 

esnek topoloji ve bir esnek metrik ile ilişkisi incelenecektir. Ayrıca, Kandil ve diğ. (2014) 

tarafından verilen esnek yakınlık uzaylarına ilişkin özellikler elde edilerek klasik 

anlamdaki yakınlık uzaylarıyla ilişkisi çalışılacaktır. Bunun yanı sıra, bir esnek düzgün 

uzaydan bir esnek yakınlık uzay üretilecek ve başlangıç esnek yakınlık uzaylarının varlığı 

gösterilecektir. Daha sonra bir esnek yığılma kavramı verilerek ilgili özellikleri 

incelenecektir. 

3.1. ESNEK DÜZGÜN UZAYLAR 

Çetkin ve Aygün (2013), 𝐸 parametre kümesine göre 𝑋 × 𝑋 üzerindeki esnek kümeleri 

kullanarak bir esnek düzgün yapı tanımlamıştır. Bu bölümde, bu tanımdan farklı olarak, 

𝐸 parametre kümesine göre 𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋) üzerindeki esnek kümeleri kullanarak bir 

esnek düzgün uzay kavramı verilecektir. Böylece, Das ve Samanta (2013(a)) tarafından 

verilen esnek metrik uzaylar ile ilişkileri incelenebilecektir.  

𝐸 parametreler kümesine sahip 𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋) üzerindeki tüm esnek kümelerin ailesi 

𝑆(𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋), 𝐸) ile gösterilir. 

Tanım 3.1.1. (i) ∆ ∈ 𝑆(𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋), 𝐸) olmak üzere her 𝑒 ∈ 𝐸 için 

∆(𝑒) = {(𝑥𝛼, 𝑥𝛼) | 𝑥𝛼 ∈ 𝑆𝑃(𝑋)} 

 ile gösterilen ∆ esnek kümesine bir köşegen esnek küme denir. 

(ii) 𝑈 ∈ 𝑆(𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋), 𝐸) olsun. Bu durumda, her 𝑒 ∈ 𝐸 için 

𝑈−1(𝑒) = {(𝑥1
𝑒1 , 𝑥2

𝑒2) | (𝑥2
𝑒2 , 𝑥1

𝑒1) ∈ 𝑈(𝑒)} 

ile tanımlanır. Ayrıca 𝑈 = 𝑈−1 ise 𝑈 esnek kümesine bir simetrik esnek küme denir. 
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(iii) 𝑈, 𝑉 ∈ 𝑆(𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋), 𝐸) olsun. Bu durumda, her 𝑒 ∈ 𝐸 için 

𝑈 ∘ 𝑉(𝑒) = {(𝑥1
𝑒1 , 𝑥2

𝑒2) | 𝑏𝑖𝑟 𝑧𝛼 ∈ 𝑆𝑃(𝑋) 𝑖ç𝑖𝑛 (𝑥1
𝑒1 , 𝑧𝛼) ∈ 𝑉(𝑒) 𝑣𝑒 (𝑧𝛼, 𝑥2

𝑒2) ∈ 𝑈(𝑒)} 

ile tanımlanır. 

Uyarı 3.1.2. 𝑈, 𝑉,𝑊 ∈ 𝑆(𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋), 𝐸) olsun. Bu takdirde aşağıdaki özellikler 

sağlanır. 

(i) 𝑈 ⊑ 𝑉 ise 𝑈−1 ⊑ 𝑉−1 ve 𝑈 ∘𝑊 ⊑ 𝑉 ∘𝑊 olur. 

(ii) (𝑈 ∘ 𝑉)−1 = 𝑉−1 ∘ 𝑈−1. 

(iii) (𝑈 ∘ 𝑉) ∘ 𝑊 = 𝑈 ∘ (𝑉 ∘ 𝑊). 

İspat. Tanım 3.1.1 den kolaylıkla elde edilir. 

Tanım 3.1.3. Aşağıdaki aksiyomları sağlayan boştan farklı 𝒰 ⊆ 𝑆(𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋), 𝐸) 

ailesine 𝑋 üzerinde bir esnek düzgün yapı denir. 

(ED1) 𝑈 ∈ 𝒰 ise ∆ ⊑ 𝑈 dur. 

(ED2) 𝑈 ∈ 𝒰 ise 𝑉 ∘ 𝑉 ⊑ 𝑈 olacak şekilde bir 𝑉 ∈ 𝒰 vardır. 

(ED3) 𝑈 ∈ 𝒰 ise 𝑉−1 ⊑ 𝑈 olacak şekilde bir 𝑉 ∈ 𝒰 vardır. 

(ED4) 𝑈, 𝑉 ∈ 𝒰 ise 𝑈 ⊓ 𝑉 ∈ 𝒰 dur. 

(ED5) 𝑈 ∈ 𝒰 ve 𝑈 ⊑ 𝑉 ise 𝑉 ∈ 𝒰 dur. 

Bu durumda, (𝑋,𝒰, 𝐸) üçlüsüne bir esnek düzgün uzay denir. 

Örnek 3.1.4. 𝑋 = {𝑥} ve 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2} olsun. 𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋) üzerinde aşağıdaki             

şekilde tanımlanan ∆,𝑈1, 𝑈2, 𝑈3, 𝑈4, 𝑈5, 𝑈6, 𝑈7, 𝑈8, 𝑈9, 𝑈10, 𝑈11, 𝑈12, 𝑈13, 𝑈14, 𝑈15 esnek 

kümeleri olsun. 

∆(𝑒1) = {(𝑥
𝑒1 , 𝑥𝑒1), (𝑥𝑒2 , 𝑥𝑒2)},       ∆(𝑒2) = {(𝑥𝑒1 , 𝑥𝑒1), (𝑥𝑒2 , 𝑥𝑒2)}, 

𝑈1(𝑒1) = ∆(𝑒1),                                𝑈1(𝑒2) = ∆(𝑒2) ∪ {(𝑥
𝑒1 , 𝑥𝑒2)}, 

𝑈2(𝑒1) = ∆(𝑒1),                                𝑈2(𝑒2) = ∆(𝑒2) ∪ {(𝑥
𝑒2 , 𝑥𝑒1)}, 
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𝑈3(𝑒1) = ∆(𝑒1),                                𝑈3(𝑒2) = 𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋), 

𝑈4(𝑒1) = ∆(𝑒1) ∪ {(𝑥
𝑒1 , 𝑥𝑒2)},         𝑈4(𝑒2) = ∆(𝑒2), 

𝑈5(𝑒1) = ∆(𝑒1) ∪ {(𝑥
𝑒1 , 𝑥𝑒2)},         𝑈5(𝑒2) = ∆(𝑒2) ∪ {(𝑥

𝑒1 , 𝑥𝑒2)}, 

𝑈6(𝑒1) = ∆(𝑒1) ∪ {(𝑥
𝑒1 , 𝑥𝑒2)},         𝑈6(𝑒2) = ∆(𝑒2) ∪ {(𝑥

𝑒2 , 𝑥𝑒1)}, 

𝑈7(𝑒1) = ∆(𝑒1) ∪ {(𝑥
𝑒1 , 𝑥𝑒2)},         𝑈7(𝑒2) = 𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋), 

𝑈8(𝑒1) = ∆(𝑒1) ∪ {(𝑥
𝑒2 , 𝑥𝑒1)},         𝑈8(𝑒2) = ∆(𝑒2), 

𝑈9(𝑒1) = ∆(𝑒1) ∪ {(𝑥
𝑒2 , 𝑥𝑒1)},         𝑈9(𝑒2) = ∆(𝑒2) ∪ {(𝑥

𝑒1 , 𝑥𝑒2)}, 

𝑈10(𝑒1) = ∆(𝑒1) ∪ {(𝑥
𝑒2 , 𝑥𝑒1)},        𝑈10(𝑒2) = ∆(𝑒2) ∪ {(𝑥

𝑒2 , 𝑥𝑒1)}, 

𝑈11(𝑒1) = ∆(𝑒1) ∪ {(𝑥
𝑒2 , 𝑥𝑒1)},        𝑈11(𝑒2) = 𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋), 

𝑈12(𝑒1) = 𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋),              𝑈12(𝑒2) = ∆(𝑒2), 

𝑈13(𝑒1) = 𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋),              𝑈13(𝑒2) = ∆(𝑒2) ∪ {(𝑥
𝑒1 , 𝑥𝑒2)}, 

𝑈14(𝑒1) = 𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋),              𝑈14(𝑒2) = ∆(𝑒2) ∪ {(𝑥
𝑒2 , 𝑥𝑒1)}, 

𝑈15(𝑒1) = 𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋),              𝑈15(𝑒2) = 𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋). 

O halde  

𝒰 = {∆,𝑈1, 𝑈2, 𝑈3, 𝑈4, 𝑈5, 𝑈6, 𝑈7, 𝑈8, 𝑈9, 𝑈10, 𝑈11, 𝑈12, 𝑈13, 𝑈14, 𝑈15} 

ailesi 𝑋 üzerinde bir esnek düzgün yapıdır ve buradan (𝑋,𝒰, 𝐸) üçlüsü bir esnek düzgün 

uzaydır. 

Uyarı 3.1.5. Yukarıdaki örneğe göre Çetkin ve Aygün anlamındaki esnek düzgün yapı 

𝒰 = {∆𝐶} dir. Burada, 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐸 için ∆𝐶( 𝑒1) = ∆𝐶( 𝑒2) = {(𝑥, 𝑥)} olmak üzere            

∆𝐶  ∶  𝐸 → 𝒫(𝑋 × 𝑋) dönüşümü 𝑋 × 𝑋 üzerinde bir esnek kümedir. Böylece Çetkin ve 

Aygün tarafından tanımlanan esnek düzgün yapı ile Tanım 3.1.3 deki esnek düzgün 

yapının birbirinden tamamen bağımsız olduğu görülebilir. 
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Tanım 3.1.6. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir esnek düzgün uzay ve ℬ ⊆ 𝒰 boştan farklı bir alt aile olsun. 

Her 𝑈 ∈ 𝒰 için 𝑉 ⊑ 𝑈 olacak şekilde bir 𝑉 ∈ ℬ varsa ℬ ailesine 𝒰 esnek düzgün yapısı 

için bir esnek taban denir. 

Teorem 3.1.7. Boştan farklı bir ℬ ⊆ 𝑆(𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋), 𝐸) alt kümesi aşağıdaki koşulları 

sağlıyorsa bu durumda ℬ ailesi 𝑋 üzerindeki bir esnek düzgün yapı için bir esnek tabandır. 

(i) 𝐵 ∈ ℬ ise ∆ ⊑ 𝐵 dir. 

(ii) 𝐵 ∈ ℬ ise 𝐶 ∘ 𝐶 ⊑ 𝐵 olacak şekilde bir 𝐶 ∈ ℬ vardır. 

(iii) 𝐵 ∈ ℬ ise 𝐶−1 ⊑ 𝐵 olacak şekilde bir 𝐶 ∈ ℬ vardır. 

(iv) 𝐵1, 𝐵2 ∈ ℬ ise 𝐵3  ⊑ 𝐵1 ⊓ 𝐵2 olacak şekilde bir 𝐵3 ∈ ℬ vardır. 

İspat. (i)-(iv) koşullarını sağlayan boştan farklı bir ℬ ailesinin 𝑋 üzerindeki bir                       

𝒰 = {𝑈 ∈ 𝑆(𝑆𝑃(𝑋) × 𝑆𝑃(𝑋), 𝐸) | 𝑏𝑖𝑟 𝐵 ∈ ℬ 𝑖ç𝑖𝑛 𝐵 ⊑ 𝑈} esnek düzgün yapısını 

ürettiğini görmek kolaydır. 

Tanım 3.1.8. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir esnek düzgün uzay ve boştan farklı bir 𝒮 ⊆ 𝒰 alt ailesi olsun. 

𝒮 ailesinin elemanlarının bütün sonlu arakesitleri 𝒰 esnek düzgün yapısı için bir esnek 

taban oluşturuyorsa 𝒮 ailesine 𝒰 için bir esnek alt taban denir. 

Örnek 3.1.9. (i) 𝑋 = 𝐸 = ℝ olsun. Bu durumda, her 𝛼 ∈ 𝐸 için  

𝐷𝑥𝑒(𝛼) = ∆(𝛼) ∪ {(𝑥1
𝑒1 , 𝑥2

𝑒2) | 𝑥1, 𝑥2 > 𝑥 𝑣𝑒 𝑒1, 𝑒2 > 𝑒} 

olmak üzere ℬ = {𝐷𝑥𝑒  | 𝑥
𝑒 ∈̃ 𝑋̃ } ailesi ℝ üzerindeki bir esnek düzgün yapı için bir esnek 

tabandır. 

Gerçekten, Teorem 3.1.7 (i) ve (iv) koşullarının sağlandığı açıktır. Diğer yandan her 

𝑥𝑒 ∈̃ 𝑋̃ için 𝐷𝑥𝑒 ∘ 𝐷𝑥𝑒 ⊑ 𝐷𝑥𝑒  ve 𝐷𝑥𝑒
−1 ⊑ 𝐷𝑥𝑒 olduğundan Teorem 3.1.7 (ii) ve (iii) 

koşulları da elde edilir. 

(ii) 𝑋 bir küme ve 𝐸 parametrelerin bir kümesi olsun. 𝒰 = {𝑈 | ∆ ⊑ 𝒰} ailesi 𝑋 üzerinde 

bir esnek düzgün yapıdır. Bu esnek düzgün yapıya ayrık esnek düzgün yapı denir. Bu 

esnek düzgün yapının bir esnek tabanı ℬ = {∆} şeklindedir. 
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Örnek 3.1.10. 𝑋 = 𝐸 = ℝ olsun. Bu durumda, her 𝑒 ∈ 𝐸 için  

𝐷𝜖̃(𝑒) = {(𝑥1
𝑒1 , 𝑥2

𝑒2) | |𝑥1̅̅̅ − 𝑥2̅̅ ̅| + |𝑒1̅ − 𝑒2̅| <̃ 𝜖̃} 

olmak üzere ℬ = {𝐷𝜖̃ | 𝜖̃ >̃ 0̅ } ailesi ℝ üzerindeki bir esnek düzgün yapı için bir esnek 

tabandır. 

ℬ nin Teorem 3.1.7 (i)-(iv) koşullarını sağladığını gösterelim. 

(i) 𝜖̃ >̃ 0̅ ve 𝑒 ∈ 𝐸 olsun. Her 𝑥𝛼 ∈̃ 𝑋̃ için |𝑥̅ − 𝑥̅| + |𝛼̅ − 𝛼̅| = 0̅ olduğundan           

(𝑥𝛼 , 𝑥𝛼) ∈ 𝐷𝜖̃(𝑒) elde edilir. 

(ii) Her 𝜖̃ >̃ 0̅ için 𝐷𝜖̃ 2⁄ ∘ 𝐷𝜖̃ 2⁄ ⊑ 𝐷𝜖̃ sağlanır. Gerçekten, 𝑒 ∈ 𝐸 ve (𝑥1
𝑒1 , 𝑥2

𝑒2) ∈ 𝐷𝜖̃ 2⁄ ∘

𝐷𝜖̃ 2⁄ (𝑒) olsun. Bu durumda (𝑥1
𝑒1 , 𝑧𝛽) ∈ 𝐷𝜖̃ 2⁄ (𝑒) ve (𝑧𝛽 , 𝑥2

𝑒2) ∈ 𝐷𝜖̃ 2⁄ (𝑒) olacak şekilde 

bir 𝑧𝛽 ∈̃ 𝑋̃ vardır. Buradan, 

|𝑥1̅̅̅ − 𝑥2̅̅ ̅| + |𝑒1̅ − 𝑒2̅| ≤̃ |𝑥1̅̅̅ − 𝑧̅| + |𝑧̅ − 𝑥2̅̅ ̅| + |𝑒1̅ − 𝛽̅| + |𝛽̅ − 𝑒2̅| <̃ 𝜖̃ 2⁄ +𝜖̃ 2⁄ = 𝜖̃ 

bulunur. Böylece (𝑥1
𝑒1 , 𝑥2

𝑒2) ∈ 𝐷𝜖̃(𝑒) elde edilir. 

(iii) Her 𝜖̃ >̃ 0̅ için 𝐷𝜖̃ = 𝐷𝜖̃
−1 olduğundan açıktır. 

(iv) 𝜖1̃, 𝜖2̃ >̃ 0̅ olsun. Şimdi, her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝜖̃(𝑒) = min {𝜖1̃(𝑒), 𝜖2̃(𝑒)} olacak şekilde bir 

𝜖̃ >̃ 0̅ alınsın. O halde 𝐷𝜖̃ ⊑ 𝐷𝜖̃1 ⊓ 𝐷𝜖̃2 olduğu kolaylıkla görülür. 

Daha genel olarak aşağıdaki teorem elde edilir.  

Teorem 3.1.11. (𝑋, 𝑑, 𝐸) esnek noktalara göre tanımlanan bir esnek metrik uzay olsun. 

Bu durumda, her 𝑒 ∈ 𝐸 için  

𝐷𝜖̃(𝑒) = {(𝑥1
𝑒1 , 𝑥2

𝑒2) | 𝑑(𝑥1
𝑒1 , 𝑥2

𝑒2) <̃ 𝜖̃} 

olmak üzere ℬ = {𝐷𝜖̃ | 𝜖̃ >̃ 0̅ } ailesi 𝑋 üzerindeki bir esnek düzgün yapı için bir esnek 

tabandır. 

İspat. Örnek 3.1.10 dan ve esnek metrik uzay tanımından açıktır. 

Tanım 3.1.12. (i) Yukarıda oluşturulan esnek düzgün yapıya 𝑑 esnek metriği ile üretilen 

esnek metrik düzgün yapı denir. 
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(ii) Bir (𝑋, 𝒰, 𝐸) esnek düzgün uzayının esnek düzgün yapısı bir esnek metrik ile 

üretilebiliyorsa bu esnek düzgün uzaya metriklenebilir esnek düzgün uzay denir. 

Uyarı 3.1.13. (𝑋, 𝑑, 𝐸) esnek noktalara göre tanımlanan bir esnek metrik uzay olsun.                   

𝑋 üzerindeki 𝑑 esnek metriği ile 2d esnek metriği aynı esnek düzgün yapıyı üretirler. 

Buradan bir küme üzerindeki farklı esnek metriklerin aynı esnek düzgün yapıyı 

üretebildikleri sonucu çıkartılır. O halde esnek düzgün yapılar esnek metrik uzaylardan 

daha zayıf yapılardır. 

Lemma 3.1.14. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir esnek düzgün uzay olsun. Bu durumda aşağıdakiler sağlanır. 

(i) 𝑈 ∈ 𝒰 ise 𝑈−1 ∈ 𝒰 olur. 

(ii) (ED2) ve (ED3) aksiyomları birlikte aşağıdaki aksiyoma denktir: 

Her 𝑈 ∈ 𝒰 için 𝑉 ∘ 𝑉−1 ⊑ 𝑈 olacak şekilde bir 𝑉 ∈ 𝒰 vardır. 

(iii) 𝒰 esnek düzgün yapıdaki simetrik esnek kümeler 𝒰 için bir esnek taban oluştururlar.  

İspat. (i) ve (iii) açıktır. 

(ii) (ED2) ve (ED3) aksiyomlarının sağlandığını kabul edelim. 𝑈 ∈ 𝒰 olsun. Bu durumda 

𝑉1 ∘ 𝑉1 ⊑ 𝑈 ve 𝑉2
−1 ⊑ 𝑈 olacak şekilde 𝑉1, 𝑉2 ∈ 𝒰 vardır. 𝑉 = 𝑉1 ⊓ 𝑉2 ∈ 𝒰 alınsın.                     

O halde 𝑉 ∘ 𝑉−1 ⊑ 𝑈 elde edilir. 

Tersine, yukarıdaki aksiyomun sağlandığını kabul edelim. Bu takdirde her 𝑈 ∈ 𝒰 için    

𝑉 ∘ 𝑉−1 ⊑ 𝑈 olacak şekilde bir 𝑉 ∈ 𝒰 vardır. (ED1) den 𝑉−1 ⊑ 𝑈 olur. 𝑊 = 𝑉 ⊓ 𝑉−1 

olarak tanımlanırsa (i) ve (ED4) gereğince 𝑊 ∈ 𝒰 elde edilir. Böylece 𝑊 ∘𝑊 ⊑ 𝑈 

sağlanır. 

3.2. ESNEK DÜZGÜN UZAYLAR İLE ÜRETİLEN ESNEK TOPOLOJİK 

UZAYLAR 

Bu bölümde bir esnek noktanın esnek komşuluk sistemi kullanılarak bir esnek düzgün 

uzaydan bir esnek topolojik uzay elde edilecektir. Ayrıca elde edilen bu esnek topolojik 

uzay üzerinde önemli özellikler incelenecektir. 
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Tanım 3.2.1. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir esnek düzgün uzay ve 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑋̃ olsun. Bu durumda, her              

𝑈 ∈ 𝒰 için 

𝑈[𝑥𝑒] = ⨆{𝑧𝛽 ∈̃ 𝑋̃ | ℎ𝑒𝑟 𝛼 ∈ 𝐸 𝑖ç𝑖𝑛 (𝑥𝑒 , 𝑧𝛽) ∈ 𝑈(𝛼)} 

şeklinde 𝑋 üzerinde bir esnek küme tanımlanır. Bu durum 𝑋 üzerindeki bir 𝐹 esnek 

kümesine aşağıdaki gibi genişletilir: 

𝑈[𝐹] = ⨆𝑥𝑒∈̃𝐹𝑈[𝑥
𝑒] = ⨆{𝑧𝛽 ∈̃ 𝑋̃ | ℎ𝑒𝑟 𝛼 ∈ 𝐸 𝑣𝑒 𝑏𝑖𝑟 𝑥𝑒 ∈̃ 𝐹 𝑖ç𝑖𝑛 (𝑥𝑒 , 𝑧𝛽) ∈ 𝑈(𝛼)}. 

Örnek 3.2.2. Örnek 3.1.4 de tanımlanan (𝑋,𝒰, 𝐸) esnek düzgün uzayı alınsın. Bu 

takdirde, 𝑥𝑒1 ∈̃ 𝑋̃ ve 𝑈5, 𝑈6 ∈ 𝒰 için 

𝑈5[𝑥
𝑒1] = 𝑥𝑒1 ⊔ 𝑥𝑒2 = 𝑋̃ ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸)  ve  𝑈6[𝑥

𝑒1] = 𝑥𝑒1 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) 

elde edilir. 

Teorem 3.2.3. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir esnek düzgün uzay olsun. Bu durumda her 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑋̃ için                                      

𝒩𝑥𝑒 = {𝑈[𝑥𝑒] | 𝑈 ∈ 𝒰} ailesi 𝑋 üzerindeki bir esnek topolojinin 𝑥𝑒 esnek noktasındaki 

esnek komşuluk sistemini oluşturur. 

İspat. Teorem 2.2.15 gereğince 𝒩𝑥𝑒 ailesinin (EK1)-(EK5) koşullarını sağladığını 

göstermek yeterlidir. 

(EK1) koşulu açıktır. 

(EK2) 𝑈[𝑥𝑒] ∈ 𝒩𝑥𝑒  olsun. ∆ ⊑ 𝑈 olduğundan her 𝛼 ∈ 𝐸 için (𝑥𝑒 , 𝑥𝑒) ∈ 𝑈(𝛼) bulunur. 

Böylece 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑈[𝑥𝑒] elde edilir. 

(EK3) 𝑈[𝑥𝑒] ∈ 𝒩𝑥𝑒  ve 𝑈[𝑥𝑒] ⊑ 𝑉 olsun. Her 𝛼 ∈ 𝐸 için 

𝑊(𝛼) = 𝑈(𝛼) ∪ {(𝑥𝑒 , 𝑧𝛽) | 𝑧𝛽 ∈̃ 𝑉} 

tanımlansın. O halde 𝑊 ∈ 𝒰 ve 𝑉 = 𝑊[𝑥𝑒] olduğunu görmek kolaydır. Böylece                   

𝑉 ∈ 𝒩𝑥𝑒 sağlanır. 

(EK4) 𝑈1[𝑥
𝑒], 𝑈2[𝑥

𝑒] ∈ 𝒩𝑥𝑒  olsun. 𝑈1, 𝑈2 ∈ 𝒰 olduğundan 𝑈1 ⊓ 𝑈2 ∈ 𝒰 elde edilir. 

Şimdi, 𝑈1[𝑥
𝑒] ⊓ 𝑈2[𝑥

𝑒] = (𝑈1 ⊓ 𝑈2)[𝑥
𝑒] olduğunu gösterelim. 
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𝑧𝛽 ∈̃ 𝑈1[𝑥
𝑒] ⊓ 𝑈2[𝑥

𝑒] ⇔ (𝑥𝑒 , 𝑧𝛽) ∈ 𝑈1(𝛼) ve (𝑥𝑒 , 𝑧𝛽) ∈ 𝑈2(𝛼), ∀𝛼 ∈ 𝐸. 

                                             ⇔ (𝑥𝑒 , 𝑧𝛽) ∈ 𝑈1(𝛼) ∩ 𝑈2(𝛼) = (𝑈1 ⊓ 𝑈2)(𝛼), ∀𝛼 ∈ 𝐸. 

                                                       ⇔ 𝑧𝛽 ∈̃ (𝑈1 ⊓ 𝑈2)[𝑥
𝑒]. 

Böylece 𝑈1[𝑥
𝑒] ⊓ 𝑈2[𝑥

𝑒] ∈ 𝒩𝑥𝑒  elde edilir. 

(EK5) 𝑈[𝑥𝑒] ∈ 𝒩𝑥𝑒  olsun. 𝑈 ∈ 𝒰 olduğundan 𝑉 ∘ 𝑉 ⊑ 𝑈 olacak şekilde bir 𝑉 ∈ 𝒰 

vardır. 𝑧𝛽 ∈̃ 𝑉[𝑥𝑒], yani her 𝛼 ∈ 𝐸 için (𝑥𝑒 , 𝑧𝛽) ∈ 𝑉(𝛼) olsun. Şimdi, 𝑉[𝑧𝛽] ⊑ 𝑈[𝑥𝑒] 

olduğunu gösterelim. 𝑡𝜆 ∈̃ 𝑉[𝑧𝛽] ise her 𝛼 ∈ 𝐸 için (𝑥𝑒 , 𝑡𝜆) ∈ (𝑉 ∘ 𝑉)(𝛼) sağlanır. 

Buradan her 𝛼 ∈ 𝐸 için (𝑥𝑒 , 𝑡𝜆) ∈ 𝑈(𝛼) ve dolayısıyla 𝑡𝜆 ∈̃ 𝑈[𝑥𝑒] elde edilir. Böylece 

𝑉[𝑧𝛽] ∈ 𝒩𝑧𝛽 olduğundan (EK3) gereğince 𝑈[𝑥𝑒] ∈ 𝒩𝑧𝛽 olur.  

Tanım 3.2.4. Yukarıda tanımlanan esnek topolojiye 𝒰 esnek düzgün yapısıyla üretilen 

esnek düzgün topoloji denir ve 𝜏𝒰 ile gösterilir. 

Örnek 3.2.5. (i) Herhangi bir 𝑋 kümesi üzerindeki ayrık esnek düzgün yapı ile üretilen 

esnek topoloji ayrık esnek topolojidir. 

(ii) Örnek 3.1.9 (i) de tanımlanan (𝑋,𝒰, 𝐸) esnek düzgün uzayı alınsın. Her 𝑧𝛽 ∈̃ 𝑋̃ için 

𝑥 ≥ 𝑧 veya 𝑒 ≥ 𝛽 iken 𝐷𝑥𝑒[𝑧
𝛽] = 𝑧𝛽 olduğundan bu esnek düzgün yapı ile üretilen esnek 

topoloji ayrık esnek topolojidir. 

Buradan, bir küme üzerindeki farklı esnek düzgün yapıların aynı esnek topolojiyi 

üretebildikleri sonucu çıkartılır. O halde esnek topolojik yapılar esnek düzgün uzaylardan 

daha zayıf yapılardır. 

Lemma 3.2.6. Bir (𝑋, 𝜏, 𝐸) esnek topolojik uzayın bir esnek 𝑇1-uzay olması için gerek ve 

yeter koşul her 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑋̃ esnek noktasının esnek kapalı olmasıdır. 

İspat. (⇒) (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir esnek 𝑇1-uzay ve 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑋̃ olsun. Bu durumda her 𝑦𝑘 ∈̃ (𝑋̃ − 𝑥𝑒) 

için 𝑥𝑒 ∉̃ 𝐹 ve 𝑦𝑘 ∈̃ 𝐹 olacak şekilde bir 𝐹 ∈ 𝜏 vardır. 𝑥𝑒 ⊓ 𝐹 = ∅̃ olduğundan               

𝑦𝑘 ∈̃ 𝐹 ⊑ (𝑋̃ − 𝑥𝑒) bulunur. Buradan (𝑋̃ − 𝑥𝑒), bir esnek açık kümedir. O halde 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑋̃ 

esnek noktası esnek kapalıdır.  
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(⇐) 𝑥𝑒 ≠ 𝑦𝑘 olsun. Hipotezden 𝑥𝑒 ve 𝑦𝑘 esnek noktaları esnek kapalıdır. Böylece, 

𝑥𝑒 ∈̃ (𝑋̃ − 𝑦𝑘), 𝑦𝑘 ∉̃ (𝑋̃ − 𝑦𝑘) ve 𝑦𝑘 ∈̃ (𝑋̃ − 𝑥𝑒), 𝑥𝑒 ∉̃ (𝑋̃ − 𝑥𝑒) olacak şekilde 

(𝑋̃ − 𝑥𝑒) ve  (𝑋̃ − 𝑦𝑘) esnek açık kümeleri vardır. O halde (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir esnek 𝑇1-uzaydır. 

Teorem 3.2.7. (i) (𝑋,𝒰, 𝐸) bir esnek düzgün uzay ve 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu takdirde, 

𝐹̅ = ⨅𝑈∈𝒰𝑈[𝐹] 

sağlanır. 

(ii) Bir (𝑋, 𝜏𝒰, 𝐸) esnek topolojik uzayın bir esnek 𝑇1-uzay olması için gerek ve yeter 

koşul her 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑋̃ için ⨅𝑈∈𝒰𝑈[𝑥
𝑒] = 𝑥𝑒 olmasıdır. 

İspat. (i) 𝑥𝑒 ∈̃ 𝐹̅ ⇔ ∀𝑈 ∈ 𝒰, 𝑈[𝑥𝑒] ⊓ 𝐹 ≠ ∅̃. 

                            ⇔ (∀𝑈 ∈ 𝒰) (∃𝑧𝛽 ∈̃ 𝑋̃) ∶ (𝑧𝛽 ∈̃ 𝑈[𝑥𝑒] 𝑣𝑒 𝑧𝛽 ∈̃ 𝐹).  

                            ⇔ (∀𝑈 ∈ 𝒰) (∀𝛼 ∈ 𝐸) (∃𝑧𝛽 ∈̃ 𝐹) ∶ (𝑥𝑒 , 𝑧𝛽) ∈ 𝑈(𝛼). 

                            ⇔ (∀𝑈 ∈ 𝒰) (∀𝛼 ∈ 𝐸) (∃𝑧𝛽 ∈̃ 𝐹) ∶ (𝑧𝛽 , 𝑥𝑒) ∈ 𝑈−1(𝛼).  

                            ⇔ ∀𝑈 ∈ 𝒰, 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑈−1[𝐹]. 

                            ⇔ ∀𝑈 ∈ 𝒰, 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑈[𝐹]. 

(ii) (𝑋, 𝜏𝒰 , 𝐸) bir esnek 𝑇1-uzay ise Lemma 3.2.6 dan her 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑋̃ için 𝑥𝑒̅̅ ̅ = 𝑥𝑒 elde edilir. 

Böylece (i) gereğince ⨅𝑈∈𝒰𝑈[𝑥
𝑒] = 𝑥𝑒̅̅ ̅ = 𝑥𝑒  sağlanır.  

Tersine, her 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑋̃ için ⨅𝑈∈𝒰𝑈[𝑥
𝑒] = 𝑥𝑒 ise bu durumda (i) gereğince 𝑥𝑒̅̅ ̅ = 𝑥𝑒  dir.                

O halde (𝑋, 𝜏𝒰 , 𝐸) bir esnek 𝑇1-uzaydır.  

Tanım 3.2.8. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir esnek düzgün uzay olsun. ⨅𝑈∈𝒰𝑈 = ∆ ise bu uzaya bir 

Hausdorff esnek düzgün uzay denir. 

Örnek 3.2.9. Bir ayrık esnek düzgün uzayın bir Hausdorff esnek düzgün uzay olduğu 

kolayca görülür. 
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Teorem 3.2.10. 𝐸 = {𝑒} olmak üzere (𝑋,𝒰, 𝐸) esnek düzgün uzayın bir Hausdorff esnek 

düzgün uzay olması için gerek ve yeter koşul (𝑋, 𝜏𝒰 , 𝐸) esnek topolojik uzayın bir esnek 

𝑇1-uzay olmasıdır. 

İspat. (⇒) (𝑋, 𝒰, 𝐸) bir Hausdorff esnek düzgün uzay olsun. 𝑥 ≠ 𝑧 olmak üzere 

𝑧𝑒 ∈̃ ⨅𝑈∈𝒰𝑈[𝑥
𝑒] olduğunu kabul edelim. Bu durumda her 𝑈 ∈ 𝒰 için (𝑥𝑒 , 𝑧𝑒) ∈ 𝑈(𝑒) 

bulunur. Hipotez gereğince ⋂ 𝑈(𝑒)𝑈∈𝒰 = ∆(𝑒) olduğundan (𝑥𝑒 , 𝑧𝑒) ∈ ∆(𝑒) çelişkisi 

elde edilir. Böylece Teorem 3.2.7 (ii) den (𝑋, 𝜏𝒰 , 𝐸) esnek topolojik uzayı bir esnek                   

𝑇1-uzaydır. 

(⇐) (𝑋, 𝜏𝒰 , 𝐸) bir esnek 𝑇1-uzay olsun. 𝑥 ≠ 𝑧 olacak şekilde (𝑥𝑒 , 𝑧𝑒) ∈ ⋂ 𝑈(𝑒)𝑈∈𝒰  

olduğunu kabul edelim. Bu durumda her 𝑈 ∈ 𝒰 için 𝑧𝑒 ∈̃ 𝑈[𝑥𝑒] sağlanır. Bu ise 

𝑧𝑒 ∈̃ ⨅𝑈∈𝒰𝑈[𝑥
𝑒] = 𝑥𝑒 çelişkisine neden olur. Böylece (𝑋,𝒰, 𝐸) esnek düzgün uzayı bir 

Hausdorff esnek düzgün uzaydır. 

3.3. ESNEK DÜZGÜN SÜREKLİ DÖNÜŞÜMLER 

Bu bölümde esnek düzgün sürekli dönüşümler tanımlanarak esnek sürekli dönüşümler ile 

ilişkisi araştırılacaktır. Bunun için öncelikle esnek dönüşümler ve esnek sürekli 

dönüşümler ile ilgili bazı özellikler verilecektir. 

Lemma 3.3.1. 𝜑𝜓 ∶ 𝑆(𝑋, 𝐸) → S(Y, K) bir esnek dönüşüm ve 𝑥𝑒 ∈ 𝑆𝑃(𝑋) olsun. Bu 

durumda 𝜑𝜓(𝑥
𝑒) = 𝜑(𝑥)𝜓(𝑒) ∈ 𝑆𝑃(𝑌) sağlanır. 

İspat. Esnek dönüşüm tanımından açıktır. 

Lemma 3.3.2. 𝜑𝜓 ∶ 𝑆(𝑋, 𝐸) → S(Y, K) bir esnek dönüşüm ve 𝑦𝑘 ∈ 𝑆𝑃(𝑌) olsun. Bu 

durumda 𝜑𝜓 birebir ve örten ise 𝜑𝜓
−1(𝑦𝑘) = 𝜑−1(𝑦)𝜓

−1(𝑘) ∈ 𝑆𝑃(𝑋) sağlanır. 

İspat. Esnek dönüşüm tanımından kolaylıkla elde edilir. 

Teorem 3.3.3. (𝑋, 𝜏1, 𝐸) ve (𝑌, 𝜏2, 𝐾) iki esnek topolojik uzay ve 𝜑𝜓 ∶ (𝑋, 𝜏1, 𝐸) →

(𝑌, 𝜏2, 𝐾) bir esnek dönüşüm olsun. Bu durumda aşağıdaki önermeler denktir. 

(i) 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑋̃ olmak üzere 𝜑𝜓(𝑥
𝑒) esnek noktasının her 𝐺 esnek komşuluğu için                   

𝜑𝜓(𝐹) ⊑ 𝐺 olacak şekilde 𝑥𝑒 esnek noktasının bir 𝐹 esnek komşuluğu vardır. 
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(ii) 𝜑𝜓 bir esnek sürekli dönüşümdür, yani 𝑌 üzerindeki her 𝐺 esnek açık kümesi için 

𝜑𝜓
−1(𝐺) esnek kümesi 𝑋 üzerinde bir esnek açık kümedir.  

(iii) 𝑌 üzerindeki her 𝐹 esnek kapalı kümesi için 𝜑𝜓
−1(𝐹) esnek kümesi 𝑋 üzerinde bir 

esnek kapalı kümedir. 

(iv) Her 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) için 𝜑𝜓(𝐹̅) ⊑ 𝜑𝜓(𝐹)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ dır. 

İspat. (i) ⇒ (ii) 𝐺 ∈ 𝜏2 ve 𝑥𝑒 ∈̃ 𝜑𝜓
−1(𝐺) olsun. Bu durumda 𝐺 esnek kümesi 𝜑𝜓(𝑥

𝑒) nin 

bir esnek komşuluğudur. (i) gereğince 𝐹 ⊑ 𝜑𝜓
−1(𝐺) olacak şekilde 𝑥𝑒 nin bir 𝐹 esnek 

komşuluğu vardır. Böylece 𝜑𝜓
−1(𝐺) kendi esnek noktalarının bir esnek komşuluğudur ve 

dolayısıyla bir esnek açık kümedir. 

(ii) ⇒ (iii) 𝐹 esnek kümesi 𝑌 üzerinde bir esnek kapalı küme ise (ii) den 𝜑𝜓
−1(𝑌̃ − 𝐹),            

𝑋 üzerinde bir esnek açık kümedir. O halde 𝜑𝜓
−1(𝑌̃ − 𝐹) = 𝑋̃ − 𝜑𝜓

−1(𝐹) olduğundan 

𝜑𝜓
−1(𝐹), 𝑋 üzerinde bir esnek kapalı kümedir. 

(iii) ⇒ (iv) 𝜑𝜓(𝐹) ⊑ 𝐻 olacak şekilde 𝑌 üzerinde bir 𝐻 esnek kapalı kümesi olsun.              

(iii) den 𝜑𝜓
−1(𝐻), 𝑋 üzerinde bir esnek kapalı kümedir. 𝐹̅ ⊑ 𝜑𝜓

−1(𝐻) olduğundan                     

𝜑𝜓(𝐹̅) ⊑ 𝐻 elde edilir. Bu ifade 𝜑𝜓(𝐹) yi içeren her 𝐻 esnek kapalı kümesi için doğru 

olduğundan 𝜑𝜓(𝐹̅) ⊑ 𝜑𝜓(𝐹)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ sağlanır. 

(iv) ⇒ (i) 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑋̃ ve 𝐺 esnek kümesi 𝜑𝜓(𝑥
𝑒) nin bir esnek komşuluğu olsun. Bu durumda 

𝜑𝜓(𝑥
𝑒) ∈̃ 𝐻 ⊑ 𝐺 olacak şekilde 𝑌 üzerinde bir 𝐻 esnek açık kümesi vardır.                            

𝐵 = 𝑋̃ − 𝜑𝜓
−1(𝐻) alınsın ve 𝐹 = 𝑋̃ − 𝐵̅ olsun. 𝜑𝜓(𝐵̅) ⊑ 𝜑𝜓(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ olduğundan 𝑥𝑒 ∈̃ 𝐹 elde 

edilir. Diğer yandan 𝜑𝜓(𝐹) ⊑ 𝐺 olduğundan ispat biter. 

Tanım 3.3.4. (𝑋,𝒰, 𝐸) ve (𝑌, 𝒱, 𝐾) iki esnek düzgün uzay ve 𝜑𝜓 ∶ (𝑋,𝒰, 𝐸) → (𝑌, 𝒱, 𝐾) 

bir esnek dönüşüm olsun. 𝑉 ∈ 𝒱 olmak üzere her 𝑒 ∈ 𝐸 için (𝑥𝛼 , 𝑧𝛽) ∈ 𝑈(𝑒) iken her 

𝑘 ∈ 𝐾 için (𝜑𝜓(𝑥
𝛼), 𝜑𝜓(𝑧

𝛽)) ∈ 𝑉(𝑘) olacak şekilde bir 𝑈 ∈ 𝒰 varsa 𝜑𝜓 ye bir esnek 

düzgün sürekli dönüşüm denir. 

Örnek 3.3.5. Bir ayrık esnek düzgün uzaydan herhangi bir esnek düzgün uzaya giden her 

esnek dönüşüm bir esnek düzgün sürekli dönüşümdür. 
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Teorem 3.3.6. Her esnek düzgün sürekli dönüşüm bir esnek sürekli dönüşümdür. 

İspat. 𝜑𝜓 ∶ (𝑋,𝒰, 𝐸) → (𝑌, 𝒱, 𝐾) bir esnek düzgün sürekli dönüşüm olsun. 𝑥𝛼 ∈̃ 𝑋̃ ve 

𝑉[𝜑𝜓(𝑥
𝛼)] esnek kümesi 𝜑𝜓(𝑥

𝛼) nın 𝜏𝒱 esnek topolojisine göre bir esnek komşuluğu 

olsun. 𝑉 ∈ 𝒱 olduğundan hipotez gereğince her 𝑒 ∈ 𝐸 için (𝑥𝛼 , 𝑧𝛽) ∈ 𝑈(𝑒) iken her             

𝑘 ∈ 𝐾 için (𝜑𝜓(𝑥
𝛼), 𝜑𝜓(𝑧

𝛽)) ∈ 𝑉(𝑘) olacak şekilde bir 𝑈 ∈ 𝒰 vardır. Diğer yandan 

𝜑𝜓(𝑈[𝑥
𝛼]) ⊑ 𝑉[𝜑𝜓(𝑥

𝛼)] olduğunu görmek kolaydır. O halde, Teorem 3.3.3 den 𝜑𝜓 

esnek dönüşümü bir esnek sürekli dönüşümdür. 

3.4. ESNEK YAKINLIK UZAYLAR 

Bu bölümde Kandil ve diğ. (2014) tarafından tanımlanan esnek yakınlık uzayları ile ilgili 

özellikler verilerek klasik anlamdaki yakınlık uzaylarıyla ilişkisi elde edilecektir. 

Tanım 3.4.1. 𝑆(𝑋, 𝐸) üzerindeki bir 𝛿 ikili bağıntısı aşağıdaki koşulları sağlıyorsa bu 

bağıntıya 𝑋 üzerinde bir esnek yakınlık denir.  

(EY1) ∅̃𝛿̅𝐹.    

(EY2) 𝐹 ⊓ 𝐺 ≠ ∅̃ ise 𝐹𝛿𝐺.                

(EY3) 𝐹𝛿𝐺 ise 𝐺𝛿𝐹. 

(EY4) 𝐹𝛿(𝐺 ⊔ 𝐻) ⇔ 𝐹𝛿𝐺 veya 𝐹𝛿𝐻. 

(EY5) 𝐹𝛿̅𝐺 ise 𝐹𝛿̅𝐻 ve 𝐺𝛿̅(𝑋̃ − 𝐻) olacak şekilde bir 𝐻 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) vardır. 

(Burada, 𝛿̅ ile 𝛿 nın olumsuzu gösterilmektedir. Ayrıca (𝐹, 𝐺) ∈ 𝛿 yerine sadelik olması 

açısından 𝐹𝛿𝐺 yazılmıştır.) O halde, (𝑋, 𝛿, 𝐸) üçlüsüne bir esnek yakınlık uzay denir 

(Kandil ve diğ. 2014). 

Örnek 3.4.2. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir esnek normal uzay olsun. 𝑋 üzerinde aşağıdaki şekilde bir 𝛿 

ikili bağıntısı tanımlansın: 

𝐹𝛿𝐺 ⇔ 𝐹̅ ⊓ 𝐺̅ ≠ ∅̃ 

Bu durumda 𝛿, 𝑋 üzerinde bir esnek yakınlıktır (Kandil ve diğ. 2014). 
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Örnek 3.4.3. 𝑋 boştan farklı bir küme, 𝐸 parametrelerin bir kümesi ve 𝐹, 𝐺 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) 

olsun.   

(i) 𝐹𝛿𝐺 ⇔ 𝐹 ≠ ∅̃ ve 𝐺 ≠ ∅̃ olarak tanımlanan 𝛿 bağıntısı 𝑋 üzerinde bir esnek 

yakınlıktır. 

(ii) 𝐹𝛿𝐺 ⇔ 𝐹 ⊓ 𝐺 ≠ ∅̃ şeklindeki 𝛿 bağıntısı 𝑋 üzerinde bir esnek yakınlıktır. 

Teorem 3.4.4. (𝑋, 𝛿) klasik anlamda bir yakınlık uzay ve 𝐹, 𝐺 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 

Aşağıdaki şekilde tanımlanan 𝛿𝑖 ikili bağıntısı 𝑋 üzerinde bir esnek yakınlıktır. 

𝐹𝛿 𝑖̅𝐺 ⇔ 𝐹 ⊑ 𝐴̃, 𝐺 ⊑ 𝐵̃ ve 𝐴𝛿̅𝐵 olacak şekilde 𝑋 in 𝐴 ve 𝐵 alt kümeleri vardır. 

İspat. 𝛿𝑖 nin (EY1)-(EY5) aksiyomlarını sağladığını gösterelim. 

(EY1) ∅̃ ⊑ ∅̃, 𝐹 ⊑ 𝑋̃ ve ∅𝛿̅𝑋 olduğundan ∅̃𝛿 𝑖̅𝐹 elde edilir. 

(EY2) 𝐹𝛿 𝑖̅𝐺 olsun. Bu durumda 𝐹 ⊑ 𝐴̃, 𝐺 ⊑ 𝐵̃ ve 𝐴𝛿̅𝐵 olacak şekilde 𝑋 in 𝐴 ve 𝐵 alt 

kümeleri vardır. 𝐴𝛿̅𝐵 olduğundan 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ ve dolayısıyla 𝐴̃ ⊓ 𝐵̃ = ∅̃ bulunur. Böylece 

𝐹 ⊓ 𝐺 = ∅̃ sağlanır. 

(EY3) 𝐴𝛿̅𝐵 iken 𝐵𝛿̅𝐴 olduğundan açıktır. 

(EY4) 𝐹𝛿 𝑖̅(𝐺 ⊔ 𝐻) ise 𝐹𝛿 𝑖̅𝐺 ve 𝐹𝛿 𝑖̅𝐻 olduğu kolaylıkla görülür. Şimdi 𝐹𝛿 𝑖̅𝐺 ve 𝐹𝛿 𝑖̅𝐻 

olduğunu kabul edelim. Buradan 𝐹 ⊑ 𝐴̃, 𝐺 ⊑ 𝐵̃ ve 𝐴𝛿̅𝐵 olacak şekilde 𝑋 in 𝐴 ve 𝐵 alt 

kümeleri vardır. Benzer şekilde 𝐹 ⊑ 𝐶̃, 𝐻 ⊑ 𝐷̃ ve 𝐶𝛿̅𝐷 olacak şekilde 𝑋 in 𝐶 ve 𝐷 alt 

kümeleri vardır. O halde 𝐹 ⊑ (𝐴̃ ⊓ 𝐶̃), (𝐺 ⊔ 𝐻) ⊑ (𝐵̃ ⊔ 𝐷̃) ve (𝐴 ∩ 𝐶)𝛿̅(𝐵 ∪ 𝐷) 

olduğundan 𝐹𝛿 𝑖̅(𝐺 ⊔ 𝐻) elde edilir. 

(EY5) 𝐹𝛿 𝑖̅𝐺 olsun. Bu durumda 𝐹 ⊑ 𝐴̃, 𝐺 ⊑ 𝐵̃ ve 𝐴𝛿̅𝐵 olacak şekilde 𝑋 in 𝐴 ve 𝐵 alt 

kümeleri vardır. 𝐴𝛿̅𝐵 olduğundan en az bir 𝐶 ⊆ 𝑋 alt kümesi için 𝐴𝛿̅𝐶 ve                   

𝐵𝛿̅(𝑋 − 𝐶) sağlanır. Buradan 𝐹𝛿 𝑖̅𝐶̃ ve 𝐺𝛿 𝑖̅(𝑋̃ − 𝐶̃) olacak şekilde bir 𝐶̃ esnek kümesi 

vardır. 
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Teorem 3.4.5. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir esnek yakınlık uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Her 𝐹, 𝐺 ∈ 𝑆(𝐴, 𝐸) için 

𝐹𝛿𝐴𝐺 ⇔ 𝐹𝛿𝐺 

şeklinde tanımlanan 𝛿𝐴 ikili bağıntısı 𝐴 üzerinde bir esnek yakınlıktır. 

İspat. 𝛿𝐴 için (EY1), (EY2), (EY3) ve (EY4) aksiyomlarının sağlandığı açıktır. 

(EY5) 𝐹𝛿𝐴̅̅ ̅𝐺 olsun. Bu durumda 𝐹𝛿̅𝐺 olur. 𝛿 bir esnek yakınlık olduğundan 𝐹𝛿̅𝐻 ve 

𝐺𝛿̅(𝑋̃ − 𝐻) olacak şekilde bir 𝐻 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) vardır.  

(𝐻 ⊓ 𝐴̃) ⊑ 𝐻    ve   (𝑋̃ − 𝐻) ⊓ 𝐴̃ ⊑ (𝑋̃ − 𝐻) 

olduğundan 𝐹𝛿̅(𝐻 ⊓ 𝐴̃) ve 𝐺𝛿̅ ((𝑋̃ − 𝐻) ⊓ 𝐴̃) sağlanır. O halde  

𝐴̃ ⊓ (𝑋̃ − 𝐻) = 𝐴̃ − (𝐻 ⊓ 𝐴̃) 

olduğundan tanım gereği 𝐹𝛿𝐴̅̅ ̅(𝐻 ⊓ 𝐴̃) ve 𝐺𝛿𝐴̅̅ ̅ (𝐴̃ − (𝐻 ⊓ 𝐴̃)) elde edilir. 

Bu şekilde oluşturulan 𝐴 üzerindeki 𝛿𝐴 esnek yakınlık yapısına 𝛿 ile üretilen esnek 

yakınlık denir. 

Lemma 3.4.6. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir esnek yakınlık uzay olsun. 𝐹𝛿𝐺, 𝐹 ⊑ 𝐻1 ve 𝐺 ⊑ 𝐻2 ise 

𝐻1𝛿𝐻2 olur (Kandil ve diğ. 2014). 

Teorem 3.4.7. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir esnek yakınlık uzay ve 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸)  olsun. 

𝐹̅ = ⨆{𝑥𝑒 ∈̃ 𝑋̃ | 𝑥𝑒𝛿𝐹} 

olmak üzere 𝐹 → 𝐹̅ dönüşümü (EO1)-(EO4) koşullarını sağlar. Buradan 

𝜏(𝛿) = {𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) | 𝐹𝑐̅̅ ̅ = 𝐹𝑐} 

ailesi 𝑋 üzerinde bir esnek topolojidir (Kandil ve diğ. 2014).  

Örnek 3.4.3 (i) ve (ii) de tanımlanan esnek yakınlık uzaylarının sırasıyla 𝑋 üzerinde                   

𝜏(𝛿) = {∅̃, 𝑋̃} ve 𝜏(𝛿) = 𝑆(𝑋, 𝐸) esnek topolojilerini ürettiği kolaylıkla görülür. 

Sonuç 3.4.8. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir esnek yakınlık uzay ve 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸)  olsun. 𝐹 ∈ 𝜏(𝛿) olması 

için gerek ve yeter koşul her 𝑥𝑒 ∈̃ 𝐹 için 𝑥𝑒𝛿̅(𝑋̃ − 𝐹) olmasıdır. 
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İspat. (⇒) 𝑥𝑒 ∈̃ 𝐹 olsun. Bu durumda 𝑥𝑒 ∉̃ (𝑋̃ − 𝐹) olur. ( 𝑋̃ − 𝐹̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = (𝑋̃ − 𝐹) 

olduğundan Teorem 3.4.7 gereğince 𝑥𝑒𝛿̅(𝑋̃ − 𝐹) elde edilir.  

(⇐) Her 𝑥𝑒 ∈̃ 𝐹 için 𝑥𝑒𝛿̅(𝑋̃ − 𝐹) olsun. Buradan 𝑥𝑒 ∉̃ ( 𝑋̃ − 𝐹̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) bulunur. ( 𝑋̃ − 𝐹̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) =

(𝑋̃ − 𝐹𝑜) olduğundan 𝑥𝑒 ∈̃ 𝐹𝑜 elde edilir. Böylece 𝐹 ⊑ 𝐹𝑜, yani 𝐹 ∈ 𝜏(𝛿) dır. 

Tanım 3.4.9. 𝛿1 ve 𝛿2, 𝑋 üzerinde iki esnek yakınlık olsun.  Her 𝐹, 𝐺 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) için 𝐹𝛿2𝐺 

iken 𝐹𝛿1𝐺 oluyorsa 𝛿2, 𝛿1 den daha incedir (veya 𝛿1, 𝛿2 den daha kabadır) denir ve bu 

durum 𝛿1 < 𝛿2 şeklinde gösterilir. 

Aşağıdaki teorem daha ince bir esnek yakınlık yapısının daha ince bir esnek topoloji 

ürettiğini gösterir. 

Teorem 3.4.10. 𝛿1 ve 𝛿2, 𝑋 üzerinde iki esnek yakınlık olsun. Bu durumda 𝛿1 < 𝛿2 ise 

𝜏(𝛿1) ⊆ 𝜏(𝛿2) dir. 

İspat. 𝐹 ∈ 𝜏(𝛿1) olsun. Sonuç 3.4.8 den her 𝑥𝑒 ∈̃ 𝐹 için 𝑥𝑒𝛿1̅(𝑋̃ − 𝐹) elde edilir. Hipotez 

gereğince her 𝑥𝑒 ∈̃ 𝐹 için 𝑥𝑒𝛿2̅̅ ̅(𝑋̃ − 𝐹) sağlanır. O halde 𝐹 ∈ 𝜏(𝛿2) bulunur. 

3.5. ESNEK YAKINLIK KOMŞULUKLAR VE ESNEK YAKINLIK 

DÖNÜŞÜMLER 

Bu bölümde bir esnek yakınlık komşuluk tanımı verilerek esnek yakınlık yapısıyla 

ilişkileri incelenecektir. Ayrıca bir esnek yakınlık dönüşüm kavramı tanımlanacak ve bu 

dönüşüm yardımıyla bir esnek sürekli dönüşüm elde edilecektir. 

Tanım 3.5.1. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir esnek yakınlık uzay ve 𝐹, 𝐺 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 𝐹𝛿̅(𝑋̃ − 𝐺) ise 

𝐺 esnek kümesine 𝐹 nin bir esnek yakınlık komşuluğu denir ve bu durum 𝐹 ⋐ 𝐺 

notasyonu ile gösterilir. 

Teorem 3.5.2. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir esnek yakınlık uzay olmak üzere ⋐ bağıntısı aşağıdaki 

özellikleri sağlar. 

(EYK1) ∅̃ ⋐ 𝐹. 

(EYK2) 𝐹 ⋐ 𝐺 ise (𝑋̃ − 𝐺) ⋐ (𝑋̃ − 𝐹). 
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(EYK3) 𝐹 ⋐ 𝐺 ise 𝐹 ⊑ 𝐺. 

(EYK4) 𝐹 ⋐ (𝐺 ⊓ 𝐻) ⇔ 𝐹 ⋐ 𝐺 ve 𝐹 ⋐ 𝐻. 

(EYK5) 𝐹1 ⊑ 𝐹 ⋐ 𝐺 ⊑ 𝐺1 ise 𝐹1 ⋐ 𝐺1. 

(EYK6) 𝐹 ⋐ 𝐺 ise 𝐹 ⋐ 𝐻 ⋐ 𝐺 olacak şekilde bir 𝐻 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) vardır. 

İspat. (EYK1) özelliği açıktır. 

(EYK2) 𝐹 ⋐ 𝐺 ise 𝐹𝛿̅(𝑋̃ − 𝐺) dir. (EY3) den (𝑋̃ − 𝐺)𝛿̅𝐹, yani (𝑋̃ − 𝐺) ⋐ (𝑋̃ − 𝐹) elde 

edilir. 

(EYK3) 𝐹 ⋐ 𝐺 olsun. O halde (EY2) den 𝐹 ⊓ (𝑋̃ − 𝐺) = ∅̃ ve dolayısıyla 𝐹 ⊑ 𝐺 

bulunur. 

(EYK4) 𝐹 ⋐ (𝐺 ⊓ 𝐻) ⇔ 𝐹𝛿̅ (𝑋̃ − (𝐺 ⊓ 𝐻)) 

                                    ⇔ 𝐹𝛿̅(𝑋̃ − 𝐺) ve 𝐹𝛿̅(𝑋̃ − 𝐻) 

                                    ⇔  𝐹 ⋐ 𝐺 ve 𝐹 ⋐ 𝐻. 

(EYK5) 𝐹1 ⋐̅ 𝐺1 ise 𝐹1𝛿(𝑋̃ − 𝐺1) dir. 𝐹1 ⊑ 𝐹 ve (𝑋̃ − 𝐺1) ⊑ (𝑋̃ − 𝐺) olduğundan               

𝐹𝛿(𝑋̃ − 𝐺) elde edilir. Bu ise 𝐹 ⋐̅ 𝐺 çelişkisine neden olur (Burada ⋐̅ ile ⋐ nin olumsuzu 

gösterilmektedir). 

(EYK6) 𝐹 ⋐ 𝐺 olsun. Bu takdirde 𝐹𝛿̅(𝑋̃ − 𝐺) ve dolayısıyla  (EY5) den en az bir            

𝐻 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) için 𝐹𝛿̅(𝑋̃ − 𝐻) ve 𝐻𝛿̅(𝑋̃ − 𝐺) bulunur. Buradan 𝐹 ⋐ 𝐻 ⋐ 𝐺 dir. 

Teorem 3.5.3. 𝑆(𝑋, 𝐸) üzerinde (EYK1)-(EYK6) özelliklerini sağlayan bir ⋐ bağıntısı 

verilsin. Bu takdirde, 𝑋 üzerinde aşağıdaki gibi bir 𝛿 esnek yakınlık yapısı vardır. 

𝐹𝛿̅𝐺 ⇔ 𝐹 ⋐ (𝑋̃ − 𝐺). 

Ayrıca, bu esnek yakınlık yapısına göre 𝐺 esnek kümesinin 𝐹 nin bir esnek yakınlık 

komşuluğu olması için gerek ve yeter koşul 𝐹 ⋐ 𝐺 olmasıdır. 

İspat. Öncelikle 𝛿 nın 𝑋 üzerinde bir esnek yakınlık olduğunu gösterelim. 

(EY1) 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. (EYK1) den ∅̃ ⋐ (𝑋̃ − 𝐹) ve buradan da ∅̃𝛿̅𝐹 elde edilir. 
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(EY2) 𝐹𝛿̅𝐺 olsun. O halde 𝐹 ⋐ (𝑋̃ − 𝐺) ve (EYK3) den 𝐹 ⊓ 𝐺 = ∅̃ bulunur. 

(EY3) 𝐹𝛿̅𝐺 ise 𝐹 ⋐ (𝑋̃ − 𝐺) olur. (EYK2) özelliği gereğince 𝐺 ⋐ (𝑋̃ − 𝐹) ve dolayısıyla 

𝐺𝛿̅𝐹 sağlanır. 

(EY4) 𝐹𝛿̅(𝐺 ⊔ 𝐻) ⇔ 𝐹 ⋐ (𝑋̃ − (𝐺 ⊔ 𝐻)) 

                               ⇔ 𝐹 ⋐ (𝑋̃ − 𝐺) ve 𝐹 ⋐ (𝑋̃ − 𝐻) 

                               ⇔  𝐹𝛿̅𝐺 ve 𝐹𝛿̅𝐻. 

(EY5) 𝐹𝛿̅𝐺 olsun. Bu takdirde 𝐹 ⋐ (𝑋̃ − 𝐺) dir. (EYK6) dan 𝐹 ⋐ 𝐻 ⋐ (𝑋̃ − 𝐺) olacak 

şekilde bir 𝐻 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) vardır. Böylece 𝐹𝛿̅(𝑋̃ − 𝐻) ve 𝐻𝛿̅𝐺 elde edilir. 

O halde 𝛿, 𝑋 üzerinde bir esnek yakınlıktır. Ayrıca, esnek yakınlık komşuluk tanımından, 

𝐺 esnek kümesinin 𝐹 nin bir esnek yakınlık komşuluğu olması için gerek ve yeter koşulun 

𝐹 ⋐ 𝐺 olması gerektiği kolayca görülür. 

Lemma 3.5.4. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir esnek yakınlık uzay ve 𝐹, 𝐺 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu takdirde, 

𝐹𝛿𝐺 olması için gerek ve yeter koşul 𝐹̅𝛿𝐺̅ olmasıdır. 

İspat. (⇒) Lemma 3.4.6 dan açıktır. 

(⇐) 𝐹𝛿̅𝐺 olsun. (EY5) den 𝐹𝛿̅𝐻 ve 𝐺𝛿̅(𝑋̃ − 𝐻) olacak şekilde bir 𝐻 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) vardır. 

Buradan 𝐺̅ ⊑ 𝐻 dir. Gerçekten, 𝑥𝑒 ∉̃ 𝐻 olsun. Bu durumda 𝑥𝑒 ⊑ (𝑋̃ − 𝐻) ve                 

Lemma 3.4.6 dan 𝑥𝑒𝛿̅𝐺 bulunur. Böylece istenilen 𝑥𝑒 ∉̃ 𝐺 ifadesi elde edilir. O halde 

𝐹𝛿̅𝐻 olduğundan 𝐹𝛿̅𝐺̅ sağlanır. Benzer şekilde 𝐹̅𝛿̅𝐺̅ olduğu gösterilir. 

Teorem 3.5.5. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir esnek yakınlık uzay ve 𝐹, 𝐺 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu durumda 

aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(i) 𝐹 ⋐ 𝐺 ⇔ 𝐹̅ ⋐ 𝐺. 

(ii) 𝐹𝛿̅𝐺 ise 𝐹 ⋐ 𝐹1, 𝐺 ⋐ 𝐺1 ve 𝐹1𝛿̅𝐺1 olacak şekilde 𝐹1 ve 𝐺1 esnek kümeleri vardır.         

(iii) 𝐹 ⋐ 𝐺 ise 𝐹 ⋐ 𝐻 ⊑ 𝐻̅ ⋐ 𝐺 olacak şekilde bir 𝐻 ∈ 𝜏(𝛿) vardır. 

İspat. (i) Lemma 3.5.4 den açıktır. 
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(ii) 𝐹𝛿̅𝐺 ise (EY5) den 𝐹𝛿̅𝐺1 ve 𝐺𝛿̅(𝑋̃ − 𝐺1) olacak şekilde bir 𝐺1 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) vardır. 

𝐺1𝛿̅𝐹 olduğundan bir 𝐹1 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) için 𝐺1𝛿̅𝐹1 ve 𝐹𝛿̅(𝑋̃ − 𝐹1) elde edilir. Buradan            

𝐹 ⋐ 𝐹1, 𝐺 ⋐ 𝐺1 ve 𝐹1𝛿̅𝐺1 olacak şekilde 𝐹1 ve 𝐺1 esnek kümeleri bulunur. 

(iii) 𝐹 ⋐ 𝐺 olsun. O halde (ii) gereğince 𝐹 ⋐ 𝐹1, (𝑋̃ − 𝐺) ⋐ 𝐺1 ve 𝐹1 ⊓ 𝐺1 = ∅̃ olacak 

şekilde 𝐹1 ve 𝐺1 esnek kümeleri vardır. (EYK2) den 𝐹1 ⊑ (𝑋̃ − 𝐺1) ⋐ 𝐺 ve buradan 

𝐹1𝛿̅(𝑋̃ − 𝐺) elde edilir. Diğer yandan 𝐹𝛿̅(𝑋̃ − 𝐹1) olduğundan Lemma 3.5.4 gereğince 

𝐹𝛿̅(𝑋̃ − 𝐹1)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, yani 𝐹𝛿̅(𝑋̃ − (𝐹1)

𝑜) bulunur. 𝐻 = (𝐹1)
𝑜 alınsın. Dolayısıyla 𝐹 ⋐ 𝐻 ⊑ 𝐹1 

dir. Böylece 𝐹1𝛿̅(𝑋̃ − 𝐺) olduğundan 𝐻̅𝛿̅(𝑋̃ − 𝐺), yani 𝐻̅ ⋐ 𝐺 sağlanır. 

Teorem 3.5.6. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir esnek yakınlık uzay ve 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) ise bu durumda 

𝐹̅ = ⨅{𝐺 | 𝐹 ⋐ 𝐺} 

eşitliği sağlanır. 

İspat. 𝐹 ⋐ 𝐺 olacak şekilde bir 𝐺 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) alınsın. Buradan 𝐹̅ ⋐ 𝐺 ve (EYK3) den                 

𝐹̅ ⊑ 𝐺 elde edilir. Böylece  

𝐹̅ ⊑ ⨅{𝐺 | 𝐹 ⋐ 𝐺} 

bulunur. Eşitliğin tersini göstermek için 𝑥𝑒 ∉̃ 𝐹̅ olsun. Buradan 𝑥𝑒𝛿̅𝐹̅ elde edilir. Teorem 

3.5.5 (ii) den 𝐹̅ ⋐ 𝐹1, 𝑥𝑒 ∈̃ 𝐺1 ve 𝐹1 ⊓ 𝐺1 = ∅̃ olacak şekilde 𝐹1 ve 𝐺1 esnek kümeleri 

vardır. Bu durumda 𝐹 esnek kümesinin 𝑥𝑒 esnek noktasını içermeyen bir 𝐹1 esnek 

yakınlık komşuluğu vardır. O halde 𝑥𝑒 ∉̃ ⨅{𝐺 | 𝐹 ⋐ 𝐺} sağlanır. 

Tanım 3.5.7. (𝑋, 𝛿1, 𝐸) ve (𝑌, 𝛿2, 𝐾) herhangi iki esnek yakınlık uzay ve                                 

𝜑𝜓 ∶ (𝑋, 𝛿1, 𝐸) → (𝑌, 𝛿2, 𝐾)  bir esnek dönüşüm olsun. Her 𝐹, 𝐺 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) için 

𝐹𝛿1𝐺 ⇒ 𝜑𝜓(𝐹)𝛿2𝜑𝜓(𝐺) 

sağlanıyorsa 𝜑𝜓 esnek dönüşümüne bir esnek yakınlık dönüşüm denir.  
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Önerme 3.5.8. (𝑋, 𝛿1, 𝐸) ve (𝑌, 𝛿2, 𝐾) herhangi iki esnek yakınlık uzay olsun. Bir              

𝜑𝜓 ∶ (𝑋, 𝛿1, 𝐸) → (𝑌, 𝛿2, 𝐾) esnek dönüşümünün bir esnek yakınlık dönüşüm olması için 

gerek ve yeter koşul her 𝐹1, 𝐺1 ∈ 𝑆(𝑌, 𝐾) için 𝐹1𝛿2̅̅ ̅𝐺1 iken 𝜑𝜓
−1(𝐹1)𝛿1̅𝜑𝜓

−1(𝐺1) (veya 

𝐹1 ⋐2 𝐺1 iken 𝜑𝜓
−1(𝐹1) ⋐1 𝜑𝜓

−1(𝐺1)) olmasıdır. 

İspat. Esnek yakınlık dönüşüm tanımından açıktır. 

Önerme 3.5.9. İki esnek yakınlık dönüşümün bileşkesi bir esnek yakınlık dönüşümdür. 

İspat. Esnek yakınlık dönüşüm tanımından kolayca görülür. 

Teorem 3.5.10. Bir 𝜑𝜓 ∶ (𝑋, 𝛿1, 𝐸) → (𝑌, 𝛿2, 𝐾) esnek yakınlık dönüşümü bir esnek 

sürekli dönüşümdür. 

İspat. 𝜑𝜓 ∶ (𝑋, 𝛿1, 𝐸) → (𝑌, 𝛿2, 𝐾) esnek yakınlık dönüşümünün esnek sürekli olduğunu 

göstermek için her 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) için 𝜑𝜓(𝐹̅) ⊑ 𝜑𝜓(𝐹)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ olduğunu göstermek yeterlidir. 

𝑦𝑘 ∈̃ 𝜑𝜓(𝐹̅) olsun. Bu takdirde, 𝑥𝑒 ∈̃ 𝐹̅ ve 𝜑𝜓(𝑥
𝑒) = 𝑦𝑘 olacak şekilde bir 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑋̃ esnek 

noktası vardır. Buradan 𝑥𝑒𝛿1𝐹 ve hipotez gereğince 𝑦𝑘𝛿2𝜑𝜓(𝐹) elde edilir. Böylece 

𝑦𝑘 ∈̃ 𝜑𝜓(𝐹)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ sağlanır. 

3.6. ESNEK DÜZGÜN UZAYLAR İLE ÜRETİLEN ESNEK YAKINLIK 

UZAYLAR 

Bu bölümün amacı bir esnek düzgün uzay tanımından faydalanarak bir esnek yakınlık 

uzay elde etmektir.  Bunun için öncelikle esas teoremde kullanılacak olan önemli 

özellikler verilecektir. 

Lemma 3.6.1. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir esnek düzgün uzay ve 𝐹, 𝐺 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu durumda 

aşağıdaki önermeler denktir. 

(i) 𝑈[𝐹] ⊓ 𝑈[𝐺] = ∅̃ olacak şekilde bir 𝑈 ∈ 𝒰 vardır. 

(ii) 𝑈[𝐹] ⊓ 𝐺 = ∅̃ olacak şekilde bir 𝑈 ∈ 𝒰 vardır. 

İspat. (i) ⇒ (ii) Her 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) ve her 𝑈 ∈ 𝒰 için 𝐹 ⊑ 𝑈[𝐹] olduğundan kolayca 

görülür. 



 50 

(ii) ⇒ (i) 𝑈[𝐹] ⊓ 𝐺 = ∅̃ olacak şekilde bir 𝑈 ∈ 𝒰 alınsın. Lemma 3.1.14 den 𝑉 ∘ 𝑉 ⊑ 𝑈 

olacak şekilde bir 𝑉 ∈ 𝒰 simetrik esnek kümesi vardır. Şimdi, 𝑉[𝐹] ⊓ 𝑉[𝐺] = ∅̃ olduğu 

gösterilirse ispat biter. Bir 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑋̃ esnek noktası için 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑉[𝐹] ve 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑉[𝐺] olduğunu 

kabul edelim. Tanım 3.2.1 den ve simetrik esnek küme tanımından her 𝛼 ∈ 𝐸 için 

(𝑥1
𝑒1 , 𝑥𝑒) ∈ 𝑉(𝛼) ve (𝑥𝑒 , 𝑥2

𝑒2) ∈ 𝑉−1(𝛼) = 𝑉(𝛼) olacak şekilde bir 𝑥1
𝑒1 ∈̃ 𝐹 ve bir 

𝑥2
𝑒2 ∈̃ 𝐺 vardır. O halde her 𝛼 ∈ 𝐸 için  

(𝑥1
𝑒1 , 𝑥2

𝑒2) ∈ (𝑉 ∘ 𝑉)(𝛼) ⊆ 𝑈(𝛼) 

olduğundan 𝑥2
𝑒2 ∈̃ 𝑈[𝐹] elde edilir. Bu ise 𝑈[𝐹] ⊓ 𝐺 ≠ ∅̃ çelişkisine neden olur. 

Lemma 3.6.2. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir esnek düzgün uzay ve 𝐹, 𝐺 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu takdirde 

aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(i) Her 𝑈, 𝑉 ∈ 𝒰 için (𝑈 ⊓ 𝑉)[𝐹] ⊑ 𝑈[𝐹]. 

(ii) Her 𝑈 ∈ 𝒰 için 𝑈[𝐹 ⊔ 𝐺] = 𝑈[𝐹] ⊔ 𝑈[𝐺]. 

İspat. (i) Tanım 3.2.1 den açıktır. 

(ii) 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑈[𝐹 ⊔ 𝐺] olsun. Bu durumda her 𝛼 ∈ 𝐸 için (𝑥1
𝑒1 , 𝑥𝑒) ∈ 𝑈(𝛼) olacak şekilde 

bir 𝑥1
𝑒1 ∈̃ (𝐹 ⊔ 𝐺) esnek noktası vardır. 𝑥1

𝑒1 ∈̃ 𝐹 olduğunu kabul edelim (𝑥1
𝑒1 ∈̃ 𝐺 olması 

hali benzer şekilde yapılır).  Buradan 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑈[𝐹] ve dolayısıyla 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑈[𝐹] ⊔ 𝑈[𝐺] elde 

edilir. Böylece 𝑈[𝐹 ⊔ 𝐺] ⊑ 𝑈[𝐹] ⊔ 𝑈[𝐺] bulunur. Benzer şekilde 𝑈[𝐹] ⊔ 𝑈[𝐺] ⊑

𝑈[𝐹 ⊔ 𝐺] olduğu gösterilir. 

Teorem 3.6.3. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir esnek düzgün uzay ve 𝐹, 𝐺 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Aşağıdaki 

şekilde tanımlanan 𝛿 ikili bağıntısı 𝑋 üzerinde bir esnek yakınlıktır. 

𝐹𝛿̅𝐺 ⇔ 𝑈[𝐹] ⊓ 𝑈[𝐺] = ∅̃ olacak şekilde bir 𝑈 ∈ 𝒰 vardır. 

İspat. (EY1)-(EY3) aksiyomları açık olduğundan (EY4) ve (EY5) aksiyomlarının 

sağlandığını göstermek yeterlidir. 

(EY4) 𝐹𝛿̅(𝐺 ⊔ 𝐻) ise 𝐹𝛿̅𝐺 ve 𝐹𝛿̅𝐻 olduğu kolayca görülür. Tersine, 𝐹𝛿̅𝐺 ve 𝐹𝛿̅𝐻 olsun. 

Bu durumda, 𝑈1[𝐹] ⊓ 𝑈1[𝐺] = ∅̃ ve 𝑈2[𝐹] ⊓ 𝑈2[𝐻] = ∅̃ olacak şekilde 𝑈1, 𝑈2 ∈ 𝒰 

vardır. (ED4) den 𝑈3 = 𝑈1 ⊓ 𝑈2 ∈ 𝒰 olur. Lemma 3.6.2 (i) gereğince 
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𝑈3[𝐹] ⊓ 𝑈3[𝐺] = ∅̃ ve 𝑈3[𝐹] ⊓ 𝑈3[𝐻] = ∅̃ 

sağlanır. O halde 

𝑈3[𝐹] ⊓ 𝑈3[𝐺 ⊔ 𝐻] = (𝑈3[𝐹] ⊓ 𝑈3[𝐺]) ⊔ (𝑈3[𝐹] ⊓ 𝑈3[𝐻]) = ∅̃ 

olduğundan istenilen 𝐹𝛿̅(𝐺 ⊔ 𝐻) ifadesi elde edilir. 

(EY5) 𝐹𝛿̅𝐺 ise 𝑈[𝐹] ⊓ 𝑈[𝐺] = ∅̃ olacak şekilde bir 𝑈 ∈ 𝒰 vardır. Lemma 3.1.14 den      

𝑉 ∘ 𝑉 ⊑ 𝑈 olacak şekilde bir 𝑉 ∈ 𝒰 simetrik esnek kümesi vardır. Öncelikle       

𝑉[𝑈[𝐺]] ⊓ 𝐹 = ∅̃ olduğunu gösterelim. Bir 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑋̃ esnek noktası için           

𝑥𝑒 ∈̃ 𝑉[𝑈[𝐺]] ⊓ 𝐹 olsun. Bu durumda her 𝛼 ∈ 𝐸 için (𝑥1
𝑒1 , 𝑥𝑒) ∈ 𝑉(𝛼) olacak şekilde bir 

𝑥1
𝑒1 ∈̃ 𝑈[𝐺] esnek noktası vardır. 𝑉 bir simetrik esnek küme ve 𝑉 ⊑ 𝑈 olduğundan 

𝑥1
𝑒1 ∈̃ 𝑈[𝐹] elde edilir. Bu da 𝑈[𝐹] ⊓ 𝑈[𝐺] = ∅̃ eşitliği ile çelişir. O halde Lemma 3.6.1 

den 𝐹𝛿̅𝑈[𝐺] bulunur. Şimdi ise 𝑉 [𝑋̃ − 𝑈[𝐺]] ⊓ 𝐺 = ∅̃ olduğunu gösterelim. Bunun için 

bir 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑉 [𝑋̃ − 𝑈[𝐺]] ⊓ 𝐺 esnek noktası olduğunu kabul edelim. Bu durumda her 𝛼 ∈ 𝐸 

için (𝑥1
𝑒1 , 𝑥𝑒) ∈ 𝑉(𝛼) olacak şekilde bir 𝑥1

𝑒1 ∈̃ (𝑋̃ − 𝑈[𝐺]) esnek noktası vardır. Buradan 

bir 𝛼 ∈ 𝐸 için (𝑥𝑒 , 𝑥1
𝑒1) ∉ 𝑈(𝛼) bulunur. Aksi halde 𝑥1

𝑒1 ∈̃ 𝑈[𝐺] çelişkisi elde edilirdi.     

𝑉 bir simetrik esnek küme ve 𝑉 ⊑ 𝑈 olduğundan bir 𝛼 ∈ 𝐸 için (𝑥1
𝑒1 , 𝑥𝑒) ∉ 𝑉(𝛼) elde 

edilir ki bu da bir çelişkidir. Böylece Lemma 3.6.1 gereğince 𝐺𝛿̅(𝑋̃ − 𝑈[𝐺]) sağlanır. 

3.7. BAŞLANGIÇ ESNEK YAKINLIK YAPISI 

Bu bölümün amacı başlangıç esnek yakınlık yapısının varlığını araştırmak ve bundan 

faydalanarak bir çarpım esnek yakınlık tanımlamaktır. 

Tanım 3.7.1. 𝑋 boştan farklı bir küme, 𝐸 parametrelerin bir kümesi,             

{(𝑋𝛼, 𝛿𝛼, 𝐸𝛼) | 𝛼 ∈ ∆} esnek yakınlık uzayların bir ailesi ve her 𝛼 ∈ ∆ için                      

(𝜑𝜓 )𝛼 ∶ 𝑆(𝑋, 𝐸) → (𝑋𝛼, 𝛿𝛼, 𝐸𝛼) bir esnek dönüşüm olsun. Her 𝛼 ∈ ∆ için                        

(𝜑𝜓 )𝛼 ∶ (𝑋, 𝛿, 𝐸) → (𝑋𝛼, 𝛿𝛼, 𝐸𝛼) dönüşümlerini esnek yakınlık dönüşüm yapan 𝑋 

üzerindeki en kaba 𝛿 esnek yakınlık yapısına bir başlangıç esnek yakınlık denir. 
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Aşağıdaki teorem bir başlangıç esnek yakınlık yapısının varlığını gösterir. 

Teorem 3.7.2. 𝑋 boştan farklı bir küme, 𝐸 parametrelerin bir kümesi,           

{(𝑋𝛼, 𝛿𝛼, 𝐸𝛼) | 𝛼 ∈ ∆} esnek yakınlık uzayların bir ailesi ve her 𝛼 ∈ ∆ için                                         

(𝜑𝜓 )𝛼 ∶ 𝑆(𝑋, 𝐸) → (𝑋𝛼, 𝛿𝛼, 𝐸𝛼) bir esnek dönüşüm olsun. Aşağıdaki şekilde tanımlanan 

𝛿 ikili bağıntısı 𝑋 üzerinde bir başlangıç esnek yakınlıktır. 

𝐹, 𝐺 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 𝐹𝛿𝐺 olması için gerek ve yeter koşul 𝐹 = ⨆𝑖=1
𝑛 𝐹𝑖 ve 𝐺 = ⨆𝑗=1

𝑚 𝐺𝑗  

olmak üzere her {𝐹𝑖 | 𝑖 = 1,… , 𝑛} ve {𝐺𝑗  | 𝑗 = 1,… ,𝑚} sonlu aileleri için her 𝛼 ∈ ∆ için 

(𝜑𝜓)𝛼
(𝐹𝑖)𝛿𝛼(𝜑𝜓)𝛼

(𝐺𝑗) olacak şekilde en az bir 𝐹𝑖 ve 𝐺𝑗 esnek kümeleri vardır. 

İspat. Öncelikle 𝛿 nın 𝑋 üzerinde bir esnek yakınlık olduğunu gösterelim. 

(EY1) aksiyomu açıktır. 

(EY2) 𝐹𝛿̅𝐺 olsun. Bu durumda 𝑖 = 1,… , 𝑛 ve 𝑗 = 1,… ,𝑚 olmak üzere bir 𝛼 = 𝑠𝑖𝑗 ∈ 𝛥 

için (𝜑𝜓)𝛼
(𝐹𝑖)𝛿𝛼̅̅ ̅(𝜑𝜓)𝛼

(𝐺𝑗) olacak şekilde sırasıyla 𝐹 ve 𝐺 nin 𝐹 = ⨆𝑖=1
𝑛 𝐹𝑖 ve                  

𝐺 = ⨆𝑗=1
𝑚 𝐺𝑗 sonlu örtüleri vardır. Buradan  

(𝜑𝜓)𝛼
(⨆𝑖=1

𝑛 𝐹𝑖) ⊓ (𝜑𝜓)𝛼
(⨆𝑗=1

𝑚 𝐺𝑗) =  (𝜑𝜓)𝛼
(𝐹) ⊓ (𝜑𝜓)𝛼

(𝐺) = ∅̃ 

elde edilir. Böylece 𝐹 ⊓ 𝐺 = ∅̃ sağlanır. 

(EY3) Her bir 𝛼 ∈ ∆ için 𝛿𝛼 bir esnek yakınlık olduğundan açıktır. 

(EY4) 𝐹𝛿𝐺 olsun. Buradan her 𝐻 ⊒ 𝐺 için 𝐹𝛿𝐻 olduğu kolayca görülür. O halde 𝐹𝛿𝐺 

veya 𝐹𝛿𝐻 iken 𝐹𝛿(𝐺 ⊔ 𝐻) sağlanır. Tersine, 𝐹𝛿̅𝐺 ve 𝐹𝛿̅𝐻 olduğunu kabul edelim. Bu 

durumda 𝑖 = 1,… , 𝑛 ve 𝑗 = 1,… ,𝑚 olmak üzere bir 𝛼 = 𝑠𝑖𝑗 ∈ 𝛥 için 

(𝜑𝜓)𝛼
(𝐹𝑖)𝛿𝛼̅̅ ̅(𝜑𝜓)𝛼

(𝐺𝑗) olacak şekilde sırasıyla 𝐹 ve 𝐺 nin 𝐹 = ⨆𝑖=1
𝑛 𝐹𝑖 ve 𝐺 = ⨆𝑗=1

𝑚 𝐺𝑗 

sonlu örtüleri vardır. Benzer şekilde 𝑝 = 1,… , 𝑞 ve 𝑗 = 𝑚 + 1,… ,𝑚 + 𝑙 olmak üzere bir 

𝛼 = 𝑡𝑝𝑗 ∈ 𝛥 için (𝜑𝜓)𝛼
(𝐹𝑝

′)𝛿𝛼̅̅ ̅(𝜑𝜓)𝛼
(𝐺𝑗) olacak şekilde sırasıyla 𝐹 ve 𝐻 nin                         

𝐹 = ⨆𝑝=1
𝑞 𝐹𝑝

′ ve 𝐻 = ⨆𝑗=𝑚+1
𝑚+𝑙 𝐺𝑗 sonlu örtüleri vardır. Bu takdirde,                                               

{𝐹𝑖 ⊓ 𝐹𝑝
′ | 𝑖 = 1,… , 𝑛;  𝑝 = 1,… , 𝑞} ve {𝐺𝑗  |  𝑗 = 1,… ,𝑚 + 𝑙} sırasıyla 𝐹 ve 𝐺 ⊔ 𝐻 nin 

sonlu örtüleridir. Böylece 𝛼 = 𝑠𝑖𝑗 veya 𝛼 = 𝑡𝑝𝑗 için (𝜑𝜓)𝛼
(𝐹𝑖 ⊓ 𝐹𝑝

′)𝛿𝛼̅̅ ̅(𝜑𝜓)𝛼
(𝐺𝑗) 

olduğundan 𝐹𝛿̅(𝐺 ⊔ 𝐻) elde edilir. 
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(EY5) 𝐹𝛿̅𝐺 ve her 𝐻 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) için ya 𝐹𝛿𝐻 ya da 𝐺𝛿(𝑋̃ − 𝐻) koşullarını sağlayan tüm 

(𝐹, 𝐺) ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) × 𝑆(𝑋, 𝐸) ikililerin kümesi 𝛺 olsun. (EY5) aksiyomunu sağlamak için 

𝛺 kümesinin boş olduğunu göstermek yeterlidir. (𝐹, 𝐺) ∈ 𝛺 olduğunu kabul edelim. Bu 

durumda her 𝛼 ∈ 𝛥 için (𝜑𝜓)𝛼
(𝐹)𝛿𝛼(𝜑𝜓)𝛼

(𝐺) olur. Gerçekten de bir 𝐻′ ∈ 𝑆(𝑋𝛼, 𝐸𝛼) 

için 𝐻 = (𝜑𝜓)𝛼
−1
(𝐻′) olsun. 𝐹𝛿𝐻 ise (𝜑𝜓)𝛼

(𝐹)𝛿𝛼(𝜑𝜓)𝛼
(𝐻) sağlanır. (𝜑𝜓)𝛼

(𝐻) ⊑ 𝐻′ 

olduğundan (𝜑𝜓)𝛼
(𝐹)𝛿𝛼𝐻′ bulunur. Benzer şekilde 𝐺𝛿(𝑋̃ − 𝐻) ise               

(𝜑𝜓)𝛼
(𝐺)𝛿𝛼(𝑋𝛼̃ − 𝐻′) olur. 𝛿𝛼, 𝑋𝛼 üzerinde bir esnek yakınlık olduğundan 

(𝜑𝜓)𝛼
(𝐹)𝛿𝛼(𝜑𝜓)𝛼

(𝐺) elde edilir. Ayrıca, (𝐹, 𝐺) ∈ 𝛺 olduğundan her                           

(𝑖, 𝑗) ∈ {1,… , 𝑛} × {1,… ,𝑚} için (𝜑𝜓)𝛼
(𝐹𝑖)𝛿𝛼̅̅ ̅(𝜑𝜓)𝛼

(𝐺𝑗) koşulunu sağlayan bir 𝛼 ∈ 𝛥 

olacak şekilde 𝑛,𝑚 ∈ ℕ doğal sayıları ve 𝐹 = ⨆𝑖=1
𝑛 𝐹𝑖, 𝐺 = ⨆𝑗=1

𝑚 𝐺𝑗  sonlu örtüleri vardır.                    

𝑙 = 𝑛 +𝑚 olsun. Burada 𝑙 > 2 olduğunu görmek kolaydır. O halde her (𝐹, 𝐺) ∈ 𝛺 için 

böyle bir 𝑙 ∈ ℕ doğal sayısı bulunabilir. 𝛺 nın elemanlarına karşı gelen bu şekildeki tüm 

doğal sayıların kümesi 𝜅 olsun. Şimdi, 𝜅 daki en küçük 𝑙 doğal sayısına karşı gelen bir 

(𝐹, 𝐺) ∈ 𝛺 alınsın. Bu takdirde, her (𝑖, 𝑗) ∈ {1,… , 𝑛} × {1,… ,𝑚} için 

(𝜑𝜓)𝛼
(𝐹𝑖)𝛿𝛼̅̅ ̅(𝜑𝜓)𝛼

(𝐺𝑗) koşulunu sağlayan bir 𝛼 ∈ 𝛥 olacak şekilde 𝑙 = 𝑛 +𝑚 doğal 

sayısı ve 𝐹 = ⨆𝑖=1
𝑛 𝐹𝑖, 𝐺 = ⨆𝑗=1

𝑚 𝐺𝑗 sonlu örtüleri vardır. 𝑛 > 1 olduğunu düşünelim ve 

𝐹′ = 𝐹1 ⊔ …⊔ 𝐹𝑛−1 olarak tanımlayalım. Bu durumda aşağıdaki koşullardan birisi 

doğrudur: 

(i) Her 𝐻 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) için ya 𝐹′𝛿𝐻 ya da 𝐺𝛿(𝑋̃ − 𝐻) olur. 

(ii) Her 𝐻 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) için ya 𝐹𝑛𝛿𝐻 ya da 𝐺𝛿(𝑋̃ − 𝐻) olur. 

Gerçekten de ne (i) ne de (ii) sağlansın. O halde 𝐹′𝛿̅𝐻1, 𝐺𝛿̅(𝑋̃ − 𝐻1) ve 𝐹𝑛𝛿̅𝐻2,                 

𝐺𝛿̅(𝑋̃ − 𝐻2) olacak şekilde 𝐻1, 𝐻2 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) esnek kümeleri vardır. 𝐻 = 𝐻1 ⊓𝐻2 

alınırsa 𝐹𝛿̅𝐻 ve 𝐺𝛿̅(𝑋̃ − 𝐻) elde edilir. Bu ise (𝐹, 𝐺) ∈ 𝛺 olması ile çelişir. 

(i) nin sağlandığını kabul edelim. 𝐹′ ⊑ 𝐹 ve 𝐹𝛿̅𝐺 olduğundan 𝐹′𝛿̅𝐺 dir. (i) koşulu 

gereğince (𝐹′, 𝐺) ∈ 𝛺 elde edilir. Bu durumda (𝑛 − 1) + 𝑚 = 𝑙 − 1 ∈ 𝜅 olduğundan bir 

çelişki elde edilir. Benzer şekilde (ii) koşulu sağlanırsa da bir çelişki bulunur. Böylece Ω 

kümesi boştur. Sonuç olarak 𝛿, 𝑋 üzerinde bir esnek yakınlıktır. 
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Her 𝛼 ∈ 𝛥 için (𝜑𝜓 )𝛼 ∶ (𝑋, 𝛿, 𝐸) → (𝑋𝛼, 𝛿𝛼, 𝐸𝛼) dönüşümlerinin bir esnek yakınlık 

dönüşüm olduğu kolaylıkla görülür. 

Son olarak 𝛿∗, 𝑋 üzerinde tüm (𝜑𝜓 )𝛼 ∶ (𝑋, 𝛿
∗, 𝐸) → (𝑋𝛼, 𝛿𝛼 , 𝐸𝛼) dönüşümlerini esnek 

yakınlık dönüşüm yapan başka bir esnek yakınlık olsun. 𝛿 < 𝛿∗ olduğu gösterilirse ispat 

biter. Bunun için 𝐹𝛿∗𝐺 olsun. 𝐹 ve 𝐺 esnek kümelerin sırasıyla 𝐹 = ⨆𝑖=1
𝑛 𝐹𝑖 ve                      

𝐺 = ⨆𝑗=1
𝑚 𝐺𝑗 sonlu örtüleri olsun. (EY4) den 𝐹𝑖𝛿

∗𝐺 olacak şekilde bir 𝑖 ∈ {1,… , 𝑛} vardır. 

Benzer şekilde 𝐹𝑖𝛿
∗𝐺𝑗 olacak şekilde bir 𝑗 ∈ {1,… ,𝑚} bulunur. Her 𝛼 ∈ 𝛥 için (𝜑𝜓 )𝛼 

bir esnek yakınlık dönüşüm olduğundan (𝜑𝜓)𝛼
(𝐹𝑖)𝛿𝛼(𝜑𝜓)𝛼

(𝐺𝑗) elde edilir. Böylece 

𝐹𝛿𝐺 sağlanır. 

Teorem 3.7.3. Bir 𝜑𝜓 ∶ (𝑌, 𝛿
∗, 𝐾)  →  (𝑋, 𝛿, 𝐸) esnek dönüşümünün bir esnek yakınlık 

dönüşüm olması için gerek ve yeter koşul her 𝛼 ∈ ∆ için (𝜑𝜓)𝛼 ∘  𝜑𝜓 ∶ (𝑌, 𝛿
∗, 𝐾) →

(𝑋𝛼, 𝛿𝛼, 𝐸𝛼)  esnek dönüşümünün bir esnek yakınlık dönüşüm olmasıdır. 

İspat.  (⇒) Esnek yakınlık dönüşüm tanımından açıktır. 

(⇐) Her 𝛼 ∈ ∆ için (𝜑𝜓)𝛼 ∘  𝜑𝜓 bir esnek yakınlık dönüşüm ve 𝐹𝛿∗𝐺 olsun. Bu durumda 

𝜑𝜓(𝐹) = ⨆𝑖=1
𝑛 𝐹𝑖 ve 𝜑𝜓(𝐺) = ⨆𝑗=1

𝑚 𝐺𝑗 olmak üzere 

𝐹 ⊑ ⨆𝑖=1
𝑛 𝜑𝜓

−1(𝐹𝑖),   𝐺 ⊑ ⨆𝑗=1
𝑚 𝜑𝜓

−1(𝐺𝑗) 

elde edilir. 𝐹𝛿∗𝐺 olduğundan (EY4) gereğince 𝜑𝜓
−1(𝐹𝑖)𝛿

∗𝜑𝜓
−1(𝐺𝑗) olacak şekilde en az 

bir 𝑖 ∈ {1,… , 𝑛} ve 𝑗 ∈ {1,… ,𝑚} vardır. O halde 

(𝜑𝜓)𝛼
∘ 𝜑𝜓 ∘ 𝜑𝜓

−1(𝐹𝑖) ⊑ (𝜑𝜓)𝛼
(𝐹𝑖) 

(𝜑𝜓)𝛼
∘ 𝜑𝜓 ∘ 𝜑𝜓

−1(𝐺𝑗) ⊑ (𝜑𝜓)𝛼
(𝐺𝑗) 

olduğundan her 𝛼 ∈ ∆ için (𝜑𝜓)𝛼
(𝐹𝑖)𝛿𝛼(𝜑𝜓)𝛼

(𝐺𝑗) bulunur. Böylece 𝜑𝜓(𝐹)𝛿𝜑𝜓(𝐺) 

sağlanır. 

Tanım 3.7.4. {(𝑋𝛼, 𝛿𝛼 , 𝐸𝛼) | 𝛼 ∈ ∆} esnek yakınlık uzayların bir ailesi ve 𝑋 = ∏ 𝑋𝛼𝛼∈∆ , 

𝐸 = ∏ 𝐸𝛼𝛼∈∆  kartezyen çarpım kümeleri olsun. Her 𝛼 ∈ ∆ için (𝑝𝑋𝛼)𝑞𝐸𝛼  esnek izdüşüm 

dönüşümleri yardımıyla üretilen 𝑋 üzerindeki 𝛿 = ∏ 𝛿𝛼𝛼∈∆  başlangıç esnek yakınlık 

yapısına bir çarpım esnek yakınlık denir. 
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Aşağıdaki sonuçlar Teorem 3.7.2 ve Teorem 3.7.3 den kolaylıkla elde edilir. 

Sonuç 3.7.5. {(𝑋𝛼, 𝛿𝛼, 𝐸𝛼) | 𝛼 ∈ ∆} esnek yakınlık uzayların bir ailesi, 𝑋 = ∏ 𝑋𝛼𝛼∈∆ ,               

𝐸 = ∏ 𝐸𝛼𝛼∈∆  kartezyen çarpım kümeleri ve her 𝛼 ∈ ∆ için (𝑝𝑋𝛼)𝑞𝐸𝛼  bir esnek izdüşüm 

dönüşüm olsun. Aşağıdaki şekilde tanımlanan 𝛿 = ∏ 𝛿𝛼𝛼∈∆  ikili bağıntısı 𝑋 üzerinde bir 

çarpım esnek yakınlıktır.  

𝐹, 𝐺 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 𝐹𝛿𝐺 olması için gerek ve yeter koşul 𝐹 = ⨆𝑖=1
𝑛 𝐹𝑖 ve 𝐺 = ⨆𝑗=1

𝑚 𝐺𝑗  

olmak üzere her {𝐹𝑖 | 𝑖 = 1,… , 𝑛} ve {𝐺𝑗  | 𝑗 = 1,… ,𝑚} sonlu aileleri için her 𝛼 ∈ ∆ için 

(𝑝𝑋𝛼)𝑞𝐸𝛼(𝐹𝑖)𝛿𝛼(𝑝𝑋𝛼)𝑞𝐸𝛼(𝐺𝑗) olacak şekilde en az bir 𝐹𝑖 ve 𝐺𝑗 esnek kümeleri vardır. 

Sonuç 3.7.6. Bir 𝜑𝜓 ∶ (𝑌, 𝛿
∗, 𝐾)  →  (𝑋, 𝛿, 𝐸) esnek dönüşümünün bir esnek yakınlık 

dönüşüm olması için gerek ve yeter koşul her 𝛼 ∈ ∆ için (𝑝𝑋𝛼)𝑞𝐸𝛼 ∘  𝜑𝜓 ∶ (𝑌, 𝛿
∗, 𝐾) →

(𝑋𝛼, 𝛿𝛼, 𝐸𝛼)  esnek dönüşümünün bir esnek yakınlık dönüşüm olmasıdır.   

3.8. ESNEK YIĞILMALAR 

Bu bölümde esnek yığılma kavramı tanımlanarak önemli özellikleri incelenecektir. 

Ayrıca esnek yığılma kavramının ultra esnek süzgeç ve esnek yakınlık yapılarıyla 

arasındaki ilişkileri çalışılacaktır. 

Tanım 3.8.1. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir esnek yakınlık uzay ve  𝜎 ⊂ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Aşağıdaki koşullar 

sağlanırsa 𝜎 ya 𝑋 üzerinde bir esnek yığılma denir.  

(SC1) 𝐹, 𝐺 ∈ 𝜎 ise 𝐹𝛿𝐺. 

(SC2) Her 𝐺 ∈ 𝜎 için 𝐹𝛿𝐺 ise 𝐹 ∈ 𝜎. 

(SC3) 𝐹 ⊔ 𝐺 ∈ 𝜎 ise 𝐹 ∈ 𝜎 veya 𝐺 ∈ 𝜎. 

Örnek 3.8.2. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir esnek yakınlık uzay ve 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑋̃ olsun. Bu durumda  

𝜎𝑥𝑒 = {𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) | 𝐹𝛿𝑥𝑒} 

bir esnek yığılmadır. 

(SC1) 𝐹, 𝐺 ∈ 𝜎𝑥𝑒  olsun. 𝐹𝛿𝑥𝑒  ve 𝐺𝛿𝑥𝑒 olduğundan (EY5) den 𝐹𝛿𝐺 elde edilir. 
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(SC2) Her 𝐺 ∈ 𝜎𝑥𝑒  için 𝐹𝛿𝐺 olsun. 𝑥𝑒 ∈ 𝜎𝑥𝑒 olduğundan 𝐹𝛿𝑥𝑒 sağlanır. Böylece               

𝐹 ∈ 𝜎𝑥𝑒 dir. 

(SC3) 𝐹 ⊔ 𝐺 ∈ 𝜎𝑥𝑒  olsun. (EY2) den 𝐹𝛿𝑥𝑒  veya 𝐺𝛿𝑥𝑒  ve buradan da 𝐹 ∈ 𝜎𝑥𝑒  veya       

𝐺 ∈ 𝜎𝑥𝑒  elde edilir. 

Uyarı 3.8.3. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir esnek yakınlık uzay ve 𝜎, 𝑋 üzerinde bir esnek yığılma olsun. 

𝑥𝑒 ∈ 𝜎 ise bu durumda 𝜎 = 𝜎𝑥𝑒  olduğu görülür. 

Lemma 3.8.4. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir esnek yakınlık uzay olsun. Bu takdirde, 

(i) 𝜎1 ⊂ 𝜎2  olacak şekilde 𝑋 üzerinde 𝜎1 ve 𝜎2 esnek yığılmaları varsa 𝜎1 = 𝜎2 dir. 

(ii) 𝜎 bir esnek yığılma olsun.  

(1) 𝐹 ∈ 𝜎  ve 𝐹 ⊑ 𝐹1 ise 𝐹1 ∈ 𝜎. 

(2) ∅̃ ∉ 𝜎 ve 𝑋̃ ∈ 𝜎. 

(3) 𝐹 ∈ 𝜎 olması için gerek ve yeter koşul 𝐹̅ ∈ 𝜎 olmasıdır. 

İspat. (i) 𝐹 ∈ 𝜎2 olsun. Buna göre (SC1) gereğince her 𝐺 ∈ 𝜎2 için 𝐹𝛿𝐺 olur. 𝜎1 ⊂ 𝜎2 

olduğundan her 𝐺 ∈ 𝜎1 için 𝐹𝛿𝐺 elde edilir. O halde (SC2) den 𝐹 ∈ 𝜎1 dir. 

(ii) (1) 𝐹 ∈ 𝜎 olduğundan her 𝐺 ∈ 𝜎 için 𝐹𝛿𝐺 sağlanır. Böylece her 𝐺 ∈ 𝜎 için 𝐹1𝛿𝐺 ve 

dolayısıyla 𝐹1 ∈ 𝜎 elde edilir. 

(2) (SC1) ve (SC2) koşullarından açıktır. 

(3) 𝐹̅𝛿𝐺 iken 𝐹𝛿𝐺 olduğundan (SC2) gereğince kolayca görülür.    

Lemma 3.8.5. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir esnek yakınlık uzay olsun ve 𝜎 ⊂ 𝑆(𝑋, 𝐸) aşağıdaki koşulları 

sağlasın. 

(i) ∅̃ ∉ 𝜎. 

(ii) 𝐹 ⊔ 𝐺 ∈ 𝜎 ⇔ 𝐹 ∈ 𝜎 veya 𝐺 ∈ 𝜎. 

𝐹0 ∈ 𝜎 olsun. Bu durumda 𝐹0 ∈ ℱ ⊂ 𝜎 olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir ℱ ultra esnek süzgeç 

vardır.  



 57 

İspat. Ω, aşağıdaki iki özelliği sağlayan tüm 𝜔 ⊂ 𝑆(𝑋, 𝐸) alt kümelerinden oluşan bir 

kümeyi göstersin: 

(1) 𝐹0 ∈ 𝜔. 

(2) 𝐹1, … , 𝐹𝑛 ∈ 𝜔 ise 𝐹1 ⊓…⊓ 𝐹𝑛 ∈ 𝜎. 

Zorn Lemma dan Ω nın bir 𝜔0 maksimal elemanı vardır. 𝐹0 ∈ 𝜔0 ⊂ 𝜎 olduğu kolaylıkla 

görülür. Şimdi 𝜔0 ailesinin 𝑋 üzerinde bir esnek süzgeç olduğunu gösterelim.  

(ES1) koşulu açıktır. 

(ES2) 𝐹1, 𝐹2 ∈ 𝜔0 olsun. Bu durumda 𝐹1 ⊓ 𝐹2 ∈ 𝜎 olur. 𝜔0 ∪ {𝐹1 ⊓ 𝐹2} ∈ Ω olduğundan 

𝜔0 ın maksimalliği gereğince 𝐹1 ⊓ 𝐹2 ∈ 𝜔0 elde edilir. 

(ES3) 𝐹 ∈ 𝜔0 ve 𝐹 ⊑ 𝐺 olsun. Buradan 𝐺 = 𝐺 ⊔ 𝐹 ∈ 𝜎 olur. Böylece 𝜔0 ∪ {𝐺} ∈ Ω 

olduğundan 𝐺 ∈ 𝜔0 sağlanır. 

O halde 𝜔0, 𝑋 üzerinde bir esnek süzgeçtir. Şimdi, 𝜔0 ailesinin 𝑋 üzerinde bir ultra esnek 

süzgeç olduğu gösterilirse ispat biter. 𝐹 ∉ 𝜔0 ve 𝐹𝑐 ∉ 𝜔0 olacak şekilde bir                        

𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) esnek kümesi olduğunu kabul edelim. Buradan 𝐹1 ⊓ 𝐹 ∉ 𝜎 ve 𝐹2 ⊓ 𝐹
𝑐 ∉ 𝜎 

olacak şekilde 𝐹1, 𝐹2 ∈ 𝜔0 esnek kümeleri vardır. 𝜔0 ∈ Ω olduğundan 𝐺 = 𝐹1 ⊓ 𝐹2 ∈ 𝜎 

bulunur. Diğer yandan 𝐺 ⊓ 𝐹 ∉ 𝜎 ve 𝐺 ⊓ 𝐹𝑐 ∉ 𝜎 olduğundan (ii) gereğince 

(𝐺 ⊓ 𝐹) ⊔ (𝐺 ⊓ 𝐹𝑐) = 𝐺 ⊓ (𝐹 ⊔ 𝐹𝑐) = 𝐺 ⊓ 𝑋̃ = 𝐺 ∉ 𝜎 

çelişkisi elde edilir. Böylece her 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) için 𝐹 ∈ 𝜔0 veya 𝐹𝑐 ∈ 𝜔0 dır. O halde 

Teorem 2.4.6 dan 𝜔0 ailesi 𝑋 üzerinde bir ultra esnek süzgeçtir. 

Lemma 3.8.6. Bir ℱ esnek süzgeci 𝑋 üzerinde bir ultra esnek süzgeç ise bu durumda her                       

𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) için 𝐹 ∈ ℱ veya 𝐹𝑐 ∈ ℱ dir. 

İspat. ℱ, 𝑋 üzerinde bir ultra esnek süzgeç ve 𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 𝐹 ∉ ℱ ise 𝐹𝑐 ∈ ℱ 

olduğunu gösterelim. 𝐹 ∉ ℱ ise (ES3) den her 𝐺 ∈ ℱ için 𝐺 ⊓ 𝐹𝑐 ≠ ∅̃ bulunur. Buradan 

{𝐺 ⊓ 𝐹𝑐 | 𝐺 ∈ ℱ} ailesi 𝑋 üzerinde bir esnek süzgeç tabanıdır. Bu esnek süzgeç tabanı ile 

üretilen 𝑋 üzerindeki esnek süzgeç 𝒢 olsun. Bu takdirde ℱ ⊂ 𝒢 olduğu kolaylıkla görülür. 

ℱ bir ultra esnek süzgeç olduğundan ℱ = 𝒢 dir. O halde 𝐺 ⊓ 𝐹𝑐 ∈ 𝒢 ve 𝐺 ⊓ 𝐹𝑐 ⊑ 𝐹𝑐 

gereğince 𝐹𝑐 ∈ 𝒢 = ℱ elde edilir (𝐹𝑐 ∉ ℱ ise 𝐹 ∈ ℱ durumu benzer şekilde yapılır). 
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Teorem 3.8.7. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir esnek yakınlık uzay ve  𝜎 ⊂ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu takdirde 

aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(i) 𝜎 nın 𝑋 üzerinde bir esnek yığılma olması için gerek ve yeter koşul  

𝜎 = {𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝐺 ∈ ℱ 𝑖ç𝑖𝑛 𝐹𝛿𝐺} 

olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir ℱ ultra esnek süzgeç olmasıdır. 

(ii) 𝜎 bir esnek yığılma ve 𝐹0 ∈ 𝜎 ise 𝐹0 ∈ ℱ ⊂ 𝜎 olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir ℱ ultra 

esnek süzgeç vardır.  

(iii) 𝜎 bir esnek yığılma olmak üzere ℱ ⊂ 𝜎 olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir ℱ ultra esnek 

süzgeç varsa  

𝜎 = {𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝐺 ∈ ℱ 𝑖ç𝑖𝑛 𝐹𝛿𝐺} 

olur. 

İspat. (i) (⇐) 𝜎 nın 𝑋 üzerinde bir esnek yığılma olduğunu gösterelim. 

(SC1) 𝐹1, 𝐹2 ∈ 𝜎 olsun. 𝐹1𝛿̅𝐹2 olduğunu kabul edelim. (EY5) den 𝐹1𝛿̅𝐻 ve 𝐹2𝛿̅(𝑋̃ − 𝐻) 

olacak şekilde bir 𝐻 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) vardır. 𝐹1, 𝐹2 ∈ 𝜎 olduğundan 𝐻, (𝑋̃ − 𝐻) ∉ ℱ bulunur. 

Böylece Lemma 3.8.6 dan ℱ nin bir ultra esnek süzgeç olmadığı çelişkine ulaşılır. O halde 

𝐹1𝛿𝐹2 dir. 

(SC2) Her 𝐺 ∈ 𝜎 için 𝐹𝛿𝐺 olsun. ℱ ⊂ 𝜎 olduğu açıktır. Gerçekten, 𝐻 ∈ ℱ ise her 𝐹′ ∈ ℱ 

için 𝐻 ⊓ 𝐹′ ≠ ∅̃ olur. Böylece her 𝐹′ ∈ ℱ için 𝐻𝛿𝐹′ ve buradan da 𝐻 ∈ 𝜎 elde edilir.                  

O halde hipotezden her 𝐺 ∈ ℱ için 𝐹𝛿𝐺 bulunur. Dolayısıyla 𝐹 ∈ 𝜎 sağlanır. 

(SC3) 𝐹, 𝐺 ∉ 𝜎 olsun. Bu durumda 𝐹𝛿̅𝐻1 ve 𝐺𝛿̅𝐻2 olacak şekilde 𝐻1, 𝐻2 ∈ ℱ vardır.              

𝐻 = 𝐻1 ⊓ 𝐻2 olarak tanımlanırsa 𝐻 ∈ ℱ ve (𝐹 ⊔ 𝐺)𝛿̅𝐻 elde edilir. Böylece                     

(𝐹 ⊔ 𝐺) ∉ 𝜎 olur. 

(⇒) 𝜎, bir esnek yığılma ve 𝐹0 ∈ 𝜎 olsun. Bu durumda Lemma 3.8.5 gereğince                          

𝐹0 ∈ ℱ ⊂ 𝜎 olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir ℱ ultra esnek süzgeç vardır. 

𝜎1 = {𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝐺 ∈ ℱ 𝑖ç𝑖𝑛 𝐹𝛿𝐺} 
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olsun. 𝜎1 in bir esnek yığılma olduğu bilinmektedir. Ayrıca 𝜎 ⊂ 𝜎1 dir. Gerçekten, 𝐹 ∈ 𝜎 

ise her 𝐺 ∈ 𝜎 için 𝐹𝛿𝐺 olur. Buradan her 𝐺 ∈ ℱ için 𝐹𝛿𝐺 ve dolayısıyla 𝐹 ∈ 𝜎1 bulunur. 

Böylece Lemma 3.8.4 (i) gereğince 𝜎 = 𝜎1 elde edilir. 

(ii) Lemma 3.8.5 den kolaylıkla görülür. 

(iii) 𝜎, bir esnek yığılma ve ℱ ⊂ 𝜎 olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir ℱ ultra esnek süzgeç 

olsun. 

𝜎1 = {𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝐺 ∈ ℱ 𝑖ç𝑖𝑛 𝐹𝛿𝐺} 

olsun. Böylece 𝜎1 ailesi 𝜎 yı içeren bir esnek yığılmadır. O halde Lemma 3.8.4 (i) 

gereğince 𝜎 = 𝜎1 elde edilir.  

Sonuç 3.8.8. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir esnek yakınlık uzay olsun. Bu takdirde, 𝑋 üzerindeki her ultra 

esnek süzgeç bir tek esnek yığılma tarafından kapsanır. 

İspat. ℱ, 𝑋 üzerinde bir ultra esnek süzgeç olsun. O halde Teorem 3.8.7 gereğince ℱ ⊂ 𝜎 

olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir tek 𝜎 = {𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝐺 ∈ ℱ 𝑖ç𝑖𝑛 𝐹𝛿𝐺} esnek 

yığılması vardır. 

Örnek 3.8.9. Bir (𝑋, 𝜏, 𝐸) esnek 𝑇4-uzayı üzerindeki esnek yakınlık bağıntısı Örnek 3.4.2 

deki gibi olsun. 𝑥𝑒 ∈̃ 𝑋̃ olmak üzere 𝑋 üzerindeki bir ℱ = {𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) | 𝑥𝑒 ∈̃ 𝐹} ultra 

esnek süzgeci ile üretilen esnek yığılma 𝜎 olsun. Bu durumda 𝜎𝑥𝑒 = 𝜎 olur.  

Gerçekten, 𝐹 ∈ 𝜎𝑥𝑒 ise  𝑥𝑒̅̅ ̅̅ ⊓ 𝐹̅ ≠ ∅̃ dır.   𝑥𝑒̅̅ ̅̅ = 𝑥𝑒 olduğundan 𝑥𝑒 ∈̃ 𝐹̅, yani 𝐹̅ ∈ ℱ elde 

edilir. Buradan her 𝐺 ∈ ℱ için 𝐺̅ ⊓ 𝐹̅ ≠ ∅̃ bulunur. Böylece 𝐹 ∈ 𝜎 sağlanır. Tersine,            

𝐹 ∈ 𝜎 ise her 𝐺 ∈ ℱ için 𝐺̅ ⊓ 𝐹̅ ≠ ∅̃ dır. 𝑥𝑒 ∈ ℱ olduğundan  𝑥𝑒̅̅ ̅̅ ⊓ 𝐹̅ ≠ ∅̃ olur. Böylece 

𝑥𝑒𝛿𝐹, yani 𝐹 ∈ 𝜎𝑥𝑒 elde edilir. 

Teorem 3.8.10. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir esnek yakınlık uzay ve  𝐹0, 𝐺0 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 𝐹0𝛿𝐺0 ise 

bu durumda 𝐹0, 𝐺0 ∈ 𝜎 olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir 𝜎 esnek yığılması vardır.  

İspat. 𝜎0 = {𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) | 𝐹𝛿𝐺0} olsun. 𝜎0 ailesinin aşağıdaki özelliklere sahip olduğu 

kolaylıkla görülür. 
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(i) 𝐹0 ∈ 𝜎0. 

(ii) ∅̃ ∉ 𝜎0. 

(iii) 𝐹 ⊔ 𝐺 ∈ 𝜎0 ⇔ 𝐹 ∈ 𝜎0 veya 𝐺 ∈ 𝜎0. 

Lemma 3.8.5 gereğince 𝐹0 ∈ ℱ ⊂ 𝜎0 olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir ℱ ultra esnek süzgeç 

vardır.  

𝜎 = {𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝐺 ∈ ℱ 𝑖ç𝑖𝑛 𝐹𝛿𝐺} 

olsun. Teorem 3.8.7 (i) den 𝜎 bir esnek yığılmadır. Diğer yandan, 𝐹0, 𝐺0 ∈ 𝜎 olur. 

Gerçekten, 𝐻 ∈ ℱ ise 𝐻 ∈ 𝜎0 ve buradan da 𝐻𝛿𝐺0 elde edilir. Böylece her 𝐻 ∈ ℱ için 

𝐻𝛿𝐺0 olduğundan 𝐺0 ∈ 𝜎 sağlanır. Ayrıca ℱ ⊂ 𝜎 olduğundan 𝐹0 ∈ 𝜎 bulunur. 

Lemma 3.8.11. ℱ, 𝑋 üzerinde bir esnek süzgeç ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. ℱ𝐴 = {𝐹 ⊓ 𝐴̃ | 𝐹 ∈ ℱ} 

ailesinin 𝐴 üzerinde bir esnek süzgeç olması için gerek ve yeter koşul her 𝐹 ∈ ℱ için              

𝐹 ⊓ 𝐴̃ ≠ ∅̃ olmasıdır. 

İspat. Esnek süzgeç tanımından açıktır. 

Lemma 3.8.12. ℱ, 𝑋 üzerinde bir ultra esnek süzgeç ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun.                                    

ℱ𝐴 = {𝐹 ⊓ 𝐴̃ | 𝐹 ∈ ℱ} ailesinin 𝐴 üzerinde bir ultra esnek süzgeç olması için gerek ve 

yeter koşul 𝐴̃ ∈ ℱ olmasıdır. 

İspat. (⇒) 𝐴̃ ∉ ℱ olduğunu kabul edelim. ℱ ailesi ultra esnek süzgeç olduğundan 𝐴̃𝑐 ∈ ℱ 

olur. Bu ise 𝐴̃𝑐 ⊓ 𝐴̃ = ∅̃ ∈ ℱ𝐴 çelişkisine neden olur. 

(⇐) Öncelikle ℱ𝐴 nın 𝐴 üzerinde bir esnek süzgeç olduğunu gösterelim. 𝐴̃ ∈ ℱ 

olduğundan her 𝐹 ∈ ℱ için 𝐹 ⊓ 𝐴̃ ≠ ∅̃ elde edilir. Böylece Lemma 3.8.11 den ℱ𝐴, 𝐴 

üzerinde bir esnek süzgeçtir. 

Şimdi ise ℱ𝐴 nın 𝐴 üzerinde bir ultra esnek süzgeç olduğunu gösterelim. 𝐹, 𝐺 ∈ 𝑆(𝐴, 𝐸) 

olmak üzere 𝐹 ⊔ 𝐺 ∈ ℱ𝐴 olsun. Bu durumda 𝐹 ⊔ 𝐺 ∈ ℱ olur. Teorem 2.4.5 den 𝐹 ∈ ℱ 

veya 𝐺 ∈ ℱ elde edilir. Buradan, 𝐹 = 𝐹 ⊓ 𝐴̃ ∈ ℱ𝐴 ve 𝐺 = 𝐺 ⊓ 𝐴̃ ∈ ℱ𝐴 bulunur. O halde 

Teorem 2.4.5 den ℱ𝐴, 𝐴 üzerinde bir ultra esnek süzgeçtir. 
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Teorem 3.8.13. 𝜎, bir (𝑋, 𝛿, 𝐸) esnek yakınlık uzayında bir esnek yığılma ve 𝐴 ⊆ 𝑋 

olsun. 𝐴̃ ∈ 𝜎 ise (𝐴, 𝛿𝐴, 𝐸) esnek yakınlık uzayında 𝜎 tarafından içerilen bir tek esnek 

yığılma vardır. 

İspat. 𝐴̃ ∈ 𝜎 olduğundan Teorem 3.8.7 (ii) gereğince 𝐴̃ ∈ ℱ ⊂ 𝜎 olacak şekilde 𝑋 

üzerinde bir ℱ ultra esnek süzgeç vardır. Lemma 3.8.12 den ℱ𝐴 = {𝐹 ⊓ 𝐴̃ | 𝐹 ∈ ℱ} ailesi 

𝐴 üzerinde bir ultra esnek süzgeçtir. O halde, Sonuç 3.8.8 den ℱ𝐴 ultra esnek süzgeci bir 

tek  

𝜎′ = {𝐹 ∈ 𝑆(𝐴, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝐺 ∈ ℱ𝐴 𝑖ç𝑖𝑛 𝐹𝛿𝐴𝐺} 

esnek yığılması tarafından kapsanır. Şimdi, 𝐹 ∈ 𝜎′ olsun. Bu durumda her 𝐺 ∈ ℱ için 

𝐹𝛿(𝐺 ⊓ 𝐴̃) olur. Buradan, her 𝐺 ∈ ℱ için 𝐹𝛿𝐺 sağlanır. Yani 𝐹 ∈ 𝜎 olur. Böylece               

𝜎′ ⊂ 𝜎 elde edilir.  

Teorem 3.8.14. (𝑋, 𝛿1, 𝐸) ve (𝑌, 𝛿2, 𝐾) iki esnek yakınlık uzay ve 𝜑𝜓 ∶ (𝑋, 𝛿1, 𝐸) →

(𝑌, 𝛿2, 𝐾) bir esnek yakınlık dönüşüm olsun. 𝜎1 𝑋 üzerinde bir esnek yığılma ise  

𝜎2 = {𝐻 ∈ 𝑆(𝑌, 𝐾) | ℎ𝑒𝑟 𝐺 ∈ 𝜎1 𝑖ç𝑖𝑛 𝐻𝛿2𝜑𝜓 (𝐺)} 

𝜑𝜓 (𝜎1) ailesini içeren 𝑌 üzerinde bir esnek yığılmadır. 

İspat. Teorem 3.8.7 (i) gereğince  

𝜎1 = {𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝐺 ∈ ℱ 𝑖ç𝑖𝑛 𝐹𝛿1𝐺} 

olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir ℱ ultra esnek süzgeç vardır. Teorem 2.4.7 den                          

ℬ∗ = {𝜑𝜓(𝐹) | 𝐹 ∈ ℱ}, 𝑌 üzerindeki bir ℱ∗ ultra esnek süzgeç için bir tabandır. O halde 

Teorem 3.8.7 (i) gereğince  

𝜎0 = {𝐻 ∈ 𝑆(𝑌, 𝐾) | ℎ𝑒𝑟 𝐺 ∈ ℱ∗ 𝑖ç𝑖𝑛 𝐻𝛿2𝐺} 

𝑌 üzerinde bir esnek yığılmadır. Öncelikle, 𝜑𝜓(𝜎1) ⊂ 𝜎0 olduğunu gösterelim.                   

𝐻 ∈ 𝜑𝜓(𝜎1) ise 𝐻 = 𝜑𝜓(𝐹) olacak şekilde bir 𝐹 ∈ 𝜎1 vardır. Bu durumda her 𝐺 ∈ ℱ için 

𝐹𝛿1𝐺 bulunur. 𝜑𝜓 bir esnek yakınlık dönüşüm olduğundan her 𝜑𝜓(𝐺) ∈ ℬ
∗ için 

𝐻𝛿2𝜑𝜓(𝐺) sağlanır. Buradan da her 𝐹′ ∈ ℱ∗ için 𝐻𝛿2𝐹′ olur. Böylece 𝐻 ∈ 𝜎0 elde edilir. 

Şimdi, 𝜎2 = 𝜎0 olduğu gösterilirse ispat biter. 𝐻 ∈ 𝜎2 olsun. ℱ ⊂ 𝜎1 olduğundan her         
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𝐺 ∈ ℱ için 𝐻𝛿2𝜑𝜓(𝐺) dir. Dolayısıyla 𝐻 ∈ 𝜎0 sağlanır. Tersine, 𝐻 ∈ 𝜎0 olsun. Her           

𝐺 ∈ 𝜎1 için 𝜑𝜓(𝐺) ∈ 𝜎0 olduğundan (SC1) gereğince 𝐻𝛿2𝜑𝜓(𝐺) elde edilir. Böylece 

𝐻 ∈ 𝜎2 bulunur. 

Tanım 3.8.15. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir esnek yakınlık uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝛿 ile üretilen esnek 

yakınlık 𝛿𝐴 olmak üzere bir 𝜑𝜓 ∶ (𝐴, 𝛿𝐴, 𝐸) → (𝑋, 𝛿, 𝐸) esnek dönüşümü olsun.                         

𝜑 ∶ 𝐴 → 𝑋 ve 𝜓 ∶ 𝐸 → 𝐸 dönüşümleri birer içerme (inclusion) dönüşüm ise bu durumda 

𝜑𝜓 ∶ (𝐴, 𝛿𝐴, 𝐸) → (𝑋, 𝛿, 𝐸) dönüşümüne bir esnek içerme dönüşüm denir.  

Teorem 3.8.16. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir esnek yakınlık uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝜎1, 𝐴 üzerinde bir esnek 

yığılma ise  

𝜎2 = {𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝐺 ∈ 𝜎1 𝑖ç𝑖𝑛 𝐹𝛿𝐺} 

𝑋 üzerinde bir esnek yığılmadır.  

İspat. Bir 𝜑𝜓  : (𝐴, 𝛿𝐴, 𝐸) → (𝑋, 𝛿, 𝐸) esnek içerme dönüşümü alalım. Her 𝐹 ∈ 𝑆(𝐴, 𝐸) 

için 𝜑𝜓(𝐹) = 𝐹 olduğundan bu dönüşüm bir esnek yakınlık dönüşümdür. Böylece 

Teorem 3.8.14 gereğince istenilen sonuç kolaylıkla elde edilir. 

Teorem 3.8.17. 𝜎, bir (𝑋, 𝛿, 𝐸) esnek yakınlık uzayında bir esnek yığılma ve 𝐴 ⊆ 𝑋 

olsun. Her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝐹∗(𝑒) ∈ 𝐴 olacak şekilde bir 𝐹∗ ∈ 𝜎 olduğunu kabul edelim. Bu 

takdirde, 

𝜎1 = {𝐹 ∈ 𝜎 | ℎ𝑒𝑟 𝑒 ∈ 𝐸 𝑖ç𝑖𝑛 𝐹(𝑒) ∈ 𝐴} 

𝐴 üzerinde bir esnek yığılmadır.  

İspat. 𝜎 𝑋 üzerinde bir esnek yığılma ve 𝐹∗ ∈ 𝜎 olsun. Teorem 3.8.7 den 

𝜎 = {𝐹 ∈ 𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝐺 ∈ ℱ 𝑖ç𝑖𝑛 𝐹𝛿𝐺} 

olacak şekilde 𝐹∗ esnek kümesini içeren 𝑋 üzerinde bir ℱ ultra esnek süzgeç vardır.                

𝐴̃ ∈ ℱ olduğundan Lemma 3.8.12 gereğince ℱ𝐴 = {𝐹 ⊓ 𝐴̃ | 𝐹 ∈ ℱ}, 𝐴 üzerinde bir ultra 

esnek süzgeçtir. Buradan 

𝜎0 = {𝐹 ∈ 𝑆(𝐴, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝐺 ∈ ℱ𝐴 𝑖ç𝑖𝑛 𝐹𝛿𝐴𝐺} 
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𝐴 üzerinde bir esnek yığılmadır. 𝜎0 = 𝜎1 olduğu gösterilirse ispat biter. 𝐹 ∈ 𝜎0 olsun.             

O halde, her 𝐺 ∈ ℱ için 𝐹𝛿𝐴(𝐺 ⊓ 𝐴̃) ve dolayısıyla 𝐹𝛿(𝐺 ⊓ 𝐴̃) bulunur. (𝐺 ⊓ 𝐴̃) ⊑ 𝐺 

olduğundan her 𝐺 ∈ ℱ için 𝐹𝛿𝐺 elde edilir. Buradan 𝐹 ∈ 𝜎 dır. Böylece 𝐹 ∈ 𝑆(𝐴, 𝐸) 

olduğundan 𝐹 ∈ 𝜎1 sağlanır. Şimdi, 𝐹 ∈ 𝜎1 olsun. Bir 𝐺 ∈ ℱ𝐴 esnek kümesi alınsın. Bu 

durumda, 𝐺 = 𝐻 ⊓ 𝐴̃ olacak şekilde bir 𝐻 ∈ ℱ vardır. Buradan 𝐹1 = 𝐻 ⊓ 𝐹∗ ∈ ℱ ve 

dolayısıyla 𝐹𝛿𝐹1 bulunur. 𝐹1, 𝐹 ∈ 𝑆(𝐴, 𝐸) olduğundan 𝛿𝐴 nın tanımı gereği 𝐹𝛿𝐴𝐹1 elde 

edilir. Diğer yandan 𝐹1 ⊑ 𝐺 olduğundan 𝐹𝛿𝐴𝐺 olur. Böylece her 𝐺 ∈ ℱ𝐴 için 𝐹𝛿𝐴𝐺 ve 

buradan da 𝐹 ∈ 𝜎0 sağlanır. 
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4. 𝑺𝑬-DÜZGÜN UZAYLAR 

Bu bölümün amacı sabit nokta teorisini esnek düzgün uzaylara uygulayabilmektir. Fakat 

önceki bölümde tanımlanan esnek düzgün uzay kavramları bu anlamda yetersiz 

kaldığından esnek elemanların yardımıyla bir 𝑠𝑒-düzgün uzay kavramı tanımlanacak ve 

önemli özellikleri elde edilecektir. Ayrıca Aamri ve El Moutawakil (2004) tarafından 

verilen 𝐸-uzaklık dönüşümü esnek anlamda incelenecektir. Bunun yanı sıra 𝑠𝑒-düzgün 

uzaylar üzerinde bir esnek sıralama bağıntısı tanımlanacaktır. Daha sonra bu kavramlar 

kullanılarak 𝑠𝑒-düzgün uzaylar üzerinde sabit esnek eleman teoremleri incelenecek ve bu 

teoremler örnekler ile desteklenecektir. 

4.1. 𝑺𝑬-DÜZGÜN UZAYLAR 

Bu bölümde 𝑠𝑒-düzgün uzaylar tanımlanarak ilgili özellikleri verilecektir. Ayrıca esnek 

elemanlara göre tanımlanan esnek metrik uzaylar ile arasındaki ilişki çalışılacaktır. Daha 

sonra esnek zayıf bağdaşık dönüşümler ve bir 𝑠𝑒-düzgün uzaya göre bir esnek Cauchy 

dizisi tanımlanacaktır.   

Tanım 4.1.1. (i) ∆ ⊂ 𝑋𝐸 × 𝑋𝐸  olmak üzere  

∆= {(𝑥̃, 𝑥̃) |𝑥̃ ∈̂ 𝑋̃} 

 ile gösterilen ∆ kümesine bir 𝑠𝑒-köşegen denir. 

(ii) 𝑈 ⊂ 𝑋𝐸 × 𝑋𝐸 olsun. Bu durumda, 

𝑈−1 = {(𝑥̃, 𝑦̃) | (𝑦̃, 𝑥̃) ∈ 𝑈} 

ile tanımlanır. Ayrıca 𝑈 = 𝑈−1 ise 𝑈 kümesine bir simetrik 𝑠𝑒-küme denir. 

(iii) 𝑈, 𝑉 ⊂ 𝑋𝐸 × 𝑋𝐸  olsun. Bu durumda, 

𝑈 ∘ 𝑉 = {(𝑥̃, 𝑦̃) | 𝑏𝑖𝑟 𝑧̃ ∈̂ 𝑋̃ 𝑖ç𝑖𝑛 (𝑥̃, 𝑧̃) ∈ 𝑉 𝑣𝑒 (𝑧̃, 𝑦̃) ∈ 𝑈} 

ile tanımlanır. 
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Uyarı 4.1.2. 𝑈, 𝑉,𝑊 ⊂ 𝑋𝐸 × 𝑋𝐸 olsun. Bu takdirde aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(i) 𝑈 ⊆ 𝑉 ise 𝑈−1 ⊆ 𝑉−1 ve 𝑈 ∘𝑊 ⊆ 𝑉 ∘𝑊 dır. 

(ii) (𝑈 ∘ 𝑉)−1 = 𝑉−1 ∘ 𝑈−1 dir. 

(iii) (𝑈 ∘ 𝑉) ∘ 𝑊 = 𝑈 ∘ (𝑉 ∘ 𝑊) dır. 

İspat. Tanım 4.1.1 den kolaylıkla elde edilir. 

Tanım 4.1.3. Aşağıdaki aksiyomları sağlayan boştan farklı bir 𝒰 ⊆ 𝒫(𝑋𝐸 × 𝑋𝐸) ailesine 

𝑋 üzerinde bir 𝑠𝑒-düzgün yapı denir. 

(SED1) 𝑈 ∈ 𝒰 ise ∆ ⊆ 𝑈. 

(SED2) 𝑈 ∈ 𝒰 ise 𝑉 ∘ 𝑉 ⊆ 𝑈 olacak şekilde bir 𝑉 ∈ 𝒰 vardır. 

(SED3) 𝑈 ∈ 𝒰 ise 𝑉−1 ⊆ 𝑈 olacak şekilde bir 𝑉 ∈ 𝒰 vardır.  

(SED4) 𝑈, 𝑉 ∈ 𝒰 ise 𝑈 ∩ 𝑉 ∈ 𝒰. 

(SED5) 𝑈 ∈ 𝒰 ve 𝑈 ⊆ 𝑉 ise 𝑉 ∈ 𝒰. 

 O halde, (𝑋,𝒰, 𝐸) üçlüsüne de bir 𝑠𝑒-düzgün uzay denir. 

Tanım 4.1.4. (𝑋,𝒰,𝐸) bir 𝑠𝑒-düzgün uzay olsun. ⋂{𝑈 |𝑈 ∈ 𝒰} = ∆ ise bu uzaya bir 

Hausdorff 𝑠𝑒-düzgün uzay denir. 

Örnek 4.1.5. 𝑋 = {𝑥, 𝑦} ve 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2} olsun. Bu durumda, 

𝑥̃1(𝑒1) = 𝑥,  𝑥̃1(𝑒2) = 𝑥,         𝑥̃2(𝑒1) = 𝑦,  𝑥̃2(𝑒2) = 𝑦 

𝑥̃3(𝑒1) = 𝑥,  𝑥̃3(𝑒2) = 𝑦,         𝑥̃4(𝑒1) = 𝑦,  𝑥̃4(𝑒2) = 𝑥 

olmak üzere 𝑥̃1, 𝑥̃2, 𝑥̃3, 𝑥̃4 ∈̂ 𝑋̃ olsun. O halde 𝒰 = {𝑈 ⊆ 𝑋𝐸 × 𝑋𝐸  | ∆ ⊆ 𝑈} ailesi 𝑋 

üzerinde bir 𝑠𝑒-düzgün yapı ve dolayısıyla (𝑋,𝒰,𝐸) bir 𝑠𝑒-düzgün uzaydır. Ayrıca, bu 

𝑠𝑒-düzgün uzay bir Hausdorff 𝑠𝑒-düzgün uzaydır.  
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Tanım 4.1.6. (𝑋,𝒰,𝐸) bir 𝑠𝑒-düzgün uzay ve ℬ ⊂ 𝒰 boştan farklı bir alt aile olsun. Her 

𝑈 ∈ 𝒰 için 𝐵 ⊆ 𝑈 olacak şekilde bir 𝐵 ∈ ℬ varsa ℬ ailesine 𝒰 𝑠𝑒-düzgün yapısı için bir 

𝑠𝑒-taban denir. 

Teorem 4.1.7. Boştan farklı bir ℬ ⊆ 𝒫(𝑋𝐸 × 𝑋𝐸) alt kümesi aşağıdaki koşulları 

sağlıyorsa bu durumda ℬ ailesi 𝑋 üzerindeki bir 𝑠𝑒-düzgün yapı için bir 𝑠𝑒-tabandır. 

(SET1) 𝐵 ∈ ℬ ise ∆ ⊆ 𝐵. 

(SET2) 𝐵 ∈ ℬ ise 𝐶 ∘ 𝐶 ⊆ 𝐵 olacak şekilde bir 𝐶 ∈ ℬ vardır. 

(SET3) 𝐵 ∈ ℬ ise 𝐶−1 ⊆ 𝐵 olacak şekilde bir 𝐶 ∈ ℬ vardır. 

(SET4) 𝐵1, 𝐵2 ∈ ℬ ise 𝐵3 ⊆ 𝐵1 ∩𝐵2 olacak şekilde bir 𝐵3 ∈ ℬ vardır.  

İspat. (SET1)-(SET4) koşullarını sağlayan boştan farklı bir ℬ ailesinin 𝑋 üzerindeki bir 

𝒰 = {𝑈 ⊆ 𝑋𝐸 × 𝑋𝐸  | 𝑏𝑖𝑟 𝐵 ∈ ℬ 𝑖ç𝑖𝑛 𝐵 ⊆ 𝑈} 𝑠𝑒-düzgün yapısını ürettiği kolaylıkla 

görülür. 

Örnek 4.1.8. (𝑋, 𝑑, 𝐸) esnek elemanlara göre tanımlanan bir esnek metrik uzay olsun. Bu 

durumda, 

𝐷𝜖̃ = {(𝑥̃, 𝑦̃) | 𝑑(𝑥̃, 𝑦̃) <̃ 𝜖̃} ⊂ 𝑋𝐸 × 𝑋𝐸 

olmak üzere ℬ𝑑 = {𝐷𝜖̃ |  𝜖̃ >̃ 0̅} ailesi 𝑋 üzerindeki bir 𝒰𝑑 𝑠𝑒-düzgün yapısı için bir                

𝑠𝑒-tabandır. 

İspat. ℬ𝑑 nin (SET1)-(SET4) koşullarını sağladığını gösterelim. 

(SET1) 𝜖̃ >̃ 0̅ olsun. Her 𝑥̃ ∈̂ 𝑋̃ için 𝑑(𝑥̃, 𝑥̃) = 0̅ olduğundan (𝑥̃, 𝑥̃) ∈ 𝐷𝜖̃ elde edilir. 

(SET2) Her 𝜖̃ >̃ 0̅ için 𝐷𝜖̃ 2⁄ ∘ 𝐷𝜖̃ 2⁄ ⊆ 𝐷𝜖̃ sağlanır. Gerçekten, (𝑥̃, 𝑦̃) ∈ 𝐷𝜖̃ 2⁄ ∘ 𝐷𝜖̃ 2⁄  olsun. 

Bu durumda (𝑥̃, 𝑧̃) ∈ 𝐷𝜖̃ 2⁄  ve (𝑧̃, 𝑦̃) ∈ 𝐷𝜖̃ 2⁄  olacak şekilde bir 𝑧̃ ∈̂ 𝑋̃ vardır. Buradan 

𝑑(𝑥̃, 𝑦̃) ≤̃ 𝑑(𝑥̃, 𝑧̃) + 𝑑(𝑧̃, 𝑦̃) <̃ 𝜖̃ 2⁄ +𝜖̃ 2⁄ = 𝜖̃ 

bulunur. Böylece (𝑥̃, 𝑦̃) ∈ 𝐷𝜖̃ elde edilir. 

(SET3) Her 𝜖̃ >̃ 0̅ için 𝐷𝜖̃ = 𝐷𝜖̃
−1 olduğundan açıktır. 
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(SET4) 𝜖1̃, 𝜖2̃ >̃ 0̅ olsun. Şimdi, her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝜖̃(𝑒) = min {𝜖1̃(𝑒), 𝜖2̃(𝑒)} olacak şekilde 

bir 𝜖̃ >̃ 0̅ alınsın. O halde 𝐷𝜖̃ ⊆ 𝐷𝜖̃1 ∩ 𝐷𝜖̃2 olduğu kolaylıkla görülür.  

Uyarı 4.1.9. Yukarıda oluşturulan 𝑠𝑒-düzgün yapıya 𝑑 esnek metriği ile üretilen                   

𝑠𝑒-düzgün yapı denir. Ayrıca, bu 𝑠𝑒-düzgün uzayın bir Hausdorff 𝑠𝑒-düzgün uzay olduğu 

kolayca elde edilir. 

Tanım 4.1.10. (𝑋,𝒰,𝐸) bir Hausdorff 𝑠𝑒-düzgün uzay ve 𝑓, 𝑔 ∶ (𝑋,𝒰, 𝐸) → (𝑋,𝒰, 𝐸)     

iki dönüşüm olsun. 𝑓(𝑥̃) = 𝑔(𝑥̃) koşulunu sağlayan her 𝑥̃ ∈̂ 𝑋̃ esnek elemanı için            

𝑓(𝑔(𝑥̃)) = 𝑔(𝑓(𝑥̃)) oluyorsa 𝑓 ve 𝑔 dönüşümlerine esnek zayıf bağdaşık dönüşümler 

denir. 

Örnek 4.1.11. 𝑋 = 𝐸 = [0,1] ve 𝑑(𝑥̃, 𝑦̃) = |𝑥̃ − 𝑦̃| olmak üzere bir (𝑋, 𝑑, 𝐸) esnek 

metrik uzayı alınsın. 𝑑 esnek metriği ile üretilen 𝑠𝑒-düzgün yapı 𝒰𝑑 olmak üzere 

(𝑋, 𝒰𝑑, 𝐸) bir Hausdorff 𝑠𝑒-düzgün uzaydır. Aşağıdaki gibi 𝑓, 𝑔 ∶ [0, 1] → [0, 1] 

dönüşümleri tanımlansın.  

𝑓(𝑥) = {

𝑥,    𝑥 ∈ [0,
1

3
)

1,    𝑥 ∈ [
1

3
, 1] 

            𝑔(𝑥) = {

1 − 𝑥,    𝑥 ∈ [0,
1

3
)

1,             𝑥 ∈ [
1

3
, 1]

 

Bu durumda, 
1

3

̅
≤̃ 𝑥̃ ≤̃ 1̅ koşulunu sağlayan her 𝑥̃ esnek elemanı için 𝑓(𝑔(𝑥̃)) = 𝑔(𝑓(𝑥̃)) 

elde edilir. Buna göre 𝑓 ve 𝑔 dönüşümleri esnek zayıf bağdaşık dönüşümlerdir.  

Tanım 4.1.12. (𝑋,𝒰,𝐸) bir 𝑠𝑒-düzgün uzay olsun. 𝑈 ∈ 𝒰 olmak üzere (𝑥̃, 𝑦̃) ∈ 𝑈 ve             

(𝑦̃, 𝑥̃) ∈ 𝑈 ise 𝑥̃ ve 𝑦̃ esnek elemanlarına esnek 𝑈-yakın denir. 

Uyarı 4.1.13. (𝑋,𝒰,𝐸) bir 𝑠𝑒-düzgün uzay olsun. 𝑈 ∈ 𝒰 ise 𝑈−1 ∈ 𝒰 olduğu açıktır. 

Buradan, 𝒰 nun her elemanı bir simetrik 𝑠𝑒-küme içerir. Gerçekten, 𝑈 ∈ 𝒰 olsun. (SED4) 

den 𝑉 = 𝑈 ∩ 𝑈−1 ∈ 𝒰 bir simetrik 𝑠𝑒-kümedir ve 𝑉 ⊆ 𝑈 sağlanır. O halde (𝑥̃, 𝑦̃) ∈ 𝑉 ise 

𝑥̃ ve 𝑦̃ esnek elemanları hem esnek 𝑉-yakın hem de esnek 𝑈-yakındır. Böylece 𝒰 nun her 

elemanı bir simetrik 𝑠𝑒-küme olarak düşünülebilir. 

Tanım 4.1.14. (𝑋,𝒰,𝐸) bir 𝑠𝑒-düzgün uzay ve {𝑥̃𝑛}  𝑋 deki esnek elemanlardan oluşan 

bir dizi olsun. 𝑈 ∈ 𝒰 olmak üzere her 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 için 𝑥̃𝑛 ve 𝑥̃𝑚 esnek elemanları esnek               

𝑈-yakın olacak şekilde bir 𝑛0 ≥ 1 doğal sayısı varsa {𝑥̃𝑛} dizisine 𝒰 ya göre bir esnek 

Cauchy dizisi denir. 
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4.2. ESNEK 𝓔-UZAKLIK DÖNÜŞÜMÜ  

Bu bölümde Aamri ve El Moutawakil (2004) tarafından verilen  𝐸-uzaklık kavramı esnek 

elemanlar yardımıyla genelleştirilecektir. Daha sonra sabit esnek eleman teoremlerinde 

kullanılacak olan esnek 𝑝-yakınsaklık, esnek 𝑝-Cauchy dizisi, esnek 𝑆-tam uzay, esnek 

𝑝-tam uzay ve esnek 𝑝-sürekli dönüşüm gibi kavramlar verilecektir. 

Tanım 4.2.1. (𝑋,𝒰,𝐸) bir 𝑠𝑒-düzgün uzay olsun. ℝ(𝐸)+ = {𝛼̃ ∈̂ ℝ̃ | 𝛼̃ >̃  0̅ veya 𝛼̃ = 0̅} 

olmak üzere 𝑝 ∶ 𝑋𝐸 × 𝑋𝐸 → ℝ(𝐸)+ dönüşümü aşağıdaki koşulları sağlıyorsa bu 

dönüşüme 𝑋 üzerinde bir esnek ℰ-uzaklık denir. 

(𝑝1) 𝑈 ∈ 𝒰 olmak üzere bir 𝑧̃ ∈̂ 𝑋̃ için 𝑝(𝑧̃, 𝑥̃) <̃ 𝛿 ve 𝑝(𝑧̃, 𝑦̃) <̃ 𝛿 iken (𝑥̃, 𝑦̃) ∈ 𝑈 olacak 

şekilde bir 𝛿 >̃ 0̅ vardır. 

(𝑝2) Her 𝑥̃, 𝑦̃, 𝑧̃ ∈̂ 𝑋̃ için 𝑝(𝑥̃, 𝑦̃) ≤̃ 𝑝(𝑥̃, 𝑧̃) + 𝑝(𝑧̃, 𝑦̃).   

Örnek 4.2.2. Örnek 4.1.11 de tanımlanan (𝑋,𝒰𝑑, 𝐸) 𝑠𝑒-düzgün uzayı alınsın. Diğer 

yandan, her 𝑥̃, 𝑦̃ ∈̂ 𝑋̃ için  

𝑝(𝑥̃, 𝑦̃) =  {

0̅,             𝑦̃ = 0̅ 

𝑦̃,    0̅ <̃  𝑦̃ <̃ 1̅ 

1̅,              𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 

 

şeklinde tanımlanan 𝑝 ∶  𝑋𝐸 × 𝑋𝐸 → ℝ(𝐸)+ dönüşümü 𝑋 üzerinde bir esnek                          

ℰ-uzaklıktır. Gerçekten de, 

(𝑝1) 𝑈 ∈ 𝒰𝑑 olsun. Bu durumda, 𝐷𝜖̃ ⊆ 𝑈 olacak şekilde bir 𝜖̃ >̃ 0̅ vardır. 𝑝(𝑧̃, 𝑥̃) <̃ 𝜖̃  ve 

𝑝(𝑧̃, 𝑦̃) <̃ 𝜖̃ ise 𝑑(𝑥̃, 𝑦̃) = |𝑥̃ − 𝑦̃| <̃ 𝜖̃ elde edilir. Buradan (𝑥̃, 𝑦̃) ∈ 𝐷𝜖̃ ve dolayısıyla 

(𝑥̃, 𝑦̃) ∈ 𝑈 bulunur. Böylece 𝑝 dönüşümü (𝑝1) koşulunu sağlar. 

(𝑝2) Her 𝑥̃, 𝑦̃, 𝑧̃ ∈̂ 𝑋̃ için 𝑝(𝑥̃, 𝑦̃) = 𝑝(𝑧̃, 𝑦̃) olduğundan (𝑝2) koşulu da sağlanır. 

Örnek 4.2.3. Örnek 4.1.5 de tanımlanan (𝑋,𝒰, 𝐸) 𝑠𝑒-düzgün uzayı alınsın. Aşağıdaki 

şekilde tanımlanan 𝑝 ∶ 𝑋𝐸 × 𝑋𝐸 → ℝ(𝐸)+ dönüşümünün 𝑋 üzerinde bir esnek                         

ℰ-uzaklık olduğu kolayca görülür. 
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                                  𝑝(𝑥̃𝑖, 𝑥̃𝑖) = 0̅,                               𝑖 = 1, 2, 3, 4 

                                  𝑝(𝑥̃𝑖, 𝑥̃𝑖+1) = 𝑝(𝑥̃𝑖+1, 𝑥̃𝑖) =
1

4

̅
 ,    𝑖 = 1, 2, 3 

                                  𝑝(𝑥̃𝑖, 𝑥̃𝑖+2) = 𝑝(𝑥̃𝑖+2, 𝑥̃𝑖) =
1

3

̅
 ,    𝑖 = 1, 2   

                                  𝑝(𝑥̃𝑖, 𝑥̃𝑖+3) = 𝑝(𝑥̃𝑖+3, 𝑥̃𝑖) =
1

2

̅
 ,    𝑖 = 1 

Tanım 4.2.4. (𝑋,𝒰,𝐸) bir 𝑠𝑒-düzgün uzay, 𝑝 𝑋 üzerinde bir esnek ℰ-uzaklık ve {𝑥̃𝑛},             

𝑋 deki esnek elemanlardan oluşan bir dizi olsun. 

(i) Her 𝜖̃ >̃ 0̅ esnek reel sayısına karşılık 𝑛 ≥ 𝑛0 özelliğindeki her 𝑛 doğal sayısı için 

𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑥̃) <̃ 𝜖̃ olacak şekilde bir 𝑛0 ∈ ℕ sayısı varsa {𝑥̃𝑛} dizisi 𝑥̃ ∈̂ 𝑋̃ esnek elemanına 

esnek 𝑝-yakınsıyor denir ve bu durum lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑥̃) = 0̅ ile gösterilir.  

(ii) Her 𝜖̃ >̃ 0̅ esnek reel sayısına karşılık her 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 için 𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑥̃𝑚) <̃ 𝜖̃ olacak 

şekilde bir 𝑛0 ∈ ℕ doğal sayısı varsa {𝑥̃𝑛} dizisine bir esnek 𝑝-Cauchy dizisi denir ve bu 

durum lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑥̃𝑚) = 0̅ ile gösterilir. 

(iii) Her {𝑥̃𝑛} esnek 𝑝-Cauchy dizisi için lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑥̃) = 0̅ olacak şekilde bir 𝑥̃ ∈̂ 𝑋̃ esnek 

elemanı varsa bu 𝑠𝑒- düzgün uzayına bir esnek 𝑆-tam uzay denir.  

(iv) Her 𝑒 ∈ 𝐸 için 

𝛿𝑝(𝑋̃)(𝑒) = sup{𝑝(𝑥̃, 𝑦̃)(𝑒) | 𝑥̃, 𝑦̃ ∈̂ 𝑋̃} < ∞ 

ise bu 𝑠𝑒- düzgün uzayına bir esnek 𝑝-sınırlı uzay denir. 

Tanım 4.2.5. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir 𝑠𝑒-düzgün uzay, 𝑝 𝑋 üzerinde bir esnek ℰ-uzaklık ve 𝐴, 𝑋 in 

boştan farklı bir alt kümesi olsun. 𝐴 daki her {𝑎̃𝑛} esnek 𝑝-Cauchy dizisi için 

lim
𝑛→∞

𝑝(𝑎̃𝑛, 𝑎̃) = 0̅ olacak şekilde bir 𝑎̃ ∈̂ 𝐴̃ esnek elemanı varsa 𝐴 ya 𝑋 in bir esnek                   

𝑆-tam alt uzayı denir. 
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Tanım 4.2.6. (𝑋,𝒰,𝐸) bir 𝑠𝑒-düzgün uzay ve 𝑝 𝑋 üzerinde bir esnek ℰ-uzaklık olsun. 

(i) 𝒰 ya göre her {𝑥̃𝑛} esnek Cauchy dizisi için lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑥̃) = 0̅ olacak şekilde bir 𝑥̃ ∈̂ 𝑋̃ 

esnek elemanı varsa bu uzaya bir esnek 𝑝-tam uzay denir.    

(ii) {𝑥̃𝑛}, 𝑋 deki esnek elemanlardan oluşan bir dizi olmak üzere lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑥̃) = 0̅ iken 

lim
𝑛→∞

𝑝(𝑓(𝑥̃𝑛), 𝑓(𝑥̃)) = 0̅ oluyorsa 𝑓 ∶ (𝑋,𝒰, 𝐸) → (𝑋,𝒰, 𝐸) dönüşümüne bir esnek                   

𝑝-sürekli dönüşüm denir.  

4.3. SABİT ESNEK ELEMAN TEOREMLERİ 

Bu bölümde sabit esnek eleman teoremleri üzerine çalışılacaktır. Bunun için öncelikle 

sabit esnek eleman, esnek sıralı küme ve esnek azalan olmayan dönüşüm gibi kavramlar 

tanımlanacaktır. Ayrıca sabit esnek eleman teoremlerinde kullanılacak önemli bir özellik 

ispatlanacaktır. 

Tanım 4.3.1. (𝑋,𝒰,𝐸) bir Hausdorff 𝑠𝑒-düzgün uzay ve 𝑓 ∶ (𝑋,𝒰, 𝐸) → (𝑋, 𝒰, 𝐸) bir 

dönüşüm olsun. 𝑓(𝑥̃) = 𝑥̃ özelliğini sağlayan 𝑥̃ ∈̂ 𝑋̃ esnek elemanına 𝑓 nin bir sabit esnek 

elemanı denir. 

Örnek 4.3.2. Örnek 4.1.11 de tanımlanan 𝑓 ∶ [0, 1] → [0, 1] dönüşümü alınsın. O halde 

0̅ ≤̃ 𝑥̃ <̃
1

3

̅
 koşulunu sağlayan her 𝑥̃ ∈̂ 𝑋̃ ve 𝑥̃ = 1̅ esnek elemanları 𝑓 nin sabit esnek 

elemanlarıdır. 

Tanım 4.3.3. 𝑋 boştan farklı bir küme, 𝐸 parametrelerin bir kümesi ve ℛ de 𝑋 üzerinde 

bir esnek bağıntı, yani 𝑋𝐸 ×𝑋𝐸 nin bir alt kümesi olsun. ℛ esnek bağıntısı aşağıdaki 

özellikleri sağlıyorsa ℛ ye 𝑋 üzerinde bir esnek sıralama bağıntısı denir ( (𝑥̃, 𝑦̃) ∈ ℛ nin 

yerine sadelik olması açısından 𝑥̃ℛ𝑦̃ yazılır). 

(ESB1) 𝑥̃ ∈̂ 𝑋̃ için 𝑥̃ℛ𝑥̃. 

(ESB2) 𝑥̃ℛ𝑦̃ ve 𝑦̃ℛ𝑥̃ ise 𝑥̃ = 𝑦̃. 

(ESB3) 𝑥̃ℛ𝑦̃ ve 𝑦̃ℛ𝑧̃ ise 𝑥̃ℛ𝑧̃. 

Bu durumda, (𝑋,ℛ, 𝐸) üçlüsüne de bir esnek sıralı küme denir. Örneğin, (ℝ, ≤̃, 𝐸) bir 

esnek sıralı kümedir. 
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Tanım 4.3.4.  (𝑋, ⪯̃, 𝐸) ve (𝑌, ⪯′̃, 𝐸) iki esnek sıralı küme ve 𝑓 ∶ (𝑋, ⪯̃, 𝐸) → (𝑌,⪯′̃, 𝐸) 

bir dönüşüm olsun. Her 𝑥̃, 𝑦̃ ∈̂ 𝑋̃ için 𝑥̃ ⪯̃ 𝑦̃ iken 𝑓(𝑥̃) ⪯′̃ 𝑓(𝑦̃) oluyorsa bu dönüşüme bir 

esnek azalan olmayan dönüşüm denir.  

Lemma 4.3.5. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir Hausdorff 𝑠𝑒-düzgün uzay ve 𝑝 𝑋 üzerinde bir esnek                           

ℰ-uzaklık olsun. {𝑥̃𝑛}, {𝑦̃𝑛} 𝑋 deki esnek elemanlardan oluşan keyfi diziler ve {𝛼̃𝑛}, {𝛽̃𝑛} 

negatif olmayan esnek reel sayılardan oluşan ve 0̅ ye esnek yakınsayan diziler olsun. Bu 

durumda, her 𝑥̃, 𝑦̃, 𝑧̃ ∈̂ 𝑋̃ için aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(i) Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑦̃) ≤̃ 𝛼̃𝑛 ve 𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑧̃) ≤̃ 𝛽𝑛 ise 𝑦̃ = 𝑧̃ olur. Özel olarak        

𝑝(𝑥̃, 𝑦̃) = 0̅  ve  𝑝(𝑥̃, 𝑧̃) = 0̅  ise 𝑦̃ = 𝑧̃ elde edilir.  

(ii) Her 𝑚 > 𝑛 için 𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑥̃𝑚) ≤̃ 𝛼̃𝑛 ise {𝑥̃𝑛} dizisi 𝒰 ya göre bir esnek Cauchy dizisidir.   

İspat. (i) Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑦̃) ≤̃ 𝛼̃𝑛 ve 𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑧̃) ≤̃ 𝛽𝑛 olsun. {𝛼̃𝑛} ve {𝛽𝑛}, 0̅ ye esnek 

yakınsayan diziler olduğundan her 𝜖̃ >̃ 0̅ esnek reel sayısına karşılık 𝑛 ≥ 𝑛0 özelliğindeki 

her 𝑛 doğal sayısı için 𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑦̃) <̃ 𝜖̃ ve 𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑧̃) <̃ 𝜖̃ olacak şekilde bir 𝑛0 ∈ ℕ sayısı 

vardır. Tanım 4.2.1 (𝑝1) gereğince her 𝑈 ∈ 𝒰 için (𝑦̃, 𝑧̃) ∈ 𝑈 bulunur. O halde, (𝑋,𝒰, 𝐸) 

bir Hausdorff 𝑠𝑒-düzgün uzay olduğundan istenilen 𝑦̃ = 𝑧̃ ifadesi elde edilir. 

(ii) 𝑈 ∈ 𝒰 olsun. Bu durumda bir 𝑧̃ ∈̂ 𝑋̃ için 𝑝(𝑧̃, 𝑥̃) <̃ 𝛿 ve 𝑝(𝑧̃, 𝑦̃) <̃ 𝛿 iken (𝑥̃, 𝑦̃) ∈ 𝑈 

olacak şekilde bir 𝛿 >̃ 0̅ vardır. {𝛼̃𝑛} dizisi 0̅ ye esnek yakınsayan bir dizi olduğundan 

her 𝑛 ≥ 𝑛0 için 𝛼̃𝑛 <̃ 𝛿 olacak şekilde bir 𝑛0 ∈ ℕ vardır. Hipotez gereğince her                       

𝑚 > 𝑛 ≥ 𝑛0 için 𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑥̃𝑚) ≤̃ 𝛼̃𝑛 <̃ 𝛿 elde edilir. Şimdi, 𝑚 > 𝑛 ≥ 𝑛0 olacak şekilde bir 

𝑚 ≥ 1 alınsın. Böylece, her 𝑢, 𝑣 ≥ 𝑚 için 𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑥̃𝑢) <̃ 𝛿 ve 𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑥̃𝑣) <̃ 𝛿 olduğundan 

𝑥̃𝑢 ve 𝑥̃𝑣 esnek elemanları esnek 𝑈-yakındır. 

𝜓 ∶ (ℝ+, ≤̃, 𝐸) → (ℝ+, ≤̃, 𝐸) bir esnek azalan olmayan dönüşüm olsun ve aşağıdaki 

koşulları sağlasın: 

(𝜓1) Her 𝛼̃ >̃ 0̅ için 0̅ <̃ 𝜓(𝛼̃) <̃ 𝛼̃. 

(𝜓2) Her 𝛼̃ >̃ 0̅ için lim
𝑛→∞

𝜓𝑛(𝛼̃) = 0̅.  
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Teorem 4.3.6. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir Hausdorff 𝑠𝑒-düzgün uzay olsun. 𝑝, 𝑋 üzerinde bir esnek            

ℰ-uzaklık olmak üzere (𝑋,𝒰, 𝐸) bir esnek 𝑝-sınırlı uzay olsun ve 𝑓, 𝑔 ∶ (𝑋,𝒰, 𝐸) →

(𝑋, 𝒰, 𝐸) esnek zayıf bağdaşık dönüşümleri aşağıdaki koşulları sağlasın:   

(i) 𝑓(𝑋) ⊆ 𝑔(𝑋). 

(ii) Her 𝑥̃, 𝑦̃ ∈̂ 𝑋̃ için 𝑝(𝑓(𝑥̃), 𝑓(𝑦̃)) ≤̃ 𝜓(𝑝(𝑔(𝑥̃), 𝑔(𝑦̃))). 

(iii) 𝑓(𝑋) veya 𝑔(𝑋) 𝑋 in bir esnek 𝑆-tam alt uzayıdır. 

Bu durumda 𝑓 ve 𝑔 dönüşümlerinin bir tek ortak sabit esnek elemanı vardır. 

İspat. 𝑥̃0 ∈̂ 𝑋̃ olsun. 𝑓(𝑋) ⊆ 𝑔(𝑋) olduğundan 𝑓(𝑥̃0) = 𝑔(𝑥̃1) olacak şekilde bir 𝑥̃1 ∈̂ 𝑋̃ 

esnek elemanı vardır. Benzer şekilde 𝑓(𝑥̃1) = 𝑔(𝑥̃2) olacak şekilde bir 𝑥̃2 ∈̂ 𝑋̃ esnek 

elemanı vardır. Bu şekilde devam edilirse 𝑓(𝑥̃𝑛−1) = 𝑔(𝑥̃𝑛) olacak şekilde bir 𝑥̃𝑛 ∈̂ 𝑋̃ 

esnek elemanı oluşturulabilir. Şimdi, 𝑓(𝑋) deki esnek elemanlardan oluşan bir {𝑓(𝑥̃𝑛)} 

dizisinin bir esnek 𝑝-Cauchy dizisi olduğunu gösterelim. 𝜖̃ >̃ 0̅ olsun. 𝛿𝑝(𝑋̃) >̃ 0̅ 

olduğundan (𝜓2) koşulu gereğince her 𝑛 ≥ 𝑛0 için 𝜓𝑛(𝛿𝑝(𝑋̃)) <̃ 𝜖̃ olacak şekilde bir 

𝑛0 ∈ ℕ doğal sayısı vardır. Bu durumda (ii) den 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 𝑛0 için 

𝑝(𝑓(𝑥̃𝑛), 𝑓(𝑥̃𝑚)) ≤̃ 𝜓 (𝑝(𝑔(𝑥̃𝑛), 𝑔(𝑥̃𝑚))) = 𝜓 (𝑝(𝑓(𝑥̃𝑛−1), 𝑓(𝑥̃𝑚−1))) 

                                          ≤̃ 𝜓2 (𝑝(𝑔(𝑥̃𝑛−1), 𝑔(𝑥̃𝑚−1))) = 𝜓
2 (𝑝(𝑓(𝑥̃𝑛−2), 𝑓(𝑥̃𝑚−2)))   

                                          ⋮                                               

                                          ≤̃ 𝜓𝑛 (𝑝(𝑓(𝑥̃0), 𝑓(𝑥̃𝑚−𝑛))) 

elde edilir. 𝜓 bir esnek azalan olmayan dönüşüm olduğundan  

𝑝(𝑓(𝑥̃𝑛), 𝑓(𝑥̃𝑚)) ≤̃ 𝜓𝑛 (𝑝(𝑓(𝑥̃0), 𝑓(𝑥̃𝑚−𝑛))) ≤̃ 𝜓
𝑛(𝛿𝑝(𝑋̃)) <̃ 𝜖̃ 

sağlanır. Diğer yandan 𝑝 dönüşümü simetrik olmadığından benzer işlemler yapılarak 

𝑝(𝑓(𝑥̃𝑚), 𝑓(𝑥̃𝑛)) ≤̃ 𝜓𝑛(𝛿𝑝(𝑋̃)) <̃ 𝜖̃ 

ifadesi bulunur. Böylece {𝑓(𝑥̃𝑛)} dizisi bir esnek 𝑝-Cauchy dizisidir. 



 73 

𝑋 in bir esnek 𝑆-tam alt uzayı 𝑔(𝑋) olsun. Bu durumda lim
𝑛→∞

𝑝(𝑓(𝑥̃𝑛), 𝑔(𝑟̃)) = 0̅ olacak 

şekilde bir 𝑟̃ ∈̂ 𝑋̃ esnek elemanı vardır. Buradan lim
𝑛→∞

𝑝(𝑔(𝑥̃𝑛), 𝑔(𝑟̃)) = 0̅ ifadesi bulunur.            

O halde 

𝑝(𝑓(𝑥̃𝑛), 𝑓(𝑟̃)) ≤̃ 𝜓 (𝑝(𝑔(𝑥̃𝑛), 𝑔(𝑟̃))) 

olduğundan  

lim
𝑛→∞

𝑝(𝑓(𝑥̃𝑛), 𝑓(𝑟̃)) = lim
𝑛→∞

𝑝(𝑓(𝑥̃𝑛), 𝑔(𝑟̃)) = 0̅ 

elde edilir. Lemma 4.3.5 (i) gereğince 𝑓(𝑟̃) = 𝑔(𝑟̃) dır. 𝑓 ve 𝑔 dönüşümleri esnek zayıf 

bağdaşık dönüşümler olduğundan 𝑓(𝑔(𝑟̃)) = 𝑔(𝑓(𝑟̃)) olur. Ayrıca,  

𝑓(𝑓(𝑟̃)) = 𝑓(𝑔(𝑟̃)) = 𝑔(𝑓(𝑟̃)) = 𝑔(𝑔(𝑟̃)) 

sağlanır. 𝑝 (𝑓(𝑟̃), 𝑓(𝑓(𝑟̃))) >̃ 0̅ olduğunu kabul edelim. (ii) ve (𝜓1) koşullarından  

𝑝 (𝑓(𝑟̃), 𝑓(𝑓(𝑟̃))) ≤̃ 𝜓 (𝑝(𝑔(𝑟̃),𝑔(𝑓(𝑟̃)))) = 𝜓 (𝑝(𝑓(𝑟̃), 𝑓(𝑓(𝑟̃)))) 

                                               <̃ 𝑝(𝑓(𝑟̃), 𝑓(𝑓(𝑟̃)))  

elde edilir. Bu da bir çelişkidir. Buradan 𝑝 (𝑓(𝑟̃), 𝑓(𝑓(𝑟̃))) = 0̅ olur. Benzer şekilde 

𝑝(𝑓(𝑟̃), 𝑓(𝑟̃)) = 0̅ elde edilir. 𝑝 (𝑓(𝑟̃), 𝑓(𝑓(𝑟̃))) = 𝑝(𝑓(𝑟̃), 𝑓(𝑟̃)) = 0̅ olduğundan 

Lemma 4.3.5 (i) gereğince 𝑓(𝑟̃) = 𝑓(𝑓(𝑟̃)) sağlanır. Böylece 𝑔(𝑓(𝑟̃)) = 𝑓(𝑓(𝑟̃)) = 𝑓(𝑟̃) 

olduğundan 𝑓(𝑟̃) esnek elemanı 𝑓 ve 𝑔 dönüşümlerinin bir ortak sabit esnek elemanıdır. 

𝑋 in bir esnek 𝑆-tam alt uzayı 𝑓(𝑋) ise lim
𝑛→∞

𝑝(𝑓(𝑥̃𝑛), 𝑓(𝑢̃)) = 0̅ olacak şekilde bir 𝑢̃ ∈̂ 𝑋̃ 

esnek elemanı vardır. (i) koşulu gereğince 𝑓(𝑢̃) = 𝑔(𝑟̃) olacak şekilde bir 𝑟̃ ∈̂ 𝑋̃ esnek 

elemanı bulunur. Böylece yukarıda yapılan ispata benzer şekilde 𝑔(𝑟̃) esnek elemanı                

𝑓 ve 𝑔 dönüşümlerinin bir ortak sabit esnek elemanıdır. 

Şimdi, 𝑓 ve 𝑔 dönüşümlerinin bir tek ortak sabit esnek elemana sahip olduğunu 

gösterelim. Bunun için 𝑓(𝑢̃) = 𝑔(𝑢̃) = 𝑢̃ ve 𝑓(𝑣̃) = 𝑔(𝑣̃) = 𝑣̃ olacak şekilde 𝑢̃, 𝑣̃ ∈̂ 𝑋̃ 

esnek elemanları olsun. 𝑝(𝑢̃, 𝑣̃) >̃ 0̅ ise (ii) ve (𝜓1) koşullarından 
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𝑝(𝑢̃, 𝑣̃) = 𝑝(𝑓(𝑢̃), 𝑓(𝑣̃)) ≤̃ 𝜓 (𝑝(𝑔(𝑢̃), 𝑔(𝑣̃))) = 𝜓(𝑝(𝑢̃, 𝑣̃)) <̃ 𝑝(𝑢̃, 𝑣̃) 

elde edilir. Bu ise bir çelişkidir. Bu takdirde 𝑝(𝑢̃, 𝑣̃) = 0̅ sağlanır. Benzer şekilde        

𝑝(𝑢̃, 𝑢̃) = 0̅ olduğu gösterilebilir. Böylece Lemma 4.3.5 (i) gereğince 𝑢̃ = 𝑣̃ bulunur.               

O halde 𝑓 ve 𝑔 dönüşümlerinin bir tek ortak sabit esnek elemanı vardır. 

Aşağıdaki örnek, Teorem 4.3.6 daki (ii) koşulu ve 𝑓, 𝑔 dönüşümlerinin esnek zayıf 

bağdaşık olma koşulu kaldırıldığında bu teoremin sağlanmayacağını gösterir. 

Örnek 4.3.7. Örnek 4.2.2 de tanımlanan (𝑋,𝒰𝑑, 𝐸) Hausdorff 𝑠𝑒-düzgün uzayı ve 𝑝 

esnek ℰ-uzaklık dönüşümü alınsın. (𝑋,𝒰𝑑, 𝐸) uzayının bir esnek 𝑝-sınırlı uzay olduğu 

açıktır. 𝑓, 𝑔 ∶ (𝑋,𝒰𝑑 , 𝐸) → (𝑋, 𝒰𝑑, 𝐸) dönüşümleri aşağıdaki gibi tanımlansın.  

𝑓(𝑥) = {
0,    𝑥 ∈ [0,

1

3
)  𝑣𝑒 𝑥 = 1

1

5
,                     𝑥 ∈ [

1

3
, 1)

            𝑔(𝑥) = {

1

3
− 𝑥,    𝑥 ∈ [0,

1

3
)

1

2
,            𝑥 ∈ [

1

3
, 1)

0,                    𝑥 = 1

 

Bu takdirde, 𝑓(𝑋) ⊆ 𝑔(𝑋) ve 𝑓(𝑋) in bir esnek 𝑆-tam uzay olduğu kolayca görülür. 

Diğer yandan,  

𝑓(𝑔(1̅)) = 𝑓(0̅) = 0̅   ve   𝑔(𝑓(1̅)) = 𝑔(0̅) =
1

3

̅
 

olduğundan 𝑓 ve 𝑔 dönüşümleri esnek zayıf bağdaşık dönüşümler değildir. Şimdi, 

𝜓(𝑥) = {
𝑥2,      𝑥 ∈ [0,

1

3
) 

𝑥

3
,       𝑥 ∈ [

1

3
, 1]

 

olacak şekilde bir 𝜓 ∶ [0,1] → [0,1] esnek azalan olmayan dönüşüm tanımlansın. Bu 

dönüşüm 𝜓1 ve 𝜓2 koşullarını sağlar. Fakat her 𝑥̃ ∈̂ 𝑋̃ için 

𝑝 (𝑓(𝑥̃), 𝑓 (
1

3

̅
)) =

1

5

̅
>̃ 𝜓(𝑝 (𝑔(𝑥̃), 𝑔 (

1

3

̅
))) =

1

6

̅
 

olduğundan Teorem 4.3.6 daki (ii) koşulu sağlanmaz. O halde 𝑓 ve 𝑔 dönüşümlerinin 

ortak sabit esnek elemanı yoktur. 
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Aşağıdaki örnek Teorem 4.3.6 nın sağlandığını gösterir. 

Örnek 4.3.8. Örnek 4.2.3 de tanımlanan (𝑋,𝒰, 𝐸) Hausdorff 𝑠𝑒-düzgün uzayı ve 𝑝 esnek 

ℰ-uzaklık dönüşümü alınsın. (𝑋,𝒰, 𝐸) uzayının bir esnek 𝑝-sınırlı uzay olduğu açıktır. 

𝑓, 𝑔 ∶ (𝑋,𝒰, 𝐸) → (𝑋,𝒰, 𝐸) dönüşümleri aşağıdaki gibi tanımlansın. 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 𝑥    ve     𝑔(𝑥) = 𝑥, 𝑔(𝑦) = 𝑦. 

Bu durumda, 𝑓(𝑋) ⊆ 𝑔(𝑋) ve 𝑓(𝑋) in bir esnek 𝑆-tam uzay olduğu kolayca görülür. 

Ayrıca, 𝑓(𝑥̃1) = 𝑔(𝑥̃1) iken 𝑓(𝑔(𝑥̃1)) = 𝑔(𝑓(𝑥̃1)) sağlandığından 𝑓 ve 𝑔 dönüşümleri 

esnek zayıf bağdaşık dönüşümlerdir. Şimdi, Örnek 4.3.7 de tanımlanan 𝜓 dönüşümü ele 

alınsın. Böylece Teorem 4.3.6 daki (ii) koşulu her 𝑥̃, 𝑦̃ ∈̂ 𝑋̃ için gerçeklenir. O halde 

Teorem 4.3.6 daki tüm koşullar sağlanır ve dolayısıyla 𝑥̃1 esnek elemanı 𝑓 ve 𝑔 nin tek 

ortak sabit esnek elemanıdır. 

Teorem 4.3.6 da sırasıyla 𝑔 = 𝐼𝑑𝑋 ve 𝑓 = 𝐼𝑑𝑋 alınırsa aşağıdaki sonuçlar kolaylıkla elde 

edilir (Burada 𝐼𝑑𝑋 ∶ 𝑋 → 𝑋 bir birim dönüşümdür). 

Sonuç 4.3.9. (𝑋,𝒰,𝐸) bir Hausdorff 𝑠𝑒-düzgün uzay olsun. 𝑝 𝑋 üzerinde bir esnek             

ℰ-uzaklık olmak üzere (𝑋,𝒰, 𝐸) bir esnek 𝑝-sınırlı uzay olsun ve 𝑓 ∶ (𝑋, 𝒰, 𝐸) →

(𝑋, 𝒰, 𝐸) dönüşümü aşağıdaki koşulları sağlasın:   

(i) Her 𝑥̃, 𝑦̃ ∈̂ 𝑋̃ için 𝑝(𝑓(𝑥̃), 𝑓(𝑦̃)) ≤̃ 𝜓(𝑝(𝑥̃, 𝑦̃)). 

(ii) 𝑓(𝑋) 𝑋 in bir esnek 𝑆-tam alt uzayıdır.  

Bu durumda 𝑓 dönüşümünün bir tek sabit esnek elemanı vardır.  

Sonuç 4.3.10. (𝑋,𝒰,𝐸) bir Hausdorff 𝑠𝑒-düzgün uzay ve bir esnek 𝑆-tam uzay olsun.                

𝑝, 𝑋 üzerinde bir esnek ℰ-uzaklık olmak üzere (𝑋,𝒰, 𝐸) bir esnek 𝑝-sınırlı uzay olsun. 

Her 𝑥̃, 𝑦̃ ∈̂ 𝑋̃ için    

𝑝(𝑥̃, 𝑦̃) ≤̃ 𝜓 (𝑝(𝑔(𝑥̃), 𝑔(𝑦̃))) 

olacak şekilde bir 𝑔 ∶ (𝑋,𝒰, 𝐸) → (𝑋,𝒰, 𝐸) örten dönüşümü varsa bu durumda                             

𝑔 dönüşümünün bir tek sabit esnek elemanı vardır. 
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Tanım 4.3.11. 𝑋 boştan farklı bir küme, 𝐸 parametrelerin bir kümesi ve 𝑓 ∶ 𝑋 →  ℝ bir 

dönüşüm olsun. 𝑋 deki esnek elemanlardan oluşan her {𝑥̃𝑛} dizisi için {𝑓(𝑥̃𝑛)} dizisi ℝ 

de bir esnek yakınsak dizi oluyorsa 𝑓 ye bir esnek yarı dizisel sürekli dönüşüm denir.   

Örnek 4.3.12. Her 𝑓 ∶ 𝑋 →  ℝ sabit dönüşümünün bir esnek yarı dizisel sürekli dönüşüm 

olduğunu görmek kolaydır. 

Tanım 4.3.13. (𝑋, ⪯̃, 𝐸) bir esnek sıralı küme ve 𝑓, 𝑔 ∶ 𝑋 → 𝑋 iki dönüşüm olsun. Her 

𝑥̃ ∈̂ 𝑋̃ için 𝑓(𝑥̃) ⪯̃ 𝑔(𝑓(𝑥̃)) ve 𝑔(𝑥̃) ⪯̃ 𝑓(𝑔(𝑥̃)) oluyorsa 𝑓 ve 𝑔 dönüşümlerine esnek 

zayıf artan dönüşümler denir. 

Örnek 4.3.14. ([0,1], ≤̃, 𝐸) bir esnek sıralı küme olsun ve Örnek 4.2.5 de tanımlanan                  

𝑓, 𝑔 ∶ [0, 1] → [0, 1] dönüşümleri alınsın. Bu durumda 0̅ ≤̃ 𝑥̃ <̃
1

3

̅
 koşulunu sağlayan her 

𝑥̃ esnek elemanı için 

𝑓(𝑥̃) = 𝑥̃ ≤̃ 𝑔(𝑓(𝑥̃)) = 𝑔(𝑥̃) = 1̅ − 𝑥̃  ve  𝑔(𝑥̃) = 1̅ − 𝑥̃ ≤̃ 𝑓(𝑔(𝑥̃)) = 𝑓(1̅ − 𝑥̃) = 1̅ 

elde edilir. Benzer şekilde  
1

3

̅
≤̃ 𝑥̃ ≤̃ 1̅ koşulunu sağlayan her 𝑥̃ esnek elemanı için 

𝑓(𝑥̃) = 1̅ ≤̃ 𝑔(𝑓(𝑥̃)) = 𝑔(1̅) = 1̅  ve  𝑔(𝑥̃) = 1̅ ≤̃ 𝑓(𝑔(𝑥̃)) = 𝑓(1̅) = 1̅ 

sağlanır. Diğer tüm 𝑥̃ ∈̂ 𝑋̃ esnek elemanları için de sağlandığından 𝑓 ve 𝑔 dönüşümleri 

esnek zayıf artan dönüşümlerdir. 

Lemma 4.3.15. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir Hausdorff 𝑠𝑒-düzgün uzay, 𝑝 𝑋 üzerinde bir esnek ℰ-uzaklık 

ve 𝜑 ∶ 𝑋 → ℝ bir dönüşüm olsun. Her 𝑥̃, 𝑦̃ ∈̂ 𝑋̃ için    

𝑥̃ ⪯̃ 𝑦̃  ⇔ 𝑥̃ = 𝑦̃  veya  𝑝(𝑥̃, 𝑦̃) ≤̃ 𝜑(𝑥̃) − 𝜑(𝑦̃) 

şeklinde tanımlanan ⪯̃ esnek bağıntısı 𝑋 üzerinde bir esnek sıralama bağıntısıdır.   

İspat. ⪯̃ esnek bağıntısının (ESB1)-(ESB3) özelliklerini sağladığını gösterelim. 

(ESB1) Her 𝑥̃ ∈̂ 𝑋̃ için 𝑥̃ = 𝑥̃ olduğundan 𝑥̃ ⪯̃ 𝑥̃ sağlanır. 

(ESB2) Her 𝑥̃, 𝑦̃ ∈̂ 𝑋̃ için 𝑥̃ ⪯̃ 𝑦̃ ve 𝑦̃ ⪯̃ 𝑥̃ olsun. Bu takdirde, 

𝑥̃ = 𝑦̃  veya  𝑝(𝑥̃, 𝑦̃) ≤̃ 𝜑(𝑥̃) − 𝜑(𝑦̃)   ve   𝑦̃ = 𝑥̃  veya  𝑝(𝑦̃, 𝑥̃) ≤̃ 𝜑(𝑦̃) − 𝜑(𝑥̃) 
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elde edilir. Buradan ya 𝑥̃ = 𝑦̃ ya da 𝑝(𝑥̃, 𝑦̃) + 𝑝(𝑦̃, 𝑥̃) = 0̅ dir. 𝑝(𝑥̃, 𝑦̃) + 𝑝(𝑦̃, 𝑥̃) = 0̅ ise 

bu durumda 𝑝(𝑥̃, 𝑦̃) = 0̅ ve 𝑝(𝑦̃, 𝑥̃) = 0̅ olur. Tanım 4.2.1 (𝑝2) gereğince 𝑝(𝑥̃, 𝑥̃) = 0̅ 

sağlanır. Böylece Lemma 4.3.5 (i) den istenilen 𝑥̃ = 𝑦̃ ifadesi elde edilir.  

(ESB3) Her 𝑥̃, 𝑦̃, 𝑧̃ ∈̂ 𝑋̃ için 𝑥̃ ⪯̃ 𝑦̃ ve 𝑦̃ ⪯̃ 𝑧̃ olsun. Bu takdirde, 

𝑥̃ = 𝑦̃  veya  𝑝(𝑥̃, 𝑦̃) ≤̃ 𝜑(𝑥̃) − 𝜑(𝑦̃)   ve   𝑦̃ = 𝑧̃  veya  𝑝(𝑦̃, 𝑧̃) ≤̃ 𝜑(𝑦̃) − 𝜑(𝑧̃) 

elde edilir. O halde, 𝑥̃ ⪯̃ 𝑧̃ olduğunu göstermek için aşağıdaki durumları inceleyelim: 

1.Durum: 𝑥̃ = 𝑦̃ ve 𝑦̃ = 𝑧̃ ise 𝑥̃ = 𝑧̃ olduğundan 𝑥̃ ⪯̃ 𝑧̃ sağlanır. 

2.Durum: 𝑥̃ = 𝑦̃ ve 𝑝(𝑦̃, 𝑧̃) ≤̃ 𝜑(𝑦̃) − 𝜑(𝑧̃) ise 𝑝(𝑥̃, 𝑧̃) ≤̃ 𝜑(𝑥̃) − 𝜑(𝑧̃) olduğundan 

𝑥̃ ⪯̃ 𝑧̃ bulunur. 

3.Durum: 𝑝(𝑥̃, 𝑦̃) ≤̃ 𝜑(𝑥̃) − 𝜑(𝑦̃) ve 𝑦̃ = 𝑧̃ ise 𝑝(𝑥̃, 𝑧̃) ≤̃ 𝜑(𝑥̃) − 𝜑(𝑧̃) olduğundan 

𝑥̃ ⪯̃ 𝑧̃ olur. 

4.Durum: 𝑝(𝑥̃, 𝑦̃) ≤̃ 𝜑(𝑥̃) − 𝜑(𝑦̃) ve 𝑝(𝑦̃, 𝑧̃) ≤̃ 𝜑(𝑦̃) − 𝜑(𝑧̃) ise bu durumda 

𝑝(𝑥̃, 𝑧̃) ≤̃ 𝑝(𝑥̃, 𝑦̃) + 𝑝(𝑦̃, 𝑧̃) ≤̃ 𝜑(𝑥̃) − 𝜑(𝑦̃) + 𝜑(𝑦̃) − 𝜑(𝑧̃) = 𝜑(𝑥̃) − 𝜑(𝑧̃) 

olduğundan 𝑥̃ ⪯̃ 𝑧̃ sağlanır.  

Böylece ⪯̃ esnek bağıntısı 𝑋 üzerinde bir esnek sıralama bağıntısıdır.     

Tanım 4.3.16. Yukarıda tanımlanan esnek bağıntıya 𝜑 ile üretilen bir esnek sıralama 

bağıntısı denir.  

Teorem 4.3.17. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir Hausdorff 𝑠𝑒-düzgün uzay olsun. Her 𝑥̃ ∈̂ 𝑋̃ için                 

𝑝(𝑥̃, 𝑥̃) = 0̅ olacak şekilde 𝑝 𝑋 üzerinde bir esnek ℰ-uzaklık, 𝜑 ∶ 𝑋 → ℝ bir esnek yarı 

dizisel sürekli dönüşüm ve 𝑓, 𝑔 ∶ (𝑋,𝒰, 𝐸) → (𝑋,𝒰, 𝐸) dönüşümleri esnek 𝑝-sürekli 

olsun.  Aşağıdaki koşullar sağlanırsa bu durumda 𝑓 ve 𝑔 dönüşümlerinin bir ortak sabit 

esnek elemanı vardır. 

(i) (𝑋,𝒰,𝐸) bir esnek 𝑝-tam uzaydır. 

(ii) ⪯̃ esnek bağıntısı 𝑋 üzerinde 𝜑 ile üretilen bir esnek sıralama bağıntısı olmak üzere 

𝑓, 𝑔 ∶ (𝑋, ⪯̃, 𝐸) →  (𝑋, ⪯̃, 𝐸)  dönüşümleri esnek zayıf artan dönüşümlerdir.  
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İspat. 𝑥̃𝑜 ∈̂ 𝑋̃ olsun. 𝑛 ∈ {0,1, … } için 

𝑓(𝑥̃2𝑛) = 𝑥̃2𝑛+1   ve   𝑔(𝑥̃2𝑛+1) = 𝑥̃2𝑛+2 

olacak şekilde 𝑋 deki esnek elemanlardan oluşan bir {𝑥̃𝑛} dizisi tanımlansın. 𝑓 ve 𝑔 

dönüşümleri esnek zayıf artan olduğundan 

𝑥̃1 = 𝑓(𝑥̃0) ⪯̃ 𝑔(𝑓(𝑥̃0)) = 𝑔(𝑥̃1) = 𝑥̃2 

𝑥̃2 = 𝑔(𝑥̃1) ⪯̃ 𝑓(𝑔(𝑥̃1)) = 𝑓(𝑥̃2) = 𝑥̃3 

bulunur. Bu şekilde devam edilirse  

𝑥̃1 ⪯̃ 𝑥̃2 ⪯̃ … ⪯̃ 𝑥̃𝑛 ⪯̃ 𝑥̃𝑛+1 ⪯̃ … 

elde edilir. 𝜑 dönüşümü bir esnek yarı dizisel sürekli olduğundan {𝜑(𝑥̃𝑛)} dizisi esnek reel 

sayılardan oluşan bir esnek yakınsak dizidir. Bu dizinin ℝ de bir esnek Cauchy dizisi 

olduğu kolayca görülür. Buradan {𝑥̃𝑛} dizisi 𝒰 ya göre bir esnek Cauchy dizisidir. 

Gerçekten, 𝑈 ∈ 𝒰 olsun. Bu takdirde, bir 𝑧̃ ∈̂ 𝑋̃ için 𝑝(𝑧̃, 𝑥̃) <̃ 𝛿 ve 𝑝(𝑧̃, 𝑦̃) <̃ 𝛿 iken 

(𝑥̃, 𝑦̃) ∈ 𝑈 olacak şekilde bir 𝛿 >̃ 0̅ vardır. {𝜑(𝑥̃𝑛)} dizisi ℝ de bir esnek Cauchy dizisi 

olduğundan her 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 için |𝜑(𝑥̃𝑚) − 𝜑(𝑥̃𝑛)| <̃ 𝛿 olacak şekilde bir 𝑛0 ≥ 1 doğal 

sayısı vardır. Diğer yandan, 𝑚 = 𝑛 ise 𝑥̃𝑛 ve 𝑥̃𝑚 esnek elemanlarının esnek 𝑈-yakın 

olduğu açıktır. 𝑛 < 𝑚 ise 𝑥̃𝑛 ⪯̃ 𝑥̃𝑚 olduğundan 

𝑥̃𝑛 = 𝑥̃𝑚  veya  𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑥̃𝑚) ≤̃ 𝜑(𝑥̃𝑛) − 𝜑(𝑥̃𝑚) 

elde edilir. Buradan  

𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑥̃𝑚) ≤̃ 𝜑(𝑥̃𝑛) − 𝜑(𝑥̃𝑚) = |𝜑(𝑥̃𝑚) − 𝜑(𝑥̃𝑛)| <̃ 𝛿 

ifadesi sağlanır. O halde her 𝑥̃ ∈̂ 𝑋̃ için 𝑝(𝑥̃, 𝑥̃) = 0̅ olduğundan 𝑥̃𝑛 ve 𝑥̃𝑚 esnek 

elemanları esnek 𝑈-yakındır. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir esnek 𝑝-tam uzay olduğundan bir 𝑥̃ ∈̂ 𝑋̃ esnek 

elemanı için lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑥̃) = 0̅ elde edilir. Buradan, 𝑓 esnek 𝑝-sürekli olduğundan 

lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥̃2𝑛+1, 𝑥̃) = lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥̃2𝑛+1, 𝑓(𝑥̃)) = 0̅ bulunur. Böylece Lemma 4.3.5 (i) gereğince 

𝑓(𝑥̃) = 𝑥̃ sağlanır. Benzer şekilde 𝑔 dönüşümü de esnek 𝑝-sürekli olduğundan 𝑔(𝑥̃) = 𝑥̃ 

elde edilir. O halde 𝑓 ve 𝑔 dönüşümleri bir ortak sabit esnek elemana sahiptir. 
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Teorem 4.3.18. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir Hausdorff 𝑠𝑒-düzgün uzay olsun. Her 𝑥̃ ∈̂ 𝑋̃ için                 

𝑝(𝑥̃, 𝑥̃) = 0̅ olacak şekilde 𝑝 𝑋 üzerinde bir esnek ℰ-uzaklık, 𝜑 ∶ 𝑋 → ℝ bir esnek yarı 

dizisel sürekli dönüşüm ve 𝑓 ∶ (𝑋,𝒰, 𝐸) → (𝑋,𝒰, 𝐸) bir esnek 𝑝-sürekli dönüşüm olsun.  

Aşağıdaki koşullar sağlanırsa bu durumda 𝑓 dönüşümünün bir sabit esnek elemanı vardır. 

(i) (𝑋,𝒰,𝐸) bir esnek 𝑝-tam uzaydır. 

(ii) ⪯̃ esnek bağıntısı 𝑋 üzerinde 𝜑 ile üretilen bir esnek sıralama bağıntısı olmak üzere 

𝑓 ∶ (𝑋, ⪯̃, 𝐸) →  (𝑋, ⪯̃, 𝐸)  dönüşümü bir 𝑥̃0 ∈̂ 𝑋̃ için 𝑥̃0 ⪯̃ 𝑓(𝑥̃0) olacak şekilde bir esnek 

azalan olmayan dönüşümdür.  

İspat. 𝑥̃0 ⪯̃ 𝑓(𝑥̃0) olacak şekilde bir 𝑥̃0 ∈̂ 𝑋̃ esnek elemanı olsun. 𝑛 ∈ {1,2,… } için 

𝑓(𝑥̃𝑛−1) = 𝑥̃𝑛 olacak şekilde 𝑋 deki esnek elemanlardan oluşan bir {𝑥̃𝑛} dizisi 

tanımlansın. 𝑓 dönüşümü esnek azalan olmayan olduğundan 𝑥̃0 ⪯̃ 𝑥̃1 ⪯̃ 𝑥̃2 ⪯̃ … elde 

edilir. Teorem 4.3.17 nin ispatındakine benzer işlemler yapılırsa {𝑥̃𝑛} dizisinin 𝒰 ya göre bir 

esnek Cauchy dizisi olduğu görülür. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir esnek 𝑝-tam uzay olduğundan 

lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑥̃) = 0̅ olacak şekilde bir 𝑥̃ ∈̂ 𝑋̃ esnek elemanı vardır. 𝑓 dönüşümü esnek                

𝑝-sürekli olduğundan lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑥̃) = lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥̃𝑛, 𝑓(𝑥̃)) =0̅ bulunur. Böylece Lemma 4.3.5 

(i) gereğince 𝑓(𝑥̃) = 𝑥̃ sağlanır. 

Örnek 4.3.19. Örnek 4.2.3 de tanımlanan (𝑋,𝒰, 𝐸) Hausdorff 𝑠𝑒-düzgün uzayı ve 𝑝 

esnek ℰ-uzaklık dönüşümü alınsın. ∆ ∈ 𝒰 olduğundan (𝑋,𝒰, 𝐸) bir esnek 𝑝-tam uzaydır. 

Şimdi, 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 𝑥 ve 𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑦) = 0 olacak şekilde 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑋 ve 𝜑 ∶ 𝑋 → ℝ 

dönüşümleri tanımlansın. 𝜑 dönüşümü bir sabit dönüşüm olduğundan bir esnek yarı 

dizisel sürekli dönüşümdür. Diğer yandan, 𝜑 ile üretilen esnek sıralama bağıntısı                                                    

⪯̃ = {(𝑥̃1, 𝑥̃1), (𝑥̃2, 𝑥̃2), (𝑥̃3, 𝑥̃3), (𝑥̃4, 𝑥̃4)} şeklindedir. O halde 𝑓 dönüşümü bir esnek                  

𝑝-sürekli ve ⪯̃ esnek bağıntısına göre bir esnek azalan olmayan dönüşümdür. Ayrıca, 

𝑥̃1 ∈̂ 𝑋̃ için 𝑥̃1 ⪯̃ 𝑓(𝑥̃1) elde edilir. Böylece, Teorem 4.3.18 deki tüm koşullar sağlanır ve 

𝑥̃1 𝑓 nin bir sabit esnek elemanı olur. 
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5. BULANIK ESNEK DÜZGÜN UZAYLAR 

Bu bölümde öncelikle Çetkin ve Aygün (2014) tarafından verilen bulanık esnek süzgeçler 

ile ilgili özellikler incelenecektir. Çarpım bulanık esnek topolojik uzaylarda bulanık 

esnek süzgeçlerin yakınsaklığı üzerine çalışılacaktır. Ayrıca bir ultra bulanık esnek 

süzgeç ve bir doygun bulanık esnek süzgeç kavramları tanımlanarak önemli sonuçları 

elde edilecektir. Bunun yanı sıra bir bulanık esnek komşuluk sistemi tanımlanacak ve bu 

tanımdan faydalanarak bir bulanık esnek topoloji üretilecektir. Daha sonra Lowen 

anlamında bir bulanık esnek düzgün uzay tanımlanarak bulanık esnek komşuluk sistemi 

ve bulanık esnek topoloji ile arasındaki ilişki gösterilecektir. Ayrıca bir bulanık esnek 

düzgün sürekli dönüşüm kavramı verilecek ve bir bulanık esnek düzgün sürekli 

dönüşümden bir bulanık esnek sürekli dönüşüm elde edilecektir. 

5.1. BULANIK ESNEK SÜZGEÇLER 

Bu bölümde bulanık esnek süzgeçler ile ilgili özellikler çalışılacaktır. Bir bulanık esnek 

süzgeç tabanı tanımı verilecek ve bir bulanık esnek süzgecin bir esnek dönüşüm altındaki 

görüntüsü incelenecektir. 

Tanım 5.1.1. (i) Boştan farklı bir ℱ ⊂ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) ailesi aşağıdaki özellikleri sağlarsa ℱ 

ailesine 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeç denir. 

(S1) ∅̃ ∉ ℱ. 

(S2)  𝑓, 𝑔 ∈ ℱ ise 𝑓 ⊓ 𝑔 ∈ ℱ. 

(S3) 𝑓 ∈ ℱ ve 𝑓 ⊑ 𝑔 ise 𝑔 ∈ ℱ. 

(ii) ℱ1 ve ℱ2, 𝑋 üzerinde iki bulanık esnek süzgeç olsun. ℱ1 ⊆ ℱ2 ise ℱ1, ℱ2 den daha 

kaba (veya ℱ2, ℱ1 den daha incedir) denir (Çetkin ve Aygün 2014).  
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Örnek 5.1.2. Her 𝛼 ∈ (0,1] için 

ℱ𝛼 = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝑒 ∈ 𝐸 𝑣𝑒 𝑥 ∈ 𝑋 𝑖ç𝑖𝑛 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑓} 

ailesi 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeçtir.   

Tanım 5.1.3. 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu durumda, 

(i)  𝐽 indis kümesi sonlu olmak üzere {𝑒𝑖}𝑖∈𝐽 ⊂ 𝐸 için 𝑓(𝑒𝑖) ≠ 0𝑋 ve her 𝑒 ∈ 𝐸 − {𝑒𝑖}𝑖∈𝐽 

için 𝑓(𝑒) = 0𝑋 ise 𝑓 bir sonlu bulanık esnek küme olarak adlandırılır. 

(ii) 𝐽 indis kümesi sayılabilir olmak üzere {𝑒𝑖}𝑖∈𝐽 ⊂ 𝐸 için 𝑓(𝑒𝑖) ≠ 0𝑋 ve her                        

𝑒 ∈ 𝐸 − {𝑒𝑖}𝑖∈𝐽 için 𝑓(𝑒) = 0𝑋 ise 𝑓 bir sayılabilir bulanık esnek küme olarak 

adlandırılır. 

Uyarı 5.1.4. Sonlu sayıdaki sonlu bulanık esnek kümelerin birleşiminin bir sonlu bulanık 

esnek küme olduğu kolaylıkla görülebilir. Ayrıca sayılabilir sayıdaki sayılabilir bulanık 

esnek kümelerin birleşimi de bir sayılabilir bulanık esnek kümedir. 

Örnek 5.1.5. (i) 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2} ve 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, . . . } olsun. Bu durumda,  

𝑓 = {(𝑒1, {𝑥1 0,2⁄ , 𝑥2 0⁄ }), (𝑒2, {𝑥1 0,5⁄ , 𝑥2 0,1⁄ }), (𝑒3, 0𝑋), (𝑒4, 0𝑋), . . . } 

bir sonlu bulanık esnek kümedir. 

(ii) 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2}, 𝐸 = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ ℝ} ve 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Her 𝑒 ∈ {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ ℕ} için 

𝑓(𝑒) ≠ 0𝑋 ve her 𝑒′ ∈ 𝐸 − {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ ℕ} için 𝑓(𝑒′) = 0𝑋 ise 𝑓 bir sayılabilir bulanık esnek 

kümedir. 

Örnek 5.1.6. (i) 𝑋 herhangi bir küme ve 𝐸 sonsuz bir küme olsun. Bu takdirde,  

ℱ = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | 𝑓𝑐 𝑠𝑜𝑛𝑙𝑢} 

ailesi 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeçtir. 

(ii) 𝑋 herhangi bir küme ve 𝐸 sayılamaz bir küme olsun. Bu takdirde,  

ℱ = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | 𝑓𝑐 𝑠𝑎𝑦𝚤𝑙𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟} 

ailesi 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeçtir. 
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Tanım 5.1.7. Bir ℬ ⊂ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) ailesi aşağıdaki özellikleri sağlarsa ℬ ailesine 𝑋 üzerinde 

bir bulanık esnek süzgeç tabanı denir. 

(B1) ℬ ≠ ∅ ve ∅̃ ∉ ℬ dir. 

(B2) Her 𝑓, 𝑔 ∈ ℬ için ℎ ⊑ 𝑓 ⊓ 𝑔 olacak şekilde bir ℎ ∈ ℬ vardır. 

Uyarı 5.1.8. ℬ, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeç tabanı ise  

〈ℬ〉 = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | 𝑏𝑖𝑟 ℎ ∈ ℬ 𝑖ç𝑖𝑛 ℎ ⊑ 𝑓} 

ailesinin 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeç olduğu kolaylıkla görülebilir. Bu bulanık 

esnek süzgece ℬ tarafından üretilen bir bulanık esnek süzgeç denir. 

Örnek 5.1.9. ∅̃ ≠ 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olmak üzere ℬ = {𝑓} ailesi 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek 

süzgeç tabanıdır. 

Teorem 5.1.10. 𝜑𝜓 ∶ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) → 𝐹𝑆(𝑌, 𝐾) bir bulanık esnek dönüşüm ve ℱ, 𝑋 üzerinde 

bir bulanık esnek süzgeç ise  

{𝜑𝜓(𝑓) | 𝑓 ∈ ℱ} 

ailesi de 𝑌 üzerindeki bir 𝜑𝜓(ℱ) bulanık esnek süzgeci için bir tabandır. 

İspat. Tanım 5.1.7 deki (B1) ve (B2) koşullarının sağlandığı bulanık esnek süzgeç 

tanımından açıktır. 

5.2. BULANIK ESNEK SÜZGEÇ YAKINSAKLIĞI 

Bu bölümde öncelikle bir bulanık esnek süzgeç yardımıyla bir bulanık esnek topoloji 

üretilecektir. Daha sonra bulanık esnek topolojik uzaylarda bulanık esnek süzgeç 

yakınsaklığı tanımlanarak önemli özellikler elde edilecektir. Ayrıca bir bulanık esnek 

Hausdorff uzaydaki bir bulanık esnek süzgecin bir tek bulanık esnek noktaya yakınsadığı 

gösterilecektir.   
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Lemma 5.2.1. Her 𝑒𝑥𝛼 ∈ 𝐹𝑆𝑃(𝑋) esnek noktasına (BEK1)-(BEK5) koşullarını sağlayan 

bir 𝒩(𝑒𝑥𝛼) ailesi karşılık getirilsin. Bu durumda her 𝑒𝑥𝛼 ∈ 𝐹𝑆𝑃(𝑋) bulanık esnek noktası 

için 𝒩(𝑒𝑥𝛼) ailesi 𝑒𝑥𝛼 nın bir bulanık esnek komşuluk sistemi olacak şekilde 𝑋 üzerinde 

bir tek bulanık esnek topoloji vardır. 

İspat. 𝜏 = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑓 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼)} olsun. Bu takdirde, 

∅̃, 𝑋̃ ∈ 𝜏 olduğu açıktır. 

𝑓, 𝑔 ∈ 𝜏 ve 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑓 ⊓ 𝑔 olsun. Bu durumda 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑓 ve 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑔 olur. Böylece                   

𝑓, 𝑔 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) ve (BEK4) gereğince 𝑓 ⊓ 𝑔 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) elde edilir. O halde 𝑓 ⊓ 𝑔 ∈ 𝜏 dur. 

{𝑓𝑖}𝑖∈𝐽 ⊆ 𝜏 ve 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ ⨆𝑖∈𝐽𝑓𝑖 olsun. Buradan 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑓𝑖0 olacak şekilde bir 𝑖0 ∈ 𝐽 vardır.           

𝜏 nun tanımından 𝑓𝑖0 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) bulunur. O halde (BEK3) gereğince ⨆𝑖∈𝐽𝑓𝑖 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) 

elde edilir. 

Şimdi, 𝒩(𝑒𝑥𝛼) ailesinin 𝑒𝑥𝛼 nın bir bulanık esnek komşuluk sistemi olduğunu 

gösterelim. 𝑓 bulanık esnek kümesi 𝑒𝑥𝛼 nın bir bulanık esnek komşuluğu olsun.  Bu 

durumda 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑔 ⊑ 𝑓 olacak şekilde bir 𝑔 ∈ 𝜏 vardır. 𝜏 nun tanımından 𝑔 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) dır. 

O halde 𝑔 ⊑ 𝑓 olduğundan 𝑓 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) elde edilir. Tersine, 𝑓 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) olsun. (BEK5) 

gereğince 𝑔 ⊑ 𝑓 ve her 𝑒′𝑦𝜆 ∈̃ 𝑔 için 𝑔 ∈ 𝒩(𝑒′𝑦𝜆) olacak şekilde bir 𝑔 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) vardır. 

𝜏 nun tanımı gereğince 𝑔 ∈ 𝜏 sağlanır. Ayrıca, 𝑔 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) olduğundan 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑔 elde 

edilir. Böylece 𝑓 bulanık esnek kümesi 𝑒𝑥𝛼 nın bir bulanık esnek komşuluğudur. 

Teorem 5.2.2. Boştan farklı herhangi bir 𝑋 kümesi üzerindeki her 𝑒𝑥𝛼 bulanık esnek 

noktasına aşağıdaki özellikleri sağlayan bir ℱ(𝑒𝑥𝛼) bulanık esnek süzgeci karşı gelirse, 

ℱ(𝑒𝑥𝛼) bulanık esnek süzgeci 𝒩(𝑒𝑥𝛼) bulanık esnek komşuluk sistemi olacak şekilde 𝑋 

üzerinde bir tek 𝜏 bulanık esnek topolojisi vardır. 

(i) 𝑓 ∈ ℱ(𝑒𝑥𝛼) ise 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑓 dir. 

(ii) 𝑓 ∈ ℱ(𝑒𝑥𝛼) ise 𝑔 ⊑ 𝑓 olacak şekilde bir 𝑔 ∈ ℱ(𝑒𝑥𝛼) vardır. Burada her 𝑒′𝑦𝜆 ∈̃ 𝑔 için 

𝑔 ∈ ℱ(𝑒′𝑦𝜆) dır. 

İspat. ℱ(𝑒𝑥𝛼) ailesi (BEK1)-(BEK5) özelliklerini sağladığından Lemma 5.2.1 gereğince 

ispat açıktır. 
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Tanım 5.2.3. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir bulanık esnek topolojik uzay, 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) ve 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑋̃ olsun. 

Her 𝑔 ∈ 𝒩((𝑒𝑥𝛼)
𝑐) için 𝑔 ⋢ 𝑓𝑐 oluyorsa 𝑒𝑥𝛼 bulanık esnek noktasına 𝑓 bulanık esnek 

kümesinin bir bulanık esnek değme noktası denir. 

Örnek 5.2.4. 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2} ve 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2} olsun. 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) bulanık esnek 

kümeleri aşağıdaki şekilde tanımlansın. 

𝑓 = {(𝑒1, {𝑥1 0,1, 𝑥2 0,7⁄⁄ }), (𝑒2, {𝑥1 0,5, 𝑥2 0,3⁄⁄ })}, 

𝑔 = {(𝑒1, {𝑥1 0,3, 𝑥2 0,6⁄⁄ }), (𝑒2, {𝑥1 0,2, 𝑥2 0,3⁄⁄ })}. 

Bu takdirde, 𝜏 = {∅̃, 𝑋̃, 𝑓, 𝑔, 𝑓 ⊔ 𝑔, 𝑓 ⊓ 𝑔} ailesi 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek topolojidir. 

Ayrıca her ℎ ∈ 𝒩(𝑒1𝑥2
0,6) için ℎ ⋢ 𝑓𝑐 olduğundan 𝑒1𝑥2

0,4 bulanık esnek noktası 𝑓 bulanık 

esnek kümesinin bir bulanık esnek değme noktasıdır. 

Teorem 5.2.5. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir bulanık esnek topolojik uzay ve 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑓 ̅

olması için gerek ve yeter koşul 𝑒𝑥𝛼 nın 𝑓 bulanık esnek kümesinin bir bulanık esnek 

değme noktası olmasıdır. 

İspat. (⇒) 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑓 ̅olsun. 𝑓 yi içeren her 𝑘 bulanık esnek kapalı kümesi için 𝛼 ≤ 𝑘(𝑒)(𝑥) 

sağlanır. O halde ℎ ⊑ 𝑓𝑐 koşulunu sağlayan her ℎ bulanık esnek açık kümesi için 

ℎ(𝑒)(𝑥) ≤ (1 − 𝛼) dır. Diğer bir deyişle, (1 − 𝛼) < ℎ(𝑒)(𝑥) koşulunu sağlayan her ℎ 

bulanık esnek açık kümesi için ℎ ⋢ 𝑓𝑐  dir. Böylece 𝑒𝑥𝛼, 𝑓 nin bir bulanık esnek değme 

noktasıdır. 

(⇐) 𝑒𝑥𝛼, 𝑓 nin bir bulanık esnek değme noktası olsun. Bu takdirde, 𝑒𝑥1−𝛼 ∈̃ ℎ koşulunu 

sağlayan her ℎ bulanık esnek açık kümesi için ℎ ⋢ 𝑓𝑐 elde edilir. Buna göre, ℎ ⊑ 𝑓𝑐 

olacak şekildeki her ℎ bulanık esnek açık kümesi için (1 − 𝛼) > ℎ(𝑒)(𝑥) dir. Diğer bir 

deyişle, 𝑓 ⊑ 𝑘 olacak şekildeki her 𝑘 bulanık esnek kapalı kümesi için 𝛼 ≤ 𝑘(𝑒)(𝑥) 

bulunur. Böylece 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑓 ̅sağlanır. 

Tanım 5.2.6. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir bulanık esnek topolojik uzay ve ℱ, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek 

süzgeç olsun. 𝑒𝑥𝛼 ∈ 𝐹𝑆𝑃(𝑋) olmak üzere, 

(i) 𝒩(𝑒𝑥𝛼) ⊆ ℱ ise ℱ bulanık esnek süzgeci 𝑒𝑥𝛼 bulanık esnek noktasına yakınsar denir 

ve bu durum ℱ → 𝑒𝑥𝛼 ile gösterilir. Bu 𝑒𝑥𝛼 bulanık esnek noktasına da ℱ nin bir bulanık 

esnek limit noktası denir. 
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(ii) Her 𝑓 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) ve her 𝑔 ∈ ℱ için 𝑓 ⊓ 𝑔 ≠ ∅̃ ise 𝑒𝑥𝛼 bulanık esnek noktasına ℱ nin 

bir bulanık esnek yığılma noktası denir ve bu durum ℱ∞𝑒𝑥𝛼 notasyonu ile gösterilir. 

ℱ → 𝑒𝑥𝛼 ise ℱ∞𝑒𝑥𝛼 olduğu açıktır, fakat aşağıdaki örnek bunun tersinin genelde doğru 

olmadığını gösterir.  

Örnek 5.2.7. Örnek 5.2.4 deki (𝑋, 𝜏, 𝐸) bulanık esnek topolojik uzayı alınsın. 𝑋 

üzerindeki bir ℱ = {ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | 𝑓 ⊑ ℎ} bulanık esnek süzgeci bir 𝑒1𝑥1
0,3 ∈ 𝐹𝑆𝑃(𝑋) 

bulanık esnek yığılma noktasına sahiptir, fakat bulanık esnek limit noktası yoktur. 

Teorem 5.2.8. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir bulanık esnek topolojik uzay ve ℱ, 𝑋 üzerinde bir bulanık 

esnek süzgeç olsun. Bir 𝑒𝑥𝛼 ∈ 𝐹𝑆𝑃(𝑋) bulanık esnek noktasının ℱ nin bir bulanık esnek 

yığılma noktası olması için gerek ve yeter koşul 𝑋 üzerinde ℱ den daha ince olan ve 𝑒𝑥𝛼 

bulanık esnek noktasına yakınsayan bir 𝒢 bulanık esnek süzgecinin bulunmasıdır. 

İspat. (⇒) ℱ∞𝑒𝑥𝛼 ise {𝑓 ⊓ 𝑔 | 𝑓 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼), 𝑔 ∈ ℱ} ailesi 𝑋 üzerindeki bir 𝒢 bulanık 

esnek süzgeci için bir tabandır. Bu 𝒢 bulanık esnek süzgeci ℱ den daha incedir ve                    

ℱ → 𝑒𝑥𝛼 sağlanır. 

(⇐) ℱ ⊆ 𝒢 ve 𝒢 → 𝑒𝑥𝛼 ise her 𝑓 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) ve her 𝑔 ∈ ℱ için 𝑓, 𝑔 ∈ 𝒢 olduğundan                

𝑓 ⊓ 𝑔 ≠ ∅̃ ve dolayısıyla ℱ∞𝑒𝑥𝛼 elde edilir. 

Teorem 5.2.9. (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir bulanık esnek topolojik uzay, 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) ve 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑋̃ olsun. 

Bu takdirde aşağıdaki özellikler sağlanır.  

(i) 𝑓 ∈ 𝜏 olması için gerek ve yeter koşul 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑓 bulanık esnek noktasına yakınsayan 𝑋 

üzerindeki her ℱ bulanık esnek süzgeci için 𝑓 ∈ ℱ olmasıdır.  

(ii) 𝑒𝑥𝛼 bulanık esnek noktasının 𝑓 nin bir bulanık esnek değme noktası olması için gerek 

ve yeter koşul 𝑓𝑐 ∉ ℱ ve ℱ → 𝑒𝑥1−𝛼  olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir ℱ bulanık esnek 

süzgecinin olmasıdır. 

(iii) 𝑓 ∈ 𝜏𝑐 olması için gerek ve yeter koşul 𝑋 üzerindeki bir ℱ bulanık esnek süzgeci için 

𝑓𝑐 ∉ ℱ ve ℱ → 𝑒𝑥1−𝛼  olduğunda 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑓 olmasıdır. 

İspat. (i) (⇒) Bulanık esnek açık küme tanımından kolaylıkla elde edilir. 
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(⇐) 𝑓 nin kendi içindeki her bulanık esnek noktasının bir bulanık esnek komşuluğu 

olduğunu göstermek yeterlidir. 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑓 olsun ve 𝒩(𝑒𝑥𝛼) = ℱ alınsın. Bu durumda 

hipotezden 𝑓 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) bulunur. 

(ii) (⇒) 𝑒𝑥𝛼 bulanık esnek noktası 𝑓 nin bir bulanık esnek değme noktası ise her                   

𝑔 ∈ 𝒩(𝑒𝑥1−𝛼) için 𝑔 ⋢ 𝑓𝑐 dir. ℱ = 𝒩(𝑒𝑥1−𝛼) alınsın. Buradan 𝑓𝑐 ∉ ℱ ve ℱ → 𝑒𝑥1−𝛼  

sağlanır. 

(⇐) 𝑓𝑐 ∉ ℱ ve ℱ → 𝑒𝑥1−𝛼  olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir ℱ bulanık esnek süzgeç olsun.      

O halde her 𝑔 ∈ 𝒩(𝑒𝑥1−𝛼) için 𝑔 ⋢ 𝑓𝑐 dir, aksi halde 𝑓𝑐 ∈ ℱ çelişkisi elde edilirdi. 

Böylece 𝑒𝑥𝛼, 𝑓 nin bir bulanık esnek değme noktasıdır. 

(iii) (⇒) Özellik (ii) ve Teorem 5.2.5 den açıktır. 

(⇐) 𝑓̅ ⊑ 𝑓 olduğunu göstermek yeterlidir. 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑓 ̅ olsun. Teorem 5.2.5 den her                    

𝑔 ∈ 𝒩(𝑒𝑥1−𝛼) için 𝑔 ⋢ 𝑓𝑐 bulunur. ℱ = 𝒩(𝑒𝑥1−𝛼) alınsın. O halde 𝑓𝑐 ∉ ℱ ve                      

ℱ → 𝑒𝑥1−𝛼  sağlanır. Böylece hipotezden 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑓 elde edilir. 

Teorem 5.2.10. (𝑋, 𝜏1, 𝐸) ve (𝑌, 𝜏2, 𝐾) herhangi iki bulanık esnek topolojik uzay ve 

𝜑𝜓 : (𝑋, 𝜏1, 𝐸) → (𝑌, 𝜏2, 𝐾) bir bulanık esnek dönüşüm olsun. 𝜑𝜓 bulanık esnek 

dönüşümünün bir 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑋̃ bulanık esnek noktasında bulanık esnek sürekli olması için  

gerek ve yeter koşul ℱ → 𝑒𝑥𝛼 koşulunu sağlayan 𝑋 üzerindeki her ℱ bulanık esnek 

süzgeci için 𝜑𝜓 (ℱ) → 𝜑𝜓 (𝑒𝑥𝛼) sağlanmasıdır. 

İspat. (⇒) 𝜑𝜓 bulanık esnek dönüşümü 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑋̃ bulanık esnek noktasında bulanık esnek 

sürekli olduğundan her 𝑓 ∈ 𝒩(𝜑𝜓 (𝑒𝑥𝛼)) için 𝜑𝜓 (𝑔) ⊑ 𝑓 olacak şekilde bir                        

𝑔 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) vardır. ℱ → 𝑒𝑥𝛼 olduğundan 𝑔 ∈ ℱ ve buradan da 𝑓 ∈ 𝜑𝜓 (ℱ) olur. Böylece 

𝒩(𝜑𝜓 (𝑒𝑥𝛼)) ⊆ 𝜑𝜓 (ℱ), yani 𝜑𝜓 (ℱ) → 𝜑𝜓 (𝑒𝑥𝛼) elde edilir. 

(⇐) ℱ = 𝒩(𝑒𝑥𝛼) olsun. O halde ℱ → 𝑒𝑥𝛼 sağlandığından 𝜑𝜓 (ℱ) → 𝜑𝜓 (𝑒𝑥𝛼) olur. Bu 

ise her 𝑓 ∈ 𝒩(𝜑𝜓 (𝑒𝑥𝛼)) için  𝜑𝜓 (𝑔) ⊑ 𝑓 olacak şekilde bir 𝑔 ∈ 𝒩(𝑒𝑥𝛼) nın mevcut 

olduğunu ifade eder. Buna göre 𝜑𝜓 bulanık esnek dönüşümü bu 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ 𝑋̃ bulanık esnek 

noktasında bulanık esnek süreklidir. 
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Uyarı 5.2.11. Her 𝑖 ∈ 𝐽 için 𝑋𝑖 boştan farklı bir küme, 𝐸𝑖 𝑋𝑖 için uygun olan 

parametrelerin bir kümesi ve 𝑒𝑖
𝑥
𝑖

𝛼𝑖 ∈ 𝐹𝑆𝑃(𝑋𝑖) olsun. Bir ∏ 𝑒𝑖
𝑥
𝑖

𝛼𝑖𝑖∈𝐽  bulanık esnek 

çarpımı ∏ 𝑋𝑖𝑖∈𝐽  de bir bulanık esnek noktadır ve bu durum 𝛼 = inf{𝛼𝑖 |  𝑖 ∈ 𝐽} olmak 

üzere (𝑒𝑖)(𝑥𝑖)𝛼  notasyonu ile gösterilecektir. 

Teorem 5.2.12. {(𝑋𝑖, 𝜏𝑖, 𝐸𝑖)}𝑖∈𝐽 bulanık esnek topolojik uzayların bir ailesi,                               

(𝑋 = ∏ 𝑋𝑖𝑖∈𝐽 , 𝜏, 𝐸) bir çarpım bulanık esnek topoloji ve ℱ, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek 

süzgeç olsun. Bu durumda aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(i) ℱ → (𝑒𝑖)(𝑥𝑖)𝛼 ∈ 𝐹𝑆𝑃(𝑋) olması için gerek ve yeter koşul her 𝑖 ∈ 𝐽 için 

(𝑝𝑋𝑖)(𝑞𝐸𝑖)
(ℱ) → 𝑒𝑖

𝑥
𝑖

𝛼𝑖 ∈ 𝐹𝑆𝑃(𝑋𝑖) olmasıdır.  

(ii) ℱ∞(𝑒𝑖)(𝑥𝑖)𝛼 ∈ 𝐹𝑆𝑃(𝑋) ise her 𝑖 ∈ 𝐽 için (𝑝𝑋𝑖)(𝑞𝐸𝑖)
(ℱ)∞𝑒𝑖

𝑥
𝑖

𝛼𝑖 ∈ 𝐹𝑆𝑃(𝑋𝑖) dir. 

İspat. (i) (⇒) ℱ → (𝑒𝑖)(𝑥𝑖)𝛼  ve her 𝑖 ∈ 𝐽 için (𝑝𝑋𝑖)(𝑞𝐸𝑖)
 bulanık esnek sürekli olduğundan 

Teorem 5.2.10 gereğince (𝑝𝑋𝑖)(𝑞𝐸𝑖)
(ℱ) → (𝑝𝑋𝑖)(𝑞𝐸𝑖)

((𝑒𝑖)(𝑥𝑖)𝛼) = 𝑒𝑖
𝑥
𝑖

𝛼𝑖  elde edilir. 

(⇐) Her 𝑖 ∈ 𝐽 için (𝑝𝑋𝑖)(𝑞𝐸𝑖)
(ℱ) → 𝑒𝑖

𝑥
𝑖

𝛼𝑖  olsun. Tanım 2.6.12 den 

ℬ = {⨅𝑖∈Ʌ(𝑝𝑋𝑖)
−1

(𝑞𝐸𝑖)
(𝑓𝑖) | ∀𝑖 ∈ Ʌ , 𝑓𝑖 ∈ 𝜏𝑖 𝑣𝑒 Ʌ ⊂ 𝐽 𝑠𝑜𝑛𝑙𝑢} 

ailesi 𝜏 için bir tabandır. ℱ → (𝑒𝑖)(𝑥𝑖)𝛼  olduğunu göstermek için (𝑒𝑖)(𝑥𝑖)𝛼 ∈̃ ℎ olacak 

şekilde bir ℎ = ⨅𝑗=1
𝑛 (𝑝𝑋𝑖𝑗

)
−1

(𝑞𝐸𝑖𝑗
)
(𝑓𝑖𝑗) ∈ ℬ alınsın. Hipotezden her 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑛} için 

(𝑝𝑋𝑖𝑗
)
(𝑞𝐸𝑖𝑗

)
(ℱ) → 𝑒𝑖𝑗

𝑥
𝑖𝑗

𝛼𝑖𝑗
 ve dolayısıyla 𝑓𝑖𝑗 ∈ (𝑝𝑋𝑖𝑗

)
(𝑞𝐸𝑖𝑗

)
(ℱ) elde edilir. Teorem 

5.1.10 gereğince bir 𝑔𝑗 ∈ ℱ için (𝑝𝑋𝑖𝑗
)
(𝑞𝐸𝑖𝑗

)
(𝑔𝑗) ⊑ 𝑓𝑖𝑗  sağlanır. Buradan her                        

𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑛} için 𝑔𝑗 ⊑ (𝑝𝑋𝑖𝑗
)
−1

(𝑞𝐸𝑖𝑗
)
(𝑓𝑖𝑗) olur. Diğer yandan, ⨅𝑗=1

𝑛 𝑔𝑗 ∈ ℱ ve                            

⨅𝑗=1
𝑛 𝑔𝑗 ⊑ ⨅𝑗=1

𝑛 (𝑝𝑋𝑖𝑗
)
−1

(𝑞𝐸𝑖𝑗
)
(𝑓𝑖𝑗) = ℎ olduğundan ℎ ∈ ℱ bulunur. Sonuç olarak        

ℱ → (𝑒𝑖)(𝑥𝑖)𝛼  elde edilir.  
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(ii) Özellik (i) ve Teorem 5.2.8 den açıktır.  

Teorem 5.2.13. Bir (𝑋, 𝜏, 𝐸) bulanık esnek topolojik uzayın bir bulanık esnek Hausdorff 

uzay olması için gerek ve yeter koşul (𝑋, 𝜏, 𝐸) deki yakınsak her bulanık esnek süzgecin 

bir tek bulanık esnek limit noktasına yakınsamasıdır. 

İspat. (⇒) (𝑋, 𝜏, 𝐸) bir bulanık esnek Hausdorff uzay ve ℱ, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek 

süzgeç olsun. ℱ bulanık esnek süzgecinin 𝑒
𝑥1
𝛼1
1  ve 𝑒

𝑥2
𝛼2
2  gibi iki farklı bulanık esnek 

noktaya yakınsadığını kabul edelim. Hipotezden 𝑒
𝑥1
𝛼1
1 ∈̃ 𝑓, 𝑒

𝑥2
𝛼2
2 ∈̃ 𝑔 ve 𝑓 ⊓ 𝑔 = ∅̃ olacak 

şekilde 𝑓, 𝑔 ∈ 𝜏 vardır. ℱ bulanık esnek süzgeci 𝑒
𝑥1
𝛼1
1  ve 𝑒

𝑥2
𝛼2
2  bulanık esnek noktalarına 

yakınsadığından 𝑓, 𝑔 ∈ ℱ dir. (S2) bulanık esnek süzgeç aksiyomundan 𝑓 ⊓ 𝑔 = ∅̃ ∈ ℱ 

elde edilir ki bu da (S1) ile çelişir. O halde 𝑒
𝑥1
𝛼1
1 = 𝑒

𝑥2
𝛼2
2  sağlanır. 

(⇐) (𝑋, 𝜏, 𝐸) nin bir bulanık esnek Hausdorff uzay olmadığını kabul edelim. O halde her 

𝑓 ∈ 𝒩 ( 𝑒
𝑥1
𝛼1
1 ) ve her 𝑔 ∈ 𝒩 (𝑒

𝑥2
𝛼2
2 ) için 𝑓 ⊓ 𝑔 ≠ ∅̃ olacak şekilde 𝑒

𝑥1
𝛼1
1 ≠ 𝑒

𝑥2
𝛼2
2  koşulunu 

sağlayan 𝑒
𝑥1
𝛼1
1 , 𝑒

𝑥2
𝛼2
2 ∈̃ 𝑋̃ bulanık esnek noktaları vardır. Bu durumda, 

ℱ = {𝑓 ⊓ 𝑔 | 𝑓 ∈ 𝒩 ( 𝑒
𝑥1
𝛼1
1 ) , 𝑔 ∈ 𝒩 (𝑒

𝑥2
𝛼2
2 )} 

ailesi 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeçtir. Diğer yandan, 𝒩( 𝑒
𝑥1
𝛼1
1 ) ⊂ ℱ ve 

𝒩(𝑒
𝑥2
𝛼2
2 ) ⊂ ℱ olduğundan ℱ →  𝑒

𝑥1
𝛼1
1  ve ℱ → 𝑒

𝑥2
𝛼2
2  çelişkisine varılır. Sonuç olarak 

(𝑋, 𝜏, 𝐸) bir bulanık esnek Hausdorff uzaydır. 

Aşağıdaki örnek, bulanık esnek Hausdorff uzay olmayan bir bulanık esnek topolojik 

uzaydaki bir bulanık esnek süzgecin birden fazla bulanık esnek noktaya yakınsadığını 

gösterir. 

Örnek 5.2.14. Örnek 5.2.4 deki (𝑋, 𝜏, 𝐸) bulanık esnek topolojik uzayı alınsın. Buna göre 

(𝑋, 𝜏, 𝐸) bir bulanık esnek Hausdorff uzay değildir. Ayrıca, 𝒩(𝑒
𝑥2
0,7
1 ) = 𝒩 (𝑒

𝑥1
0,5
2 ) 

olduğu kolayca görülür. Diğer yandan, ℱ = 𝒩 (𝑒
𝑥2
0,7
1 ) = 𝒩 (𝑒

𝑥1
0,5
2 ) olarak alınırsa            

ℱ → 𝑒
𝑥2
0,7
1  ve ℱ → 𝑒

𝑥1
0,5
2  elde edilir.  
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5.3. ULTRA BULANIK ESNEK SÜZGEÇLER 

Bu bölümde bir ultra bulanık esnek süzgeç kavramı tanımlanacak ve önemli sonuçları 

elde edilecektir. Bunu yanı sıra bir bulanık esnek kümenin dayanağı tanımı verilerek ultra 

bulanık esnek süzgeçler ile klasik anlamdaki ultra süzgeçler arasındaki ilişki 

araştırılacaktır. 

Tanım 5.3.1. 𝑋 üzerindeki bir ℱ bulanık esnek süzgecinden daha ince bir bulanık esnek 

süzgeç yok ise ℱ bulanık esnek süzgecine bir ultra bulanık esnek süzgeç denir. Ayrıca, 𝑋 

kümesi üzerindeki {ℱ𝑖}𝑖∈𝛬 bulanık esnek süzgeçler ailesi daha kaba olma bağıntısına göre 

kısmi sıralı olduğundan {ℱ𝑖}𝑖∈𝛬 ailesi içindeki maksimal elemanlar ultra bulanık esnek 

süzgeçlerdir. 

Teorem 5.3.2. Bir 𝑋 kümesi üzerindeki her ℱ bulanık esnek süzgecinden daha ince olan 

bir ultra bulanık esnek süzgeç vardır. 

İspat. ℱ den daha ince olan 𝑋 üzerindeki tüm bulanık esnek süzgeçlerin kümesi Ω olsun. 

Bu küme daha kaba olma bağıntısına göre kısmi sıralıdır. Şimdi, bir {ℱ𝑖 | 𝑖 ∈ 𝛬} ⊆ Ω  

zinciri alalım. Bu takdirde ⋃ ℱ𝑖 𝑖∈𝛬 , 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeçtir ve                   

{ℱ𝑖 | 𝑖 ∈ 𝛬} alt kümesinin bir üst sınırıdır. Zorn Lemma dan Ω kümesi bir 𝒢 maksimal 

elemana sahiptir. Böylece 𝒢, ℱ yi içeren bir ultra bulanık esnek süzgeçtir.  

Lemma 5.3.3. 𝒜 ⊂ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 𝒜 ailesi sonlu arakesit özelliğine sahip ise 𝑋 

üzerinde 𝒜 ⊆ ℱ özelliğine sahip bir ℱ bulanık esnek süzgeci vardır. 

İspat. 𝒜 ailesinin tüm sonlu arakesitlerinden oluşan aile 𝛥(𝒜) ve 𝛥(𝒜) ya ait herhangi 

bir bulanık esnek kümeyi kapsayan tüm bulanık esnek kümelerin oluşturduğu aile de ℱ 

olsun. Buradan ℱ nin 𝒜 yı içeren bir bulanık esnek süzgeç olduğu kolaylıkla gösterilir. 

Teorem 5.3.4. ℱ, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeç olsun. Bu takdirde, aşağıdaki 

özellikler sağlanır. 

(i) ℱ nin 𝑋 üzerinde bir ultra bulanık esnek süzgeç olması için gerek ve yeter koşul her 

𝑓 ∈ ℱ için 𝑓 ⊓ 𝑔 = ∅̃ olacak şekildeki her 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) bulanık esnek kümesinin ℱ ye 

ait olmasıdır. 



 90 

(ii) ℱ, 𝑋 üzerinde bir ultra bulanık esnek süzgeç ve 𝑓1 ⊔ 𝑓2 ∈ ℱ ise ya 𝑓1 ∈ ℱ ya da        

𝑓2 ∈ ℱ dir. 

(iii) ℱ, 𝑋 üzerinde bir ultra bulanık esnek süzgeç ise her 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) için ya 𝑓 ∈ ℱ                

ya da 𝑓𝑐 ∈ ℱ dir. 

İspat. (i) ℱ, 𝑋 üzerinde bir ultra bulanık esnek süzgeç ve her 𝑓 ∈ ℱ için 𝑓 ⊓ 𝑔 = ∅̃ olacak 

şekilde bir 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 𝒢 = ℱ ∪ {𝑔} ailesinin sonlu arakesit özelliğine sahip 

olduğu kolayca görülebilir. Lemma 5.3.3 den 𝒢 ⊆ ℋ olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir ℋ 

bulanık esnek süzgeci vardır. ℱ nin maksimalliğinden ℱ = ℋ bulunur. Böylece 𝑔 ∈ ℱ 

elde edilir. 

Tersine, her 𝑓 ∈ ℱ için 𝑓 ⊓ 𝑔 = ∅̃ olacak şekildeki her 𝑔 bulanık esnek kümesi ℱ ye ait 

olsun. ℱ ⊆ 𝒢 olacak şekilde bir 𝒢 bulanık esnek süzgeç olduğunu kabul edelim. O halde 

ℎ ∈ 𝒢 ve ℎ ∉ ℱ olacak şekilde bir ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) vardır. 𝑓 ∈ ℱ ise bu durumda 𝑓, ℎ ∈ 𝒢 

ve dolayısıyla 𝑓 ⊓ ℎ ≠ ∅̃ sağlanır. Buradan, ℎ ∈ ℱ çelişkisi elde edilir.  

(ii) 𝑓1, 𝑓2 ∉ ℱ olduğunu kabul edelim ve 𝑓 = 𝑓1 ⊔ 𝑓2 ∈ ℱ olsun. Özellik (i) gereğince                                   

𝑓1 ⊓ 𝑔1 = 𝑓2 ⊓ 𝑔2 = ∅̃ olacak şekilde 𝑔1, 𝑔2 ∈ ℱ vardır. 𝑔 = 𝑔1 ⊓ 𝑔2 ise bu durumda 

𝑔 ∈ ℱ ve 𝑓 ⊓ 𝑔 = ∅̃ elde edilir. Bu ise 𝑓 ∉ ℱ çelişkisine neden olur. 

(iii) 𝑓 ∉ ℱ ve 𝑓𝑐 ∉ ℱ olduğunu kabul edelim. Özellik (i) den 𝑔 ⊓ (𝑓 ⊔ 𝑓𝑐) = ∅̃ olacak 

şekilde bir 𝑔 ∈ ℱ vardır. 𝑔 ≠ ∅̃ olduğundan en az bir 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑔(𝑒)(𝑥) ≠ 0 

sağlanır. Diğer yandan, 𝑓(𝑒)(𝑥) ∨ 𝑓𝑐(𝑒)(𝑥) ≠ 0 olduğundan 

𝑔(𝑒)(𝑥) ∧ (𝑓(𝑒)(𝑥) ∨ 𝑓𝑐(𝑒)(𝑥)) ≠ 0  

çelişkisi elde edilir. 

Tanım 5.3.5. ℱ, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeç olsun. ⨅{𝑓 | 𝑓 ∈ ℱ} = ∅̃ ise bu         

ℱ bulanık esnek süzgecine bir serbest bulanık esnek süzgeç denir.  

Teorem 5.3.6. Her ℱ ultra bulanık esnek süzgeci bir serbest bulanık esnek süzgeçtir. 

İspat. ⨅{𝑓 | 𝑓 ∈ ℱ} ≠ ∅̃ olduğunu kabul edelim. Bu durumda bir 𝑒𝑥𝛼 ∈̃ ⨅{𝑓 | 𝑓 ∈ ℱ} 

bulanık esnek noktası vardır. Şimdi, 𝜆 < 𝛼 olacak şekilde bir 𝑒𝑥𝜆  bulanık esnek noktası 
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alınsın. Her 𝑓 ∈ ℱ için 𝑒𝑥𝜆 ⊓ 𝑓 ≠ ∅̃ olduğundan Teorem 5.3.4 (i) gereğince 𝑒𝑥𝜆 ∈ ℱ dir. 

Böylece 𝛼 ≤ 𝜆 çelişkisi elde edilir. 

Teorem 5.3.7. 𝜑𝜓 ∶ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) → 𝐹𝑆(𝑌, 𝐾) bir bulanık esnek dönüşüm ve ℬ, 𝑋 üzerinde 

bir ultra bulanık esnek süzgeç tabanı olsun. Bu takdirde, 

ℬ∗ = {𝜑𝜓(𝑓) | 𝑓 ∈ ℬ} 

𝑌 üzerinde bir ultra bulanık esnek süzgeç tabanıdır. 

İspat.  Öncelikle, ℬ∗ ın 𝑌 üzerinde bir bulanık esnek süzgeç tabanı olduğunu gösterelim. 

(B1) ℬ∗ ≠ ∅ ve ∅̃ ∉ ℬ∗ olduğu açıktır. 

(B2) 𝜑𝜓(𝑓1), 𝜑𝜓(𝑓2) ∈ ℬ
∗ olsun. Bu durumda 𝑓3 ⊑ 𝑓1 ⊓ 𝑓2 olacak şekilde bir 𝑓3 ∈ ℬ 

vardır. Buradan 𝜑𝜓(𝑓3) ⊑ 𝜑𝜓(𝑓1) ⊓ 𝜑𝜓(𝑓2) elde edilir. Böylece ℬ∗, 𝑌 üzerinde bir 

bulanık esnek süzgeç tabanıdır. 

 ℬ∗ ile üretilen 𝑌 üzerindeki bulanık esnek süzgeç ℱ∗ olsun. Şimdi ℱ∗ ın bir ultra bulanık 

esnek süzgeç olduğunu gösterelim. ℱ∗ ⊂ 𝒢 olacak şekilde 𝑌 üzerinde başka bir bulanık 

esnek süzgeç olduğunu varsayalım. Bu durumda, 𝑔 ∈ 𝒢 ve 𝑔 ∉ ℱ∗ olacak şekilde bir     

 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) vardır. ℬ ile üretilen 𝑋 üzerindeki ultra bulanık esnek süzgeç ℱ olsun.       

𝑓 ∈ ℱ ise bir ℎ ∈ ℬ için ℎ ⊑ 𝑓 dir. Buna göre, 𝜑𝜓(ℎ) ⊓ 𝑔 ≠ ∅̃ olduğundan   

𝜑𝜓(ℎ)(𝑘)(𝑦) > 𝛼 ve 𝑔(𝑘)(𝑦) > 𝛼 olacak şekilde en az bir 𝑘 ∈ 𝐾, 𝑦 ∈ 𝑌 ve 𝛼 > 0 

vardır. 𝜑𝜓(ℎ) ın tanımından 𝜓(𝑒) = 𝑘, 𝜑(𝑥) = 𝑦 ve ℎ(𝑒)(𝑥) > 𝛼 olacak şekilde en az 

bir 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 vardır. Buradan, aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

𝛼 < min{ℎ(𝑒)(𝑥), 𝑔(𝜓(𝑒))(𝜑(𝑥))} = min{ℎ(𝑒)(𝑥), 𝜑𝜓
−1(𝑔)(𝑒)(𝑥)} 

                                                                           = (ℎ ⊓ 𝜑𝜓
−1(𝑔)) (𝑒)(𝑥) 

                                                                            ≤ (𝑓 ⊓ 𝜑𝜓
−1(𝑔)) (𝑒)(𝑥). 

Böylece, her 𝑓 ∈ ℱ için 𝑓 ⊓ 𝜑𝜓
−1(𝑔) ≠ ∅̃ sağlanır. Teorem 5.3.4 (i) den 𝜑𝜓

−1(𝑔) ∈ ℱ ve 

buradan da bir 𝑔1 ∈ ℬ için 𝑔1 ⊑ 𝜑𝜓
−1(𝑔) bulunur. O halde, 𝜑𝜓(𝑔1) ⊑ 𝑔 ve 𝜑𝜓(𝑔1) ∈ ℬ

∗ 

olduğundan 𝑔 ∈ ℱ∗ çelişkisi elde edilir.  
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Uyarı 5.3.8. 𝑋 boştan farklı bir küme, 𝐸 parametrelerin bir kümesi ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝐴 

üzerindeki bulanık esnek kümelerin ailesi, 

𝐹𝑆(𝐴, 𝐸) = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝑒 ∈ 𝐸 𝑣𝑒 ℎ𝑒𝑟 𝑥 ∈ 𝑋 − 𝐴 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓(𝑒)(𝑥) = 0} 

biçiminde ifade edilebilir.  

Tanım 5.3.9. 𝑋 boştan farklı bir küme, 𝐸 parametrelerin bir kümesi ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝜒𝐴, 

𝐴 nın bir karakteristik fonksiyonu olmak üzere, her 𝑒 ∈ 𝐸 için  

  𝜒𝐴̃(𝑒) = 𝜒𝐴     

şeklinde tanımlanan 𝜒𝐴̃ ∶ 𝐸 → 𝐼𝑋 dönüşümü 𝐴 üzerinde bir bulanık esnek kümedir (Neog 

ve diğ. 2012). 

Lemma 5.3.10. Boştan farklı bir 𝑋 kümesinin 𝐴 ve 𝐵 alt kümeleri olsun. Bu durumda, 

(i) 𝜒𝐴̃ ⊓ 𝜒𝐵̃ = 𝜒𝐴∩𝐵̃. 

(ii) 𝜒𝐴̃ ⊔ 𝜒𝐵̃ = 𝜒𝐴∪𝐵̃. 

(iii) (𝜒𝐴̃)
𝑐 = 𝜒𝐴𝑐̃ . 

İspat. Tanım 5.3.9 dan açıktır. 

Teorem 5.3.11. ℱ, 𝑋 üzerinde bir ultra bulanık esnek süzgeç, 𝐴 ⊆ 𝑋 ve her 𝑒 ∈ 𝐸,                 

𝑥 ∈ 𝑋 − 𝐴 için 𝑓∗(𝑒)(𝑥) = 0 olacak şekilde bir 𝑓∗ ∈ ℱ olsun. Her 𝑓 ∈ ℱ için                        

𝑓𝐴 = 𝑓 ⊓ 𝜒𝐴̃ olmak üzere, 

ℱ𝐴 = {𝑓𝐴 | 𝑓 ∈ ℱ} 

ailesi 𝐴 üzerinde bir ultra bulanık esnek süzgeçtir. 

İspat. Öncelikle ℱ𝐴 nın 𝐴 üzerinde bir bulanık esnek süzgeç olduğunu gösterelim. 

(S1) ∅̃ ∈ ℱ𝐴 olduğunu kabul edelim. O halde bir 𝑓 ∈ ℱ için 𝑓 ⊓ 𝜒𝐴̃ = ∅̃ olur. Buradan              

𝑓 ⊓ 𝑓∗ = ∅̃ ∈ ℱ çelişkisine ulaşılır. 

(S2) 𝑓𝐴, 𝑔𝐴 ∈ ℱ𝐴 olsun. Bu takdirde, 𝑓, 𝑔 ∈ ℱ ve buradan da 𝑓 ⊓ 𝑔 ∈ ℱ bulunur. Buna 

göre, (𝑓 ⊓ 𝑔)𝐴 = 𝑓𝐴 ⊓ 𝑔𝐴 olduğundan 𝑓𝐴 ⊓ 𝑔𝐴 ∈ ℱ𝐴 sağlanır. 
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(S3) 𝑓𝐴 ∈ ℱ𝐴 olsun. 𝑓𝐴 ⊑ 𝑔 koşulunu sağlayan bir 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝐴, 𝐸) alınsın. 𝑓 yi içeren bir 

ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) bulanık esnek kümesi, her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için   

ℎ(𝑒)(𝑥) = {
𝑔(𝑒)(𝑥),    𝑥 ∈ 𝐴
1,                 𝑥 ∉ 𝐴

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda, ℎ ∈ ℱ ve 𝑔 = ℎ𝐴 ∈ ℱ𝐴 elde edilir. 

Şimdi ise ℱ𝐴 nın 𝐴 üzerinde bir ultra bulanık esnek süzgeç olduğunu gösterelim. Her          

𝑓𝐴 ∈ ℱ𝐴 için 𝑓𝐴 ⊓ 𝑔 ≠ ∅̃ olacak şekilde bir 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝐴, 𝐸) olsun. Bir ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) bulanık 

esnek kümesi, her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 

  ℎ(𝑒)(𝑥) = {
𝑔(𝑒)(𝑥),    𝑥 ∈ 𝐴
1,                 𝑥 ∉ 𝐴

 

olarak tanımlansın. Her 𝑓 ∈ ℱ için 𝑓 ⊓ ℎ ≠ ∅̃ olduğundan Teorem 5.3.4 (i) gereğince           

ℎ ∈ ℱ ve buradan da 𝑔 = ℎ𝐴 ∈ ℱ𝐴 sağlanır. Böylece Teorem 5.3.4 (i) den istenilen sonuç 

elde edilir.    

Tanım 5.3.12. 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu takdirde, 

𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑓) = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑓(𝑒)(𝑥) > 0, ∀𝑒 ∈ 𝐸} 

ailesine 𝑓 bulanık esnek kümesinin dayanağı denir. 

Örnek 5.3.13. 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3} ve 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2} olsun. O halde, 

𝑓 = {(𝑒1, {𝑥1 0⁄ , 𝑥2 0,3⁄ , 𝑥3 0,2⁄ }), (𝑒2, {𝑥1 0,1⁄ , 𝑥2 0,4⁄ , 𝑥3 0⁄ })} 

bulanık esnek kümesi için 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑓) = {𝑥2} dir. 

Tanım 5.3.14. ℱ, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeç ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝐴 = 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑓) 

olacak şekildeki her 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) için 𝑓 ∈ ℱ oluyorsa 𝐴 alt kümesine ℱ tarafından 

içerilir denir ve bu durum 𝐴 ⊢ ℱ ile gösterilir. 

Teorem 5.3.15. ℱ, 𝑋 üzerinde bir ultra bulanık esnek süzgeç ise her 𝐴 ⊆ 𝑋 için ya 𝐴 ⊢ ℱ 

ya da 𝐴𝑐 ⊢ ℱ dir. 

İspat. Her 𝐴 ⊆ 𝑋 için 𝐴 ⊬ ℱ ve 𝐴𝑐 ⊬ ℱ olduğunu kabul edelim. 𝐴 ⊬ ℱ ise 𝐴 = 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑓) 

olacak şekildeki bir 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) için 𝑓 ∉ ℱ olur. Benzer şekilde 𝐴𝑐 ⊬ ℱ ise                     
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𝐴𝑐 = 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑔) olacak şekildeki bir 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) için 𝑔 ∉ ℱ bulunur. Teorem 5.3.4 (i) 

den 𝑓, 𝑔 ∉ ℱ ise 𝑓 ⊓ ℎ1 = ∅̃ ve 𝑔 ⊓ ℎ2 = ∅̃ olacak şekilde ℎ1, ℎ2 ∈ ℱ vardır. Buna göre             

𝐴 = 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑓) olduğundan her 𝑥 ∈ 𝐴 ve 𝑒 ∈ 𝐸 için ℎ1(𝑒)(𝑥) = 0 olur. Ayrıca                    

𝐴𝑐 = 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑔) olduğundan her 𝑥 ∈ 𝐴𝑐 ve 𝑒 ∈ 𝐸 için ℎ2(𝑒)(𝑥) = 0 dır. Bu ise                    

ℎ1 ⊓ ℎ2 = ∅̃ ∈ ℱ çelişkisine neden olur.    

Teorem 5.3.16. ℱ, 𝑋 üzerinde bir ultra bulanık esnek süzgeç olsun. Bu durumda                        

ℱ𝑖 = {𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑓) | 𝑓 ∈ ℱ} ailesi 𝑋 üzerinde bir ultra süzgeçtir. 

İspat. 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Bu durumda ya 𝐴 ∈ ℱ𝑖 ya da 𝐴𝑐 ∈ ℱ𝑖 olduğunu gösterelim. ℱ, 𝑋 

üzerinde bir ultra bulanık esnek süzgeç olduğundan Teorem 5.3.15 gereğince ya 𝐴 ⊢ ℱ 

ya da 𝐴𝑐 ⊢ ℱ dir. 𝐴 ⊢ ℱ ise 𝐴 = 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑓) olacak şekildeki her 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) için 𝑓 ∈ ℱ 

olur. O halde ℱ𝑖 nin tanımından 𝐴 ∈ ℱ𝑖 elde edilir. Benzer şekilde 𝐴𝑐 ∈ ℱ𝑖 bulunur. 

Böylece ℱ𝑖, 𝑋 üzerinde bir ultra süzgeçtir. 

5.4. DOYGUN BULANIK ESNEK SÜZGEÇLER 

Bu bölümün amacı bir doygun bulanık esnek süzgeç kavramı tanımlayarak ilgili 

özelliklerini araştırmaktır.  

Tanım 5.4.1. 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) ve 𝜖 ∈ 𝐼 = [0,1] olsun. Bu durumda her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 

(𝑓 + 𝜖)(𝑒)(𝑥) = (𝑓(𝑒)(𝑥) + 𝜖) ∧ 1  ve  (𝑓 − 𝜖)(𝑒)(𝑥) = (𝑓(𝑒)(𝑥) − 𝜖) ∨ 0 

olarak tanımlanan (𝑓 + 𝜖) ∶ 𝐸 → 𝐼𝑋 ve (𝑓 − 𝜖) ∶ 𝐸 → 𝐼𝑋 dönüşümleri 𝑋 üzerinde 

bulanık esnek kümelerdir. 

ℱ, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeç tabanı olsun. 𝐼0 = (0,1] olmak üzere 

ℱ̂ = {⨆𝜖∈𝐼0(𝑓𝜖 − 𝜖) | ℎ𝑒𝑟 𝜖 ∈ 𝐼0 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓𝜖 ∈ ℱ} 

şeklinde bir eşitlik tanımlansın. Bu durumda aşağıdaki özellikler elde edilir. 

Teorem 5.4.2. ℱ ve 𝒢 𝑋 üzerinde iki bulanık esnek süzgeç tabanı olsun. Bu takdirde,  

(i) ℱ ⊆ ℱ̂. 

(ii) Her 𝜖 ∈ 𝐼0 için (𝑓 + 𝜖) ∈ ℱ ise 𝑓 ∈ ℱ̂ dır. 
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(iii) ℱ̂, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeç tabanıdır. 

(iv) ℱ ⊆ 𝒢 ise ℱ̂ ⊆ 𝒢̂ dır. 

(v) ℱ̃ = 〈ℱ̂〉 olmak üzere ℱ̃ = 〈ℱ〉̂ olur. 

(vi) ℱ̂̂ ⊆ ℱ̃. 

(vii) ℱ ⊆ 𝒢 ise ℱ̃ ⊆ 𝒢̃ dır. 

(viii) ℱ, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeç ise ℱ̃ = ℱ̂ olur. 

İspat. (i) 𝑓 ∈ ℱ olsun. Her 𝜖 ∈ 𝐼0 için 𝑓𝜖 = 𝑓 alınsın. Buradan,  

⨆𝜖∈𝐼0(𝑓𝜖 − 𝜖) = ⨆𝜖∈𝐼0(𝑓 − 𝜖) = 𝑓 ∈ ℱ̂ 

elde edilir. 

(ii) Her 𝜖 ∈ 𝐼0 için (𝑓 + 𝜖) ∈ ℱ olsun. Bu takdirde,  

⨆𝜖∈𝐼0((𝑓 + 𝜖) − 𝜖) = 𝑓 ∈ ℱ̂ 

sağlanır. 

(iii) (B1) ℱ̂ ≠ ∅ ve ∅̃ ∉ ℱ̂ olduğu açıktır. 

(B2) 𝑓, 𝑔 ∈ ℱ̂ olsun. Bu durumda 𝑓 = ⨆𝜖∈𝐼0(𝑓𝜖 − 𝜖) ve 𝑔 = ⨆𝜖∈𝐼0(𝑔𝜖 − 𝜖) olacak 

şekilde her 𝜖 ∈ 𝐼0 için 𝑓𝜖, 𝑔𝜖 ∈ ℱ olur. Bu durumda her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 

(𝑓 ⊓ 𝑔)(𝑒)(𝑥) = (⋁𝜖∈𝐼0(𝑓𝜖 − 𝜖)(𝑒)(𝑥)) ∧ (⋁𝜖∈𝐼0(𝑔𝜖 − 𝜖)(𝑒)(𝑥)) 

                                          = ⋁𝜖∈𝐼0((𝑓𝜖 − 𝜖)(𝑒)(𝑥) ∧ (𝑔𝜖 − 𝜖)(𝑒)(𝑥)) 

                                          ≥  ⋁𝜖∈𝐼0((𝑓𝜖 ⊓ 𝑔𝜖) − 𝜖)(𝑒)(𝑥) 

elde edilir. Diğer yandan her 𝜖 ∈ 𝐼0 için 𝑓𝜖 , 𝑔𝜖 ∈ ℱ olduğundan ℎ𝜖 ⊑ 𝑓𝜖 ⊓ 𝑔𝜖 olacak 

şekilde bir ℎ𝜖 ∈ ℱ vardır. Böylece, ⨆𝜖∈𝐼0(ℎ𝜖 − 𝜖) ∈ ℱ̂ ve  

𝑓 ⊓ 𝑔 ⊒ ⨆𝜖∈𝐼0((𝑓𝜖 ⊓ 𝑔𝜖) − 𝜖) ⊒ ⨆𝜖∈𝐼0(ℎ𝜖 − 𝜖) 

sağlanır. 
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(iv) 𝑓 ∈ ℱ̂ olsun. Bu durumda 𝑓 = ⨆𝜖∈𝐼0(𝑓𝜖 − 𝜖) olacak şekilde her 𝜖 ∈ 𝐼0 için bir               

𝑓𝜖 ∈ ℱ olur. Hipotez gereğince her 𝜖 ∈ 𝐼0 için 𝑓𝜖 ∈ 𝒢 olduğundan 𝑓 ∈ 𝒢̂ sağlanır. 

(v) 𝑓 ∈ ℱ̃ = 〈ℱ̂〉 olsun. Bu durumda bir 𝑔 ∈ ℱ̂ için 𝑔 ⊑ 𝑓 olur. Buradan                                 

𝑔 = ⨆𝜖∈𝐼0(𝑔𝜖 − 𝜖) ⊑ 𝑓 olacak şekilde her 𝜖 ∈ 𝐼0 için bir 𝑔𝜖 ∈ ℱ vardır. Dolayısıyla her          

𝜖 ∈ 𝐼0 için 𝑔𝜖 ⊑ (𝑓 + 𝜖) sağlanır. O halde her 𝜖 ∈ 𝐼0 için (𝑓 + 𝜖) ∈ 〈ℱ〉 bulunur. 

Böylece 

⨆𝜖∈𝐼0((𝑓 + 𝜖) − 𝜖) = 𝑓 ∈ 〈ℱ〉̂ 

elde edilir. 

Tersine, 𝑓 ∈ 〈ℱ〉̂ olsun. Bu durumda 𝑓 = ⨆𝜖∈𝐼0(𝑓𝜖 − 𝜖) olacak şekilde her 𝜖 ∈ 𝐼0 için     

𝑓𝜖 ∈ 〈ℱ〉 bulunur. Buradan her 𝜖 ∈ 𝐼0 için 𝑔𝜖 ⊑ 𝑓𝜖 olacak şekilde bir 𝑔𝜖 ∈ ℱ vardır. 

Böylece ⨆𝜖∈𝐼0(𝑔𝜖 − 𝜖) ⊑ 𝑓 olduğundan 𝑓 ∈ 〈ℱ̂〉 elde edilir. 

(vi) 𝑓 ∈ ℱ̂̂ olsun. Bu durumda 𝑓 = ⨆𝜖∈𝐼0(𝑓𝜖 − 𝜖) olacak şekilde her 𝜖 ∈ 𝐼0 için bir              

𝑓𝜖 ∈ ℱ̂ vardır. Benzer şekilde 𝑓𝜖 = ⨆𝛿∈𝐼0(𝑓𝜖
𝛿 − 𝛿) olacak şekilde her 𝛿 ∈ 𝐼0 için bir           

𝑓𝜖
𝛿 ∈ ℱ vardır. Buradan,  

𝑓 = ⨆𝜖∈𝐼0(⨆𝛿∈𝐼0(𝑓𝜖
𝛿 − 𝛿) − 𝜖) 

                                                 = ⨆𝜖∈𝐼0⨆𝛿∈𝐼0 ((𝑓𝜖
𝛿 − 𝛿) − 𝜖) 

                                                 = ⨆𝜖∈𝐼0⨆𝛿∈𝐼0 (𝑓𝜖
𝛿 − (𝛿 + 𝜖)) 

elde edilir. Şimdi, 𝛼 = 𝜖 + 𝛿 olmak üzere 𝑔𝛼 = ⨆𝜖,𝛿∈𝐼0𝑓𝜖
𝛿 ∈ 〈ℱ〉 alınsın. O halde,  

𝑓 = ⨆𝛼∈𝐼0(𝑔𝛼 − 𝛼) 

bulunur. Böylece 𝑓 ∈ 〈ℱ〉̂ = ℱ̃ sağlanır. 

(vii) ℱ ⊆ 𝒢 olsun. (iv) den ℱ̂ ⊆ 𝒢̂ ve buradan da 〈ℱ̂〉 ⊆ 〈𝒢̂〉 elde edilir. 

(viii) ℱ bir bulanık esnek süzgeç olsun. Bu durumda ℱ = 〈ℱ〉 olur. O halde (v) gereğince 

ℱ̂ = 〈ℱ〉̂ = ℱ̃ elde edilir. 
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Tanım 5.4.3. ℱ, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeç olsun. ℱ = ℱ̂ ise ℱ ye bir doygun 

bulanık esnek süzgeç denir. 

Teorem 5.4.4. ℱ, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeç olsun. Bu takdirde aşağıdaki 

önermeler denktir. 

(i) ℱ bir doygun bulanık esnek süzgeçtir. 

(ii) Her 𝜖 ∈ 𝐼0 için (𝑓 + 𝜖) ∈ ℱ ise 𝑓 ∈ ℱ dir.  

İspat. (i) ⇒ (ii) Her 𝜖 ∈ 𝐼0 için (𝑓 + 𝜖) ∈ ℱ olsun. Teorem 5.4.2 (ii) gereğince 𝑓 ∈ ℱ̂ dır. 

Böylece hipotezden 𝑓 ∈ ℱ elde edilir. 

(ii) ⇒ (i) Teorem 5.4.2 (i) den ℱ ⊆ ℱ̂ sağlanır. Tersine, 𝑓 ∈ ℱ̂ olsun. Bu durumda                      

𝑓 = ⨆𝜖∈𝐼0(𝑓𝜖 − 𝜖) olacak şekilde her 𝜖 ∈ 𝐼0 için bir 𝑓𝜖 ∈ ℱ vardır. Buradan her 𝜖 ∈ 𝐼0 

için 𝑓𝜖 ⊑ (𝑓 + 𝜖) elde edilir. ℱ bir bulanık esnek süzgeç olduğundan her 𝜖 ∈ 𝐼0 için           

(𝑓 + 𝜖) ∈ ℱ dir. Böylece (ii) gereğince 𝑓 ∈ ℱ sağlanır. 

Örnek 5.4.5. ℱ, 𝑋 üzerinde klasik anlamda bir süzgeç olsun. Bu takdirde,  

𝑓𝛽 = {𝑥 ∈ 𝑋 | ℎ𝑒𝑟 𝑒 ∈ 𝐸 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓(𝑒)(𝑥) ≥ 𝛽} 

olmak üzere herhangi bir 𝛼 ∈ 𝐼0 için 

ℱ𝛼 = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝛽 < 𝛼 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓𝛽 ∈ ℱ} 

𝑋 üzerinde bir doygun bulanık esnek süzgeçtir. 

Öncelikle ℱ𝛼 nın 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeç olduğunu gösterelim. 

(S1) ℱ𝛼 ≠ ∅ ve ∅̃ ∉ ℱ𝛼 olduğu açıktır. 

(S2) 𝑓, 𝑔 ∈ ℱ𝛼 olsun. Buradan her 𝛽 < 𝛼 için 𝑓𝛽 , 𝑔𝛽 ∈ ℱ olur. ℱ klasik anlamda bir 

süzgeç olduğundan her 𝛽 < 𝛼 için 𝑓𝛽 ∩ 𝑔𝛽 = (𝑓 ⊓ 𝑔)𝛽 ∈ ℱ elde edilir. Böylece                  

𝑓 ⊓ 𝑔 ∈ ℱ𝛼 sağlanır. 

(S3) 𝑓 ∈ ℱ𝛼 ve 𝑓 ⊑ 𝑔 olsun. Bu durumda her 𝛽 < 𝛼 için 𝑓𝛽 ∈ ℱ ve 𝑓𝛽 ⊆ 𝑔𝛽 elde 

edilir. ℱ klasik anlamda bir süzgeç olduğundan her 𝛽 < 𝛼 için 𝑔𝛽 ∈ ℱ olur. O halde            

𝑔 ∈ ℱ𝛼 dır. 
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Şimdi ise ℱ𝛼 nın 𝑋 üzerinde bir doygun bulanık esnek süzgeç olduğunu gösterelim. Her 

𝜖 ∈ 𝐼0 için (𝑓 + 𝜖) ∈ ℱ𝛼 olsun. Bu takdirde her 𝛽 < 𝛼 için 

(𝑓 + 𝜖)𝛽 = {𝑥 ∈ 𝑋 | ℎ𝑒𝑟 𝑒 ∈ 𝐸 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓(𝑒)(𝑥) + 𝜖 ≥ 𝛽} ∈ ℱ 

bulunur. Bu ifade her 𝜖 ∈ 𝐼0 için doğru olduğundan,  𝛽 < 𝛼 için 

𝑓𝛽 = {𝑥 ∈ 𝑋 | ℎ𝑒𝑟 𝑒 ∈ 𝐸 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓(𝑒)(𝑥) ≥ 𝛽} ∈ ℱ 

elde edilir. Böylece 𝑓 ∈ ℱ𝛼 sağlanır. O halde Teorem 5.4.4 gereğince ℱ𝛼 𝑋 üzerinde bir 

doygun bulanık esnek süzgeçtir. 

Teorem 5.4.6. ℱ, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeç olsun. Bu takdirde aşağıdaki 

özellikler sağlanır.  

(i) ℱ̂ = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝜖 ∈ 𝐼𝑜 𝑖ç𝑖𝑛 (𝑓 + 𝜖) ∈ ℱ}. 

(ii) ℱ̂, 𝑋 üzerinde bir doygun bulanık esnek süzgeçtir. 

İspat. (i) 𝑓 ∈ ℱ̂ olsun. Bu durumda 𝑓 = ⨆𝜖∈𝐼0(𝑓𝜖 − 𝜖) olacak şekilde her 𝜖 ∈ 𝐼0 için bir 

𝑓𝜖 ∈ ℱ vardır. Buradan her 𝜖 ∈ 𝐼0 için (𝑓𝜖 − 𝜖) ⊑ 𝑓 ve dolayısıyla 𝑓𝜖 ⊑ (𝑓 + 𝜖) elde 

edilir. Böylece ℱ bir bulanık esnek süzgeç olduğundan her 𝜖 ∈ 𝐼0 için (𝑓 + 𝜖) ∈ ℱ 

bulunur.  

Tersine, her 𝜖 ∈ 𝐼0 için (𝑓 + 𝜖) ∈ ℱ olsun. Teorem 5.4.2 (ii) gereğince 𝑓 ∈ ℱ̂ sağlanır.  

(ii) ℱ bir bulanık esnek süzgeç olduğundan Teorem 5.4.2 (v) ve (viii) den ℱ̂ = ℱ̃ =

〈ℱ̂〉 = 〈ℱ〉̂  elde edilir. Buradan ℱ̂, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeçtir. 

Şimdi, ℱ̂ = ℱ̂̂ olduğunu gösterelim. Teorem 5.4.2 (i) den ℱ̂ ⊆ ℱ̂̂ dır. Tersine, 𝑓 ∈ ℱ̂̂ 

olsun. (i) gereğince her 𝜖 ∈ 𝐼𝑜 için (𝑓 + 𝜖) ∈ ℱ̂ olur. Dolayısıyla her 𝜖 ∈ 𝐼𝑜 ve her 𝛿 ∈ 𝐼𝑜 

için (𝑓 + 𝜖) + 𝛿 = 𝑓 + (𝜖 + 𝛿) ∈ ℱ elde edilir. Buradan 𝛼 = 𝜖 + 𝛿 olmak üzere her           

𝛼 ∈ 𝐼𝑜 için (𝑓 + 𝛼) ∈ ℱ sağlanır. O halde 𝑓 ∈ ℱ̂ dır. Böylece ℱ̂, 𝑋 üzerinde bir doygun 

bulanık esnek süzgeçtir.  
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Teorem 5.4.7. ℱ, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeç tabanı ise ℱ̃̃ = ℱ̃ dır. 

İspat. ℱ bir bulanık esnek süzgeç tabanı ise 〈ℱ〉, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeçtir. 

Teorem 5.4.6 (ii) gereğince 〈ℱ〉̂, 𝑋 üzerinde bir doygun bulanık esnek süzgeçtir. Teorem 

5.4.2 (v)  den 〈ℱ〉̂ = 〈ℱ〉̂̂ = ℱ̃ elde edilir. Buradan ℱ̃, 𝑋 üzerinde bir doygun bulanık esnek 

süzgeçtir. O halde Teorem 5.4.2 (viii) gereğince ℱ̃̃ = ℱ̂̃ = ℱ̃ sağlanır. 

5.5. BULANIK ESNEK KOMŞULUK SİSTEMİ 

Bu bölümde bir bulanık esnek komşuluk sistemi tanımlanacak ve bir bulanık esnek 

topoloji ile arasındaki ilişki incelenecektir. 

Tanım 5.5.1. Her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝒩𝑥 ⊆ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olmak üzere aşağıdaki koşulları sağlayan 

bir {𝒩𝑥}𝑥∈𝑋 ailesine bir bulanık esnek komşuluk sistemi denir. 

(i) Her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝒩𝑥 bir doygun bulanık esnek süzgeçtir. 

(ii) Her 𝑥 ∈ 𝑋 ve 𝑓 ∈ 𝒩𝑥 olmak üzere her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝑓(𝑒)(𝑥) = 1 dir. 

(iii) Her 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓 ∈ 𝒩𝑥 ve her 𝜖 ∈ 𝐼0 için her 𝑧 ∈ 𝑋 için 𝑔𝑧 ∈ 𝒩𝑧 ve her 𝑒 ∈ 𝐸, 𝑦 ∈ 𝑋 

için  

⋁𝑧∈𝑋(𝑔𝑥(𝑒)(𝑧) ∧ 𝑔𝑧(𝑒)(𝑦)) ≤ 𝑓(𝑒)(𝑦) + 𝜖 

olacak şekilde bir {𝑔𝑧 | 𝑧 ∈ 𝑋} ailesi vardır. 

𝒩𝑥 ailesine 𝑥 noktasının bir bulanık esnek komşuluk süzgeci denir. 𝒩𝑥 in elemanlarına 

da 𝑥 in bulanık esnek komşulukları denir. 

Tanım 5.5.2. Her 𝑥 ∈ 𝑋 için ℬ𝑥 ⊆ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olmak üzere aşağıdaki koşulları sağlayan 

bir {ℬ𝑥}𝑥∈𝑋 ailesine bir bulanık esnek komşuluk tabanı denir. 

(i) Her 𝑥 ∈ 𝑋 için ℬ𝑥 bir bulanık esnek süzgeç tabanıdır. 

(ii) Her 𝑥 ∈ 𝑋 ve 𝑓 ∈ ℬ𝑥 olmak üzere her 𝑒 ∈ 𝐸 için 𝑓(𝑒)(𝑥) = 1 dir. 

(iii) Her 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓 ∈ ℬ𝑥 ve her 𝜖 ∈ 𝐼0 için her 𝑧 ∈ 𝑋 için 𝑔𝑧 ∈ ℬ𝑧 ve her 𝑒 ∈ 𝐸, 𝑦 ∈ 𝑋 için  

⋁𝑧∈𝑋(𝑔𝑥(𝑒)(𝑧) ∧ 𝑔𝑧(𝑒)(𝑦)) ≤ 𝑓(𝑒)(𝑦) + 𝜖 

olacak şekilde bir {𝑔𝑧 | 𝑧 ∈ 𝑋} ailesi vardır. 
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ℬ𝑥 ailesine 𝑥 noktasının bir bulanık esnek komşuluk tabanı denir. ℬ𝑥 in elemanlarına da 

𝑥 in temel bulanık esnek komşulukları denir. 

Tanım 5.5.3. 𝒩 = {𝒩𝑥}𝑥∈𝑋 bir bulanık esnek komşuluk sistemi ve ℬ = {ℬ𝑥}𝑥∈𝑋 olsun. 

Her 𝑥 ∈ 𝑋 için ℬ𝑥 bir bulanık esnek süzgeç tabanı ve ℬ𝑥̃ = 𝒩𝑥 ise bu durumda ℬ ailesine 

𝒩 için bir tabandır denir. 

Önerme 5.5.4. {ℬ𝑥}𝑥∈𝑋 bir bulanık esnek komşuluk tabanı ise {ℬ𝑥̃}𝑥∈𝑋 bir bulanık esnek 

komşuluk sistemidir ve bir tabanı {ℬ𝑥}𝑥∈𝑋 ailesidir. 

İspat. {ℬ𝑥̃}𝑥∈𝑋 ailesinin bir bulanık esnek komşuluk sistemi olduğunu göstermek için 

Tanım 5.5.1 deki koşulların sağlandığını göstermek gerekir. 

(i) ve (ii) koşullarını görmek kolaydır. 

(iii) 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓 ∈ ℬ𝑥̃ ve 𝜖 ∈ 𝐼0 olsun. Bu durumda ⨆𝜖∈𝐼0(𝑔𝜖 − 𝜖) ⊑ 𝑓 olacak şekilde her 

𝜖 ∈ 𝐼0 için bir 𝑔𝜖 ∈ ℬ𝑥 vardır.  Buradan (𝑔𝜖 2⁄ −
𝜖

2
) ⊑ 𝑓 elde edilir. O halde hipotez 

gereğince her 𝑧 ∈ 𝑋 için ℎ𝑧 ∈ ℬ𝑧̃ ve her 𝑒 ∈ 𝐸, 𝑦 ∈ 𝑋 için  

⋁𝑧∈𝑋(ℎ𝑥(𝑒)(𝑧) ∧ ℎ𝑧(𝑒)(𝑦)) ≤ 𝑔𝜖 2⁄ (𝑒)(𝑦) +
𝜖

2
≤ 𝑓(𝑒)(𝑦) + 𝜖 

olacak şekilde bir {ℎ𝑧 | 𝑧 ∈ 𝑋} ailesi vardır. 

Böylece {ℬ𝑥̃}𝑥∈𝑋 bir bulanık esnek komşuluk sistemidir. Ayrıca {ℬ𝑥}𝑥∈𝑋 ailesinin bu 

bulanık esnek komşuluk sistemi için bir taban olduğu kolaylıkla görülür. 

Önerme 5.5.5. {ℬ𝑥}𝑥∈𝑋 ailesi bir {𝒩𝑥}𝑥∈𝑋 bulanık esnek komşuluk sistemi için bir taban 

ise bu durumda {ℬ𝑥}𝑥∈𝑋 ailesi bir bulanık esnek komşuluk tabanıdır. 

İspat. Tanım 5.5.2 deki (i) ve (ii) koşulları açıktır. 

(iii) 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓 ∈ ℬ𝑥 ve 𝜖 ∈ 𝐼0 olsun. ℬ𝑥 ⊆ ℬ𝑥̃ = 𝒩𝑥 olduğundan her 𝑧 ∈ 𝑋 için 𝑔𝑧 ∈ 𝒩𝑧 

ve her 𝑒 ∈ 𝐸, 𝑦 ∈ 𝑋 için  

⋁𝑧∈𝑋(𝑔𝑥(𝑒)(𝑧) ∧ 𝑔𝑧(𝑒)(𝑦)) ≤ 𝑓(𝑒)(𝑦) +
𝜖

2
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olacak şekilde bir {𝑔𝑧 | 𝑧 ∈ 𝑋} ailesi vardır. Buradan her 𝑧 ∈ 𝑋 için (𝑘𝑧 −
𝜖

2
) ⊑ 𝑔𝑧 olacak 

şekilde bir 𝑘𝑧 ∈ ℬ𝑧 elde edilir. Dolayısıyla 

⋁𝑧∈𝑋(𝑘𝑥(𝑒)(𝑧) ∧ 𝑘𝑧(𝑒)(𝑦)) ≤ ⋁𝑧∈𝑋(𝑔𝑥(𝑒)(𝑧) ∧ 𝑔𝑧(𝑒)(𝑦)) +
𝜖

2
≤ 𝑓(𝑒)(𝑦) + 𝜖 

sağlanır. Böylece her 𝑧 ∈ 𝑋 için 𝑘𝑧 ∈ ℬ𝑧 ve her 𝑒 ∈ 𝐸, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

⋁𝑧∈𝑋(𝑘𝑥(𝑒)(𝑧) ∧ 𝑘𝑧(𝑒)(𝑦)) ≤ 𝑓(𝑒)(𝑦) + 𝜖 

olacak şekilde bir {𝑘𝑧 | 𝑧 ∈ 𝑋} ailesi vardır. O halde {ℬ𝑥}𝑥∈𝑋 bir bulanık esnek komşuluk 

tabanıdır.  

𝒩 = {𝒩𝑥}𝑥∈𝑋 bir bulanık esnek komşuluk sistemi ve 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 

𝑥 ∈ 𝑋 için 

𝑓(̅𝑒)(𝑥) = ⋀𝑔∈𝒩𝑥⋁𝑦∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑦)) 

şeklinde bir eşitlik tanımlansın. Bu durumda aşağıdaki teorem elde edilir. 

Teorem 5.5.6. 𝒩 = {𝒩𝑥}𝑥∈𝑋 bir bulanık esnek komşuluk sistemi olsun. Bu takdirde          

𝑓 → 𝑓 ̅dönüşümü (BEO1)-(BEO4) koşullarını sağlar. Buradan  

𝜏𝒩 = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | 𝑓𝑐̅̅ ̅ = 𝑓𝑐} 

ailesi 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek topolojidir. 

İspat. 𝑓 → 𝑓 ̅dönüşümünün (BEO1)-(BEO4) koşullarını sağladığını gösterelim. 

 (BEO1) 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 

𝑓(̅𝑒)(𝑥) = ⋀𝑔∈𝒩𝑥⋁𝑦∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑦)) 

dir. O halde her 𝑔 ∈ 𝒩𝑥 için 𝑔(𝑒)(𝑥) = 1 olduğundan 𝑓(𝑒)(𝑥) ≤ 𝑓(̅𝑒)(𝑥) elde edilir. 

Böylece istenilen 𝑓 ⊑ 𝑓 ̅ifadesi sağlanır. 
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(BEO2) 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 

                            𝑓̅(̅𝑒)(𝑥) = ⋀𝑔∈𝒩𝑥⋁𝑦∈𝑋𝑓(̅𝑒)(𝑦) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑦) 

                                          = ⋀𝑔∈𝒩𝑥⋁𝑦∈𝑋 (⋀𝑔′∈𝒩𝑦⋁𝑧∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑧) ∧ 𝑔′(𝑒)(𝑧))) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑦) 

                                          = ⋀𝑔∈𝒩𝑥⋁𝑦∈𝑋⋀𝑔′∈𝒩𝑦⋁𝑧∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑧) ∧ 𝑔′(𝑒)(𝑧) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑦)) 

elde edilir. Diğer yandan her 𝑔 ∈ 𝒩𝑥 ve her 𝜖 ∈ 𝐼0 için her 𝑧 ∈ 𝑋 için ℎ𝑧 ∈ 𝒩𝑧 ve her         

𝑒 ∈ 𝐸, 𝑦 ∈ 𝑋 için  

⋁𝑦∈𝑋(ℎ𝑥(𝑒)(𝑦) ∧ ℎ𝑦(𝑒)(𝑧)) ≤ 𝑔(𝑒)(𝑧) + 𝜖 

olacak şekilde bir {ℎ𝑧 | 𝑧 ∈ 𝑋} ailesi vardır. Buradan 

⋁𝑦,𝑧∈𝑋𝑓(𝑒)(𝑧) ∧ ℎ𝑥(𝑒)(𝑦) ∧ ℎ𝑦(𝑒)(𝑧) ≤ ⋁𝑧∈𝑋𝑓(𝑒)(𝑧) ∧ (⋁𝑦∈𝑋ℎ𝑥(𝑒)(𝑦) ∧ ℎ𝑦(𝑒)(𝑧)) 

                                                               ≤ ⋁𝑧∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑧) ∧ (𝑔(𝑒)(𝑧) + 𝜖)) 

                                                               ≤ ⋁𝑧∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑧) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑧)) + 𝜖 

bulunur. O halde, 

𝑓̅(̅𝑒)(𝑥) ≤ ⋁𝑦∈𝑋⋀𝑔′∈𝒩𝑦⋁𝑧∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑧) ∧ 𝑔′(𝑒)(𝑧) ∧ ℎ𝑥(𝑒)(𝑦)) 

                                   ≤ ⋁𝑦∈𝑋⋁𝑧∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑧) ∧ ℎ𝑦(𝑒)(𝑧) ∧ ℎ𝑥(𝑒)(𝑦)) 

                                   ≤ ⋁𝑧∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑧) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑧)) + 𝜖 

olur. Bu ifade her 𝑔 ∈ 𝒩𝑥 ve her 𝜖 ∈ 𝐼0 için doğru olduğundan  

𝑓̅(̅𝑒)(𝑥) ≤ ⋀𝑔∈𝒩𝑥⋁𝑧∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑧) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑧)) = 𝑓(̅𝑒)(𝑥) 

dir. Böylece 𝑓̅̅ ⊑ 𝑓 ̅sağlanır ve (BEO1) gereğince 𝑓̅ = 𝑓 ̿elde edilir. 
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(BEO3) 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 

  (𝑓 ⊔ 𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(𝑒)(𝑥) = ⋀ℎ∈𝒩𝑥⋁𝑦∈𝑋((𝑓 ⊔ 𝑔)(𝑒)(𝑦) ∧ ℎ(𝑒)(𝑦)) 

                           = ⋀ℎ∈𝒩𝑥 (⋁𝑦∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑦) ∧ ℎ(𝑒)(𝑦)) ∨ ⋁𝑦∈𝑋(𝑔(𝑒)(𝑦) ∧ ℎ(𝑒)(𝑦))) 

                           ≥ ⋀ℎ∈𝒩𝑥⋁𝑦∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑦) ∧ ℎ(𝑒)(𝑦)) ∨ ⋀ℎ∈𝒩𝑥⋁𝑦∈𝑋(𝑔(𝑒)(𝑦) ∧ ℎ(𝑒)(𝑦)) 

                           = 𝑓(̅𝑒)(𝑥) ∨ 𝑔̅(𝑒)(𝑥) = (𝑓̅ ⊔ 𝑔̅)(𝑒)(𝑥) 

elde edilir. Böylece  𝑓 ⊔ 𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊒ 𝑓̅ ⊔ 𝑔̅ sağlanır. 

Tersine,  

(𝑓̅ ⊔ 𝑔̅)(𝑒)(𝑥) = ⋀ℎ,ℎ′∈𝒩𝑥 (⋁𝑦∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑦) ∧ ℎ(𝑒)(𝑦)) ∨ ⋁𝑦∈𝑋(𝑔(𝑒)(𝑦) ∧ ℎ′(𝑒)(𝑦))) 

                           = ⋀ℎ,ℎ′∈𝒩𝑥⋁𝑦∈𝑋((𝑓(𝑒)(𝑦) ∧ ℎ(𝑒)(𝑦)) ∨ ( 𝑔(𝑒)(𝑦) ∧ ℎ′(𝑒)(𝑦))) 

bulunur. ℎ′′ = ℎ ⊓ ℎ′ ∈ 𝒩𝑥 olduğundan  

(𝑓̅ ⊔ 𝑔̅)(𝑒)(𝑥) ≥ ⋀ℎ′′∈𝒩𝑥⋁𝑦∈𝑋((𝑓 ⊔ 𝑔)(𝑒)(𝑦) ∧ ℎ′′(𝑒)(𝑦)) = (𝑓 ⊔ 𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(𝑒)(𝑥) 

elde edilir. Böylece 𝑓̅ ⊔ 𝑔̅ ⊒ 𝑓 ⊔ 𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ sağlanır. 

 (BEO4) ∅̅̃ = ∅̃ olduğu açıktır. 

Tanım 5.5.7. Yukarıda tanımlanan 𝜏𝒩 bulanık esnek topolojisine bir bulanık esnek 

komşuluk uzayı denir. 

Teorem 5.5.8. ℬ = {ℬ𝑥}𝑥∈𝑋 ailesi bir 𝒩 = {𝒩𝑥}𝑥∈𝑋 bulanık esnek komşuluk sistemi 

için bir taban ise bu durumda her 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) ve her 𝑒 ∈ 𝐸, 𝑥 ∈ 𝑋 için 

𝑓(̅𝑒)(𝑥) = ⋀𝑔∈ℬ̂𝑥⋁𝑦∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑦)) 

                                                 = ⋀𝑔∈〈ℬ𝑥〉⋁𝑦∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑦)) 

                                                 = ⋀𝑔∈ℬ𝑥⋁𝑦∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑦)) 

olur. 
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İspat. 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 

𝑓(̅𝑒)(𝑥) = ⋀𝑔∈𝒩𝑥⋁𝑦∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑦)) 

dir. ℬ𝑥 ⊆ ℬ𝑥̂ ⊆ ℬ𝑥̃ = 𝒩𝑥 olduğundan  

𝑓(̅𝑒)(𝑥) ≤ ⋀𝑔∈ℬ𝑥̂⋁𝑦∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑦)) ≤ ⋀𝑔∈ℬ𝑥⋁𝑦∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑦))       (1) 

elde edilir. Benzer şekilde ℬ𝑥 ⊆ 〈ℬ𝑥〉 ⊆ ℬ𝑥̃ = 𝒩𝑥 olduğundan  

𝑓(̅𝑒)(𝑥) ≤ ⋀𝑔∈〈ℬ𝑥〉⋁𝑦∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑦)) ≤ ⋀𝑔∈ℬ𝑥⋁𝑦∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑦))     (2) 

olur. Diğer yandan her ℎ ∈ 𝒩𝑥 ve her 𝜖 ∈ 𝐼0 için (ℎ′ − 𝜖) ⊑ ℎ olacak şekilde bir              

ℎ′ ∈ ℬ𝑥 vardır. O halde  

𝑓(̅𝑒)(𝑥) = ⋀ℎ∈𝒩𝑥⋁𝑦∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑦) ∧ ℎ(𝑒)(𝑦)) 

                                                 ≥ ⋀ℎ′∈ℬ𝑥⋁𝑦∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑦) ∧ (ℎ′ − 𝜖)(𝑒)(𝑦)) 

                                                 ≥ ⋀ℎ′∈ℬ𝑥⋁𝑦∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑦) ∧ ℎ′(𝑒)(𝑦)) − 𝜖 

elde edilir. Bu ifade her 𝜖 ∈ 𝐼0 için doğru olduğundan  

𝑓(̅𝑒)(𝑥) ≥ ⋀ℎ′∈ℬ𝑥⋁𝑦∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑦) ∧ ℎ′(𝑒)(𝑦)) 

sağlanır. Böylece (1) ve (2) gereğince ispat biter. 

5.6. BULANIK ESNEK DÜZGÜN UZAYLAR 

Bu bölümde Lowen anlamında bir bulanık esnek düzgün uzay tanımlanarak önemli 

sonuçları elde edilecektir. Ayrıca bu uzayların bir bulanık esnek topoloji ve bir bulanık 

esnek komşuluk sistemi ile ilişkisi incelenecektir. 

Tanım 5.6.1. (i) 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋 × 𝑋, 𝐸) olmak üzere her 𝑒 ∈ 𝐸 ve (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑋 için 

𝑓𝑠(𝑒)(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥) 

olarak tanımlanan 𝑓𝑠 ∶ 𝐸 → 𝐼𝑋×𝑋 dönüşümü 𝑋 × 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek kümedir. 
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(ii)  𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋 × 𝑋, 𝐸) olsun. Bu durumda her 𝑒 ∈ 𝐸 ve (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑋 için 

(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑒)(𝑥, 𝑦) = ⋁𝑧∈𝑋(𝑔(𝑒)(𝑥, 𝑧) ∧ 𝑓(𝑒)(𝑧, 𝑦)) 

şeklinde tanımlanan 𝑓 ∘ 𝑔 ∶ 𝐸 → 𝐼𝑋×𝑋 dönüşümü 𝑋 × 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek 

kümedir. 

Tanım 5.6.2. Aşağıdaki aksiyomları sağlayan boştan farklı bir 𝒰 ⊆ 𝐹𝑆(𝑋 × 𝑋, 𝐸) 

ailesine 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek düzgün yapı denir. 

(BED1) 𝒰, 𝑋 üzerinde bir doygun bulanık esnek süzgeçtir. 

(BED2) 𝑓 ∈ 𝒰 olmak üzere her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑓(𝑒)(𝑥, 𝑥) = 1 dir. 

(BED3) Her 𝑓 ∈ 𝒰 için 𝑓𝑠 ∈ 𝒰 dur. 

(BED4) Her 𝑓 ∈ 𝒰 ve her 𝜖 ∈ 𝐼0 için (𝑔 ∘ 𝑔) ⊑ (𝑓 + 𝜖) olacak şekilde bir 𝑔 ∈ 𝒰 vardır. 

O halde, (𝑋,𝒰, 𝐸) üçlüsüne de bir bulanık esnek düzgün uzay denir. 

Örnek 5.6.3. 𝑋 boştan farklı bir küme ve 𝐸 parametrelerin bir kümesi olsun. Bu takdirde, 

𝒰 = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋 × 𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝑒 ∈ 𝐸 𝑣𝑒 𝑥 ∈ 𝑋 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓(𝑒)(𝑥, 𝑥) = 1} 

ailesi 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek düzgün yapıdır. 

(BED1)-(BED3) aksiyomları açık olduğundan sadece (BED4) aksiyomunun sağlandığını 

göstermek yeterlidir. 

(BED4) 𝑓 ∈ 𝒰 ve 𝜖 ∈ 𝐼0 olsun. Bu durumda her 𝑒 ∈ 𝐸 ve (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑋 için  

𝑓 ∘ 𝑓(𝑒)(𝑥, 𝑦) = ⋁𝑧∈𝑋(𝑓(𝑒)(𝑥, 𝑧) ∧ 𝑓(𝑒)(𝑧, 𝑦)) ≤ 𝑓(𝑒)(𝑥, 𝑦) ≤ (𝑓(𝑒)(𝑥, 𝑦) + 𝜖) ∧ 1 

olduğundan (𝑓 ∘ 𝑓) ⊑ (𝑓 + 𝜖) elde edilir. 

Tanım 5.6.4. Boştan farklı bir ℬ ⊆ 𝐹𝑆(𝑋 × 𝑋, 𝐸) alt kümesi aşağıdaki koşulları 

sağlıyorsa ℬ ailesine 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek düzgün taban denir. 

(i) ℬ, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeç tabanıdır. 

(ii) 𝑓 ∈ ℬ olmak üzere her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑓(𝑒)(𝑥, 𝑥) = 1 dir. 
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(iii) Her 𝑓 ∈ ℬ ve her 𝜖 ∈ 𝐼0 için 𝑔 ⊑ (𝑓𝑠 + 𝜖) olacak şekilde bir 𝑔 ∈ ℬ vardır. 

(iv) Her 𝑓 ∈ ℬ ve her 𝜖 ∈ 𝐼0 için (𝑔 ∘ 𝑔) ⊑ (𝑓 + 𝜖) olacak şekilde bir 𝑔 ∈ ℬ vardır.  

Örnek 5.6.5. 𝑋 boştan farklı bir küme ve 𝐸 parametrelerin bir kümesi olsun. 𝜖 > 0 olmak 

üzere her 𝑒 ∈ 𝐸 ve (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑋 için  

𝑓𝜖(𝑒)(𝑥, 𝑦) = {
1,                           𝑥 = 𝑦

(|𝑥 − 𝑦| − 𝜖) ∨ 0,     𝑥 ≠ 𝑦        
 

şeklinde bir 𝑓𝜖 ∶ 𝐸 → 𝐼𝑋×𝑋 bulanık esnek kümesi tanımlansın. O halde,  

ℬ = {𝑓𝜖 | 𝜖 > 0} 

ailesi 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek düzgün tabandır. 

Tanım 5.6.6. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir bulanık esnek düzgün uzay ve ℬ ⊆ 𝐹𝑆(𝑋 × 𝑋, 𝐸) olsun. ℬ, 𝑋 

üzerinde bir bulanık esnek süzgeç tabanı ve ℬ̃ = 𝒰 ise ℬ ailesine 𝒰 bulanık esnek düzgün 

yapısı için bir taban denir. 

Örnek 5.6.7. 𝑋 boştan farklı bir küme ve 𝐸 parametrelerin bir kümesi olsun. Her 𝑒 ∈ 𝐸 

ve (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑋 için  

𝑓(𝑒)(𝑥, 𝑦) = {

1,       𝑥 = 𝑦

1

2
,      𝑥 ≠ 𝑦

 

olacak şekilde bir bulanık esnek küme tanımlansın. O halde ℬ = {𝑓} ailesi 𝑋 üzerindeki 

bir bulanık esnek düzgün yapı için bir tabandır. Gerçekten de, 

ℬ nin bir bulanık esnek süzgeç tabanı olduğu açıktır. Şimdi,  

{𝑓}̃ = 〈𝑓〉 = 𝒰 = {𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋 × 𝑋, 𝐸) | ⨆𝜖∈𝐼0(𝑓 − 𝜖) ⊑ 𝑔} 

 ailesinin 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek düzgün yapı olduğunu gösterelim. 

(BED1) 𝒰 ailesinin 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeç olduğunu görmek kolaydır. 

Diğer yandan, her 𝛿 ∈ 𝐼0 için (𝑔 + 𝛿) ∈ 𝒰 olsun. Buradan  ⨆𝜖∈𝐼0(𝑓 − 𝜖) ⊑ (𝑔 + 𝛿) 

bulunur. Bu ifade her 𝜖 ∈ 𝐼0 için doğru olduğundan 𝑓 ⊑ (𝑔 + 𝛿) sağlanır. Benzer şekilde 
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𝑓 ⊑ 𝑔 elde edilir. O halde 𝑓 ∈ 𝒰 ve 𝒰 bir bulanık esnek süzgeç olduğundan 𝑔 ∈ 𝒰 olur. 

Böylece 𝒰, 𝑋 üzerinde bir doygun bulanık esnek süzgeçtir. 

(BED2) ve (BED3) aksiyomları açıktır. 

(BED4) 𝑔 ∈ 𝒰 ise bu durumda ⨆𝜖∈𝐼0(𝑓 − 𝜖) ⊑ 𝑔 dir. Buradan her 𝜖 ∈ 𝐼0 için  

(𝑓 ∘ 𝑓) = 𝑓 ⊑ (𝑔 + 𝜖) 

elde edilir. Böylece 𝑓 ∈ 𝒰 olduğundan aksiyom sağlanır. 

Önerme 5.6.8. (1) ℬ 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek düzgün taban ise ℬ̃ ailesi 𝑋 üzerinde 

bir bulanık esnek düzgün yapıdır. 

(2) ℬ ailesi bir 𝒰 bulanık esnek düzgün yapısı için bir taban ise ℬ bir bulanık esnek 

düzgün tabandır. 

İspat. (1) ℬ 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek düzgün taban olsun. ℬ̃ nın (BED1)-(BED4) 

aksiyomlarını sağladığını gösterelim. 

(BED1) ℬ bir bulanık esnek süzgeç tabanı olduğundan Teorem 5.4.2 (iii) gereğince ℬ̂ bir 

bulanık esnek süzgeç tabanıdır ve buradan da ℬ̃ = 〈ℬ̂〉 bir bulanık esnek süzgeçtir. Ayrıca 

Teorem 5.4.2 (viii) ve Teorem 5.4.7 den ℬ̃ = ℬ̃̃ = ℬ̂̃ elde edilir. Böylece ℬ̃ bir doygun 

bulanık esnek süzgeçtir. 

(BED2) aksiyomu açıktır. 

(BED3) 𝑓 ∈ ℬ̃ ve 𝜖 ∈ 𝐼0 olsun. Bu durumda bir ℎ ∈ ℬ̂ için ℎ ⊑ 𝑓 olur. Buradan                                     

ℎ = ⨆𝜖∈𝐼0(ℎ𝜖 − 𝜖) olacak şekilde her 𝜖 ∈ 𝐼0 için bir ℎ𝜖 ∈ ℬ vardır. Şimdi, (ℎ𝜖′ −
𝜖

2
) ⊑ 𝑓 

olacak şekilde bir ℎ𝜖′ ∈ ℬ alınsın. ℬ bir bulanık esnek düzgün taban olduğundan                 

𝑔𝜖′ ⊑ (ℎ𝜖′)𝑠 +
𝜖

2
 olacak şekilde bir 𝑔𝜖′ ∈ ℬ bulunur. Buradan 

𝑔𝜖′ ⊑ ((ℎ𝜖′)𝑠 +
𝜖

2
) ⊑ (𝑓𝑠 + 𝜖) 

elde edilir. Böylece ℬ̃ bir bulanık esnek süzgeç olduğundan her 𝜖 ∈ 𝐼0 için (𝑓𝑠 + 𝜖) ∈ ℬ̃ 

sağlanır. O halde Teorem 5.4.4 den 𝑓𝑠 ∈ ℬ̃ dır.  



 108 

(BED4) 𝑓 ∈ ℬ̃ ve 𝜖 ∈ 𝐼0 olsun. Bu durumda bir ℎ ∈ ℬ̂ için ℎ ⊑ 𝑓 olur. Buradan                                     

ℎ = ⨆𝜖∈𝐼0(ℎ𝜖 − 𝜖) olacak şekilde her 𝜖 ∈ 𝐼0 için bir ℎ𝜖 ∈ ℬ vardır. Şimdi, (ℎ𝜖′ −
𝜖

2
) ⊑ 𝑓 

olacak şekilde bir ℎ𝜖′ ∈ ℬ alınsın. ℬ bir bulanık esnek düzgün taban olduğundan bir          

𝑔𝜖′ ∈ ℬ için (𝑔𝜖′ ∘ 𝑔𝜖′) ⊑ (ℎ𝜖′ +
𝜖

2
) bulunur. Ayrıca ℬ ⊆ ℬ̃ gereğince 𝑔𝜖′ ∈ ℬ̃ sağlanır.                 

O halde 

(𝑔𝜖′ ∘ 𝑔𝜖′) ⊑ (ℎ𝜖′ +
𝜖

2
) ⊑ (𝑓 + 𝜖) 

olacak şekilde bir 𝑔𝜖′ ∈ ℬ̃ olduğundan ispat biter.   

(2) ℬ nin bir bulanık esnek düzgün taban olduğunu göstermek için Tanım 5.6.4 deki 

koşulların sağlandığını göstermek gerekir. 

(i) ve (ii) koşulları açıktır. 

(iii) 𝑓 ∈ ℬ ve 𝜖 ∈ 𝐼0 olsun. Bu durumda (𝑓 +
𝜖

2
) ∈ ℬ̃ ve dolayısıyla (𝑓𝑠 +

𝜖

2
) ∈ ℬ̃ olur.   

O halde bir ℎ𝜖′ ∈ ℬ için (ℎ𝜖′ −
𝜖

2
) ⊑ (𝑓𝑠 +

𝜖

2
) elde edilir. Böylece ℎ𝜖′ ⊑ (𝑓𝑠 + 𝜖) olacak 

şekilde bir ℎ𝜖′ ∈ ℬ sağlanır.  

(iv) 𝑓 ∈ ℬ ve 𝜖 ∈ 𝐼0 olsun. Bu durumda (𝑓 +
𝜖

3
) ∈ ℬ̃ = 𝒰 olur. 𝒰 nun tanımı gereğince       

(𝑔 ∘ 𝑔) ⊑ (𝑓 +
𝜖

3
) +

𝜖

3
  olacak şekilde bir 𝑔 ∈ ℬ̃ vardır. O halde bir ℎ𝜖′ ∈ ℬ için             

(ℎ𝜖′ −
𝜖

3
) ⊑ 𝑔, yani ℎ𝜖′ ⊑ (𝑔 +

𝜖

3
) elde edilir.  Bu takdirde,  

(ℎ𝜖′ ∘ ℎ𝜖′) ⊑ ((𝑔 ∘ 𝑔) +
𝜖

3
) ⊑ (𝑓 + 𝜖) 

sağlanır. Böylece (ℎ𝜖′ ∘ ℎ𝜖′) ⊑ (𝑓 + 𝜖) olacak şekilde bir ℎ𝜖′ ∈ ℬ vardır. 

Önerme 5.6.9. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir bulanık esnek düzgün uzay olsun. Bu takdirde,  

ℬ = {𝑓 ∈ 𝒰 | 𝑓 = 𝑓𝑠} 

ailesi 𝒰 bulanık esnek düzgün yapısı için bir tabandır. 
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İspat. ℬ ≠ ∅ ve ∅̃ ∉ ℬ olduğu açıktır. Diğer yandan 𝑓, 𝑔 ∈ ℬ olsun. Bu durumda            

𝑓 = 𝑓𝑠 ve 𝑔 = 𝑔𝑠 olur. Buradan (𝑓 ⊓ 𝑔)𝑠 = 𝑓 ⊓ 𝑔 elde edilir. Böylece 𝑓 ⊓ 𝑔 ∈ ℬ dir.  

Şimdi, ℬ̃ = 𝒰 olduğunu gösterelim. 𝑓 ∈ ℬ̃ olsun. Bu durumda ⨆𝜖∈𝐼0(ℎ𝜖 − 𝜖) ⊑ 𝑓 olacak 

şekilde her 𝜖 ∈ 𝐼0 için bir ℎ𝜖 ∈ ℬ vardır. ℬ ⊆ 𝒰 ve 𝒰 bir doygun bulanık esnek süzgeç 

olduğundan ⨆𝜖∈𝐼0(ℎ𝜖 − 𝜖) ∈ 𝒰 ve buradan da 𝑓 ∈ 𝒰 sağlanır. 

Tersine, 𝑓 ∈ 𝒰 olsun. (BED3) den 𝑓𝑠 ∈ 𝒰 ve dolayısıyla 𝑓 ⊓ 𝑓𝑠 ∈ 𝒰 olur. O halde 

(𝑓 ⊓ 𝑓𝑠)𝑠 = 𝑓 ⊓ 𝑓𝑠 olduğundan 𝑓 ⊓ 𝑓𝑠 ∈ ℬ bulunur. Ayrıca 𝑓 ⊓ 𝑓𝑠 ⊑ 𝑓 olduğundan           

𝑓 ∈ 〈ℬ〉 sağlanır. Böylece Teorem 5.4.2 (i) ve (v) gereğince 〈ℬ〉 ⊆ 〈ℬ〉̂ = ℬ̃ olduğundan             

𝑓 ∈ ℬ̃ elde edilir. 

Tanım 5.6.10. 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋 × 𝑋, 𝐸) ve ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 

𝑓〈𝑥〉(𝑒)(𝑦) = 𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥)   ve   𝑓〈ℎ〉(𝑒)(𝑥) = ⋁𝑦∈𝑋(ℎ(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥)) 

şeklinde tanımlanan 𝑓〈𝑥〉 ∶ 𝐸 → 𝐼𝑋 ve 𝑓〈ℎ〉 ∶ 𝐸 → 𝐼𝑋 dönüşümleri 𝑋 üzerinde bulanık 

esnek kümelerdir.  

Lemma 5.6.11. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir bulanık esnek düzgün uzay, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝒰 ve ℎ, ℎ′ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) 

olsun. Bu takdirde aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(i) ℎ ⊑ 𝑓〈ℎ〉.  

(ii) Her 𝜖 ∈ 𝐼 için (𝑓 + 𝜖)〈ℎ〉 ⊑ 𝑓〈ℎ〉 + 𝜖. 

(iii) 𝑓〈ℎ ⊔ ℎ′〉 = 𝑓〈ℎ〉 ⊔ 𝑓〈ℎ′〉. 

(iv) 𝑓〈ℎ〉 ⊔ 𝑔〈ℎ′〉 ⊒ (𝑓 ⊓ 𝑔)〈ℎ ⊔ ℎ′〉. 

(v) 𝑓〈𝑔〈ℎ〉〉 = (𝑓 ∘ 𝑔)〈ℎ〉. 

(vi) Her 𝑒 ∈ 𝐸 için ⋁𝑥∈𝑋𝑓〈ℎ〉(𝑒)(𝑥) ∧ ℎ′(𝑒)(𝑥) = ⋁𝑥∈𝑋𝑓𝑠〈ℎ′〉(𝑒)(𝑥) ∧ ℎ(𝑒)(𝑥). 

İspat. (i) Her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 

𝑓〈ℎ〉(𝑒)(𝑥) = ⋁𝑦∈𝑋(ℎ(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥)) ≥ ℎ(𝑒)(𝑥) 

elde edilir. Böylece 𝑓〈ℎ〉 ⊒ ℎ dir. 
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(ii) 𝜖 ∈ 𝐼 olsun. Her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 

(𝑓 + 𝜖)〈ℎ〉(𝑒)(𝑥) = ⋁𝑦∈𝑋(ℎ(𝑒)(𝑦) ∧ (𝑓 + 𝜖)(𝑒)(𝑦, 𝑥)) 

                                                       ≤ ⋁𝑦∈𝑋(ℎ(𝑒)(𝑦) + 𝜖) ∧ (𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥) + 𝜖) 

                                                       = (⋁𝑦∈𝑋(ℎ(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥))) + 𝜖 

                                                       = 𝑓〈ℎ〉(𝑒)(𝑥) + 𝜖  

olduğundan (𝑓 + 𝜖)〈ℎ〉 ⊑ 𝑓〈ℎ〉 + 𝜖 sağlanır. 

(iii) Her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 

    𝑓〈ℎ ⊔ ℎ′〉(𝑒)(𝑥) = ⋁𝑦∈𝑋((ℎ ⊔ ℎ′)(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥)) 

                               = ⋁𝑦∈𝑋 ((ℎ(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥)) ∨ (ℎ′(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥))) 

                               = (⋁𝑦∈𝑋(ℎ(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥))) ∨ (⋁𝑦∈𝑋(ℎ′(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥))) 

                               = 𝑓〈ℎ〉(𝑒)(𝑥) ∨ 𝑓〈ℎ′〉(𝑒)(𝑥) = (𝑓〈ℎ〉 ⊔ 𝑓〈ℎ′〉)(𝑒)(𝑥) 

olduğundan istenilen 𝑓〈ℎ ⊔ ℎ′〉 = 𝑓〈ℎ〉 ⊔ 𝑓〈ℎ′〉 ifadesi elde edilir.  

(iv) Her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 

𝑓〈ℎ〉(𝑒)(𝑥) ∨ 𝑔〈ℎ′〉(𝑒)(𝑥) = ⋁𝑦∈𝑋ℎ(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥) ∨ ⋁𝑦∈𝑋ℎ′(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑦, 𝑥) 

                                           ≥ ⋁𝑦∈𝑋(ℎ(𝑒)(𝑦) ∨ ℎ′(𝑒)(𝑦)) ∧ (𝑓 ⊓ 𝑔)(𝑒)(𝑦, 𝑥) 

                                           = ⋁𝑦∈𝑋(ℎ ⊔ ℎ′)(𝑒)(𝑦) ∧ (𝑓 ⊓ 𝑔)(𝑒)(𝑦, 𝑥) 

                                           = (𝑓 ⊓ 𝑔)〈ℎ ⊔ ℎ′〉(𝑒)(𝑥) 

bulunur. O halde 𝑓〈ℎ〉 ⊔ 𝑔〈𝑘〉 ⊒ (𝑓 ⊓ 𝑔)〈ℎ ⊔ ℎ′〉 sağlanır. 
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(v) Her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için  

𝑓〈𝑔〈ℎ〉〉(𝑒)(𝑥) = ⋁𝑦∈𝑋(𝑔〈ℎ〉(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥)) 

                                                       = ⋁𝑦∈𝑋 (⋁𝑧∈𝑋(ℎ(𝑒)(𝑧) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑧, 𝑦))) ∧ 𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥) 

                                                       = ⋁𝑦∈𝑋⋁𝑧∈𝑋ℎ(𝑒)(𝑧) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑧, 𝑦) ∧ 𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥) 

bulunur. Diğer yandan, her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 

(𝑓 ∘ 𝑔)〈ℎ〉(𝑒)(𝑥) = ⋁𝑧∈𝑋(ℎ(𝑒)(𝑧) ∧ (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑒)(𝑧, 𝑥)) 

                                                        = ⋁𝑧∈𝑋ℎ(𝑒)(𝑧) ∧ (⋁𝑦∈𝑋(𝑔(𝑒)(𝑧, 𝑦) ∧ 𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥))) 

                                                        = ⋁𝑧∈𝑋⋁𝑦∈𝑋ℎ(𝑒)(𝑧) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑧, 𝑦) ∧ 𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥) 

olduğundan ispat biter. 

(vi) Her 𝑒 ∈ 𝐸 için  

⋁𝑥∈𝑋𝑓〈ℎ〉(𝑒)(𝑥) ∧ ℎ′(𝑒)(𝑥) = ⋁𝑥∈𝑋 (⋁𝑦∈𝑋(ℎ(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥))) ∧ ℎ′(𝑒)(𝑥) 

                                                     = ⋁𝑥∈𝑋⋁𝑦∈𝑋ℎ(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥) ∧ ℎ′(𝑒)(𝑥) 

                                                     = ⋁𝑦∈𝑋(⋁𝑥∈𝑋ℎ′(𝑒)(𝑥) ∧ 𝑓𝑠(𝑒)(𝑥, 𝑦)) ∧ ℎ(𝑒)(𝑦)  

                                                     = ⋁𝑦∈𝑋𝑓𝑠〈ℎ′〉(𝑒)(𝑦) ∧ ℎ(𝑒)(𝑦) 

elde edilir. 

Teorem 5.6.12. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir bulanık esnek düzgün uzay ve ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸)  olsun. 

ℎ̅ = ⨅𝑔∈𝒰𝑔〈ℎ〉 

olmak üzere ℎ → ℎ̅ dönüşümü (BEO1)-(BEO4) koşullarını sağlar. Buradan  

𝜏𝒰 = {ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑐̅̅ ̅ = ℎ𝑐} 

ailesi 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek topolojidir.  
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İspat. ℎ → ℎ̅ dönüşümünün (BEO1)-(BEO4) koşullarını sağladığını gösterelim. 

(BEO1) Lemma 5.6.11 (i) den ℎ̅ = ⨅𝑔∈𝒰𝑔〈ℎ〉 ⊒ ℎ elde edilir. 

(BEO2) 𝑔 ∈ 𝒰 ve 𝜖 ∈ 𝐼𝑜 olsun. Bu durumda (𝑔′ ∘ 𝑔′) ⊑ (𝑔 + 𝜖) olacak şekilde bir           

𝑔′ ∈ 𝒰 vardır. Buradan her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 

                    𝑔〈ℎ〉(𝑒)(𝑥) = ⋁𝑦∈𝑋ℎ(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑦, 𝑥) 

                                        ≥ ⋁𝑦∈𝑋ℎ(𝑒)(𝑦) ∧ ((𝑔
′ ∘ 𝑔′)(𝑒)(𝑦, 𝑥) − 𝜖) 

                                        = ⋁𝑦∈𝑋ℎ(𝑒)(𝑦) ∧ (⋁𝑧∈𝑋𝑔
′(𝑒)(𝑦, 𝑧) ∧ 𝑔′(𝑒)(𝑧, 𝑥) − 𝜖)  

                                        = ⋁𝑦∈𝑋⋁𝑧∈𝑋ℎ(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑔′(𝑒)(𝑦, 𝑧) ∧ 𝑔′(𝑒)(𝑧, 𝑥) − 𝜖 

                                        ≥ ⋁𝑧∈𝑋𝑔
′(𝑒)(𝑧, 𝑥) ∧ (⋀𝑔′′∈𝒰⋁𝑦∈𝑋ℎ(𝑒)(𝑦) ∧ 𝑔

′′(𝑒)(𝑦, 𝑧)) − 𝜖 

                                        = ⋁𝑧∈𝑋𝑔′(𝑒)(𝑧, 𝑥) ∧ ℎ̅(𝑒)(𝑧) − 𝜖 

                                        = 𝑔′〈ℎ̅〉(𝑒)(𝑥) − 𝜖 

olur. Dolayısıyla  

⋀𝑔∈𝒰𝑔〈ℎ〉(𝑒)(𝑥) ≥ ⋀𝑔′∈𝒰𝑔
′〈ℎ̅〉(𝑒)(𝑥) − 𝜖 

elde edilir. Bu ifade her 𝜖 ∈ 𝐼0 için doğru olduğundan 

⋀𝑔∈𝒰𝑔〈ℎ〉(𝑒)(𝑥) ≥ ⋀𝑔′∈𝒰𝑔
′〈ℎ̅〉(𝑒)(𝑥) 

yani ℎ̅(𝑒)(𝑥) ≥ ℎ̿(𝑒)(𝑥) bulunur. Böylece ℎ̅ ⊒ ℎ̿ sağlanır ve (BEO1) gereğince ℎ̅ = ℎ̿ 

elde edilir.  

(BEO3) Her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için 

(ℎ ⊔ ℎ′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )(𝑒)(𝑥) = ⋀𝑔∈𝒰𝑔〈ℎ ⊔ ℎ′〉(𝑒)(𝑥) 

                                                                = ⋀𝑔∈𝒰𝑔〈ℎ〉(𝑒)(𝑥) ∨ 𝑔〈ℎ′〉(𝑒)(𝑥) 

                                                                ≥ (⋀𝑔∈𝒰𝑔〈ℎ〉(𝑒)(𝑥)) ∨ (⋀𝑔∈𝒰𝑔〈ℎ′〉(𝑒)(𝑥)) 

                                                                = ℎ̅(𝑒)(𝑥) ∨ ℎ′̅(𝑒)(𝑥) = (ℎ̅ ⊔ ℎ′̅)(𝑒)(𝑥) 

elde edilir. Böylece  ℎ ⊔ ℎ′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊒ ℎ̅ ⊔ ℎ′̅ sağlanır. 
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Tersine,  

(ℎ̅ ⊔ ℎ′̅)(𝑒)(𝑥) = (⋀𝑔∈𝒰𝑔〈ℎ〉(𝑒)(𝑥)) ∨ (⋀𝑔′∈𝒰𝑔′〈ℎ′〉(𝑒)(𝑥)) 

                                               = ⋀𝑔,𝑔′∈𝒰(𝑔〈ℎ〉(𝑒)(𝑥) ∨ 𝑔′〈ℎ′〉(𝑒)(𝑥)) 

bulunur. 𝑓 = (𝑔 ⊓ 𝑔′) ∈ 𝒰 olduğundan Lemma 5.6.11 (iv) gereğince 

(ℎ̅ ⊔ ℎ′̅)(𝑒)(𝑥) ≥ ⋀𝑓∈𝒰𝑓〈ℎ ⊔ ℎ′〉(𝑒)(𝑥) = (ℎ ⊔ ℎ′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )(𝑒)(𝑥) 

elde edilir. Böylece ℎ̅ ⊔ ℎ′̅ ⊒ ℎ ⊔ ℎ′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sağlanır. 

 (BEO4) ∅̅̃ = ∅̃ olduğu açıktır. 

Tanım 5.6.13. Yukarıda tanımlanan 𝜏𝒰 bulanık esnek topolojisine bir bulanık esnek 

düzgün topoloji denir. 

Örnek 5.6.14. Örnek 5.6.3 de tanımlanan bulanık esnek düzgün uzayının 𝑋 üzerinde bir 

𝜏 = 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) bulanık esnek topolojisini ürettiği kolayca gösterilir. 

Önerme 5.6.15. ℬ ailesi bir 𝒰 bulanık esnek düzgün yapısı için bir taban ise bu 

durumda her ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) için 

ℎ̅ = ⨅𝑔∈ℬ̂𝑔〈ℎ〉 = ⨅𝑔∈〈ℬ〉𝑔〈ℎ〉 = ⨅𝑔∈ℬ𝑔〈ℎ〉 

olur. 

İspat. Teorem 5.5.8 in ispatına benzer şekilde elde edilir. 

Teorem 5.6.16. (𝑋,𝒰, 𝐸) bir bulanık esnek düzgün uzay olsun. Her 𝑥 ∈ 𝑋 için 

𝒰𝑥 = {𝑓〈𝑥〉 | 𝑓 ∈ 𝒰} 

olmak üzere {𝒰𝑥}𝑥∈𝑋 ailesi bir bulanık esnek komşuluk sistemidir. 

İspat. {𝒰𝑥}𝑥∈𝑋 ailesinin bir bulanık esnek komşuluk sistemi olduğunu göstermek için 

Tanım 5.5.1 deki koşulların sağlandığını göstermek gerekir.  

(i) 𝑥 ∈ 𝑋 olsun. 𝒰𝑥 ≠ ∅ ve ∅̃ ∉ 𝒰𝑥 olduğu açıktır. 
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𝑓〈𝑥〉, 𝑔〈𝑥〉 ∈ 𝒰𝑥 olsun. Bu durumda 𝑓, 𝑔 ∈ 𝒰 olur. O halde 𝑓 ⊓ 𝑔 ∈ 𝒰 ve  

𝑓〈𝑥〉 ⊓ 𝑔〈𝑥〉 = (𝑓 ⊓ 𝑔)〈𝑥〉 

olduğundan 𝑓〈𝑥〉 ⊓ 𝑔〈𝑥〉 ∈ 𝒰𝑥 elde edilir.  

𝑓〈𝑥〉 ∈ 𝒰𝑥 ve 𝑓〈𝑥〉 ⊑ ℎ olsun. Buradan 𝑓 ∈ 𝒰 ve her 𝑒 ∈ 𝐸, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥) ≤

ℎ(𝑒)(𝑦) elde edilir. Şimdi, bir 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋 × 𝑋, 𝐸) bulanık esnek kümesi, her 𝑒 ∈ 𝐸 ve her 

(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑋 × 𝑋 için 

  𝑔(𝑒)(𝑥1, 𝑥2) = {
𝑓(𝑒)(𝑥1, 𝑥2),         𝑥2 ≠ 𝑥

ℎ(𝑒)(𝑥1),               𝑥2 = 𝑥
 

olarak tanımlansın. Buradan 𝑓 ⊑ 𝑔 ve dolayısıyla 𝑔 ∈ 𝒰 olur. Böylece 𝑔〈𝑥〉 = ℎ 

olduğundan ℎ ∈ 𝒰𝑥 elde edilir.  

Her 𝜖 ∈ 𝐼0 için (𝑓〈𝑥〉 + 𝜖) ∈ 𝒰𝑥 olsun. Her 𝜖 ∈ 𝐼0 için (𝑓〈𝑥〉 + 𝜖) = (𝑓 + 𝜖)〈𝑥〉 

olduğundan her 𝜖 ∈ 𝐼0 için (𝑓 + 𝜖) ∈ 𝒰 elde edilir. (BED1) gereğince 𝑓 ∈ 𝒰 sağlanır ve 

buradan da 𝑓〈𝑥〉 ∈ 𝒰𝑥 elde edilir. Böylece 𝒰𝑥 bir doygun bulanık esnek süzgeçtir.   

(ii) koşulu açıktır. 

(iii) 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓〈𝑥〉 ∈ 𝒰𝑥 ve 𝜖 ∈ 𝐼0 olsun. 𝑓 ∈ 𝒰 olduğundan (𝑔 ∘ 𝑔) ⊑ (𝑓 + 𝜖) olacak 

şekilde bir 𝑔 ∈ 𝒰 vardır. Şimdi, her 𝑧 ∈ 𝑋 için 𝑔〈𝑧〉 ∈ 𝒰𝑧 olacak şekilde bir 

{𝑔〈𝑧〉 | 𝑧 ∈ 𝑋} ailesi alınsın. Her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑦 ∈ 𝑋 için  

⋁𝑧∈𝑋(𝑔〈𝑥〉(𝑒)(𝑧) ∧ 𝑔〈𝑧〉(𝑒)(𝑦)) = ⋁𝑧∈𝑋(𝑔(𝑒)(𝑧, 𝑥) ∧ 𝑔(𝑒)(𝑧, 𝑦)) 

                                                                       = (𝑔 ∘ 𝑔)(𝑒)(𝑦, 𝑥) 

                                                                       ≤ 𝑓(𝑒)(𝑦, 𝑥) + 𝜖 

                                                                       = 𝑓〈𝑥〉(𝑒)(𝑦) + 𝜖 

elde edilir. Böylece {𝒰𝑥}𝑥∈𝑋 ailesi bir bulanık esnek komşuluk sistemidir. 
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5.7. BULANIK ESNEK DÜZGÜN SÜREKLİ DÖNÜŞÜMLER 

Bu bölümün amacı bir bulanık esnek düzgün sürekli dönüşüm kavramı tanımlayarak bu 

dönüşüm yardımıyla bir bulanık esnek sürekli dönüşüm elde etmektir.  

Tanım 5.7.1. (𝑋,𝒰, 𝐸) ve (𝑌, 𝒱, 𝐾) herhangi iki bulanık esnek düzgün uzay ve 

𝜑𝜓 : (𝑋, 𝒰, 𝐸) → (𝑌, 𝒱, 𝐾) bir bulanık esnek dönüşüm olsun. Her 𝑓 ∈ 𝒱 için                       

(𝜑 × 𝜑)𝜓(𝑔) ⊑ 𝑓 olacak şekilde bir 𝑔 ∈ 𝒰 varsa 𝜑𝜓 bulanık esnek dönüşümüne bir 

bulanık esnek düzgün sürekli dönüşüm denir (Burada, 𝜑 × 𝜑 ∶ 𝑋 × 𝑋 → 𝑌 × 𝑌 

dönüşümü, her (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑋 × 𝑋 için (𝜑 × 𝜑)(𝑥1, 𝑥2) = (𝜑(𝑥1), 𝜑(𝑥2)) şeklinde 

tanımlanır).   

Lemma 5.7.2. (𝑋,𝒰, 𝐸) ve (𝑌, 𝒱, 𝐾) herhangi iki bulanık esnek düzgün uzay ve 

𝜑𝜓 : (𝑋, 𝒰, 𝐸) → (𝑌, 𝒱, 𝐾)  bir bulanık esnek dönüşüm olsun. 𝜑𝜓 nin bir bulanık esnek 

düzgün sürekli dönüşüm olması için gerek ve yeter koşul her 𝑓 ∈ 𝒱 için                                  

(𝜑 × 𝜑)𝜓
−1(𝑓) ∈ 𝒰 olmasıdır. 

İspat. Tanım 5.7.1 den kolaylıkla elde edilir. 

Örnek 5.7.3. Örnek 5.6.3 de tanımlanan (𝑋,𝒰, 𝐸) bulanık esnek düzgün uzayı alınsın. 

Bu durumda 𝜑 ∶ 𝑋 → 𝑋 ve 𝜓 ∶ 𝐸 → 𝐸 herhangi iki dönüşüm olmak üzere                               

𝜑𝜓 ∶ (𝑋, 𝒰, 𝐸) → (𝑋, 𝒰, 𝐸) bulanık esnek dönüşümü bir bulanık esnek düzgün sürekli 

dönüşümdür. 

Teorem 5.7.4. (𝜑1)𝜓1: (𝑋1, 𝒰1, 𝐸1) → (𝑋2, 𝒰2, 𝐸2), (𝜑2)𝜓2: (𝑋2, 𝒰2, 𝐸2) → (𝑋3, 𝒰3, 𝐸3) 

iki bulanık esnek düzgün sürekli dönüşüm olsun. Bu takdirde, 

(𝜑1)𝜓1 ∘ (𝜑2)𝜓2 : (𝑋1, 𝒰1, 𝐸1) → (𝑋3, 𝒰3, 𝐸3) 

bir bulanık esnek düzgün sürekli dönüşümdür. 

İspat. 𝑓 ∈ 𝒰3 olsun. Bu durumda Lemma 5.7.2 gereğince (𝜑2 × 𝜑2)𝜓2
−1(𝑓) ∈ 𝒰2 elde 

edilir. Buradan da 

(𝜑1 × 𝜑1)𝜓1
−1((𝜑2 × 𝜑2)𝜓2

−1(𝑓)) = ((𝜑2 ∘ 𝜑1) × (𝜑2 ∘ 𝜑1))𝜓2∘𝜓1

−1
(𝑓) ∈ 𝒰1 

sağlanır. Böylece (𝜑1)𝜓1 ∘ (𝜑2)𝜓2  bir bulanık esnek düzgün sürekli dönüşümdür. 
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Teorem 5.7.5. (𝑋,𝒰, 𝐸) ve (𝑌, 𝒱, 𝐾) iki bulanık esnek düzgün uzay ve ℬ ve 𝒞 sırasıyla 

𝒰 ve 𝒱 için birer taban olsun. Bu takdirde, 𝜑𝜓 ∶ (𝑋, 𝒰, 𝐸) → (𝑌, 𝒱, 𝐾) bulanık esnek 

dönüşümünün bir bulanık esnek düzgün sürekli dönüşüm olması için gerek ve yeter koşul 

her 𝑓 ∈ 𝒱 ve her 𝜖 ∈ 𝐼0 için (𝑔 − 𝜖) ⊑ (𝜑 × 𝜑)𝜓
−1(𝑓) olacak şekilde bir 𝑔 ∈ ℬ olmasıdır. 

İspat. (⇒) 𝑓 ∈ 𝒱 ve 𝜖 ∈ 𝐼0 olsun. Teorem 5.4.6 (i) den (𝑓 +
𝜖

2
) ∈ 𝒱 bulunur. Hipotez 

gereğince 

𝑔′ ⊑ (𝜑 × 𝜑)𝜓
−1 (𝑓 +

𝜖

2
) = (𝜑 × 𝜑)𝜓

−1(𝑓) +
𝜖

2
 

olacak şekilde bir 𝑔′ ∈ 𝒰 = ℬ̃ vardır. Buradan (𝑔 −
𝜖

2
) ⊑ 𝑔′ olacak şekilde bir 𝑔 ∈ ℬ 

bulunur. Böylece (𝑔 − 𝜖) ⊑ (𝜑 × 𝜑)𝜓
−1(𝑓)  olacak şekilde bir 𝑔 ∈ ℬ elde edilir. 

(⇐) 𝑓 ∈ 𝒱 = 𝒞̃ olsun. Bu durumda (𝑓𝜖 − 𝜖) ⊑ 𝑓 olacak şekilde her 𝜖 ∈ 𝐼0 için bir                 

𝑓𝜖 ∈ 𝒞 vardır. Hipotezden 𝜖 ∈ 𝐼0 olmak üzere (𝑔𝜖 − 𝜖) ⊑ (𝜑 × 𝜑)𝜓
−1(𝑓𝜖) olacak şekilde 

bir 𝑔𝜖 ∈ ℬ elde edilir. Buradan 

𝑔𝜖 ⊑ (𝜑 × 𝜑)𝜓
−1(𝑓𝜖) + 𝜖 ⊑ (𝜑 × 𝜑)𝜓

−1(𝑓 + 𝜖) + 𝜖 = (𝜑 × 𝜑)𝜓
−1(𝑓) + 2𝜖 

olur. Dolayısıyla her 𝜖 ∈ 𝐼0 için  

(𝑔𝜖 − 2𝜖) ⊑ (𝜑 × 𝜑)𝜓
−1(𝑓) 

olacak şekilde bir 𝑔𝜖 ∈ ℬ vardır. O halde 𝑔 = ⨆𝜖∈𝐼0(𝑔𝜖 − 2𝜖) ⊑ (𝜑 × 𝜑)𝜓
−1(𝑓) sağlanır. 

Böylece 𝑔 ∈ ℬ̂ ⊆ ℬ̃ = 𝒰 olduğundan ispat biter. 

Sonuç 5.7.6. (𝑋,𝒰, 𝐸) ve (𝑌, 𝒱, 𝐾) iki bulanık esnek düzgün uzay olsun. Bu takdirde,           

𝜑𝜓 ∶ (𝑋, 𝒰, 𝐸) → (𝑌, 𝒱, 𝐾) bulanık esnek dönüşümünün bir bulanık esnek düzgün sürekli 

dönüşüm olması için gerek ve yeter koşul her 𝑓 ∈ 𝒱 ve her 𝜖 ∈ 𝐼0 için (𝑔 − 𝜖) ⊑

(𝜑 × 𝜑)𝜓
−1(𝑓) olacak şekilde bir 𝑔 ∈ 𝒰 olmasıdır. 

İspat. Her bulanık esnek düzgün yapı kendisi için bir taban olduğundan Teorem 5.7.5 

gereğince kolaylıkla ispatlanır. 
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Teorem 5.7.7. 𝜑𝜓 ∶ (𝑋,𝒰, 𝐸) → (𝑌, 𝒱, 𝐾) bir bulanık esnek düzgün sürekli dönüşüm ise 

bu durumda 𝜑𝜓 ∶ (𝑋, 𝜏𝒰 , 𝐸) → (𝑌, 𝜏𝒱, 𝐾) bir bulanık esnek sürekli dönüşümdür. 

İspat. Teorem 2.6.6 gereğince her ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) için 𝜑𝜓(ℎ̅) ⊑ 𝜑𝜓(ℎ)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  olduğu gösterilirse 

ispat biter. ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Her 𝑘 ∈ 𝐾 ve 𝑦 ∈ 𝑌 için 𝜓−1(𝑘) ≠ ∅ ve 𝜑−1(𝑦) ≠ ∅  

olmak üzere 

                           𝜑𝜓(ℎ)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑘)(𝑦) = ⋀𝑔∈𝒱𝑔〈𝜑𝜓(ℎ)〉(𝑘)(𝑦) 

                                                  = ⋀𝑔∈𝒱 (⋁𝑧∈𝑌𝜑𝜓(ℎ)(𝑘)(𝑧) ∧ 𝑔(𝑘)(𝑧, 𝑦)) 

                                                  = ⋀𝑔∈𝒱⋁𝑧∈𝑌 (⋁𝑥∈𝜑−1(𝑧)⋁𝑒∈𝜓−1(𝑘)ℎ(𝑒)(𝑥) ∧ 𝑔(𝑘)(𝑧, 𝑦)) 

elde edilir. Buradan her 𝑒 ∈ 𝜓−1(𝑘) için  

𝜑𝜓(ℎ)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑘)(𝑦) ≥ ⋀𝑔∈𝒱⋁𝑥∈𝑋 (ℎ(𝑒)(𝑥) ∧ 𝑔(𝜓(𝑒))(𝜑(𝑥), 𝑦)) 

sağlanır. 𝜑𝜓 bir bulanık esnek düzgün sürekli dönüşüm olduğundan her 𝑔 ∈ 𝒱 için              

𝑓 ⊑ (𝜑 × 𝜑)𝜓
−1(𝑔) olacak şekilde bir 𝑓 ∈ 𝒰 vardır. Diğer yandan her 𝑥′ ∈ 𝜑−1(𝑦) için 

𝜑𝜓(ℎ)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑘)(𝑦) ≥ ⋀𝑔∈𝒱⋁𝑥∈𝑋 (ℎ(𝑒)(𝑥) ∧ 𝑔(𝜓(𝑒))(𝜑(𝑥), 𝜑(𝑥′))) 

                                          ≥ ⋀𝑓∈𝒰⋁𝑥∈𝑋(ℎ(𝑒)(𝑥) ∧ 𝑓(𝑒)(𝑥, 𝑥′)) 

                                          = ℎ̅(𝑒)(𝑥′) 

bulunur. O halde 

𝜑𝜓(ℎ)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ (𝑘)(𝑦) ≥ ⋁𝑥′∈𝜑−1(𝑦) ⋁𝑒∈𝜓−1(𝑘)ℎ̅(𝑒)(𝑥
′) = 𝜑𝜓(ℎ̅)(𝑘)(𝑦) 

olduğundan istenilen 𝜑𝜓(ℎ)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊒ 𝜑𝜓(ℎ̅) ifadesi elde edilir.                
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6. BULANIK ESNEK YAKINLIK UZAYLAR 

Bu bölümde Çetkin ve diğ. (2014) tarafından tanımlanan bulanık esnek yakınlık uzaylar 

incelenerek önemli sonuçları elde edilecektir. Ayrıca bulanık esnek yakınlık uzaylar ile 

bulanık esnek topolojik uzaylar arasındaki ilişki çalışılacaktır. Bunun yanı sıra, bir 

bulanık esnek yakınlık komşuluk ve bir bulanık esnek yakınlık dönüşüm kavramları 

verilerek ilgili özellikleri araştırılacaktır. Daha sonra bir başlangıç bulanık esnek yakınlık 

tanımlanarak bir çarpım bulanık esnek yakınlık elde edilecektir. Son olarak bir bulanık 

esnek yığılma kavramı verilerek önemli özellikleri incelenecektir. 

6.1. BULANIK ESNEK YAKINLIK UZAYLAR 

Bu bölümde Çetkin ve diğ. (2014) tarafından tanımlanan bulanık esnek yakınlık uzayları 

ile ilgili özellikler incelenerek klasik anlamdaki yakınlık uzaylarıyla ilişkileri elde 

edilecektir. Ayrıca bulanık esnek yakınlık uzaylar yardımıyla bir bulanık esnek topolojik 

uzay üretilecektir. 

Tanım 6.1.1. 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) üzerindeki bir 𝛿 ikili bağıntısı aşağıdaki koşulları sağlıyorsa bu 

bağıntıya 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek yakınlık denir.  

(BEY1) ∅̃𝛿̅𝑓.    

(BEY2) 𝑓 ⊓ 𝑔 ≠ ∅̃ ise 𝑓𝛿𝑔.                

(BEY3) 𝑓𝛿𝑔 ise 𝑔𝛿𝑓. 

(BEY4) 𝑓𝛿(𝑔 ⊔ ℎ) ⇔ 𝑓𝛿𝑔 veya 𝑓𝛿ℎ. 

(BEY5) 𝑓𝛿̅𝑔 ise 𝑓𝛿̅ℎ ve 𝑔𝛿̅(𝑋̃ − ℎ) olacak şekilde bir ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) vardır. 

(Burada, 𝛿̅ ile 𝛿 nın olumsuzu gösterilmektedir. Ayrıca (𝑓, 𝑔) ∈ 𝛿 yerine sadelik olması 

açısından 𝑓𝛿𝑔 yazılmıştır) Bu durumda (𝑋, 𝛿, 𝐸) üçlüsüne bir bulanık esnek yakınlık 

uzay denir (Çetkin ve diğ. 2014). 
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Örnek 6.1.2. 𝑋 boştan farklı bir küme ve 𝐸, 𝑋 için uygun parametrelerin bir kümesi olsun.                  

𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olmak üzere 

𝑓𝛿𝑔 ⇔ 𝑓 ≠ ∅̃ ve 𝑔 ≠ ∅̃ 

olarak tanımlanan 𝛿 bağıntısı 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek yakınlıktır. 

Lemma 6.1.3. 𝛿, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek yakınlık olmak üzere aşağıdaki özellikler 

sağlanır. 

(i) 𝑓𝛿𝑔, 𝑓 ⊑ ℎ1 ve 𝑔 ⊑ ℎ2 ise ℎ1𝛿ℎ2 olur. 

(ii) Her 𝑓 ≠ ∅̃ için 𝑓𝛿𝑓 dir. 

(iii) 𝑓𝛿𝑋̃ olması için gerek ve yeter koşul 𝑓 ≠ ∅̃ olmasıdır. 

İspat. Bulanık esnek yakınlık tanımından kolaylıkla elde edilir. 

Teorem 6.1.4. (𝑋, 𝛿) klasik anlamda bir yakınlık uzay olsun. Aşağıdaki şekilde 

tanımlanan 𝛿𝑖 ikili bağıntısı 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek yakınlıktır.  

𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 𝑓𝛿 𝑖̅𝑔 olması için gerek ve yeter koşul 𝑓 ⊑ 𝜒𝐴̃, 𝑔 ⊑ 𝜒𝐵̃ ve 𝐴𝛿̅𝐵 

olacak şekilde 𝑋 in 𝐴 ve 𝐵 alt kümeleri vardır. 

İspat. 𝛿𝑖 nin (BEY1)-(BEY5) aksiyomlarını sağladığını gösterelim. 

(BEY1) ∅̃ ⊑ 𝜒∅̃, 𝑓 ⊑ 𝜒𝑋̃ ve ∅𝛿̅𝑋 olduğundan ∅̃𝛿 𝑖̅𝑓 elde edilir. 

(BEY2) 𝑓𝛿 𝑖̅𝑔 olsun. Bu durumda 𝑓 ⊑ 𝜒𝐴̃, 𝑔 ⊑ 𝜒𝐵̃ ve 𝐴𝛿̅𝐵 olacak şekilde 𝑋 in 𝐴 ve 𝐵 alt 

kümeleri vardır. 𝐴𝛿̅𝐵 olduğundan 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ ve dolayısıyla 𝜒𝐴̃ ⊓ 𝜒𝐵̃ = ∅̃ bulunur. 

Böylece 𝑓 ⊓ 𝑔 = ∅̃ sağlanır. 

(BEY3) 𝐴𝛿̅𝐵 iken 𝐵𝛿̅𝐴 olduğundan açıktır. 

(BEY4) 𝑓𝛿 𝑖̅(𝑔 ⊔ ℎ) ise 𝑓𝛿 𝑖̅𝑔 ve 𝑓𝛿 𝑖̅ℎ olduğu kolaylıkla görülür. Şimdi 𝑓𝛿 𝑖̅𝑔 ve 𝑓𝛿 𝑖̅ℎ 

olduğunu kabul edelim. Buradan 𝑓 ⊑ 𝜒𝐴̃, 𝑔 ⊑ 𝜒𝐵̃ ve 𝐴𝛿̅𝐵 olacak şekilde 𝑋 in 𝐴 ve 𝐵 alt 

kümeleri vardır. Benzer şekilde 𝑓 ⊑ 𝜒𝐶̃ , ℎ ⊑ 𝜒𝐷̃ ve 𝐶𝛿̅𝐷 olacak şekilde 𝑋 in 𝐶 ve 𝐷 alt 
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kümeleri vardır. O halde 𝑓 ⊑ 𝜒𝐴∩𝐶̃, 𝑔 ⊔ ℎ ⊑ 𝜒𝐵∪𝐷̃ ve (𝐴 ∩ 𝐶)𝛿̅(𝐵 ∪ 𝐷) olduğundan 

𝑓𝛿 𝑖̅(𝑔 ⊔ ℎ) elde edilir. 

(BEY5) 𝑓𝛿 𝑖̅𝑔 olsun. Bu durumda 𝑓 ⊑ 𝜒𝐴̃, 𝑔 ⊑ 𝜒𝐵̃ ve 𝐴𝛿̅𝐵 olacak şekilde 𝑋 in 𝐴 ve 𝐵 alt 

kümeleri vardır. 𝐴𝛿̅𝐵 olduğundan en az bir 𝐶 ⊆ 𝑋 alt kümesi için 𝐴𝛿̅𝐶 ve                   

𝐵𝛿̅(𝑋 − 𝐶) sağlanır. Buradan 𝑓𝛿 𝑖̅𝜒𝐶̃ ve 𝑔𝛿 𝑖̅(𝑋̃ − 𝜒𝐶̃) olacak şekilde bir 𝜒𝐶̃ bulanık esnek 

kümesi vardır. 

Teorem 6.1.5. (𝑋, 𝛿∗, 𝐸) bir bulanık esnek yakınlık uzay olsun. 

(i) 𝛿∗ = 𝛿𝑖 olacak şekilde 𝑋 üzerinde klasik anlamda bir 𝛿 yakınlık vardır.  

(ii) 𝑓𝛿∗̅̅ ̅𝑔 ise 𝑓 ⊑ 𝜒𝐴̃, 𝑔 ⊑ 𝜒𝐵̃ ve 𝜒𝐴̃𝛿∗̅̅ ̅𝜒𝐵̃ olacak şekilde 𝑋 in 𝐴 ve 𝐵 alt kümeleri vardır.  

(iii) 𝐴𝛿𝐵 ⇔ 𝜒𝐴̃𝛿
∗𝜒𝐵̃ ikili bağıntısı 𝑋 üzerinde klasik anlamda bir yakınlıktır. 

O halde (i) ve (ii) koşulları denktir ve (iii) yi gerektirir. 

İspat. (i) ⇒ (ii) açıktır. 

(ii) ⇒ (iii) 𝛿 ikili bağıntısı için (Y1), (Y2), (Y3) ve (Y4) aksiyomlarının sağlandığı açıktır. 

(Y5) 𝑋 in 𝐴 ve 𝐵 alt kümeleri için 𝐴𝛿̅𝐵 olsun. 𝜒𝐴̃𝛿∗̅̅ ̅𝜒𝐵̃ olduğundan 𝜒𝐴̃𝛿∗̅̅ ̅𝑓 ve            

𝜒𝐵̃𝛿∗̅̅ ̅(𝑋̃ − 𝑓) olacak şekilde bir 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) vardır. Hipotezden 𝜒𝐴̃ ⊑ 𝜒𝐶̃, 𝑓 ⊑ 𝜒𝐷̃,        

𝜒𝐵̃ ⊑ 𝜒𝐺̃, (𝑋̃ − 𝑓) ⊑ 𝜒𝐻̃, 𝜒𝐶̃𝛿∗̅̅ ̅𝜒𝐷̃ ve 𝜒𝐺̃𝛿∗̅̅ ̅𝜒𝐻̃ bulunur. Böylece 𝜒𝐴̃𝛿∗̅̅ ̅𝜒𝐷̃ ve dolayısıyla 

𝐴𝛿̅𝐷 elde edilir. Benzer şekilde 𝜒𝐵̃𝛿∗̅̅ ̅𝜒(𝑋−𝐷)̃  ve buradan da 𝐵𝛿̅(𝑋 − 𝐷) elde edilir.                       

O halde (Y5) aksiyomu sağlanır. 

(ii) ⇒ (i) 𝑋 in kuvvet kümesi üzerinde aşağıdaki gibi bir 𝛿 ikili bağıntısı tanımlansın.  

𝐴𝛿𝐵 ⇔  𝜒𝐴̃𝛿
∗𝜒𝐵̃. 

δ nın 𝑋 üzerinde klasik anlamda bir yakınlık olduğunu biliyoruz. O halde 𝛿∗ = 𝛿𝑖 olduğu 

gösterilirse ispat biter. 𝑓𝛿∗̅̅ ̅𝑔 olsun. Hipotezden 𝑓 ⊑ 𝜒𝐴̃, 𝑔 ⊑ 𝜒𝐵̃ ve 𝜒𝐴̃𝛿∗̅̅ ̅𝜒𝐵̃ olacak 

şekilde 𝑋 in 𝐴 ve 𝐵 alt kümeleri vardır. 𝜒𝐴̃𝛿∗̅̅ ̅𝜒𝐵̃ olduğundan 𝐴𝛿̅𝐵 ve dolayısıyla 𝑓𝛿𝑖𝑔 

sağlanır. Tersine 𝑓𝛿 𝑖̅𝑔 olduğunu kabul edelim. 𝛿𝑖 nin tanımından 𝑓 ⊑ 𝜒𝐴̃, 𝑔 ⊑ 𝜒𝐵̃ ve 

𝐴𝛿̅𝐵 olacak şekilde 𝑋 in 𝐴 ve 𝐵 alt kümeleri vardır. Böylece 𝜒𝐴̃𝛿∗̅̅ ̅𝜒𝐵̃ ve buradan da 𝑓𝛿∗̅̅ ̅𝑔 

elde edilir. 
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(𝑋, 𝛿, 𝐸) bir bulanık esnek yakınlık uzay ve 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 

𝑓̅ = 𝑋̃ − ⨆{𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | 𝑓𝛿̅𝑔} 

şeklinde bir eşitlik tanımlansın. Bu durumda aşağıdaki teorem elde edilir. 

Teorem 6.1.6. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir bulanık esnek yakınlık uzay olsun. Bu takdirde 𝑓 → 𝑓 ̅

dönüşümü (BEO1)-(BEO4) koşullarını sağlar. Buradan 

𝜏(𝛿) = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | 𝑓𝑐̅̅ ̅ = 𝑓𝑐} 

ailesi 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek topolojidir. 

İspat. 𝑓 → 𝑓 ̅dönüşümünün (BEO1)-(BEO4) koşullarını sağladığını gösterelim. 

(BEO1) 𝑓 ≠ ∅̃ olduğunu kabul edelim. 𝑔𝛿̅𝑓 olacak şekilde bir 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) alınsın. 

(BEY2) den 𝑔 ⊓ 𝑓 = ∅̃ dır. O halde her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için ya 𝑔(𝑒)(𝑥) = 0 ya da 

𝑓(𝑒)(𝑥) = 0 olur. Buna göre 𝑔(𝑒)(𝑥) ≤ 1 − 𝑓(𝑒)(𝑥) ve buradan da ⋁𝑔𝛿̅𝑓𝑔(𝑒)(𝑥) ≤

1 − 𝑓(𝑒)(𝑥) sağlanır. Sonuç olarak 

𝑓(𝑒)(𝑥) ≤ 1 − ⋁𝑔𝛿̅𝑓𝑔(𝑒)(𝑥) = 𝑓(̅𝑒)(𝑥) 

elde edilir. 

(BEO2) Bunun için 

𝑔𝛿𝑓 ⇔ 𝑔𝛿𝑓 ̅

olduğunu göstermek yeterlidir. Gerek koşul Lemma 6.1.3 den açıktır. Yeter koşul için 

𝑔𝛿𝑓 ̅olsun. 𝑔𝛿̅𝑓 olduğunu kabul edelim. (BEY5) den 𝑔𝛿̅ℎ ve 𝑓𝛿̅(𝑋̃ − ℎ) olacak şekilde 

bir ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) vardır. 𝑔𝛿̅ℎ ve 𝑔𝛿𝑓 ̅ olduğundan en az bir 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için                            

ℎ(𝑒)(𝑥) < 𝑓(̅𝑒)(𝑥) elde edilir. Şimdi, ℎ(𝑒)(𝑥) < 𝑎 < 𝑓(̅𝑒)(𝑥) olacak şekilde bir 𝑎 

sayısı seçilsin ve 𝑒𝑥1−𝑎 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) tanımlansın. 1 − 𝑎 ≤ 1 − ℎ(𝑒)(𝑥) olduğundan              

𝑒𝑥1−𝑎 ⊑ (𝑋̃ − ℎ) sağlanır. Ayrıca 𝑒𝑥1−𝑎𝛿𝑓 dir, aksi halde 𝑓(̅𝑒)(𝑥) ≤ 1 − (1 − 𝑎) = 𝑎 

olurdu. Böylece 𝑒𝑥1−𝑎𝛿𝑓 ve 𝑒𝑥1−𝑎 ⊑ (𝑋̃ − ℎ) olduğundan (𝑋̃ − ℎ)𝛿𝑓 çelişkisi elde edilir.  

(BEO3) 𝑓 ⊔ 𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  ⊒ 𝑓̅ ⊔ 𝑔̅ olduğu açıktır. Tersine 𝑓 ⊔ 𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝑒)(𝑥) > 𝑓(̅𝑒)(𝑥) ∨ 𝑔̅(𝑒)(𝑥) 

olacak şekilde bir 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 olduğunu kabul edelim. 
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𝑎 = 𝑓 ⊔ 𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝑒)(𝑥) > 𝑓(̅𝑒)(𝑥) ∨ 𝑔̅(𝑒)(𝑥) + 𝜖 

sağlayan bir 𝜖 > 0 alınsın. Şimdi, 𝑓(̅𝑒)(𝑥) ≥ 𝑔̅(𝑒)(𝑥) (benzer şekilde 𝑔̅(𝑒)(𝑥) >

𝑓(̅𝑒)(𝑥) durumu da alınabilir) olsun. Bu takdirde, 

𝑓(̅𝑒)(𝑥) = 1 − ⋁{ℎ(𝑒)(𝑥) | ℎ𝛿̅𝑓} < 𝑎 − 𝜖 

olduğundan bir ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) için  ℎ𝛿̅𝑓 ve 1 − ℎ(𝑒)(𝑥) < 𝑎 − 𝜖 olur. Bunun yanı sıra  

1 − ℎ(𝑒)(𝑥) ≥ 𝑓(̅𝑒)(𝑥) ≥ 𝑔̅(𝑒)(𝑥) > 𝑔̅(𝑒)(𝑥) −
𝜖

2
 

eşitsizliğinden 1 − ℎ(𝑒)(𝑥) +
𝜖

2
> 𝑔̅(𝑒)(𝑥) bulunur. 𝑔̅(𝑒)(𝑥) = 1 − ⋁{ℎ′(𝑒)(𝑥) | ℎ′𝛿̅𝑔} 

sağlandığından ℎ′𝛿̅𝑔 ve ℎ(𝑒)(𝑥) −
𝜖

2
< ℎ′(𝑒)(𝑥) olacak şekilde bir ℎ′ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) vardır. 

Ayrıca (ℎ ⊓ ℎ′)𝛿̅𝑓 ve (ℎ ⊓ ℎ′)𝛿̅𝑔 olduğundan (ℎ ⊓ ℎ′)𝛿̅(𝑓 ⊔ 𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) elde edilir. (BEY2) den  

𝑓 ⊔ 𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝑒)(𝑥) ≤ 1 − (ℎ ⊓ ℎ′)(𝑒)(𝑥) 

bulunur. Diğer yandan ℎ(𝑒)(𝑥) −
𝜖

2
< (ℎ′ ⊓ ℎ)(𝑒)(𝑥) sağlandığından aşağıdaki ifade 

elde edilir: 

𝑎 = 𝑓 ⊔ 𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(𝑒)(𝑥) ≤ 1 − (ℎ ⊓ ℎ′)(𝑒)(𝑥) ≤ 1 − ℎ(𝑒)(𝑥) +
𝜖

2
< 𝑎 − 𝜖 +

𝜖

2
= 𝑎 −

𝜖

2
 

Elde edilen bu çelişki (BEO3) koşulunun sağlandığını gösterir. 

(BEO4) ∅̃𝛿̅𝑋̃ olduğundan ∅̅̃ = ∅̃ elde edilir. 

Örnek 6.1.7. Örnek 6.1.2 de tanımlanan bulanık esnek yakınlık uzayının 𝑋 üzerinde bir 

𝜏 = {∅̃, 𝑋̃} bulanık esnek topolojisini ürettiği kolayca gösterilir. 

Teorem 6.1.8. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir bulanık esnek yakınlık uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Her                      

𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝐴, 𝐸) için 

𝑓𝛿𝐴𝑔 ⇔ 𝑓𝛿𝑔 

şeklinde tanımlanan 𝛿𝐴 ikili bağıntısı 𝐴 üzerinde bir bulanık esnek yakınlıktır.  

İspat. 𝛿𝐴 için (BEY1), (BEY2), (BEY3) ve (BEY4) aksiyomlarının sağlandığı açıktır. 
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(BEY5) 𝑓𝛿𝐴̅̅ ̅𝑔 olsun. Bu durumda 𝑓𝛿̅𝑔 olur. 𝛿 bir bulanık esnek yakınlık olduğundan 𝑓𝛿̅ℎ 

ve 𝑔𝛿̅(𝑋̃ − ℎ) olacak şekilde bir ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) vardır.  

(ℎ ⊓ 𝜒𝐴̃) ⊑ ℎ   ve   ((𝑋̃ − ℎ) ⊓ 𝜒𝐴̃) ⊑ (𝑋̃ − ℎ) 

olduğundan 𝑓𝛿̅(ℎ ⊓ 𝜒𝐴̃) ve 𝑔𝛿̅ ((𝑋̃ − ℎ) ⊓ 𝜒𝐴̃) sağlanır. O halde  

𝜒𝐴̃ ⊓ (𝑋̃ − ℎ) = 𝜒𝐴̃ − (ℎ ⊓ 𝜒𝐴̃) 

olduğundan tanım gereği 𝑓𝛿𝐴̅̅ ̅(ℎ ⊓ 𝜒𝐴̃) ve 𝑔𝛿𝐴̅̅ ̅(𝜒𝐴̃ − (ℎ ⊓ 𝜒𝐴̃)) elde edilir. 

Tanım 6.1.9. Yukarıda oluşturulan 𝐴 üzerindeki 𝛿𝐴 bulanık esnek yakınlık yapısına 𝛿 ile 

üretilen bulanık esnek yakınlık denir. 

6.2. BULANIK ESNEK YAKINLIK KOMŞULUKLAR VE BULANIK ESNEK 

YAKINLIK DÖNÜŞÜMLER 

Bu bölümde bir bulanık esnek yakınlık komşuluk kavramı tanımlanarak bulanık esnek 

yakınlık yapılarıyla ilişkileri incelenecektir. Ayrıca bir bulanık esnek yakınlık dönüşüm 

tanımı verilecek ve bu dönüşüm yardımıyla bir bulanık esnek sürekli dönüşüm elde 

edilecektir. 

Tanım 6.2.1. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir bulanık esnek yakınlık uzay ve 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun.                

𝑓𝛿̅(𝑋̃ − 𝑔) ise 𝑔 bulanık esnek kümesine 𝑓 nin bir bulanık esnek yakınlık komşuluğu 

denir ve bu durum 𝑓 ⋐ 𝑔 notasyonu ile gösterilir. 

Teorem 6.2.2. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir bulanık esnek yakınlık uzay olmak üzere ⋐ bağıntısı 

aşağıdaki özellikleri sağlar. 

(YK1) ∅̃ ⋐ 𝑓. 

(YK2) 𝑓 ⋐ 𝑔 ise (𝑋̃ − 𝑔) ⋐ (𝑋̃ − 𝑓). 

(YK3) 𝑓 ⋐ 𝑔 ise 𝑓 ⊓ 𝑔𝑐 = ∅̃. 

(YK4) 𝑓 ⋐ (𝑔 ⊓ ℎ) ⇔ 𝑓 ⋐ 𝑔 ve 𝑓 ⋐ ℎ. 

(YK5) 𝑓 ⊑ 𝑔 ⋐ ℎ ⊑ ℎ′ ise 𝑓 ⋐ ℎ′. 

(YK6) 𝑓 ⋐ 𝑔 ise 𝑓 ⋐ ℎ ⋐ 𝑔 olacak şekilde bir ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) vardır. 
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İspat. (YK1) özelliği açıktır. 

(YK2) 𝑓 ⋐ 𝑔 ise 𝑓𝛿̅(𝑋̃ − 𝑔) dir. (BEY3) den (𝑋̃ − 𝑔)𝛿̅𝑓, yani (𝑋̃ − 𝑔) ⋐ (𝑋̃ − 𝑓) elde 

edilir. 

(YK3) 𝑓 ⋐ 𝑔 olsun. O halde (BEY2) den 𝑓 ⊓ 𝑔𝑐 = ∅̃ bulunur. 

(YK4) 𝑓 ⋐ (𝑔 ⊓ ℎ) ⇔ 𝑓𝛿̅(𝑔 ⊓ ℎ)𝑐 = 𝑔𝑐 ⊔ ℎ𝑐 ⇔ 𝑓𝛿̅𝑔𝑐 ve 𝑓𝛿̅ℎ𝑐 ⇔  𝑓 ⋐ 𝑔 ve 𝑓 ⋐ ℎ. 

(YK5) 𝑓 ⋐̅ ℎ′ ise 𝑓𝛿(𝑋̃ − ℎ′) elde edilir. 𝑓 ⊑ 𝑔 ve (𝑋̃ − ℎ′) ⊑ (𝑋̃ − ℎ) olduğundan               

𝑔𝛿(𝑋̃ − ℎ) sağlanır. Bu ise 𝑔 ⋐̅ ℎ çelişkisine neden olur (Burada ⋐̅ ile ⋐ nin olumsuzu 

gösterilmektedir). 

(YK6) 𝑓 ⋐ 𝑔 olsun. Bu takdirde 𝑓𝛿̅(𝑋̃ − 𝑔) ve dolayısıyla  (BEY5) den en az bir                     

ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) için 𝑓𝛿̅(𝑋̃ − ℎ) ve ℎ𝛿̅(𝑋̃ − 𝑔) bulunur. Buradan 𝑓 ⋐ ℎ ⋐ 𝑔 elde edilir. 

Teorem 6.2.3. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir bulanık esnek yakınlık uzay ve 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu 

durumda aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(i) 𝑓 ⋐ 𝑔 ⇔ 𝑓̅ ⋐ 𝑔. 

(ii) 𝑓 ⋐ 𝑔 ise 𝑓 ⊑ ℎ ⊑ 𝑔 olacak şekilde bir ℎ ∈ 𝜏(𝛿) vardır. 

(iii) 𝑓𝛿̅𝑔 ise 𝑓 ⋐ ℎ1, 𝑔 ⋐ ℎ2 ve ℎ1𝛿̅ℎ2 olacak şekilde ℎ1 ve ℎ2 bulanık esnek kümeleri 

vardır. 

İspat. (i) 𝑔𝛿𝑓 ⇔ 𝑔𝛿𝑓 ̅özelliğinden açıktır. 

(ii) 𝑓 ⋐ 𝑔 olsun. O halde 𝑓𝛿̅(𝑋̃ − 𝑔) ve buradan 

𝑋̃ − 𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑋̃ − ⨆{ℎ′| (𝑋̃ − 𝑔)𝛿̅ℎ′} ⊑ 𝑋̃ − 𝑓 

elde edilir. ℎ = 𝑋̃ − (𝑋̃ − 𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) alınsın. Dolayısıyla 

𝑋̃ − ℎ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑋̃ − 𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
= 𝑋̃ − 𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑋̃ − ℎ 

olur. Böylece ℎ ∈ 𝜏(𝛿) ve 𝑓 ⊑ ℎ ⊑ 𝑔 sağlanır. 
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(iii) 𝑓𝛿̅𝑔 ise (BEY5) den 𝑓𝛿̅ℎ2 ve 𝑔𝛿̅(𝑋̃ − ℎ2) olacak şekilde bir ℎ2 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) vardır. 

ℎ2𝛿̅𝑓 olduğundan bir ℎ1 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) için ℎ2𝛿̅ℎ1 ve 𝑓𝛿̅(𝑋̃ − ℎ1) elde edilir. Buradan            

𝑓 ⋐ ℎ1, 𝑔 ⋐ ℎ2 ve ℎ1𝛿̅ℎ2 olacak şekilde ℎ1 ve ℎ2 bulanık esnek kümeleri bulunur. 

Teorem 6.2.4. 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) üzerinde (YK1)-(YK6) özelliklerini sağlayan bir ⋐ bağıntısı 

verilsin. Bu takdirde, 𝑋 üzerinde aşağıdaki gibi bir 𝛿 bulanık esnek yakınlık vardır. 

𝑓𝛿̅𝑔 ⇔ 𝑓 ⋐ (𝑋̃ − 𝑔). 

Ayrıca, bu bulanık esnek yakınlık yapısına göre 𝑔 bulanık esnek kümesinin 𝑓 nin bir 

bulanık esnek yakınlık komşuluğu olması için gerek ve yeter koşul 𝑓 ⋐ 𝑔 olmasıdır. 

İspat. Öncelikle 𝛿 nın 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek yakınlık olduğunu gösterelim. 

(BEY1) 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. (YK1) den ∅̃ ⋐ (𝑋̃ − 𝑓) ve buradan da ∅̃𝛿̅𝑓 elde edilir. 

(BEY2) 𝑓𝛿̅𝑔 olsun. O halde 𝑓 ⋐ 𝑔𝑐 ve (YK3) den  

𝑓 ⊓ 𝑔 = 𝑓 ⊓ (𝑔𝑐)𝑐 = ∅̃ 

bulunur. 

(BEY3) 𝑓𝛿̅𝑔 ise 𝑓 ⋐ 𝑔𝑐 olur. (YK2) özelliği gereğince 𝑔 ⋐ 𝑓𝑐 ve dolayısıyla 𝑔𝛿̅𝑓 

sağlanır. 

(BEY4) 𝑓𝛿̅(𝑔 ⊔ ℎ) ⇔ 𝑓 ⋐ (𝑔 ⊔ ℎ)𝑐 = 𝑔𝑐 ⊓ ℎ𝑐 ⇔ 𝑓 ⋐ 𝑔𝑐 ve 𝑓 ⋐ ℎ𝑐 ⇔  𝑓𝛿̅𝑔 ve 𝑓𝛿̅ℎ. 

(BEY5) 𝑓𝛿̅𝑔 olsun. Bu takdirde 𝑓 ⋐ (𝑋̃ − 𝑔) dir. (YK6) dan 𝑓 ⋐ ℎ ⋐ (𝑋̃ − 𝑔) olacak 

şekilde bir ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) vardır. Böylece 𝑓𝛿̅(𝑋̃ − ℎ) ve ℎ𝛿̅𝑔 elde edilir. 

O halde 𝛿, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek yakınlıktır. Ayrıca, bulanık esnek yakınlık 

komşuluk tanımından, 𝑔 bulanık esnek kümesinin 𝑓 nin bir bulanık esnek yakınlık 

komşuluğu olması için gerek ve yeter koşulun 𝑓 ⋐ 𝑔 olması gerektiği kolayca görülür. 

Teorem 6.2.5. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir bulanık esnek yakınlık uzay ve 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) ise bu durumda 

𝑓̅ = ⨅{𝑔 | 𝑓 ⋐ 𝑔} 

eşitliği sağlanır. 
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İspat. 𝑓 ⋐ 𝑔 olacak şekilde bir 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) alınsın. Buradan 𝑓̅ ⋐ 𝑔 ve (YK3) den                 

𝑓̅ ⊑ 𝑔 elde edilir. Böylece  

𝑓̅ ⊑ ⨅{𝑔 | 𝑓 ⋐ 𝑔} 

bulunur. Eşitliğin tersini göstermek için ⋀{𝑔(𝑒)(𝑥) | 𝑓 ⋐ 𝑔} > 𝑓(̅𝑒)(𝑥) olacak şekilde 

bir 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 olduğunu kabul edelim. ⋀{𝑔(𝑒)(𝑥) | 𝑓 ⋐ 𝑔} = 𝑎 olsun. Bu durumda  

𝑓(̅𝑒)(𝑥) = 1 − ⋁{ℎ(𝑒)(𝑥) | 𝑓𝛿̅ℎ} < 𝑎 − 𝜖 

olacak şekilde bir 𝜖 > 0 vardır. Bu takdirde en az bir ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) için 𝑓𝛿̅ℎ ve                                 

1 − ℎ(𝑒)(𝑥) < 𝑎 − 𝜖 sağlanır. 𝑓𝛿̅ℎ olduğundan 𝑓 ⋐ (𝑋̃ − ℎ) ve buradan da                 

⨅{𝑔 | 𝑓 ⋐ 𝑔} ⊑ (𝑋̃ − ℎ) elde edilir. Bu ise  

𝑎 = ⋀{𝑔(𝑒)(𝑥) | 𝑓 ⋐ 𝑔} ≤ 1 − ℎ(𝑒)(𝑥) < 𝑎 − 𝜖 

çelişkisine neden olur. 

Tanım 6.2.6. (𝑋, 𝛿1, 𝐸) ve (𝑌, 𝛿2, 𝐾) herhangi iki bulanık esnek yakınlık uzay ve                  

𝜑𝜓 : (𝑋, 𝛿1, 𝐸) → (𝑌, 𝛿2, 𝐾)  bir bulanık esnek dönüşüm olsun. Her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) için 

𝑓𝛿1𝑔 ⇒ 𝜑𝜓(𝑓)𝛿2𝜑𝜓(𝑔) 

sağlanıyorsa 𝜑𝜓 bulanık esnek dönüşümüne bir bulanık esnek yakınlık dönüşüm denir 

(Çetkin ve diğ. 2014).  

Önerme 6.2.7. (𝑋, 𝛿1, 𝐸) ve (𝑌, 𝛿2, 𝐾) herhangi iki bulanık esnek yakınlık uzay olsun.  

Bir 𝜑𝜓 : (𝑋, 𝛿1, 𝐸) → (𝑌, 𝛿2, 𝐾) bulanık esnek dönüşümünün bir bulanık esnek yakınlık 

dönüşüm olması için gerek ve yeter koşul her ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐹𝑆(𝑌, 𝐾) için ℎ1𝛿2̅̅ ̅ℎ2 iken 

𝜑𝜓
−1(ℎ1)𝛿1̅𝜑𝜓

−1(ℎ2) (veya ℎ1 ⋐2 ℎ2 iken 𝜑𝜓
−1(ℎ1) ⋐1 𝜑𝜓

−1(ℎ2)) olmasıdır. 

İspat. Tanım 6.2.6 dan kolaylıkla elde edilir.  

Önerme 6.2.8. İki bulanık esnek yakınlık dönüşümün bileşkesi bir bulanık esnek yakınlık 

dönüşümdür. 

İspat. Tanım 6.2.6 dan açıktır. 
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Teorem 6.2.9. Bir 𝜑𝜓 : (𝑋, 𝛿1, 𝐸) → (𝑌, 𝛿2, 𝐾) bulanık esnek yakınlık dönüşümü bir 

bulanık esnek sürekli dönüşümdür. 

İspat. 𝑓 ∈ 𝜏(𝛿2) olsun. ℎ𝛿2̅̅ ̅(𝑌̃ − 𝑓) olacak şekilde bir ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑌, 𝐾) alınsın. Hipotezden, 

𝜑𝜓
−1(ℎ)𝛿1̅(𝑋̃ − 𝜑𝜓

−1(𝑓)) olur. (BEY2) aksiyomu gereğince 

𝑋̃ − 𝜑𝜓
−1(𝑓)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊑ 𝑋̃ − 𝜑𝜓

−1(ℎ) 

olur. Bu takdirde her 𝑒 ∈ 𝐸 ve 𝑥 ∈ 𝑋 için  

(𝑋̃ − 𝜑𝜓
−1(𝑓)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(𝑒)(𝑥) ≤ (𝑋̃ − 𝜑𝜓

−1(ℎ)) (𝑒)(𝑥) 

                                                                     = 1 − ℎ(𝜓(𝑒))(𝜑(𝑥)) 

                                          = (𝑌̃ − ℎ)(𝜓(𝑒))(𝜑(𝑥)) 

elde edilir. Buradan 

(𝑋̃ − 𝜑𝜓
−1(𝑓)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(𝑒)(𝑥) ≤ (⨅ℎ𝛿2̅̅̅̅ (𝑌̃−𝑓)(𝑌̃ − ℎ)) (𝜓(𝑒))(𝜑(𝑥)) 

                                                          = (𝑌̃ − 𝑓̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(𝜓(𝑒))(𝜑(𝑥)) 

                                                          = (𝑌̃ − 𝑓)(𝜓(𝑒))(𝜑(𝑥)) 

                                                          = 1 − 𝜑𝜓
−1(𝑓)(𝑒)(𝑥) 

                                                          = (𝑋̃ − 𝜑𝜓
−1(𝑓)) (𝑒)(𝑥)  

ifadesi sağlanır. Böylece 𝑋̃ − 𝜑𝜓
−1(𝑓)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊑ 𝑋̃ − 𝜑𝜓

−1(𝑓) olduğundan 𝜑𝜓
−1(𝑓) ∈ 𝜏(𝛿1) elde 

edilir. O halde 𝜑𝜓 bulanık esnek yakınlık dönüşümü bir bulanık esnek sürekli 

dönüşümdür. 
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6.3. BAŞLANGIÇ BULANIK ESNEK YAKINLIK YAPISI 

Bu bölümün amacı başlangıç bulanık esnek yakınlık yapısının varlığını araştırmak ve 

bundan faydalanarak bir çarpım bulanık esnek yakınlık tanımlamaktır. 

Tanım 6.3.1. 𝛿1 ve 𝛿2, 𝑋 üzerinde iki bulanık esnek yakınlık olsun. Her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) 

için 𝑓𝛿2𝑔 iken 𝑓𝛿1𝑔 oluyorsa 𝛿2, 𝛿1 den daha incedir (veya 𝛿1, 𝛿2 den daha kabadır) 

denir ve bu durum 𝛿1 < 𝛿2 şeklinde gösterilir. 

Tanım 6.3.2. 𝑋 boştan farklı bir küme ve 𝐸 parametrelerin bir kümesi olmak üzere              

{(𝑋𝛼, 𝛿𝛼, 𝐸𝛼) | 𝛼 ∈ ∆} bulanık esnek yakınlık uzayların bir ailesi ve her 𝛼 ∈ ∆ için 

(𝜑𝜓 )𝛼 ∶ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) → (𝑋𝛼, 𝛿𝛼, 𝐸𝛼) bir bulanık esnek dönüşüm olsun. Her 𝛼 ∈ ∆ için 

(𝜑𝜓 )𝛼 ∶ (𝑋, 𝛿, 𝐸) → (𝑋𝛼, 𝛿𝛼, 𝐸𝛼) dönüşümlerini bulanık esnek yakınlık dönüşüm yapan 

𝑋 üzerindeki en kaba 𝛿 bulanık esnek yakınlık yapısına bir başlangıç bulanık esnek 

yakınlık denir. 

Aşağıdaki teorem bir başlangıç bulanık esnek yakınlık yapısının varlığını gösterir. 

Teorem 6.3.3. 𝑋 boştan farklı bir küme ve 𝐸 parametrelerin bir kümesi olmak üzere                 

{(𝑋𝛼, 𝛿𝛼, 𝐸𝛼) | 𝛼 ∈ ∆} bulanık esnek yakınlık uzayların bir ailesi ve her 𝛼 ∈ ∆ için                                         

(𝜑𝜓 )𝛼 ∶ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) → (𝑋𝛼, 𝛿𝛼, 𝐸𝛼) bir bulanık esnek dönüşüm olsun. Aşağıdaki şekilde 

tanımlanan 𝛿 ikili bağıntısı 𝑋 üzerinde bir başlangıç bulanık esnek yakınlıktır. 

𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 𝑓𝛿𝑔 olması için gerek ve yeter koşul 𝑓 = ⨆𝑖=1
𝑛 𝑓𝑖 ve 𝑔 = ⨆𝑗=1

𝑚 𝑔𝑗 

olmak üzere her {𝑓𝑖  | 𝑖 = 1,… , 𝑛} ve {𝑔𝑗 | 𝑗 = 1, … ,𝑚} sonlu aileleri için her 𝛼 ∈ ∆ için 

(𝜑𝜓)𝛼
(𝑓𝑖)𝛿𝛼(𝜑𝜓)𝛼

(𝑔𝑗) olacak şekilde en az bir 𝑓𝑖 ve 𝑔𝑗 bulanık esnek kümeleri vardır. 

İspat. Öncelikle 𝛿 nın 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek yakınlık olduğunu gösterelim. 

(BEY1) aksiyomu açıktır. 

(BEY2) 𝑓𝛿̅𝑔 olsun. Bu durumda 𝑖 = 1, … , 𝑛 ve 𝑗 = 1, … ,𝑚 olmak üzere bir                       

𝛼 = 𝑠𝑖𝑗 ∈ 𝛥 için (𝜑𝜓)𝛼
(𝑓𝑖)𝛿𝛼̅̅ ̅(𝜑𝜓)𝛼

(𝑔𝑗) olacak şekilde sırasıyla 𝑓 ve 𝑔 nin 𝑓 = ⨆𝑖=1
𝑛 𝑓𝑖 

ve 𝑔 = ⨆𝑗=1
𝑚 𝑔𝑗 sonlu örtüleri vardır. Buradan  

(𝜑𝜓)𝛼
(⨆𝑖=1

𝑛 𝑓𝑖) ⊓ (𝜑𝜓)𝛼
(⨆𝑗=1

𝑚 𝑔𝑗) =  (𝜑𝜓)𝛼
(𝑓) ⊓ (𝜑𝜓)𝛼

(𝑔) = ∅̃ 

elde edilir. Böylece 𝑓 ⊓ 𝑔 = ∅̃ sağlanır. 
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(BEY3) Her bir 𝛼 ∈ ∆ için 𝛿𝛼 bir bulanık esnek yakınlık olduğundan açıktır. 

(BEY4) 𝑓𝛿𝑔 olsun. Buradan her ℎ ⊒ 𝑔 için 𝑓𝛿ℎ olduğu kolayca görülür. O halde 𝑓𝛿𝑔 

veya 𝑓𝛿ℎ iken 𝑓𝛿(𝑔 ⊔ ℎ) sağlanır. Tersine, 𝑓𝛿̅𝑔 ve 𝑓𝛿̅ℎ olduğunu kabul edelim. Bu 

durumda 𝑖 = 1,… , 𝑛 ve 𝑗 = 1,… ,𝑚 olmak üzere bir 𝛼 = 𝑠𝑖𝑗 ∈ 𝛥 için 

(𝜑𝜓)𝛼
(𝑓𝑖)𝛿𝛼̅̅ ̅(𝜑𝜓)𝛼

(𝑔𝑗) olacak şekilde sırasıyla 𝑓 ve 𝑔 nin 𝑓 = ⨆𝑖=1
𝑛 𝑓𝑖 ve 𝑔 = ⨆𝑗=1

𝑚 𝑔𝑗 

sonlu örtüleri vardır. Benzer şekilde 𝑝 = 1,… , 𝑞 ve 𝑗 = 𝑚 + 1,… ,𝑚 + 𝑙 olmak üzere bir 

𝛼 = 𝑡𝑝𝑗 ∈ 𝛥 için (𝜑𝜓)𝛼
(𝑘𝑝)𝛿𝛼̅̅ ̅(𝜑𝜓)𝛼

(𝑔𝑗) olacak şekilde sırasıyla 𝑓 ve ℎ nin                        

𝑓 = ⨆𝑝=1
𝑞 𝑘𝑝 ve ℎ = ⨆𝑗=𝑚+1

𝑚+𝑙 𝑔𝑗 sonlu örtüleri vardır. Bu takdirde,  

{𝑓𝑖 ⊓ 𝑘𝑝 | 𝑖 = 1, … , 𝑛; 𝑝 = 1, … , 𝑞}  ve  {𝑔𝑗 | 𝑗 = 1,… ,𝑚 + 𝑙} 

sırasıyla 𝑓 ve 𝑔 ⊔ ℎ nin sonlu örtüleridir. Böylece 𝛼 = 𝑠𝑖𝑗 veya 𝛼 = 𝑡𝑝𝑗 için            

(𝜑𝜓)𝛼
(𝑓𝑖 ⊓ 𝑘𝑝)𝛿𝛼̅̅ ̅(𝜑𝜓)𝛼

(𝑔𝑗) olduğundan 𝑓𝛿̅(𝑔 ⊔ ℎ) elde edilir. 

(BEY5) 𝑓𝛿̅𝑔 ve her ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) için ya 𝑓𝛿ℎ ya da 𝑔𝛿(𝑋̃ − ℎ) koşullarını sağlayan tüm 

(𝑓, 𝑔) ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) × 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) ikililerin kümesi 𝛺 olsun. (BEY5) aksiyomunu sağlamak 

için 𝛺 kümesinin boş olduğunu göstermek yeterlidir. (𝑓, 𝑔) ∈ 𝛺 olduğunu kabul edelim. 

Bu durumda her 𝛼 ∈ 𝛥 için (𝜑𝜓)𝛼
(𝑓)𝛿𝛼(𝜑𝜓)𝛼

(𝑔) olur. Gerçekten de bir                                  

ℎ′ ∈ 𝐹𝑆(𝑋𝛼, 𝐸𝛼) için ℎ = (𝜑𝜓)𝛼
−1
(ℎ′) olsun. 𝑓𝛿ℎ ise (𝜑𝜓)𝛼

(𝑓)𝛿𝛼(𝜑𝜓)𝛼
(ℎ) sağlanır. 

(𝜑𝜓)𝛼
(ℎ) ⊑ ℎ′ olduğundan (𝜑𝜓)𝛼

(𝑓)𝛿𝛼ℎ′ bulunur. Benzer şekilde 𝑔𝛿(𝑋̃ − ℎ) ise               

(𝜑𝜓)𝛼
(𝑔)𝛿𝛼(𝑋𝛼̃ − ℎ′) olur. 𝛿𝛼, 𝑋𝛼 üzerinde bir bulanık esnek yakınlık olduğundan 

(𝜑𝜓)𝛼
(𝑓)𝛿𝛼(𝜑𝜓)𝛼

(𝑔) elde edilir. Ayrıca, (𝑓, 𝑔) ∈ 𝛺 olduğundan her (𝑖, 𝑗) ∈

{1,… , 𝑛} × {1,… ,𝑚} için (𝜑𝜓)𝛼
(𝑓𝑖)𝛿𝛼̅̅ ̅(𝜑𝜓)𝛼

(𝑔𝑗) koşulunu sağlayan bir 𝛼 ∈ 𝛥 olacak 

şekilde 𝑛,𝑚 ∈ ℕ doğal sayıları ve 𝑓 = ⨆𝑖=1
𝑛 𝑓𝑖, 𝑔 = ⨆𝑗=1

𝑚 𝑔𝑗 sonlu örtüleri vardır.                  

𝑙 = 𝑛 +𝑚 olsun. Burada 𝑙 > 2 olduğunu görmek kolaydır. O halde her (𝑓, 𝑔) ∈ 𝛺 için 

böyle bir 𝑙 ∈ ℕ doğal sayısı bulunabilir. 𝛺 nın elemanlarına karşı gelen bu şekildeki tüm 

doğal sayıların kümesi 𝜅 olsun. Şimdi, 𝜅 daki en küçük 𝑙 doğal sayısına karşı gelen bir 

(𝑓, 𝑔) ∈ 𝛺 alınsın. Bu takdirde her (𝑖, 𝑗) ∈ {1,… , 𝑛} × {1,… ,𝑚} için 

(𝜑𝜓)𝛼
(𝑓𝑖)𝛿𝛼̅̅ ̅(𝜑𝜓)𝛼

(𝑔𝑗) koşulunu sağlayan bir 𝛼 ∈ 𝛥 olacak şekilde 𝑙 = 𝑛 +𝑚 doğal 

sayısı ve 𝑓 = ⨆𝑖=1
𝑛 𝑓𝑖, 𝑔 = ⨆𝑗=1

𝑚 𝑔𝑗 sonlu örtüleri vardır. 𝑛 > 1 olduğunu düşünelim ve 
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𝑓′ = 𝑓1 ⊔ …⊔ 𝑓𝑛−1 olarak tanımlayalım. Bu durumda aşağıdaki koşullardan birisi 

doğrudur: 

(i) Her ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) için ya 𝑓′𝛿ℎ ya da 𝑔𝛿(𝑋̃ − ℎ) olur. 

(ii) Her ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) için ya 𝑓𝑛𝛿ℎ ya da 𝑔𝛿(𝑋̃ − ℎ) olur. 

Gerçekten de ne (i) ne de (ii) sağlansın. O halde 𝑓′𝛿̅ℎ1, 𝑔𝛿̅(𝑋̃ − ℎ1) ve 𝑓𝑛𝛿̅ℎ2,                 

𝑔𝛿̅(𝑋̃ − ℎ2) olacak şekilde ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) bulanık esnek kümeleri vardır.                        

ℎ = ℎ1 ⊓ ℎ2 alınırsa 𝑓𝛿̅ℎ ve 𝑔𝛿̅(𝑋̃ − ℎ) elde edilir. Bu ise (𝑓, 𝑔) ∈ 𝛺 olması ile çelişir. 

(i) nin sağlandığını kabul edelim. 𝑓′ ⊑ 𝑓 ve 𝑓𝛿̅𝑔 olduğundan 𝑓′𝛿̅𝑔 dir. (i) koşulu 

gereğince (𝑓′, 𝑔) ∈ 𝛺 elde edilir. Bu durumda (𝑛 − 1) + 𝑚 = 𝑙 − 1 ∈ 𝜅 olduğundan bir 

çelişki elde edilir. Benzer şekilde (ii) koşulu sağlanırsa da bir çelişki bulunur. Böylece Ω 

kümesi boştur. Sonuç olarak 𝛿, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek yakınlıktır. 

Her 𝛼 ∈ 𝛥 için (𝜑𝜓 )𝛼 ∶ (𝑋, 𝛿, 𝐸) → (𝑋𝛼, 𝛿𝛼, 𝐸𝛼) dönüşümlerinin bir bulanık esnek 

yakınlık dönüşüm olduğu kolaylıkla görülür. 

Son olarak 𝛿∗, 𝑋 üzerinde tüm (𝜑𝜓 )𝛼 ∶ (𝑋, 𝛿
∗, 𝐸) → (𝑋𝛼, 𝛿𝛼 , 𝐸𝛼) dönüşümlerini bulanık 

esnek yakınlık dönüşüm yapan başka bir bulanık esnek yakınlık olsun. 𝛿 < 𝛿∗ olduğu 

gösterilirse ispat biter.  Bunun için 𝑓𝛿∗𝑔 olsun. 𝑓 ve 𝑔 bulanık esnek kümelerin sırasıyla 

𝑓 = ⨆𝑖=1
𝑛 𝑓𝑖 ve 𝑔 = ⨆𝑗=1

𝑚 𝑔𝑗 sonlu örtüleri olsun. (BEY4) den 𝑓𝑖𝛿
∗𝑔 olacak şekilde bir           

𝑖 ∈ {1,… , 𝑛} vardır. Benzer şekilde 𝑓𝑖𝛿
∗𝑔𝑗 olacak şekilde bir 𝑗 ∈ {1,… ,𝑚} bulunur. Her 

𝛼 ∈ 𝛥 için (𝜑𝜓 )𝛼 bir bulanık esnek yakınlık dönüşüm olduğundan 

(𝜑𝜓)𝛼
(𝑓𝑖)𝛿𝛼(𝜑𝜓)𝛼

(𝑔𝑗) elde edilir. Böylece 𝑓𝛿𝑔 sağlanır. 

Teorem 6.3.4. Bir 𝜑𝜓 ∶ (𝑌, 𝛿
∗, 𝐾)  →  (𝑋, 𝛿, 𝐸) bulanık esnek dönüşümünün bir bulanık 

esnek yakınlık dönüşüm olması için gerek ve yeter koşul her 𝛼 ∈ ∆ için  

(𝜑𝜓)𝛼 ∘  𝜑𝜓 ∶ (𝑌, 𝛿
∗, 𝐾) → (𝑋𝛼, 𝛿𝛼, 𝐸𝛼) 

bulanık esnek dönüşümünün bir bulanık esnek yakınlık dönüşüm olmasıdır. 

İspat.  (⇒) Bulanık esnek yakınlık dönüşüm tanımından açıktır. 
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(⇐) Her 𝛼 ∈ ∆ için (𝜑𝜓)𝛼 ∘  𝜑𝜓 bir bulanık esnek yakınlık dönüşüm ve 𝑓𝛿∗𝑔 olsun. Bu 

durumda 𝜑𝜓(𝑓) = ⨆𝑖=1
𝑛 𝑓𝑖 ve 𝜑𝜓(𝑔) = ⨆𝑗=1

𝑚 𝑔𝑗 olmak üzere 

𝑓 ⊑ ⨆𝑖=1
𝑛 𝜑𝜓

−1(𝑓𝑖),   𝑔 ⊑ ⨆𝑗=1
𝑚 𝜑𝜓

−1(𝑔𝑗) 

elde edilir. 𝑓𝛿∗𝑔 olduğundan (BEY4) gereğince 𝜑𝜓
−1(𝑓𝑖)𝛿

∗𝜑𝜓
−1(𝑔𝑗) olacak şekilde en az 

bir 𝑖 ∈ {1,… , 𝑛} ve 𝑗 ∈ {1,… ,𝑚} vardır. O halde 

(𝜑𝜓)𝛼
∘ 𝜑𝜓 ∘ 𝜑𝜓

−1(𝑓𝑖) ⊑ (𝜑𝜓)𝛼
(𝑓𝑖) 

(𝜑𝜓)𝛼
∘ 𝜑𝜓 ∘ 𝜑𝜓

−1(𝑔𝑗) ⊑ (𝜑𝜓)𝛼
(𝑔𝑗) 

olduğundan her 𝛼 ∈ ∆ için (𝜑𝜓)𝛼
(𝑓𝑖)𝛿𝛼(𝜑𝜓)𝛼

(𝑔𝑗) bulunur. Böylece 𝜑𝜓(𝑓)𝛿𝜑𝜓(𝑔) 

sağlanır. 

Tanım 6.3.5. {(𝑋𝛼, 𝛿𝛼 , 𝐸𝛼) | 𝛼 ∈ ∆} bulanık esnek yakınlık uzayların bir ailesi ve                

𝑋 = ∏ 𝑋𝛼𝛼∈∆ , 𝐸 = ∏ 𝐸𝛼𝛼∈∆  kartezyen çarpım kümeleri olsun. Her 𝛼 ∈ ∆ için (𝑝𝑋𝛼)𝑞𝐸𝛼  

bulanık esnek izdüşüm dönüşümleri yardımıyla üretilen 𝑋 üzerindeki 𝛿 = ∏ 𝛿𝛼𝛼∈∆  

başlangıç bulanık esnek yakınlık yapısına bir çarpım bulanık esnek yakınlık denir. 

Aşağıdaki sonuçlar Teorem 6.3.3 ve Teorem 6.3.4 den kolaylıkla elde edilir. 

Sonuç 6.3.6. {(𝑋𝛼, 𝛿𝛼, 𝐸𝛼) | 𝛼 ∈ ∆} bulanık esnek yakınlık uzayların bir ailesi,                      

𝑋 = ∏ 𝑋𝛼𝛼∈∆ , 𝐸 = ∏ 𝐸𝛼𝛼∈∆  kartezyen çarpım kümeleri ve her 𝛼 ∈ ∆ için                                         

(𝑝𝑋𝛼)𝑞𝐸𝛼  bir bulanık esnek izdüşüm dönüşümü olsun. Aşağıdaki şekilde tanımlanan            

𝛿 = ∏ 𝛿𝛼𝛼∈∆  ikili bağıntısı 𝑋 üzerinde bir çarpım bulanık esnek yakınlıktır.  

𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 𝑓𝛿𝑔 olması için gerek ve yeter koşul 𝑓 = ⨆𝑖=1
𝑛 𝑓𝑖 ve                              

𝑔 = ⨆𝑗=1
𝑚 𝑔𝑗 olmak üzere her {𝑓𝑖 | 𝑖 = 1, … , 𝑛} ve {𝑔𝑗 | 𝑗 = 1,… ,𝑚} sonlu aileleri için her 

𝛼 ∈ ∆ için (𝑝𝑋𝛼)𝑞𝐸𝛼(𝑓𝑖)𝛿𝛼(𝑝𝑋𝛼)𝑞𝐸𝛼(𝑔𝑗) olacak şekilde en az bir 𝑓𝑖 ve 𝑔𝑗 bulanık esnek 

kümeleri vardır. 

Sonuç 6.3.7. Bir 𝜑𝜓 ∶ (𝑌, 𝛿
∗, 𝐾)  →  (𝑋, 𝛿, 𝐸) bulanık esnek dönüşümünün bir bulanık 

esnek yakınlık dönüşüm olması için gerek ve yeter koşul her 𝛼 ∈ ∆ için (𝑝𝑋𝛼)𝑞𝐸𝛼 ∘  𝜑𝜓 ∶

 (𝑌, 𝛿∗, 𝐾) → (𝑋𝛼, 𝛿𝛼 , 𝐸𝛼)  bulanık esnek dönüşümünün bir bulanık esnek yakınlık 

dönüşüm olmasıdır.   
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6.4. BULANIK ESNEK YIĞILMALAR 

Bu bölümde bir bulanık esnek yığılma kavramı tanımlanacak ve önemli sonuçları elde 

edilecektir. Ayrıca bulanık esnek yığılma kavramının ultra bulanık esnek süzgeç ve 

bulanık esnek yakınlık yapılarıyla arasındaki ilişkileri araştırılacaktır. 

Tanım 6.4.1. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir bulanık esnek yakınlık uzay ve  𝜎 ⊂ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Aşağıdaki 

koşullar sağlanırsa 𝜎 ya 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek yığılma denir.  

(C1) 𝑓, 𝑔 ∈ 𝜎 ise 𝑓𝛿𝑔. 

(C2) Her 𝑔 ∈ 𝜎 için 𝑓𝛿𝑔 ise 𝑓 ∈ 𝜎. 

(C3) 𝑓 ⊔ 𝑔 ∈ 𝜎 ise 𝑓 ∈ 𝜎 veya 𝑔 ∈ 𝜎. 

Örnek 6.4.2. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir bulanık esnek yakınlık uzay ve 𝜆 ∈ (0,
1

2
) olmak üzere 𝑒𝑥𝜆 ∈̃ 𝑋̃ 

olsun. Bu durumda  

𝜎𝑒
𝑥𝜆
= {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | 𝑓(̅𝑒)(𝑥) > 𝜆} 

bir bulanık esnek yığılmadır. 

(C1) 𝑓, 𝑔 ∈ 𝜎𝑒
𝑥𝜆

 olsun. 𝑓(̅𝑒)(𝑥) > 𝜆 ve 𝑔̅(𝑒)(𝑥) > 𝜆 olduğundan 𝑓̅ ⊓ 𝑔̅ ≠ ∅̃ ve 

dolayısıyla 𝑓𝛿𝑔 elde edilir. 

(C2) Her 𝑔 ∈ 𝜎𝑒
𝑥𝜆

 için 𝑓𝛿𝑔 olsun. Buna göre 𝑓𝛿̅𝑔 olacak şekilde bir 𝑔 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸)  

bulanık esnek kümesi varsa 𝑔 ∉ 𝜎𝑒
𝑥𝜆

, yani 𝑔(𝑒)(𝑥) ≤ 𝜆 olur. Buradan 

𝑓(̅𝑒)(𝑥) = 1 − ⋁{𝑔(𝑒)(𝑥) | 𝑓𝛿̅𝑔} ≥ 1 − 𝜆 > 𝜆 

ifadesi sağlanır. Böylece 𝑓 ∈ 𝜎𝑒
𝑥𝜆

 elde edilir. 

(C3) 𝑓 ⊔ 𝑔 ∈ 𝜎𝑒
𝑥𝜆

 ise (𝑓 ⊔ 𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(𝑒)(𝑥) > 𝜆 bulunur. O halde 𝑓(̅𝑒)(𝑥) > 𝜆 veya 

𝑔̅(𝑒)(𝑥) > 𝜆 ve buradan da 𝑓 ∈ 𝜎𝑒
𝑥𝜆

 veya 𝑔 ∈ 𝜎𝑒
𝑥𝜆

 elde edilir. 
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Lemma 6.4.3. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir bulanık esnek yakınlık uzay olsun. Bu takdirde, 

(1) 𝜎1 ⊂ 𝜎2  olacak şekilde 𝑋 üzerinde 𝜎1 ve 𝜎2 bulanık esnek yığılmaları varsa 𝜎1 = 𝜎2 

dir. 

(2) 𝜎 bir bulanık esnek yığılma olsun.  

(i) 𝑓 ∈ 𝜎  ve 𝑓 ⊑ 𝑓1 ise 𝑓1 ∈ 𝜎. 

(ii) ∅̃ ∉ 𝜎 ve 𝑋̃ ∈ 𝜎. 

(iii) 𝑓 ∈ 𝜎  olması için gerek ve yeter koşul 𝑓̅ ∈ 𝜎 olmasıdır. 

İspat. (1) 𝑓 ∈ 𝜎2 olsun. Buna göre (C1) gereğince her 𝑔 ∈ 𝜎2 için 𝑓𝛿𝑔 olur. 𝜎1 ⊂ 𝜎2 

olduğundan her 𝑔 ∈ 𝜎1 için 𝑓𝛿𝑔 elde edilir. O halde (C2) den 𝑓 ∈ 𝜎1 dir. 

(2) (i) 𝑓 ∈ 𝜎 olduğundan her 𝑔 ∈ 𝜎 için 𝑓𝛿𝑔 sağlanır. Böylece her 𝑔 ∈ 𝜎 için 𝑓1𝛿𝑔 ve 

dolayısıyla 𝑓1 ∈ 𝜎 elde edilir. 

(ii) (C1) ve (C2) koşullarından açıktır. 

(iii) 𝑓𝛿̅𝑔 iken 𝑓𝛿𝑔 olduğundan (C2) gereğince kolayca görülür.    

Teorem 6.4.4. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir bulanık esnek yakınlık uzay olsun ve  𝜎 ⊂ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) aşağıdaki 

koşulları sağlasın. 

(i) ∅̃ ∉ 𝜎. 

(ii) 𝑓 ∈ 𝜎 ⇔ 𝑓̅ ∈ 𝜎. 

(iii) 𝑓 ⊔ 𝑔 ∈ 𝜎 ⇔ 𝑓 ∈ 𝜎 veya 𝑔 ∈ 𝜎. 

𝑓0 ∈ 𝜎 olsun. Bu durumda 𝑓0 ∈ ℱ ⊂ 𝜎 olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir ℱ ultra bulanık esnek 

süzgeç vardır. 

İspat. Ω, aşağıdaki iki özelliği sağlayan tüm 𝜔 ⊂ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸)  alt kümelerinden oluşan bir 

kümeyi göstersin. 

(1) 𝑓0 ∈ 𝜔. 

(2) 𝑓1, … , 𝑓𝑛 ∈ 𝜔 ise 𝑓1 ⊓ …⊓ 𝑓𝑛 ∈ 𝜎. 
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Zorn Lemma dan Ω nın bir 𝜔0 maksimal elemanı vardır. 𝑓0 ∈ 𝜔0 ⊂ 𝜎 olduğu kolaylıkla 

görülür. Şimdi 𝜔0 ailesinin 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeç olduğunu gösterelim.  

(S1) koşulu açıktır. 

(S2) 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝜔0 olsun. Bu durumda 𝑓1 ⊓ 𝑓2 ∈ 𝜎 olur. 𝜔0 ∪ {𝑓1 ⊓ 𝑓2} ∈ Ω olduğundan 𝜔0 

ın maksimalliği gereğince 𝑓1 ⊓ 𝑓2 ∈ 𝜔0 elde edilir. 

(S3) 𝑓 ∈ 𝜔0 ve 𝑓 ⊑ 𝑔 olsun. Buradan 𝑔 = (𝑔 ⊔ 𝑓) ∈ 𝜎 olur. Böylece 𝜔0 ∪ {𝑔} ∈ Ω 

olduğundan 𝑔 ∈ 𝜔0 sağlanır. 

O halde 𝜔0, 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek süzgeçtir. Teorem 5.3.2 den 𝜔0 ailesini içeren 

𝑋 üzerinde bir ℱ ultra bulanık esnek süzgeç vardır. Bu durumda ℱ ⊂ 𝜎 olduğu gösterilirse 

ispat biter. 𝑓 ∈ ℱ ve 𝑓 ∉ 𝜎 olacak şekilde bir 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) bulanık esnek kümesi 

olduğunu kabul edelim. (ii) den 𝑓̅ ∉ 𝜎 olur. Diğer yandan 𝑓̅ ∈ ℱ ve 𝑓̅ ⊓ (𝑋̃ − 𝑓)̅ = ∅̃ 

olduğundan Teorem 5.3.4 (i) gereğince (𝑋̃ − 𝑓)̅ ∉ ℱ ve buradan da (𝑋̃ − 𝑓)̅ ∉ 𝜔𝑜 elde 

edilir. 𝑋̃ = 𝑓̅ ⊔ (𝑋̃ − 𝑓)̅ ∈ 𝜎 ve 𝑓̅ ∉ 𝜎 olduğundan (𝑋̃ − 𝑓)̅ ∈ 𝜎 bulunur. Şimdi, her                        

ℎ ∈ 𝜔0 için (𝑋̃ − 𝑓)̅ ⊓ ℎ ∈ 𝜎 olduğunu kabul edelim. 𝜔0 bir bulanık esnek süzgeç 

olduğundan ℎ1, … , ℎ𝑛 ∈ 𝜔0 ise ℎ1 ⊓ …⊓ ℎ𝑛 ∈ 𝜔0 ve dolayısıyla (𝑋̃ − 𝑓)̅ ⊓ ℎ1 ⊓

…⊓ ℎ𝑛 ∈ 𝜎 sağlanır. Bu durumda 𝜔0 ∪ {𝑋̃ − 𝑓}̅ ∈ 𝛺 elde edilir. Bu ise (𝑋̃ − 𝑓)̅ ∈ 𝜔𝑜 

çelişkisine neden olur. O halde (𝑋̃ − 𝑓)̅ ⊓ ℎ ∉ 𝜎 olacak şekilde en az bir ℎ ∈ 𝜔0 vardır. 

Ayrıca 𝑓̅ ∉ 𝜎 ve (𝑓̅ ⊓ ℎ) ⊑ 𝑓 ̅olduğundan (𝑓̅ ⊓ ℎ) ∉ 𝜎 dır. Böylece (iii) gereğince  

ℎ = 𝑋̃ ⊓ ℎ = (𝑓̅ ⊔ (𝑋̃ − 𝑓)̅) ⊓ ℎ = (𝑓̅ ⊓ ℎ) ⊔ ((𝑋̃ − 𝑓)̅ ⊓ ℎ) ∉ 𝜎 

bulunur. Elde edilen bu çelişki ise ispatı tamamlar. 

Teorem 6.4.5. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir bulanık esnek yakınlık uzay ve 𝜎 ⊂ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. Bu 

takdirde aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(i) 𝜎 nın 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek yığılma olması için gerek ve yeter koşul  

𝜎 = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝑔 ∈ ℱ 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓𝛿𝑔} 

olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir ℱ ultra bulanık esnek süzgeç olmasıdır. 
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(ii) 𝜎 bir bulanık esnek yığılma ve 𝑓0 ∈ 𝜎 ise 𝑓0 ∈ ℱ ⊂ 𝜎 olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir ℱ 

ultra bulanık esnek süzgeç vardır.  

(iii) 𝜎 bir bulanık esnek yığılma olmak üzere ℱ ⊂ 𝜎 olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir ℱ ultra 

bulanık esnek süzgeç varsa  

𝜎 = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝑔 ∈ ℱ 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓𝛿𝑔} 

olur. 

İspat. (i) (⇐) 𝜎 nın 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek yığılma olduğunu gösterelim. 

(C1) 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝜎 olsun. 𝑓1𝛿̅𝑓2 olduğunu kabul edelim. (BEY5) den 𝑓1𝛿̅ℎ ve 𝑓2𝛿̅(𝑋̃ − ℎ) 

olacak şekilde bir ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) vardır. 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝜎 olduğundan ℎ, (𝑋̃ − ℎ) ∉ ℱ bulunur. 

Böylece Teorem 5.3.4 (iii) den ℱ nin bir ultra bulanık esnek süzgeç olmadığı çelişkine 

ulaşılır. O halde 𝑓1𝛿𝑓2 elde edilir. 

(C2) Her 𝑔 ∈ 𝜎 için 𝑓𝛿𝑔 olsun. ℱ ⊂ 𝜎 olduğu açıktır. Gerçekten, ℎ ∈ ℱ ise her ℎ′ ∈ ℱ 

için ℎ ⊓ ℎ′ ≠ ∅̃ olur. Böylece her ℎ′ ∈ ℱ için ℎ𝛿ℎ′ ve buradan da ℎ ∈ 𝜎 elde edilir.                      

O halde her 𝑔 ∈ 𝜎 için 𝑓𝛿𝑔 olduğundan her 𝑔 ∈ ℱ için 𝑓𝛿𝑔 bulunur. Dolayısıyla 𝑓 ∈ 𝜎 

sağlanır.   

(C3) 𝑓, 𝑔 ∉ 𝜎 olsun. Bu durumda 𝑓𝛿̅ℎ1 ve 𝑔𝛿̅ℎ2 olacak şekilde ℎ1, ℎ2 ∈ ℱ vardır.              

ℎ = (ℎ1 ⊓ ℎ2) olarak tanımlanırsa ℎ ∈ ℱ ve (𝑓 ⊔ 𝑔)𝛿̅ℎ elde edilir. Böylece (𝑓 ⊔ 𝑔) ∉ 𝜎 

olur. 

(⇒) 𝜎, bir bulanık esnek yığılma ve 𝑓0 ∈ 𝜎 olsun. Bu durumda Teorem 6.4.4 gereğince  

𝑓0 ∈ ℱ ⊂ 𝜎 olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir ℱ ultra bulanık esnek süzgeç vardır. 

𝜎1 = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝑔 ∈ ℱ 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓𝛿𝑔} 

olsun. 𝜎1 in bir bulanık esnek yığılma olduğu bilinmektedir. Ayrıca 𝜎 ⊂ 𝜎1 dir. 

Gerçekten, ℎ ∈ 𝜎 ise her ℎ′ ∈ 𝜎 için ℎ𝛿ℎ′ olur. Buradan her ℎ′ ∈ ℱ için ℎ𝛿ℎ′ ve 

dolayısıyla ℎ ∈ 𝜎1 bulunur. Böylece Lemma 6.4.3 (1) gereğince 𝜎 = 𝜎1 elde edilir. 

(ii) Teorem 6.4.4 den kolaylıkla görülür. 
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(iii) 𝜎, bir bulanık esnek yığılma ve ℱ ⊂ 𝜎 olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir ℱ ultra bulanık 

esnek süzgeç olsun. 

𝜎1 = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝑔 ∈ ℱ 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓𝛿𝑔} 

olsun. Böylece 𝜎1 ailesi 𝜎 yı içeren bir bulanık esnek yığılmadır. O halde Lemma 6.4.3 

(1) gereğince 𝜎 = 𝜎1 elde edilir. 

Sonuç 6.4.6. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir bulanık esnek yakınlık uzay olsun. Bu takdirde 𝑋 üzerindeki 

her ultra bulanık esnek süzgeç bir tek bulanık esnek yığılma tarafından kapsanır. 

İspat. ℱ, 𝑋 üzerinde bir ultra bulanık esnek süzgeç olsun. O halde Teorem 6.4.5 gereğince 

ℱ ⊂ 𝜎 olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir tek 𝜎 = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝑔 ∈ ℱ 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓𝛿𝑔} 

bulanık esnek yığılması vardır. 

Teorem 6.4.7. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir bulanık esnek yakınlık uzay ve 𝑓0, 𝑔0 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) olsun. 

𝑓0𝛿𝑔0 ise bu durumda 𝑓0, 𝑔0 ∈ 𝜎 olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir 𝜎 bulanık esnek yığılması 

vardır.  

İspat. 𝜎0 = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | 𝑓𝛿𝑔0} olsun. 𝜎0 ailesinin aşağıdaki özelliklere sahip olduğu 

kolaylıkla görülür. 

(i) 𝑓0 ∈ 𝜎0. 

(ii) ∅̃ ∉ 𝜎0. 

(iii) 𝑓 ∈ 𝜎0 ⇔ 𝑓̅ ∈ 𝜎0. 

(iv) 𝑓 ⊔ 𝑔 ∈ 𝜎0 ⇔ 𝑓 ∈ 𝜎0 veya 𝑔 ∈ 𝜎0. 

Teorem 6.4.4 gereğince 𝑓0 ∈ ℱ ⊂ 𝜎0 olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir ℱ ultra bulanık esnek 

süzgeç vardır.  

𝜎 = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝑔 ∈ ℱ 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓𝛿𝑔} 

olsun. Teorem 6.4.5 (i) den 𝜎 bir bulanık esnek yığılmadır. Diğer yandan 𝑓0, 𝑔0 ∈ 𝜎 olur. 

Gerçekten, ℎ ∈ ℱ ise ℎ ∈ 𝜎0 ve buradan da ℎ𝛿𝑔0 elde edilir. Böylece her ℎ ∈ ℱ için ℎ𝛿𝑔0 

olduğundan 𝑔0 ∈ 𝜎 sağlanır. Ayrıca ℱ ⊂ 𝜎 olduğundan 𝑓0 ∈ 𝜎 bulunur. 
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Teorem 6.4.8. (𝑋, 𝛿1, 𝐸) ve (𝑌, 𝛿2, 𝐾) iki bulanık esnek yakınlık uzay ve                

𝜑𝜓 : (𝑋, 𝛿1, 𝐸) → (𝑌, 𝛿2, 𝐾) bir bulanık esnek yakınlık dönüşüm olsun. 𝜎1 𝑋 üzerinde bir 

bulanık esnek yığılma ise  

𝜎2 = {ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑌, 𝐾) | ℎ𝑒𝑟 𝑔 ∈ 𝜎1 𝑖ç𝑖𝑛 ℎ𝛿2𝜑𝜓 (𝑔)} 

𝜑𝜓 (𝜎1) ailesini içeren 𝑌 üzerinde bir bulanık esnek yığılmadır. 

İspat. Teorem 6.4.5 (i) gereğince  

𝜎1 = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝑔 ∈ ℱ 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓𝛿1𝑔} 

olacak şekilde 𝑋 üzerinde bir ℱ ultra bulanık esnek süzgeç vardır. Teorem 5.3.7 den          

ℬ∗ = {𝜑𝜓(𝑓) | 𝑓 ∈ ℱ}, 𝑌 üzerindeki bir ℱ∗ ultra bulanık esnek süzgeç için bir tabandır. 

O halde Teorem 6.4.5 (i) gereğince  

𝜎0 = {ℎ ∈ 𝐹𝑆(𝑌, 𝐾) | ℎ𝑒𝑟 𝑔 ∈ ℱ
∗ 𝑖ç𝑖𝑛 ℎ𝛿2𝑔} 

𝑌 üzerinde bir bulanık esnek yığılmadır. Öncelikle, 𝜑𝜓(𝜎1) ⊂ 𝜎0 olduğunu gösterelim. 

ℎ ∈ 𝜑𝜓(𝜎1) ise ℎ = 𝜑𝜓(𝑓) olacak şekilde bir 𝑓 ∈ 𝜎1 vardır. Bu durumda her 𝑔 ∈ ℱ için 

𝑓𝛿1𝑔 bulunur. 𝜑𝜓 bir bulanık esnek yakınlık dönüşüm olduğundan her 𝜑𝜓(𝑔) ∈ ℬ
∗ için 

ℎ𝛿2𝜑𝜓(𝑔) sağlanır. Buradan da her 𝑓′ ∈ ℱ∗ için ℎ𝛿2𝑓′ olur. Böylece ℎ ∈ 𝜎0 elde edilir. 

Şimdi, 𝜎2 = 𝜎0 olduğu gösterilirse ispat biter. ℎ ∈ 𝜎2 olsun. ℱ ⊂ 𝜎1 olduğundan her            

𝑔 ∈ ℱ için ℎ𝛿2𝜑𝜓(𝑔) dir. Dolayısıyla ℎ ∈ 𝜎0 sağlanır. Tersine, ℎ ∈ 𝜎0 olsun. Her 𝑔 ∈ 𝜎1 

için 𝜑𝜓(𝑔) ∈ 𝜎0 olduğundan (C1) gereğince ℎ𝛿2𝜑𝜓(𝑔) elde edilir. Böylece ℎ ∈ 𝜎2 dir. 

Tanım 6.4.9. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir bulanık esnek yakınlık uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝛿 ile üretilen 

bulanık esnek yakınlık 𝛿𝐴 olmak üzere bir 𝜑𝜓 : (𝐴, 𝛿𝐴, 𝐸) → (𝑋, 𝛿, 𝐸) bulanık esnek 

dönüşüm olsun. 𝜑 ∶ 𝐴 → 𝑋 ve 𝜓 ∶ 𝐸 → 𝐸 dönüşümleri birer içerme (inclusion) dönüşüm 

ise bu durumda 𝜑𝜓 : (𝐴, 𝛿𝐴, 𝐸) → (𝑋, 𝛿, 𝐸) dönüşümüne bir bulanık esnek içerme 

dönüşüm denir.  

Teorem 6.4.10. (𝑋, 𝛿, 𝐸) bir bulanık esnek yakınlık uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝜎1 𝐴 üzerinde 

bir bulanık esnek yığılma ise  

𝜎2 = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝑔 ∈ 𝜎1 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓𝛿𝑔} 

𝑋 üzerinde bir bulanık esnek yığılmadır.  
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İspat. Bir 𝜑𝜓 : (𝐴, 𝛿𝐴, 𝐸) → (𝑋, 𝛿, 𝐸) bulanık esnek içerme dönüşümü alınsın. Her                

𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝐴, 𝐸) için 𝜑𝜓(𝑓) = 𝑓 olduğundan bu dönüşüm bir bulanık esnek yakınlık 

dönüşümdür. Böylece Teorem 6.4.8 gereğince istenilen sonuç kolaylıkla elde edilir. 

Teorem 6.4.11. (𝑋, 𝛿, 𝐸)  bir bulanık esnek yakınlık uzay, 𝜎 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek 

yığılma ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Her 𝑒 ∈ 𝐸  ve 𝑥 ∈ 𝑋 − 𝐴 için 𝑓∗(𝑒)(𝑥) = 0 olacak şekilde bir 

𝑓∗ ∈ 𝜎 olduğunu kabul edelim. Bu takdirde,  

𝜎1 = {𝑓 ∈ 𝜎 | ℎ𝑒𝑟 𝑒 ∈ 𝐸 𝑣𝑒 ℎ𝑒𝑟 𝑥 ∈ 𝑋 − 𝐴 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓(𝑒)(𝑥) = 0} 

𝐴 üzerinde bir bulanık esnek yığılmadır.  

İspat. 𝜎 𝑋 üzerinde bir bulanık esnek yığılma ve 𝑓∗ ∈ 𝜎 olsun. Teorem 6.4.5 den 

𝜎 = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝑋, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝑔 ∈ ℱ 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓𝛿𝑔} 

olacak şekilde 𝑓∗ bulanık esnek kümesini içeren 𝑋 üzerinde bir ℱ ultra bulanık esnek 

süzgeç vardır. Her 𝑓 ∈ ℱ için 𝑓𝐴 = 𝑓 ⊓ 𝜒𝐴̃ olmak üzere ℱ𝐴 = {𝑓𝐴 | 𝑓 ∈ ℱ} olsun. Teorem 

5.3.11 den ℱ𝐴 ailesi 𝐴 üzerinde bir bulanık esnek süzgeçtir. Buradan 

𝜎0 = {𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝐴, 𝐸) | ℎ𝑒𝑟 𝑔𝐴 ∈ ℱ𝐴 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓𝛿𝐴𝑔𝐴} 

𝐴 üzerinde bir bulanık esnek yığılmadır. 𝜎0 = 𝜎1 olduğu gösterilirse ispat biter. 𝑓 ∈ 𝜎0 

olsun. O halde her 𝑔 ∈ ℱ için 𝑓𝛿𝐴𝑔𝐴 ve dolayısıyla 𝑓𝛿𝑔𝐴 bulunur. 𝑔𝐴 ⊑ 𝑔 olduğundan 

her 𝑔 ∈ ℱ için 𝑓𝛿𝑔 elde edilir. Buradan 𝑓 ∈ 𝜎 dır. Böylece 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝐴, 𝐸) olduğundan 

𝑓 ∈ 𝜎1 sağlanır. Şimdi, 𝑓 ∈ 𝜎1 olsun. Bir 𝑔𝐴 ∈ ℱ𝐴 bulanık esnek kümesi alınsın. Bu 

durumda 𝑓1 = (𝑔 ⊓ 𝑓∗) ∈ ℱ ve dolayısıyla 𝑓𝛿𝑓1 bulunur. 𝑓1, 𝑓 ∈ 𝐹𝑆(𝐴, 𝐸) olduğundan 

𝛿𝐴 nın tanımı gereği 𝑓𝛿𝐴𝑓1 elde edilir. Diğer yandan 𝑓1 ⊑ 𝑔𝐴 olduğundan 𝑓𝛿𝐴𝑔𝐴 olur. 

Böylece her 𝑔𝐴 ∈ ℱ𝐴 için 𝑓𝛿𝐴𝑔𝐴 ve buradan da 𝑓 ∈ 𝜎0 sağlanır.  
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7. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında elde edilen sonuçlar aşağıdaki şekilde sıralanmıştır. 

1. Esnek küme teorisi kullanılarak esnek düzgün uzaylar tanımlanmış ve esnek topolojik 

uzaylar ve esnek metrik uzaylar ile ilişkisi incelenmiştir. Kandil ve diğ. (2014) tarafından 

verilen esnek yakınlık uzaylarına ilişkin özellikler araştırılmış ve klasik anlamdaki 

yakınlık uzaylarıyla ilişkisi çalışılmıştır. Ayrıca, esnek düzgün uzaylardan bir esnek 

yakınlık uzay üretilmiş ve bir çarpım bulanık esnek yakınlık uzay kavramı tanımlanmıştır. 

Daha sonra bir esnek yığılma kavramı verilerek önemli sonuçları elde edilmiştir. 

2. Sabit nokta teorisini esnek anlamda düzgün uzaylara uygulayabilmek için esnek 

elemanların yardımıyla bir 𝑠𝑒-düzgün uzay kavramı tanımlanmış ve önemli özellikleri 

elde edilmiştir. Daha sonra 𝑠𝑒-düzgün uzaylar üzerinde sabit esnek eleman teoremleri 

incelenmiş ve bu teoremler örnekler ile desteklenmiştir.  

3. Çetkin ve Aygün (2014) tarafından verilen bulanık esnek süzgeçler ile ilgili özellikler 

incelenmiş ve bulanık esnek topolojik uzaylarda bulanık esnek süzgeçlerin yakınsaklığı 

üzerine çalışılmıştır. Ayrıca bir ultra bulanık esnek süzgeç ve bir doygun bulanık esnek 

süzgeç kavramları verilerek önemli sonuçları elde edilmiştir. Bir bulanık esnek komşuluk 

sistemi tanımlanmış ve bulanık esnek topolojik uzaylar ile ilişkisi incelenmiştir. Daha 

sonra Lowen anlamında bir bulanık esnek düzgün uzay tanımlanarak bulanık esnek 

komşuluk sistemi ve bulanık esnek topolojik uzaylar ile ilişkisi gösterilmiştir.  

4. Çetkin ve diğ. (2014) tarafından tanımlanan bulanık esnek yakınlık uzaylar incelenerek 

önemli özellikleri elde edilmiştir. Ayrıca bulanık esnek yakınlık uzaylar yardımıyla bir 

bulanık esnek topolojik uzay üretilmiştir. Bir bulanık esnek yakınlık komşuluk ve bir 

bulanık esnek yakınlık dönüşüm kavramları verilerek ilgili özellikleri çalışılmıştır. Bunun 

yanı sıra başlangıç bulanık esnek yakınlık uzaylarının varlığı gösterilmiştir. Daha sonra 

bir bulanık esnek yığılma kavramı verilmiş ve ultra bulanık esnek süzgeçler ve bulanık 

esnek yakınlık uzaylar ile ilişkileri araştırılmıştır. 

Benzer şekilde, fonksiyon uzayları gibi farklı topolojik yapılar hem esnek anlamda hem 

de bulanık esnek anlamda incelenebilir. Ayrıca 𝑠𝑒-düzgün uzaylar üzerinde çeşitli sabit 

esnek eleman teoremleri elde edilebilir. 
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