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OZET

ESNEK VE BULANIK ESNEK KUMELERIN DUZGUN VE YAKINLIK
UZAYLARINA UYGULANMASI

[zzettin DEMIR
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti, Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi
Danisman: Prof. Dr. Ismet YILDIZ
Es Danisman: Prof. Dr. Oya Bedre OZBAKIR
Ocak 2016, 148 sayfa

Bu tez ¢alismasinda, Oncelikle esnek kiime teorisi kullanilarak esnek diizgiin uzaylar
tanimlanmis ve bu uzaylar yardimiyla bir esnek topolojik uzay elde edilmistir. Esnek
yakinlik uzaylartyla ilgili 6zellikler incelenmis ve esnek diizgiin uzaylar ile iligkisi
aragtirtlmistir. Sabit nokta teorisi iizerinde galisabilmek igin esnek elemanlar yardimiyla
bir se-diizgiin uzay kavrami tanimlanmistir. Daha sonra bu uzay tizerinde sabit esnek
eleman teoremleri elde edilmistir. Ayrica bir bulanik esnek komsuluk sistemi kavrami
verilmis ve 6zellikleri incelenmistir. Bunun yani sira Lowen anlaminda bir bulanik esnek
diizgiin uzay tanimlanarak bulanik esnek topoloji ve bulanik esnek komsuluk sistemi ile
iligkisi arastirilmistir. Son olarak bulanik esnek yakinlik uzaylariyla ilgili 6zellikler
incelenerek klasik anlamdaki yakinlik uzaylartyla iliskisi elde edilmistir.

Anahtar sozciikler: Bulanik esnek diizgiin uzay, Bulanik esnek yakinlik uzay, Esnek
diizgiin uzay, Esnek yakinlik uzay, Sabit esnek eleman



ABSTRACT

APPLICATION OF SOFT AND FUZZY SOFT SETS TO UNIFORM AND
PROXIMITY SPACES

[zzettin DEMIR
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. ismet YILDIZ
Co-Supervisor: Prof. Dr. Oya Bedre OZBAKIR
January 2016, 148 pages

In this thesis, soft uniform spaces first were introduced by using the soft set theory and a
soft topological space was obtained with the help of these spaces. The properties about
soft proximity spaces were examined and their relation with soft uniform spaces was
investigated. In order to study on fixed point theory, the concept of an se-uniform space
was defined with the aid of soft elements. Then, fixed soft element theorems were
obtained in this space. Also, the concept of a fuzzy soft neighborhood system was given
and studied its properties. Moreover, a fuzzy soft uniform space in the sense of Lowen
was introduced and investigated its relation with fuzzy soft topology and fuzzy soft
neighborhood system. Finally, the properties regarding fuzzy soft proximity spaces were
examined and their relation with proximity spaces in classical meaning was established.

Keywords: Fuzzy soft uniform space, Fuzzy soft proximity space, Soft uniform space,
Soft proximity space, Fixed soft element



EXTENDED ABSTRACT

APPLICATION OF SOFT AND FUZZY SOFT SETS TO UNIFORM AND
PROXIMITY SPACES

[zzettin DEMIR
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Departmant of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ismet YILDIZ
Co-Supervisor: Prof. Dr. Oya Bedre OZBAKIR
January 2016, 148 pages

1. INTRODUCTION:

Molodtsov (1999) initiated the concept of a soft set theory as a new approach for coping
with uncertainties and presented the fundamental results of this theory. Then, Maji et al.
(2001) combined the concept of fuzzy set and soft set and introduced the new notion of
the fuzzy soft set. After presentation of the operations of soft sets and fuzzy soft sets, the

properties and applications of these theories have been studied increasingly.

Maji et al. (2002, 2003) gave the first practical application of soft sets in decision making
problems and studied on soft set theory in detail. Aktas and Cagman (2007) introduced
the soft group and also compared soft sets to fuzzy set and rough set. Feng et al. (2008)
worked on soft semirings. Das and Samanta (2012) introduced the notions of soft real sets
and soft real numbers. Shabir and Naz (2011) initiated the study of soft topological

spaces.

Roy and Maji (2007) presented some results on an application of fuzzy soft sets in
decision making problem. Aygiinoglu and Aygiin introduced the notion of a fuzzy soft
group. Then, Tanay and Kandemir (2011) initiated the concept of a fuzzy soft topology
and gave the some basic properties of it by following Chang (1968). Also, the fuzzy soft
topology in Lowen's sense (1976) was given by Varol and Aygiin (2012).

Uniformity is a suitable tool for an investigation of topology. Also, there exist its
remarkable analogies with metrics. Therefore, it can be considered as a bridge between
metric and topology. On the base of the axioms suggested by Bourbaki (1966), Cetkin
and Aygiin (2013) introduced the concept of a soft uniformity consisting of soft sets on

X x X with the set E' of parameters and studied its basic properties. Also, Cetkin (2014)



defined the notion of a fuzzy soft uniformity in Hutton’s sense.

Proximity structure was introduced by Efremovic in 1951. It can be considered either as
axiomatizations of geometric notions or as suitable tools for an investigation of topology.
The most comprehensive work on the theory of proximity spaces was done by Naimpally
and Warrack (1970). Extensions of proximity structures to the soft sets and also fuzzy
soft sets have been studied by some authors. Hazra et al. (2014a) defined the notion of a
proximity in soft setting for the first time, which is termed as soft proximity. Also, by
using soft sets, Hazra et al. (2014b) introduced the different notion of a proximity on the
lines of basic proximity and called it proximity of soft sets. Then, Kandil et al. (2014)
defined soft proximity spaces on the base of the axioms suggested by Efremovic. By using
fuzzy soft sets, Cetkin et al. (2014) introduced soft fuzzy proximity spaces on the base of

the axioms suggested by Markin and Sostak (1992) and Katsaras (1979), respectively.

Filters were introduced in 1937 by Cartan. The study of filters is a very natural way to
describe convergence in a topological space. Moreover, they play a fundamental role in
the development of fuzzy spaces which have applications in computer science and
engineering. More recently, Park ve dig. (2011) defined soft filters and studied some of
their properties. Cetkin and Aygiin (2014) introduced fuzzy soft filters on the base of
definition suggested by Kim et al. (2007).

The purpose of this thesis is to study the uniform and proximity structures in both the soft
setting and the fuzzy soft setting and to prove some fixed soft element theorems in

se-uniform spaces.

2. MATERIAL AND METHODS:

We first remind the fundamental concepts of soft set theory. We recall the notion of soft
element and some of its basic properties. Then, we recall some concepts of soft
topological spaces. Also, we give the notions of two types of soft metric spaces which
Das and Samanta (2013a, 2013c) introduced both with respect to soft points and with
respect to soft elements. Moreover, we present the concept of soft filter and its related
properties given by Park ve dig. (2011). Later, we recall some basic notions regarding
fuzzy soft sets. Also, we give the definition of fuzzy soft topology defined by Tanay and

Kandemir (2011) and remind some properties regarding it.



3. RESULTS AND DISCUSSIONS:

In the first part of this chapter, we introduce the concept of a soft uniformity by using the
soft set theory. We investigate its relation with a soft metric and a soft topology. Also, we
study some properties of soft proximity and obtain its relation with proximity in classical
meaning. We show how a soft proximity is derived from a soft uniformity. Moreover, we
prove the existences of initial soft proximity spaces. Then, we define the notion of a soft
cluster and examine its properties. In the second part, as distinct from soft uniform spaces,
with the help of soft elements, we define the concept of an se-uniform space and
investigate some of its properties. Also, we give diverse fixed soft element theorems in
se-uniform spaces. In the third part, we study fuzzy soft filters. We give the concepts of
a fuzzy soft ultrafilter and a saturated fuzzy soft filter and obtain their related properties.
Also, we present the concept of a fuzzy soft neighborhood system and study its properties.
Then, we define the notion of a fuzzy soft uniformity in Lowen’s sense and show its
relations with fuzzy soft topology and fuzzy soft neighborhood system. In the fourth part,
we study the fuzzy soft proximity in Katsaras’s sense. We show that a fuzzy soft
proximity determines a fuzzy soft topology. Also, we define the notion of a fuzzy soft
&-neighborhood which offers an alternative approach to the study of fuzzy soft proximity.
Moreover, we introduce the notion of a fuzzy soft cluster and show that fuzzy soft

ultrafilters and fuzzy soft clusters are closely related.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK:

In this work, we introduce the notion of a soft uniformity and compare it to soft metric
and soft topology with the help of examples. Also, we give some properties of soft
proximity and show that each soft uniformity determines a soft proximity. As distinct
from soft uniform spaces, we define the concept of an se-uniform space and prove some
fixed soft element theorems in se-uniform spaces. Moreover, we study the convergence
theory of fuzzy soft filters. Then, we introduce the notion of a fuzzy soft uniformity and
show how a fuzzy soft topology is derived from a fuzzy soft uniformity. Finally, we
establish some properties of fuzzy soft proximity in Katsaras’s sense and give the concept
of a fuzzy soft cluster.

Similarly, one can study a different topological structure such as function spaces in both
the soft setting and the fuzzy soft setting, and obtain diverse fixed soft element theorems

in se-uniform spaces.



1. GIRIS

Hayatimizin bir¢ok alaninda, iyi, giizel, uzun gibi kisiden kisiye veya duruma gore
degisiklik gosteren ve matematiksel anlamda tam olarak ifade edilemeyen ¢esitli belirsiz
kavramlar vardir. Klasik mantikta belirsizlik iceren bu kavramlarin matematiksel olarak
modellenmesi miimkiin degildir. Bu kavramlar1 matematiksel olarak modellemek ve
bunlara sistematik ¢oziimler {iretmek i¢in arastirmacilar her gegen giin yeni teoriler ortaya
atmaktadir. Bu teorilerden bazilar1 olasilik teorisi, aralik matematigi, bulanik kiimeler
teorisi ve sezgisel bulanik kiimeler teorisidir. Her bir teorinin gii¢lii oldugu uygulamalar

bulunmasinin yani sira kendine 6zgii zorluklar1 da vardir.

Bu teoriler arasinda en dikkat ¢cekeni Zadeh (1965) tarafindan ortaya atilan bulanik
kiimeler teorisidir. Bu teoride Zadeh, dogruluk degerleri kiimesini [0,1] reel sayilar
araligina genellestirmistir. Boylece bulanik kiimelerde bir elemanin bir kiimeye ait olma
degeri daha duyarl bir sekilde ifade edilmistir. Bir bulanik kiime onun tiyelik fonksiyonu
yardimi ile tanimlanir. Diger teorilerde oldugu gibi bulanik kiimeler teorisinin de bir
zorlugu vardir. Molodtsov (1999)’a goére iiyelik fonksiyonu bireysel olarak
belirlendiginden her bir durum i¢in bir iyelik fonksiyonu insa etme zorluguyla
karsilagilir. Bu nedenle, iiyelik fonksiyonu insasindan bagimsiz bir kiimeler teorisine

ithtiyag vardir.

Molodtsov (1999) belirsizlik ve kararsizlik modelleri i¢in yeni bir yaklasim olan ve
bulanik kiimelerin sahip oldugu zorluklardan bagimsiz bir esnek kiime teorisi
tanimlamistir. Daha sonra bu teoriyi, Riemann integrali, Perron integrali ve 6lgiim teorisi

gibi bir¢ok alana basartyla uygulamistir.

Esnek kiime teorisi ve uygulamalari ile ilgili matematigin bir¢cok alaninda caligmalar
yapilmistir. Maji ve dig. (2002, 2003) karar verme problemlerine esnek kiimeler teorisini
uygulamig ve esnek kiimelerde bazi islemler tanimlamistir. Pei ve Miao (2005) esnek
kiimeler ile bilgi sistemleri arasindaki iligkileri arastirmistir. Aktas ve Cagman (2007)
esnek grup kavramini tanimlamis ve bazi 6zelliklerini incelemistir. Kharal ve Ahmad

(2011) bir esnek kiimenin bir esnek donilisim altindaki goriintiisiiniin ve ters



goriintlislinlin  6zelliklerini vermistir. Shabir ve Naz (2011) esnek topolojik uzaylari
tanimlamugtir. Aygiinoglu ve Aygiin (2012) esnek kompaktlik ve ¢arpim esnek topolojisi
gibi kavramlari ¢alismistir. Das ve Samanta (2012) esnek reel sayilar1 tanimlamis ve ilgili
Ozelliklerini incelemistir. Nazmul ve Samanta (2013) esnek noktanin komsuluk sistemini
arastirmis ve bir esnek kiimenin klasik anlamdaki bir dontlistime gére durumlarini elde

etmistir.

Maji ve dig. (2001) bulanik ve esnek kiimelerin bir genellemesi olan bulanik esnek kiime
tanimin1 vermistir. Daha sonra pek ¢ok arastirmaci bulanik esnek kiimeler {izerine
calismalar yapmistir. Roy ve Maji (2007) karar verme problemlerine bulanik esnek
kiimeleri uygulamistir. Ahmad ve Kharal (2009) bulanik esnek kiimelerin gesitli
islemlerini tanimlamistir. Aygiinoglu ve Aygiin (2009) bulanik esnek kiimelerin ilk
cebirsel uygulamasi olan bulanik esnek grup kavramini vermistir. Tanay ve Kandemir
(2011) bulanik esnek kiimelerin Chang anlamindaki topolojisini ¢alismistir. Varol ve
Aygiin (2012, 2014) Lowen anlaminda bulanik esnek topolojiyi tanimlamis ve 6nemli

Ozellikler elde etmistir.

Diizgiin siireklilik ve dilizglin yakinsaklik gibi kavramlar1 topolojik uzaylara
genellestirmek zordur. Bu nedenle topolojik uzaylardan daha genel olan bir diizgiin uzay
kavrami elde edilmistir. Diizglin uzaylarin ilk sistematik gosterimi Bourbaki (1966)
tarafindan verilmistir. Diizgiin uzaylar bulanik anlamda Hutton (1977) ve Lowen (1981)
tarafindan ¢alisilmigtir. Ayrica Lowen (1982) ve Lowen ve Wuyts (1982, 1983) bulanik
diizglin uzaylar lizerinde 6nemli sonuglar elde etmistir. Esnek ve bulanik esnek anlaminda

ise Cetkin ve Aygiin (2013, 2014) tarafindan incelenmistir.

Sabit nokta teorisi topoloji, diferansiyel denklemler ve fonksiyonel analiz gibi
matematigin bir¢cok alaninda biiytik bir dneme sahiptir. Bu teorideki en temel ¢aligma olan
Banach Daralma Prensi 1922 yilinda Banach tarafindan verilmistir. Daha sonra pek ¢cok
yazar tarafindan gesitli sabit nokta sonuglari elde edilmistir. Bunlardan bazilar1 Jachymski
(1966), Jungck ve Rhoades (1998), Kada ve dig. (1996), Kang (1993) ve Suzuki (2008)
seklindedir. Ayrica Aamri ve El Moutawakil (2004, 2005), Acharya (1974), Altun (2011),
Rodriguez-Montes ve Charris (2001), Tarafdar (1974) ve Tiirkoglu ve Fisher (2003) sabit

nokta teorisini diizgiin uzaylar iizerine uygulamiglardir.



Yakinlik uzaylar topoloji i¢in elverisli Ozelliklere sahip oldugundan bircok yazar
tarafindan ¢alisilmistir. En kapsamli ¢alisma Naimpally ve Warrack (1970) tarafindan
yapilmistir. Daha sonra Katsaras (1979) bu uzaylar1 bulanik kiimeleri kullanarak
calismustir. Artico ve Moresco (1984, 1987) bulanik diizgiin ve bulanik yakinlik uzaylar
arasindaki iligkileri incelemistir. Markin ve Sostak (1992) bulanik yakinlik uzaylarini
farkli bir sekilde tanimlamistir. Esnek anlamda yakinlik uzaylar, birbirinden bagimsiz
olarak, Hazra ve dig. (2014a, 2014b) ve Kandil ve dig. (2014) tarafindan ¢alisilmustir.

Cetkin ve dig. (2014) ise bu uzaylar1 bulanik esnek kiimeleri ele alarak elde etmistir.

Stizge¢ tanimu ilk olarak 1937 yilinda Cartan tarafindan yapilmistir. Daha sonra bir¢ok
arastirmaci topolojinin geligsmesi i¢in siizgecler iizerinde 6nemli ¢aligmalar elde etmistir.
Prada Vicente ve Saralegui Aranguren (1988) bulanik kiimeleri kullanarak siizgeg
kavramini incelemistir. Burton ve dig. (1999) siizge¢ yapisina bulanik anlamda farkl bir
sekilde yaklagmistir. Bu yapinin esnek versiyonlar1 Park ve dig. (2011) ve Sahin ve Kiiciik
(2013) tarafindan ¢alisilmistir. Cetkin ve Aygiin (2014) ise bulanik esnek anlamda siizgeg

kavramini elde etmistir.

Bu c¢alismada, diizgiin uzaylar, yakinlik uzaylar ve yigilmalar (clusters) hem esnek
anlamda hem de bulanik esnek anlamda ele alinarak iki farkli yapida incelenmistir.
Ayrica, esnek eleman kavrami kullanilarak bir se-diizglin uzay tanimlanmis ve bu uzay
tizerinde ¢esitli sabit esnek eleman teoremleri galisiimistir. Bunun yani sira, bulanik esnek

stizgecler ile ilgili onemli 6zellikler elde edilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde, tezin diger kisimlarinda kullanilacak olan temel tanim ve teoremler
verilecektir.
2.1. ESNEK KUMELER

Tamim 2.1.1. X bir evrensel kiime, E X i¢in uygun parametrelerin bir kiimesi ve P (X)
X in bir kuvvet kiimesi olsun. F : E = P (X) bir doniisiim olmak iizere (F, E) ikilisine X

uzerinde bir esnek kiime denir.

Diger bir deyisle, esnek kiime X in alt kiimelerinin parametrelerle ifade edilen bir
ailesidir. Her e € E igin F(e) deger kiimesine esnek kiimenin bir e-elemani denir.
Burada, F (e) kiimesi bos kiime veya X in bos olmayan bir alt kiimesidir. Bir (F, E') esnek

kiimesi
(F,E) ={(e,F(e)) | e € E,F(e) € P(X)}
seklinde ikililer yardimiyla gosterilir (Molodtsov 1999).

X tzerindeki tiim esnek kiimelerin ailesi S(X, E) ile gosterilir (Ayglinoglu ve Aygiin

2012).

Uyan 2.1.2. Bir (F, E') esnek kiimesi sadelik olmasi agisindan kisaca F ile gosterilecektir

ve esnek kiime sadece F : E — P(X) donilisiimii olarak distiniilecektir.

Ornek 2.1.3. (i) X = [0,100] bir evrensel kiime ve E = {cok geng, geng, orta, yasli,

cok yasli} parametrelerin bir kiimesi olsun. Bu durumda,
F(gcok geng) ={a € X|a<20}=p;, F(geng)={a€X|20<a<40}=p,
F(orta) ={a € X |40 <a <60} =p;, F(yash) ={a€X|60<a<80}=np,

F(¢ok yasli)) ={a € X |80 < a <100} = ps



olmak {izere
F = {(¢ok geng, p,), (geng, p,), (orta, ps), (yasl, p.), (cok yasl, ps)}
X tizerinde bir esnek kiimedir.
(i) u, X tizerinde bir bulanik kiime ve E = [0,1] olsun. @ € [0,1] olmak {izere
Fla) = {x e X|ux) = a}

olarak tanimlanan F : E - P (X) doniisiimii X tizerinde bir esnek kiimedir. Burada, F (a),

u bulanik kiimesinin bir a-seviye kiimesidir (Pei ve Miano 2005).
Boylece her bulanik kiime bir esnek kiime olarak gosterilebilir.

Tamim 2.14. F,G € S(X, E) olsun. Bu durumda,
(i) Her e € E i¢in F(e) = @ ise bu esnek kiimeye bos esnek kiime denir ve @ ile gosterilir.

(ii) Her e € E i¢in F(e) = X ise bu esnek kiimeye mutlak esnek kiime denir ve X ile

gosterilir.

(iii) Her e € E i¢in H(e) = F(e) U G(e) seklinde tanimlanan H esnek kiimesine F ve G

esnek kiimelerin birlesimi denir ve bu durum H = F U G ile gosterilir (Maji ve dig. 2003).
Tamm 2.1.5. F, G € S(X, E) olsun. Bu durumda,

(i) Her e € E igin F(e) S G (e) ise F esnek kiimesine G nin bir esnek alt kiimesi denir ve

bu durum F E G ile gosterilir. Ayrica, F = G ve G E F ise F ve G esittir denir.

(if) Her e € E i¢in H(e) = F(e) N G(e) seklinde tanimlanan H esnek kiimesine F ve G
esnek kiimelerin kesigimi denir ve bu durum H = F M G ile gosterilir (Pei ve Miano

2005).

Tamim 2.1.6. F € S(X, E) olsun. Budurumda, her e € E igin F¢(e) = X — F(e) seklinde
tanimlanan F¢ : E - P(X) doniisiimiine F esnek kiimesinin tiimleyeni denir. (F€)¢ = F

oldugu agiktir (Ali ve dig. 2009).
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Teorem 2.1.7. ] bir indeks kiimesi olmak {izere her i € J i¢in F; € S(X,E) olsun. Bu

takdirde agagidakiler saglanir.

(i) (Mie)F)" = Uie F-

(ii) (Ui i) = MigsFE (Zorlutuna ve dig. 2012),

Teorem 2.1.8. F,G € S(X, E) olsun. Bu takdirde asagidakiler saglanir.
(i) FE G ise G° E F°©.

(i) FU F¢ = X, F N F¢ = @ (Cagman ve Enginoglu 2010).

Tamim 2.1.9. F € S(X,E) olsun. Bir x € X i¢in F(e) = {x} ve her e’ € E — {e} i¢in
F(e'") = @ olacak sekilde bir e € E varsa F esnek kiimesine bir esnek nokta denir ve x°

ile gosterilir (Das ve Samanta 2013(a)), (Lin 2013), (Nazmul ve Samanta 2013).
X lizerindeki tiim esnek noktalarin ailesi SP(X) ile gosterilir.

Tamim 2.1.10. F € S(X,E) ve x¢ € SP(X) olsun. x € F(e) ise x¢ esnek noktasi F esnek
kiimesine aittir denir ve bu durum x€ € F ile gosterilir (Das ve Samanta 2013(a)),

(Nazmul ve Samanta 2013).

Tamm 2.1.11. x;%,x;2 € SP(X) olsun. e; = e, ve x; =x, ise x;' Ve x,2 esnek
noktalaria esittir denir. Diger yandan, e; # e, veya x; # x, ise x;* # x,2 dir (Das ve

Samanta 2013(a)).

Onerme 2.1.12. Esnek noktalarin herhangi bir birlesimi bir esnek kiime olusturur. Ayrica,
her esnek kiime kendisine ait olan tiim esnek noktalarin bir birlesimidir (Das ve Samanta

2013(a)).

Tamm 2.1.13. S(X, E) ve S(Y, K), sirasiyla X ve Y kiimeleri iizerinde tanimlanmis, E ve
K parametre kiimelerine sahip tiim esnek kiimelerin aileleri olsun. ¢ : X - Y ve
Y : E > K iki doniisiim olmak tlizere asagidaki sartlar1 saglayan @y, : S(X, E) - S(Y,K)

doniisiimiine bir esnek doniisiim denir.
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(i) F € S(X, E) olsun. Bu durumda ¢y, (F), Y lizerinde bir esnek kiimedir ve her k € K

i¢in

p(F(e)), P Hk) = 0
Py (F)(k) = cepiq

2, diger
seklinde tammlanir. ¢, (F) esnek kiimesine F nin bir esnek goriintiisii denir.

(i) G € S(Y,K) olsun. Bu durumda (plj,l(G), X tzerinde bir esnek kiimedir ve her

e € E i¢in
03 (G)(e) = 71 (G((e)))

seklinde tanimlanir. golj,l (@) esnek kiimesine G nin bir esnek ters goriintiisii denir (Kharal

ve Ahmad 2011).

@ ve P doniigtimleri bire-bir (6rten) ise ¢, esnek doniigiimii de bire-bir (6rten) olarak

adlandirilir (Aygiinoglu ve Aygiin 2012), (Zorlutuna ve dig. 2012).

Teorem 2.1.14. ] bir indeks kiimesi olmak iizere her i € ] i¢cin F; € S(X,E) ve
G; € S(Y,K) olsun. Bir ¢y : S(X,E) > S(Y,K) esnek doniisiimii i¢in asagidaki

ozellikler saglanir.

(1) F; E F, ise @y (F1) E @y (F).
(i) G; E G, ise 9" (G1) E 93" (G).
(iii) @y (UicsFi) = Uieypyp (F).

(iv) §017)1(|—|ie]Gi) = Uie;05" (G).
V) 03" (MigjGi) = Micy0y"(GY).

i) 93" (V) = X, 93" (8) = @ ve ¢y (@) = @ (Kharal ve Ahmad 2011).
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Teorem 2.1.15. ] bir indeks kiimesi olmak tiizere her i € J i¢in F,F; € S(X,E) ve
G € S(Y,K)olsun. Bir ¢y, : S(X,E) - S(Y, K) esnek doniisiimii i¢in agagidaki dzellikler

saglanir.
()FE (p@l((pw(F )) dir. Ayrica, @y, bire-bir ise esitlik saglanr.

(i) (p¢(<pl],1(6)) C G dir. Ayrica, @, Orten ise esitlik saglanir (Aygiinoglu ve Aygiin
2012), (Zorlutuna ve dig. 2012).

Tamm 2.1.16. F € S(X,E) ve G € S(Y,K) olsun. F ve G esnek kiimelerin kartezyen
carpimi, her (e, k) € E X K i¢in (F X G)(e, k) = F(e) X G(k) seklinde tanimlanir.

Bu tanima gore, F X G esnek kiimesi X X Y iizerinde bir esnek kiimedir (Babitha ve Sunil
2010).

Tamm 2.1.17. py : X XY > X, qg : EXK—>E Ve py: X XY oY, q¢ :EXK—->K

izdiistim doniistimleri verilsin. F X G € S(X X Y, E X K) olsun. Bu durumda,
(Px)qp(F X G) =F ve (py)g(FXG)=G

olmak tizere (py)gq, V€ (Py)gq, esnek doniisiimlerine esnek izdiisiim déniisiimleri denir

(Aygiinoglu ve Aygiin 2012).

Tamim 2.1.18. X bostan farkli bir kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun. Bir
€ + E = X fonksiyonuna X {izerinde bir esnek eleman denir. F € S(X, E) olmak iizere her
e € E igin g(e) € F(e) ise € esnek eleman1 F esnek kiimesine aittir denir ve bu durum

& € F ile gosterilir. Buradan bir F esnek kiimesi, her e € E igin
F(e) ={e(e) | e € F}
olarak ifade edilebilir (Das ve Samanta 2012).

E parametreler kiimesine sahip X iizerindeki tiim esnek elemanlarin ailesi X% ile

gosterilir.

Uyan 2.1.19. Tek elemanlt her esnek kiime (yani, her e € E i¢in F(e) tek elemanl bir

kiime) bir esnek eleman olarak diisiiniilebilir (Das ve Samanta 2012).
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Tanim 2.1.20. R reel sayilar kiimesi, E parametrelerin bir kiimesi ve B(R), R nin bostan

farkls tiim sinirh alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Bu takdirde,
F ={(e,F(e)) | e € E,F(e) € B(R)}
esnek kiimesi R tizerinde bir esnek reel kiime olarak adlandirilir.

Ozel olarak F esnek kiimesi tek elemanli bir esnek kiime olsun. Bu esnek kiime bir esnek

eleman olarak diisiiniiliirse bu esnek kiimeye bir esnek reel say1 denir (Das ve Samanta

2012).
Tanim 2.1.21. F, G esnek reel sayilar olsun. Bu takdirde

(i) Esnek reel sayilarin toplami, her e € E igin (F + G)(e) = F(e) + G(e) scklinde

tanimlanir.

(ii) Esnek reel sayilarin farki, her e € E i¢in (F —G)(e) = F(e) — G(e) seklinde

tanimlanir.

(iii) Esnek reel sayilarin ¢arpimi, her e € E i¢in (F.G)(e) = F(e).G(e) seklinde

tanimlanir.

(iv) F esnek reel sayisinin mutlak degeri, her e € E i¢in |F|(e) = |F(e)| seklinde

tanimlanir.

F+ G, F — G, F.G ve |F| nin bir esnek reel say1 oldugu esnek reel sayilarin tanimindan

kolayca goriiliir (Das ve Samanta 2012).

Tanim 2.1.22. F bir esnek reel say1 olsun. Her e € E i¢in F(e) negatif olmayan bir reel

say1 ise bu durumda F esnek reel sayisina negatif olmayan bir esnek reel say1 denir.
Negatif olmayan tiim esnek reel sayilarin kiimesi R(E)" ile gosterilir.

Bir esnek kiimeye ait esnek elemanlar %, ¥, Z ile gosterilirken esnek reel sayilar &, 3,7
olarak gosterilecektir. Ozel olarak @, 3,7 ile her e € E icin @(e) = a olacak sekildeki
esnek reel sayilar gosterilecektir. Ornegin, her e € E igin 0(e) = 0 olmak iizere 0 bir

esnek reel sayidir (Das ve Samanta 2012).
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Tamm 2.1.23. @ ve f3 iki esnek reel say1 olsun.

(i) Her e € E i¢in @(e) < f(e) ise bu durum @& < f olarak ifade edilir.
(ii) Her e € E igin @(e) = S (e) ise bu durum & S g olarak ifade edilir.
(iii) Her e € E igin @(e) < B(e) ise bu durum @ < § olarak ifade edilir.

(iv) Her e € E icin @(e) > B(e) ise bu durum @ S f olarak ifade edilir (Das ve Samanta
2013(c)).

Asagidaki tanim bir esnek kiimenin klasik anlamdaki bir doniisiim altindaki goriintiisiinii

ve ters gorlintiisiinii gosterir.

Tamm 2.1.24. X ve Y bostan farkli iki kiime ve f : X — Y bir doniisiim olsun. Bu
takdirde,

(i) f doniisimii altindaki bir F € S(X, E) esnek kiimesinin goriintiisii, her e € E igin
fF)(e) = f(F(e))
olarak tanimlanan bir f(F) esnek kiimesidir.
(ii) f doniistimii altindaki bir G € S(Y, E) esnek kiimesinin ters goriintiisii, her e € E igin
fH6)(e) = f1(G(e))
olarak tanimlanan bir £ ~1(G) esnek kiimesidir (Nazmul ve Samanta 2013).

Tamm 2.1.25. {@,}, esnek reel sayilardan olusan bir dizi olsun. Her € > 0 esnek reel
sayisina karsilik n > ng 6zelligindeki her n dogal sayisi igin |&, — @| < € olacak sekilde
bir ny € N sayis1 varsa {&,} dizisi & esnek reel sayisina esnek yakinsiyor denir ve bu

durum lim &, = & ile gosterilir (Das ve Samanta 2013(b)).
n—->oo

Tamm 2.1.26. {@,}, esnek reel sayilardan olusan bir dizi olsun. Her € > 0 esnek reel
sayisina karsilik her m, n > n, icin |&, — &@,,| < € olacak sekilde bir ny € N dogal sayis1

varsa {&,} dizisine bir esnek Cauchy dizisi denir (Das ve Samanta 2013(b)).
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2.2. ESNEK TOPOLOJIiK UZAYLAR

Tamim 2.2.1. X # @ bir kiime olmak iizere asagidaki aksiyomlar1 saglayan T € S(X, E)

ailesine X tizerinde bir esnek topoloji denir.
(ET1) @, X €.

(ET2) F,F,, ...,.E, € Tise [, F; € 7.
(ET3) Heri € J i¢in F; € tise L, F; € 7.

Bu durumda, (X,7,E) tuglisii bir esnek topolojik uzay olarak adlandirilir. 7 nun
elemanlarma da esnek acgik kiime denir. F € S(X,E) olmak lizere F° € T ise F esnek

kiimesine X tizerinde bir esnek kapali kiime denir (Shabir ve Naz 2011).

Tanmm 2.2.2. (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay ve F € S(X, E) olsun. F nin esnek i¢i
F° = LU{G | G bir esnek agik kiime ve G C F}

esnek kiimesidir.

Buna gore F°, F tarafindan igerilen en biiyiik esnek agik kiimedir (Zorlutuna ve dig.

2012).

Tammm 2.2.3. (X,7,E) bir esnek topolojik uzay ve F € S(X,E) olsun. F nin esnek
kapanisi

F ={G | G bir esnek kapali kiime ve F E G}
esnek kiimesidir.
Buna gore F, F yi iceren en kiiiik esnek kapal1 kiimedir (Shabir ve Naz 2011).

Teorem 2.2.4. X bostan farkli bir kiime olsun. Her F € S(X, E) esnek kiimesine agagidaki

ozellikleri saglayan bir F esnek kiimesi karsilik getirilsin.
(EOL) FCF,

(EO2) F = F,
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(EO3)FUG =F UG,
(EO4) @ = B.
Bu durumda,
1={FeSX,E)|F° = F}

ailesi X iizerinde bir esnek topolojidir ve bu topolojiye gore her F € S(X,E) icin F, F
esnek kiimesinin bir esnek kapanisidir.

Bu operatore bir esnek kapanis operatorii denir (Nazmul ve Samanta 2013).
Tamim 2.2.5. (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay ve B < t olsun. T nun her eleman1 B nin

elemanlariin herhangi bir birlesimi olarak yazilabiliyorsa B ailesine t igin bir tabandir

denir (Aygiinoglu ve Aygiin 2012).

Teorem 2.2.6. X bostan farkli bir kiime ve B, X iizerindeki esnek kiimelerin bir ailesi
olsun. Bu durumda B ailesinin X iizerindeki bir esnek topoloji i¢in bir taban olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul
(i) X esnek kiimesi B nin elemanlarinin bir birlesimi olarak yazilabilir.

(if) F,G € B ise F N G esnek kiimesi B deki elemanlarin bir birlesimi olarak yazilabilir
(Demir ve Ozbakir 2014).

Tamm 2.2.7. (X,74,E) ve (Y,7,,K) iki esnek topolojik uzay ve ¢y : (X, 71, E) -
(Y, 75, K) bir esnek doniisiim olsun. Her G € 1, i¢in (plzl(G) € 7, oluyorsa ¢, esnek

doniistimiine bir esnek stirekli doniisiim denir (Aygiinoglu ve Aygiin 2012).

Tamim 2.2.8. (X, t,E) bir esnek topolojik uzay ve § € t olsun. § ailesindeki esnek
kiimelerin sonlu arakesitlerinden elde edilen B ailesi 7 i¢in bir taban ise § ailesine T esnek

topolojisi i¢in bir alt taban denir (Aygiinoglu ve Aygiin 2012).

Teorem 2.2.9. 5 € S(X, E) ve §, X € S olsun. Bu durumda asagidaki  ailesi X iizerinde

bir esnek topolojidir.
T= {Uie](l_l,leAiFi,A) | Fi2 €S, ] keyfi, A;sonluindeks kiimesi}

(Aygtinoglu ve Aygiin 2012).
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Tamim 2.2.10. X bostan farkli bir kiime, {(V;, 7;, K;)};e; esnek topolojik uzaylarin bir

ailesi ve {((pw)i :S(X,E) — (Yi,‘ri,Ki)} esnek doniisiimlerin  bir ailesi olsun.

i€J
X flizerinde § = {((plp)i—l(F )|Fet,i€ ]} alt tabani yardimiyla {iretilen esnek

topolojiye {(‘pll’)i} ailesi yardimiyla tiretilen bir baslangic esnek topolojisi denir

ieJ
(Aygilinoglu ve Aygiin 2012).
Teorem 2.2.11. X f{izerinde {(¢¢)i} ailesi yardimiyla iiretilen baslangi¢ esnek
i€]

topolojisi, her i €] igin ((pw)i : (X,t,E) - (Y3, 7, K;) esnek doniistimlerini esnek
stirekli yapan en kaba esnek topolojidir (Aygiinoglu ve Aygiin 2012).

Tamm 2.2.12. {(X;,7;,E;)}ic; esnek topolojik uzaylarin bir ailesi olsun.
px, : [lieyXi » Xi ve qg,: [lieyEi > E; olmak iizere X(= ]_[iE]Xl-) tizerindeki
{(Pxi) (q )} esnek izdiisiim donisiimleri yardimiyla tlretilen baglangic esnek

Ei)liey
topolojisine X iizerinde bir carpim esnek topolojisi denir ve [[;c;7; ile gosterilir

(Aygtinoglu ve Aygiin 2012).

Tamim 2.2.13. (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay ve F,G € S(X,E) olsun. G EHCE F
olacak sekilde bir H € T esnek agik kiimesi varsa F ye G esnek kiimesinin bir esnek

komsulugu denir (Zorlutuna ve dig. 2012).

Tamim 2.2.14. (X, 1, E) bir esnek topolojik uzay, F € S(X,E) ve x € SP(X) olsun.
x€ € G C F olacak sekilde bir G € 7 esnek agik kiimesi varsa F ye x¢ esnek noktasinin

bir esnek komsulugu denir.

Bir x¢ esnek noktasiin esnek komsuluk sistemi tiim esnek komsuluklarinin bir ailesidir

ve V' (x°) ile gosterilir (Nazmul ve Samanta 2013).

Teorem 2.2.15. (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay ve x¢ € SP(X) olsun. Bu takdirde, bir

N (x?) esnek komsuluk sistemi igin asagidakiler saglanir.
(EK1) V' (x€) # Q.

(EK2) F € N'(x®) ise x¢ € F dir.

18



(EK3) F e N(x¢)ve F E G ise G € V' (x°) dir.
(EK4) F,G € N (x®)ise FN G € NV (x®) dir.
(EK5) F € N'(x®) ise her z* € G i¢in F € N (z%) olacak sekilde bir G € NV (x®) vardir.

Tersine, her x¢ € SP(X) esnek noktasina (EK1)-(EKS5) kosullarini saglayan bir V' (x¢)
ailesi karsilik getirilsin. Bu durumda her x® € SP(X) esnek noktasi igin N (x¢) ailesi
x® nin bir esnek komsuluk sistemi olacak sekilde X tizerinde bir tek esnek topoloji vardir

(Nazmul ve Samanta 2013).

Onerme 2.2.16. (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay ve F € S(X, E) olsun. F € T olmasi
icin gerek ve yeter kosul F nin her esnek noktasinin bir esnek komsulugu olmasidir

(Nazmul ve Samanta 2013).

Teorem 2.2.17. (X, 1, E) bir esnek topolojik uzay, F € S(X,E) ve x° € SP(X) olsun.
x€ € F olmas igin gerek ve yeter kosul her G € N (x€) i¢in G N F # @ olmasidir (Lin
2013).

Tamim 2.2.18. (X, 7, E') bir esnek topolojik uzay ve A, X in bostan farkli bir alt kiimesi
olsun. Bu durumda 7, = {/T NF|Fe T} ailesi A tizerinde bir esnek topolojidir. Bu
topolojiye A tizerinde bir esnek relatif topoloji ve (4, 74, E) tgliisiine de (X, T, E) nin bir

esnek alt uzayi denir.

Burada A, X iizerinde bir esnek kiimedir ve her e € E i¢in A(e) = A seklinde tanimlanir
(Shabir ve Naz 2011).

Onerme 2.2.19. (4,74, E), (X, 7, E) nin bir esnek alt uzay1 ve F € S(X, E) olsun. Bu
durumda, F nin A iizerinde bir esnek acik kiime olmasi igin gerek ve yeter kosul bir

G € ticin F = AN G olmasidir (Shabir ve Naz 2011).

€1

Tamim 2.2.20. (X,7,E) bir esnek topolojik uzay olsun. Her farkli x;,x52 € X esnek
noktalar1 i¢in her birinin digerini icermeyen bir esnek komsulugu varsa bu uzaya bir esnek

T;-uzay denir (Bayramov ve Giindiiz 2013).
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Tamm 2.2.21. (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay olsun. F 1 G = @ olacak sekildeki her
F, G esnek kapali kiimesi i¢in F T F;, G C G, ve F; N G; = @ olacak sekilde F;, G, € T

varsa bu uzaya bir esnek normal uzay denir (Kandil ve dig. 2014).

Tamim 2.2.22. (X, T) esnek topolojik uzay1r hem esnek T;-uzay hem de esnek normal uzay
ise bu uzaya bir esnek T,-uzay denir (Kandil ve dig. 2014).

2.3. ESNEK METRIiK UZAYLAR

Das ve Samanta (2013(a), 2013(c)) esnek metrik uzaylart hem esnek noktalara hem de

esnek elemanlara gore asagidaki sekilde tanimlamistir.

Tamim 2.3.1. X bostan farkli bir kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun. Asagidaki
aksiyomlar1 saglayan d : SP(X) X SP(X) —» R(E)* doniisiimiine X {izerinde esnek

noktalara gore tanimlanan bir esnek metrik denir.

(M1) Her x;*, x52 € X igin d(x;*, x,2) = 0.

(M2) d(x;%,x52) = 0 & x7* = x,2.

(M3) Her x;%,x,2 € X igin d(x7%, ;%) = d(x32, x71).

(M4) Her x1 ,x2 ,x3 € X icin d(x1 )Xy ) < d(x1 ,x3 )+d(x3 ,x2 2.

O halde, (X, d, E) tgliisiine de esnek noktalara gore tanimlanan bir esnek metrik uzay
denir (Das ve Samanta 2013(a)).

Ornek 2.3.2. X = E = Rolsun. Her x;*, x;? € X igin
d(xl ;xz =|X_1—X_2|+|€_1—€_2|

seklinde tanimlanan d : SP(X) X SP(X) — R(E)” doniisiimii X iizerinde esnek noktalara

gore tanimlanan bir esnek metriktir (Das ve Samanta 2013(a)).

Tamm 2.3.3. X bostan farkli bir kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun. Asagidaki
aksiyomlari saglayan d : XE x X —» R(E)* doniisiimiine X iizerinde esnek elemanlara

gore tanimlanan bir esnek metrik denir.
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(EM1) Her %,V €
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(EM2)d(%,7) =0 © % = 7.
(EM3) Her %, 7 € X icin d(%,¥) = d(3,%).
(EM4) Her %, 7,2 € X icin d(%,9) < d(%,2) + d(2,9).

O halde, (X, d, E) tgliisiine de esnek elemanlara gore tanimlanan bir esnek metrik uzay
denir (Das ve Samanta 2013(c)).

Ornek 2.3.4. X = E = Rolsun. Her %, 7 € X i¢in
d(x,y) = |x = 7|
seklinde tanimlanan d : Xf x X£ — R(E)* doniisiimii X iizerinde esnek elemanlara gore
tanimlanan bir esnek metriktir (Das ve Samanta 2013(c)).
2.4. ESNEK SUZGECLER

Tamim 2.4.1. (i) Bostan farkli bir F € S(X, E) ailesi asagidaki 6zellikleri saglarsa F

ailesine X tizerinde bir esnek siizge¢ denir.
(ES1) @ ¢ F.

(ES2) F,GEFiseFNG € F.
(ES3)FEFveFEGiseG € F.

(if) F, ve F, , X tizerinde iki esnek siizgeg olsun. F; € F, ise F, , F, den daha kaba (veya
F, , F, den daha incedir) denir (Park ve dig. 2011).

Tamim 2.4.2. Bir B c S(X, E) ailesi asagidaki 6zellikleri saglarsa B ailesine X {izerinde

bir esnek slizgeg tabani denir:
(B1) B # @ ve @ ¢ B dir.

(B2) Her F,G € Bi¢in H E F N G olacak sekilde bir H € B vardir.
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B, X lizerinde bir esnek siizgeg¢ tabani ise
Fz={F € S(X,E) | bir H € Bicin H E F}

ailesinin X tizerinde bir esnek siizge¢ oldugu kolaylikla goriilebilir. Bu esnek siizgece B

tarafindan {iretilen bir esnek siizgec denir (Park ve dig. 2011).

Tanmim 2.4.3. X tizerindeki bir F esnek siizgecinden daha ince bir esnek siizgeg yok ise F
esnek siizgecine bir ultra esnek siizgeg denir. Ayrica, X kiimesi lizerindeki {F;};c, esnek
stizgegler ailesi daha kaba olma bagintisina gore kismi sirali oldugundan {F;};c, ailesi

icindeki maksimal elemanlar ultra esnek siizgeg¢lerdir (Park ve dig. 2011).

Teorem 2.4.4. Bir X kiimesi tizerindeki her F esnek silizgecinden daha ince olan bir ultra

esnek silizge¢ vardir (Park ve dig. 2011).

Teorem 2.4.5. F, X lizerinde bir ultra esnek siizge¢ ve F,G € S(X, E) olsun. Bu takdirde
FUGEeFiseyaF € FyadaG € F dir (Park ve dig. 2011).

Teorem 2.4.6. F, X lizerinde bir esnek siizgeg¢ olsun. Her F € S(X, E) i¢in F € F veya
F€ € F ise F, X lizerinde bir ultra esnek siizgectir (Park ve dig. 2011).

Teorem 2.4.7. ¢y, : S(X,E) - S(Y,K) bir esnek doniisiim ve B, X iizerinde bir ultra

esnek stizgeg taban1 olsun. Bu takdirde,
B* = {py(F) | F € B}

Y lizerinde bir ultra esnek siizge¢ tabanidir (Sahin ve Kiiciik 2013).

2.5. BULANIK ESNEK KUMELER

Tamm 2.5.1. X bir evrensel kiime, E X igin uygun parametrelerin bir kiimesi ve 1% X
lizerindeki tiim bulanik kiimelerin bir ailesi olsun. f : E — I* bir doniisiim olmak iizere

(f, E) ikilisine X tizerinde bir bulanik esnek kiime denir.

Burada, her e € E igin f(e) : X — I bulanik kiimesi bos veya bostan farkli bir bulanik
kiimedir. Bir (f, E') bulanik esnek kiimesi

(f.E) ={(e,f(e)) |e €E,f(e) €'}
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seklinde ikililer yardimiyla gosterilir (Maji ve dig. 2001).

X lizerindeki tiim bulanik esnek kiimelerin ailesi FS(X, E) ile gosterilir.

Uyan 2.5.2. Bir (f,E) bulanik esnek kiimesi sadelik olmasi agisindan kisaca f ile
gosterilecektir ve bir bulamk esnek kiime sadece f: E — I* doniisiimii olarak
distiniilecektir.

Ornek 2.5.3. (i) X = {x;,x,} bir evrensel kiime ve E = {e;, e,, e3} parametrelerin bir

kiimesi olsun. Bu durumda
f(e) ={x1/0,5,x,/1}, f(ez) ={x1/0,1,%,/0,8}, f(e3) = 0x
olmak tizere
f=1{(e1,{x1/0,5,x,/1}), (e2,{x1/0,1,x,/0,8}), (e3, 0x)}
X iizerinde bir bulanik esnek kiimedir.

(if) F, X lzerinde bir esnek kiime olsun. Her e € E parametresi igin F(e) goriinti

kiimesinin karakteristik fonksiyonu yardimiyla

fe)x) = xre(x) = {(1) . Edféeez

olarak tammlanan f : E — [*X doniisiimii X {izerinde bir bulanik esnek kiimedir.

Boylece her esnek kiime bir bulanik esnek kiime olarak gosterilebilir (Varol ve Aygiin

2012).
Tanmm 2.5.4. f,g € FS(X, E) olsun. Bu durumda,

(i) Her e € E i¢in f(e) = Oy ise bu bulanik esnek kiimeye bos bulanik esnek kiime denir

ve @ ile gosterilir.

(ii) Her e € E i¢in f(e) = 1y ise bu bulanik esnek kiimeye mutlak bulanik esnek kiime

denir ve X ile gosterilir.

(iif) Her e € E i¢in f(e) < g(e) ise f bulanik esnek kiimesine g nin bir bulanik esnek
alt kiimesi denir ve bu durum f E g ile gosterilir. Ayrica, f Egve gE fise f ve g

esittir denir.
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(iv) Her e € E igin h(e) = f(e) V g(e) seklinde tanimlanan h bulanik esnek kiimesine
f ve g bulanik esnek kiimelerin birlesimi denir ve bu durum h = f U g ile gosterilir (Maji

ve dig. 2001).

Tanmm 2.5.5. f,g € FS(X,E) olsun. Bu durumda, her e € E i¢in h(e) = f(e) A g(e)
seklinde tanimlanan h bulanik esnek kiimesine f ve g bulanik esnek kiimelerin kesisimi

denir ve bu durum h = f n g ile gosterilir (Ahmad ve Kharal 2009).

Tanmm 2.5.6. f € FS(X,E) olsun. Bu durumda, her e € E igin f€(e) = 15y — f(e)
seklinde tanimlanan f€: E — [¥ doniisiimiine f bulanik esnek kiimesinin tiimleyeni

denir. (f€)¢ = f oldugu agiktir (Varol ve Aygiin 2012).

Teorem 2.5.7. ] bir indeks kiimesi olmak iizere her i € ] i¢in f, g, f; € FS(X, E) olsun.
Bu takdirde asagidakiler saglanir.

(i) (Migs )" = Uies f€.
(if) ('—liEin)c = I_liE]fiC-
(iii) f = g ise g° = £ (Varol ve Aygiin 2012).

Tanmm 2.5.8. f € FS(X,E) olsun. f(e) X de bir bulanik nokta (yani, bir x € X igin
f(e)(x) =a € (0,1] ve her x" € X — {x} i¢cin f(e)(x") = 0) ve her e’ € E — {e} i¢in
f(e') = 0x olacak sekilde bir e € E varsa f bulanik esnek kiimesine bir bulanik esnek

nokta denir ve e, ile gosterilir.

a < f(e)(x) ise exa bulanik esnek noktasi f bulanik esnek kiimesine aittir denir ve bu

durum e,a € f ile gosterilir (Atmaca ve Zorlutuna 2013).
X lizerindeki tiim bulanik esnek noktalarin ailesi FSP(X) ile gosterilir.

Tanim 2.5.9. FS(X,E) ve FS(Y, K), sirastyla X ve Y kiimeleri lizerinde tanimlanmis, E
ve K parametre kiimelerine sahip tiim bulanik esnek kiimelerin aileleri olsun. ¢ : X - Y
ve P : E — K iki doniligim olmak lzere asagidaki sartlar1 saglayan ¢, : FS(X,E) -

FS(Y, K) doniisiimiine bir bulanik esnek doniisiim denir.
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(i) f € FS(X, E) olsun. Bu durumda ¢, (f), Y iizerinde bir bulanik esnek kiimedir ve her
ke Kvey €Y igin

fle |, oot #a,yp k) +0
x€p~t(y) \e€yp~1(k)
0, diger

Pyp(HE)(Y) =

seklinde tanimlanir. @, (f) bulanik esnek kiimesine f nin bir bulanik esnek goriintiisii

denir.

(ii) g € FS(Y,K) olsun. Bu durumda <plzl(g), X tizerinde bir bulanik esnek kiimedir ve

here € E ve x € X i¢in
Py (@) (x) = g@(e))(p(x))

seklinde tanimlanir. <pJ,1(g) bulanik esnek kiimesine g nin bir bulanik esnek ters

goriintlisii denir.

@ Ve Y dontistimleri bire-bir (0rten) ise @y, bulanik esnek donligiimii de bire-bir (Orten)

olarak adlandirilir (Kharal ve Ahmad 2009).

Teorem 2.5.10. J bir indeks kiimesi olmak {izere her i € J i¢in f; € FS(X,E) ve
gi € FS(Y,K) olsun. Bir ¢y : FS(X,E) - FS(Y,K) bulanik esnek doniisiimii igin

asagidaki ozellikler saglanir,

(D) f1 E f2ise oy (f1) E @y (f2)-

(i) g1 E g2 ise 93 (91) E 93" (92)-
(iii) @y (Uic, fi) = Uic; 0y (f)-

(iv) ¢1Z1(|-|ie]9i) = Uiej0y" (90
V) 03" (Migs9:) = Nigyy™ (90

i) 9" (V) = X, 93 (8) = @ ve ¢y (@) = @ (Kharal ve Ahmad 2009).
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Teorem 2.5.11. J bir indeks kiimesi olmak {izere her i € J i¢in f, f; € FS(X,E) ve
g € FS(Y,K) olsun. Bir ¢y : FS(X,E) - FS(Y,K) bulamk esnek doniisiimii igin

asagidaki 6zellikler saglanir.
() fE ‘Pil ((pw (f )) dir. Ayrica, @y, bire-bir ise esitlik saglanir.
(i) @y ((pJ,l(g)) C g dir. Ayrica, @y, Orten ise esitlik saglanir (Varol ve Aygiin 2012).

Tamim 2.5.12. f € FS(X,E) ve g € FS(Y,K) olsun. f ve g bulanik esnek kiimelerin
kartezyen c¢arpimi, her (e,k) € E XK icin (f X g)(e, k) = f(e) x g(k) seklinde

tanimlanir.

Bu tanima gore, f X g bulanik esnek kiimesi X X Y iizerinde bir bulanik esnek kiimedir

(Varol ve Aygiin 2012).

Tanmm 25.13. py : X XY > X, qg : EXK—>E Vvepy : XXY>Y, q¢:EXK—->K

izdiistim donistimleri verilsin. f X g € FS(X X Y, E X K) olsun. Bu durumda,
Px)a:(f xg) =f ve (py)e(fX9) =g

olmak iizere (py)q, V€ (Py)gq, bulanik esnek doniisiimlerine bulanik esnek izdiisiim

dontigiimleri denir (Varol ve Aygiin 2012).

2.6. BULANIK ESNEK TOPOLOJIK UZAYLAR

Tanmim 2.6.1. X # @ bir kiime olmak iizere agsagidaki aksiyomlari saglayan 7 € FS(X, E)

ailesine X tizerinde bir bulanik esnek topoloji denir.
(BET1) @, X € 7.

(BET2) fy, for s fo € TisE M, f; € T.

(BET3) Her i € ] igin f; € Tise Ll;¢;f; € 7.

Bu durumda, (X, t, E) tgliisii bir bulanik esnek topolojik uzay olarak adlandirilir. T nun
elemanlaria da bulanik esnek agik kiime denir. f € FS(X, E') olmak iizere f€ € T ise f

bulanik esnek kiimesine X tizerinde bir bulanik esnek kapali kiime denir (Tanay ve
Kandemir 2011).
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Tanmim 2.6.2. (X, 7, E) bir bulanik esnek topolojik uzay ve f € FS(X,E) olsun. f nin
bulanik esnek igi

f° = U{g | g bir bulanik esnek agik kiime ve g E f}
bulanik esnek kiimesidir.

Buna gore f°, f tarafindan icerilen en biiyiik bulanmk esnek acik kiimedir (Tanay ve
Kandemir 2011).

Tamim 2.6.3. (X, 7, E) bir bulanik esnek topolojik uzay ve f € FS(X, E) olsun. f nin

bulanik esnek kapanisi
f =M{g | g bir bulanik esnek kapali kiime ve f E g}
bulanik esnek kiimesidir.

Buna gore f, f yi iceren en kiigiik bulamk esnek kapali kiimedir (Varol ve Aygiin 2012),
(Neog ve dig. 2012).

Teorem 2.6.4. X bostan farkl bir kiime olsun. Her f € FS(X, E) bulanik esnek kiimesine

asagidaki 6zellikleri saglayan bir £ bulanik esnek kiimesi karsilik getirilsin.
(BEOL) f E f,
(BEO2) f =,
(BEO3) fug=fUg,
(BEO4) @ = .
Bu durumda,
t={f e FS(X,E) | f° = [}

ailesi X tizerinde bir bulanik esnek topolojidir ve bu bulanik esnek topolojiye gore her

f € FS(X,E) icin f, f bulanik esnek kiimesinin bulanik esnek kapanisidir.

Bu operatore bir bulanik esnek kapanig operatorii denir (Varol ve Aygiin 2012).
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Tamm 2.6.5. (X,7,,E) ve (Y,7,,K) iki bulanik esnek topolojik uzay ve
@y ¢ (X,7,E) > (Y,75,K) bir bulanik esnek doniisim olsun. Her g € 7, igin
(plj,l (g9) € 7, oluyorsa ¢, bulanik esnek doniisiimiine bir bulanik esnek siirekli doniisiim

denir (Varol ve Aygiin 2012).

Teorem 2.6.6. (X,7,E) ve (Y,7,K) iki bulanik esnek topolojik uzay ve
@y ¢ (X,71,E) > (Y,75,K) bir bulanik esnek doniisiim olsun. Bu takdirde asagidaki

onermeler denktir.

(i) gy, bir bulanik esnek siirekli doniisiimdiir.
(ii) Her f € FS(X,E) igin (pw(f) E @y (f) dir (Varol ve Aygiin 2012).

Tamim 2.6.7. (X, t, E) bir bulanik esnek topolojik uzay ve B € 7 olsun. t nun her elemani
B nin elemanlarinin herhangi bir birlesimi olarak yazilabiliyorsa B ailesine 7 igin bir

tabandir denir (Tanay ve Kandemir 2011).

Tamim 2.6.8. (X, 7, E) bir bulanik esnek topolojik uzay ve § € t olsun. § ailesindeki
bulanik esnek kiimelerin sonlu arakesitlerinden elde edilen B ailesi 7 i¢in bir taban ise §

ailesine t bulanik esnek topolojisi i¢in bir alt taban denir (Varol ve Aygiin 2012).

Teorem 2.6.9. S € FS(X,E) ve §,X €S olsun. Bu durumda asagidaki 7 ailesi X

tizerinde bir bulanik esnek topolojidir.
T= {Llie](l_lle,lifi,l) | fir €S, Jkeyfi, A;sonluindeks kiimesi}
(Varol ve Aygiin 2012).

Tanmim 2.6.10. X bostan farkl bir kiime, {(Y;, 7;, K;) };¢; bulanik esnek topolojik uzaylarin

bir ailesi ve {((pw)i :FS(X,E) = (Yi,Ti,Ki)} bulanik esnek doniigiimlerin bir ailesi
i€J

olsun. X tizerinde § = {((pd,)i_l(f Y| fer,i€] } alt taban1 yardimuyla iiretilen bulanik

esnek topolojiye {((pw)i} ailesi yardimiyla iiretilen bir baslangic bulanik esnek

ieJ

topolojisi denir (Varol ve Aygiin 2012).
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Teorem 2.6.11. X {izerinde {((pll’)i} ailesi yardimiyla iiretilen baslangi¢ bulanik esnek
ieJ

topolojisi, her i €] igin (¢¢)i : (X,1,E) = (Y;, 7, K;) bulanik esnek doniisiimlerini

bulanik esnek siirekli yapan en kaba bulanik esnek topolojidir (Varol ve Aygiin 2012).

Tamm 2.6.12. {(X;,7;, E;)}ie; bulanik esnek topolojik uzaylarin bir ailesi olsun.

px; : [lieyXi » Xi ve qg,: [lieyE;i > E; olmak iizere X(= l_[iE]Xl-) tizerindeki

{(p Xi) (q )} bulanik esnek izdiisiim doniisiimleri yardimiyla iiretilen baslangi¢ bulanik
Ei)lies

esnek topolojisine X iizerinde bir ¢arpim bulanik esnek topolojisi denir ve [[;¢; ; ile

gosterilir (Varol ve Aygiin 2012).

Tamm 2.6.13. (X,7,E) bir bulanik esnek topolojik uzay, f € FS(X,E) ve
exa € FSP(X) olsun. e« € g E f olacak sekilde bir g € 7 bulanik esnek agik kiimesi

varsa f ye e,a bulanik esnek noktasinin bir bulanik esnek komsulugu denir.

Bir e,a bulanik esnek noktasinin bulanik esnek komsuluk sistemi tiim bulanik esnek

komsuluklarinin bir ailesidir ve V' (ey«) ile gosterilir (Tanay ve Kandemir 2011).

Teorem 2.6.14. (X, t, E) bir bulanik esnek topolojik uzay olsun. Bu takdirde bir V'(e,.«)

bulanik esnek komsuluk sistemi i¢in asagidakiler saglanir.
(BEK1) NV (eya) # @.

(BEK2) f € NV (eya) ise eya € f dir.

(BEK3) f e N(eya) Ve f E gise g € N (eya) dir.
(BEK4) f,g € N (exa)ise f M g € N (eya) dir.

(BEKS5) f € NV(exa) ise g E f ve her e'ya €g icin g € N(e'yz) olacak sekilde bir
g € N (e,a) vardir (Mahanta ve Das 2012).

Onerme 2.6.15. (X, 7, E) bir bulanik esnek topolojik uzay ve f € FS(X,E) olsun. f € 1
olmasi icin gerek ve yeter kosul f nin her bulanik esnek noktasinin bir bulanik esnek

komsulugu olmasidir (Mahanta ve Das 2012).
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Teorem 2.6.16. (X,7,,E) ve (Y,1,,K) iki bulanik esnek topolojik uzay ve
@y ¢ (X,71,E) > (Y,72,K) bir bulamk esnek doniisiim olsun. Bu durumda asagidaki

onermeler denktir.

(1) ¢y, bir bulanik esnek siirekli doniisiimdiir.

(ii) Her eya € FSP(X) bulanik esnek noktasi ve ¢y (exa) nin her h bulanik esnek
komsulugu i¢in ¢y, (g) £ h olacak sekilde e,a bulanik esnek noktasmin bir g bulamk

esnek komsulugu vardir (Atmaca ve Zorlutuna 2013).

Tanmim 2.6.17. (X, 7, E) bir bulanik esnek topolojik uzay olsun. e;al *e iaz ozelligindeki
1 2
her e;fl, ejgz € FSP(X) igin e;fl Ef, eigz € g ve f N g = @ olacak sekilde f,g € T

varsa (X, 7, E') bulanik esnek topolojik uzayina bir bulanik esnek Hausdorff uzay denir
(Mahanta ve Das 2012).
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3. ESNEK DUZGUN UZAYLAR

Bu boliimde, esnek kiime teorisi kullanilarak bir esnek diizgiin yap1 tanimlanacak ve bir
esnek topoloji ve bir esnek metrik ile iliskisi incelenecektir. Ayrica, Kandil ve dig. (2014)
tarafindan verilen esnek yakinlik uzaylarina iliskin 6zellikler elde edilerek klasik
anlamdaki yakinlik uzaylariyla iliskisi ¢alisilacaktir. Bunun yani sira, bir esnek diizgiin
uzaydan bir esnek yakinlik uzay iiretilecek ve baslangi¢ esnek yakinlik uzaylarinin varligi
gosterilecektir. Daha sonra bir esnek yigilma kavrami verilerek ilgili ozellikleri

incelenecektir.

3.1. ESNEK DUZGUN UZAYLAR

Cetkin ve Aygiin (2013), E parametre kiimesine gore X X X iizerindeki esnek kiimeleri
kullanarak bir esnek diizgiin yapi tanimlamistir. Bu boliimde, bu tanimdan farkli olarak,
E parametre kiimesine gore SP(X) X SP(X) iizerindeki esnek kiimeleri kullanarak bir
esnek diizgiin uzay kavrami verilecektir. Boylece, Das ve Samanta (2013(a)) tarafindan

verilen esnek metrik uzaylar ile iliskileri incelenebilecektir.

E parametreler kiimesine sahip SP(X) X SP(X) lizerindeki tiim esnek kiimelerin ailesi

S(SP(X) x SP(X),E) ile gosterilir.
Tanmm 3.1.1. (i) A € S(SP(X) X SP(X), E) olmak {izere her e € E i¢in
Ae) = {(x%,x%) | x* € SP(X)}
ile gosterilen A esnek kiimesine bir kosegen esnek kiime denir.
(i) U € S(SP(X) x SP(X), E) olsun. Bu durumda, her e € E i¢in
Um(e) = {(x x5%) | (2, x52) € U(e))

ile tantmlanir. Ayrica U = U~ ise U esnek kiimesine bir simetrik esnek kiime denir.
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(iii) U,V € S(SP(X) x SP(X), E) olsun. Bu durumda, her e € E igin
UoV(e) ={(x;x52) | bir z% € SP(X) igin (x;*,z%) € V(e) ve (2% x,2) € U(e)}
ile tanimlanir.

Uyan 3.1.2. U,V,W € S(SP(X) X SP(X),E) olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler

saglanir.

YUEVieU 1=V lveUoWEVoWolur.
(iiY(UoV)t=V1oUu™L

(i) (UeoV)oW =Uo (VoW).

Ispat. Tamim 3.1.1 den kolaylikla elde edilir.

Tamim 3.1.3. Asagidaki aksiyomlar1 saglayan bostan farkli U € S(SP(X) X SP(X),E)

ailesine X tizerinde bir esnek diizgiin yap1 denir.

(ED1) U € Uise A= U dur.

(ED2) U e Uise V oV E U olacak sekilde bir V € U vardr.
(ED3) U € U ise V™! E U olacak sekilde bir V € U vardir.
(ED4) U,V e UiseU NV € Udur.

(ED5) U eUveUEViseV €U dur.

Bu durumda, (X, U, E) tgliistine bir esnek diizgiin uzay denir.

Ornek 3.1.4. X = {x} ve E = {e;,e;} olsun. SP(X) X SP(X) iizerinde asagidaki
sekilde tanimlanan A, Uy, U, Uz, Uy, Us, Ug, U7, Ug, Uy, U1, U1, U2, Uiz, Uiy, Ups €SNeK

kiimeleri olsun.
A(el) = {(xel,xel)’ (er,xez)}’ A(ez) = {(xel, x61)' (xez'xez)}’
Uren) = Ale), Ur(e2) = Aer) U {71, x*)},

Uz (e1) = A(eq), Uz(ez) = A(ez) U {(x%2,x%1)},
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Us(e1) = A(ey), Us(ey) = SP(X) X SP(X),
Us(er) = A(er) U{(x*,x2)},  Us(ex) = A(ey),

Us(er) = Aer) U {(x*1,x%2)},  Us(ez) = A(ez) U {(x*1,x°2)},
Us(er) = A(er) U{(x“1,x%2)},  Ug(ez) = A(ez) U{(x*2,x)},
U,(e1) = A(ey) U {(x°1,x%2)}, U,(e;) = SP(X) x SP(X),
Ug(er) = A(er) U {(x*2,x°1)},  Ug(ez) = A(ep),

Ug(er) = A(er) U {(x%2,x)},  Us(ez) = A(ez) U {(x®, x%2)},
Uio(er) = Aler) U {(x2%,x)},  Usolez) = A(ez) U {(x%2, x°1)},

Ui1(e1) = A(eq) U {(x%2, x1)}, Ui1(ez) = SP(X) X SP(X),

Us,(e) = SP(X) x SP(X), Us,(e3) = Aey),

Uss(e) = SP(X) x SP(X), Ups(ey) = Aey) U {(x®, x42)},
Ups(e) = SP(X) x SP(X), Ura(es) = Aey) U {(x%2,x1)},
Uss(e) = SP(X) x SP(X), Uss(e,) = SP(X) X SP(X).

O halde

U= {Ar Ul' UZ' U3' U4-' US' U6' U7' US' U9' UlO' U11, U12' U13' U14-' UlS}

ailesi X iizerinde bir esnek diizgiin yapidir ve buradan (X, U, E) tigliisii bir esnek diizgiin

uzaydir.

Uyan 3.1.5. Yukaridaki 6rnege gore Cetkin ve Aygilin anlamindaki esnek diizgiin yap1
U = {A;} dir. Burada, ej, e, € E igin Ac(eq) =Ac(ey) ={(x,x)} olmak {iizere
Ac: E —» P(X X X) doniistimii X X X iizerinde bir esnek kiimedir. Boylece Cetkin ve
Aygiin tarafindan tanimlanan esnek diizgiin yap1 ile Tanim 3.1.3 deki esnek diizgiin

yapinin birbirinden tamamen bagimsiz oldugu goriilebilir.
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Tamim 3.1.6. (X, U, E) bir esnek diizgiin uzay ve B € U bostan farkli bir alt aile olsun.
Her U € U i¢in V E U olacak sekilde bir V € B varsa B ailesine U esnek diizgiin yapisi

icin bir esnek taban denir.

Teorem 3.1.7. Bostan farkli bir B € S(SP(X) X SP(X), E) alt kiimesi asagidaki kosullari

sagliyorsa bu durumda B ailesi X tizerindeki bir esnek diizgiin yap1 i¢in bir esnek tabandir.
(i) Be Bise AC B dir.

(i) B € Bise C o C £ B olacak sekilde bir C € B vardir.

(iii) B € B ise C~! = B olacak sekilde bir C € B vardir.

(iv) By, B, € Bise B; £ B, N B, olacak sekilde bir B; € B vardir.

Ispat. (i)-(iv) kosullarmi saglayan bostan farkli bir B ailesinin X iizerindeki bir
U={U€S(SP(X)xSP(X),E) | birB€ BicinB = U} esnek dizgin yapisimi

tirettigini géormek kolaydir.

Tamim 3.1.8. (X, U, E) bir esnek diizgiin uzay ve bostan farkli bir § € U alt ailesi olsun.
S ailesinin elemanlarinin biitiin sonlu arakesitleri U esnek diizgiin yapist i¢in bir esnek

taban olusturuyorsa S ailesine U i¢in bir esnek alt taban denir.

Ornek 3.1.9. (i) X = E = R olsun. Bu durumda, her a € E igin
Dye(@) = A(a) U {(x7%,x52) | x1,%x, > x ve ey, e, > e}

olmak iizere B = {De | x¢ € X } ailesi R iizerindeki bir esnek diizgiin yap1 i¢in bir esnek

tabandir.

Gergekten, Teorem 3.1.7 (i) ve (iv) kosullarinin saglandig1 agiktir. Diger yandan her
x¢ € X igin Dye o Dye E Dye Ve Die E Dye oldugundan Teorem 3.1.7 (ii) ve (iii)

kosullar1 da elde edilir.

(i) X bir kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun. U = {U | A E U} ailesi X tizerinde
bir esnek diizglin yapidir. Bu esnek diizgiin yapiya ayrik esnek diizgiin yap: denir. Bu

esnek diizgiin yapinin bir esnek taban1 B = {A} seklindedir.

34



Ornek 3.1.10. X = E = R olsun. Bu durumda, her e € E i¢in
De(e) = {(x7"x5°) | 1% — %3] + | — & < €}

olmak iizere B = {D; | € S 0 } ailesi R iizerindeki bir esnek diizgiin yap1 icin bir esnek

tabandir.
B nin Teorem 3.1.7 (i)-(iv) kosullarini sagladigini gosterelim.

(i) €S0 ve e€E olsun. Her x*€X icin |¥x—X|+|a@a—a|l =0 oldugundan
(x%,x%) € Dz(e) elde edilir.

(ii) Her € > 0 i¢in D¢/, © D¢/, £ D saglanir. Gergekten, e € E ve (xfl,xgz) € D¢y ©
D¢/, (e) olsun. Bu durumda (x;*,z#) € D¢/, (e) ve (2P, x52) € Dg/,(e) olacak sekilde

bir zf € X vardir. Buradan,

G-l tla -l 2w -z +z-%l+|a - Bl +|f-&|<é/2+é/2=¢
bulunur. Boylece (xfl,xsz) € D¢(e) elde edilir.
(iii) Her € S 0 igin Dz = Dz * oldugundan agiktir.

(iv) &€, €&, S 0 olsun. Simdi, her e € E icin €(e) = min{&; (e), &,(e)} olacak sekilde bir

€ S 0 alinsin. O halde D; C D, . M Dg, oldugu kolaylikla gortliir.
Daha genel olarak asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.1.11. (X, d, E) esnek noktalara gore tanimlanan bir esnek metrik uzay olsun.

Bu durumda, her e € E i¢in
De(e) = {(xf",x5%) [ d(x,x5%) 2 &)

olmak iizere B = {D: | € S 0 } ailesi X iizerindeki bir esnek diizgiin yap1 icin bir esnek

tabandir.
Ispat. Ornek 3.1.10 dan ve esnek metrik uzay tanimidan agiktir.

Tamim 3.1.12. (i) Yukarida olusturulan esnek diizgiin yapiya d esnek metrigi ile tiretilen

esnek metrik diizgiin yap1 denir.
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(if) Bir (X,U,E) esnek diizglin uzaymin esnek diizgiin yapisi bir esnek metrik ile

tiretilebiliyorsa bu esnek diizgiin uzaya metriklenebilir esnek diizgiin uzay denir.

Uyan 3.1.13. (X,d, E) esnek noktalara gore tanimlanan bir esnek metrik uzay olsun.
X tizerindeki d esnek metrigi ile 2d esnek metrigi ayni esnek diizgiin yapiy1 iiretirler.
Buradan bir kiime iizerindeki farkli esnek metriklerin ayni esnek diizglin yapiy1
tiretebildikleri sonucu ¢ikartilir. O halde esnek diizglin yapilar esnek metrik uzaylardan

daha zayif yapilardir.
Lemma 3.1.14. (X, U, E) bir esnek diizgiin uzay olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.
(YU € Uise U™ € U olur.
(i1) (ED2) ve (ED3) aksiyomlar1 birlikte agsagidaki aksiyoma denktir:

Her U € U i¢in V o V™1 E U olacak sekilde bir V € U vardr.
(ii1) ‘U esnek diizgiin yapidaki simetrik esnek kiimeler U igin bir esnek taban olustururlar.
Ispat. (i) ve (iii) aciktir.

(ii) (ED2) ve (ED3) aksiyomlarinin saglandigini kabul edelim. U € U olsun. Bu durumda
VioV,EU ve V; 1 EU olacak sekilde V;,V, € U vardir. V=V, NV, € U almsin.
O halde V o V=1 C U elde edilir.

Tersine, yukaridaki aksiyomun saglandigini kabul edelim. Bu takdirde her U € U igin
V o V~1 E U olacak sekilde bir V € U vardir. (ED1)den VIS U olur. W =V ny1
olarak tanimlanirsa (i) ve (ED4) geregince W € U elde edilir. Boylece W oW E U

saglanir.

3.2. ESNEK DUZGUN UZAYLAR iLE URETILEN ESNEK TOPOLOJIiK
UZAYLAR

Bu boéliimde bir esnek noktanin esnek komsuluk sistemi kullanilarak bir esnek diizgiin
uzaydan bir esnek topolojik uzay elde edilecektir. Ayrica elde edilen bu esnek topolojik

uzay tlizerinde 6nemli 6zellikler incelenecektir.
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Tamm 3.2.1. (X,U,E) bir esnek diizgiin uzay ve x® € X olsun. Bu durumda, her
U € Uigin

Ulx®] = U{zP € X | her a € E icin (x¢,2F) € U(a)}

seklinde X iizerinde bir esnek kiime tanimlanir. Bu durum X ftzerindeki bir F esnek

kiimesine asagidaki gibi genisletilir:
U[F] = UyezpU[x°] = L{zP € X | her a € E ve bir x° E F icin (x4, zF) € U(a)}.

Ornek 3.2.2. Ornek 3.1.4 de tanimlanan (X, U, E) esnek diizgiin uzay! almsmn. Bu
takdirde, x®1 € X ve Us, Ug € U igin

Us[x] = x® ux® =X € S(X,E) ve Ug[x®] = x* € S(X,E)
elde edilir.

Teorem 3.2.3. (X, U, E) bir esnek diizgiin uzay olsun. Bu durumda her x¢ € X icin
Nye = {U[x€] | U € U} ailesi X tizerindeki bir esnek topolojinin x¢ esnek noktasindaki

esnek komsuluk sistemini olusturur.

Ispat. Teorem 2.2.15 geregince N,e ailesinin (EK1)-(EKS) kosullarini sagladigini

gostermek yeterlidir.
(EKT) kosulu agiktir.

(EK2) U[x°®] € N ye olsun. A E U oldugundan her @ € E igin (x¢,x¢) € U(a) bulunur.
g

Boylece x¢ € U[x¢] elde edilir.
(EK3) U[x®] € N, e ve U[x¢] E V olsun. Her a € E igin
W(a) = U(a) u{(x¢zP)|zF EV}

tanimlansin. O halde W € U ve V = W[x®] oldugunu goérmek kolaydir. Boylece
V € IV e saglanir.

(EK4) Uy[x€],U,[x€] € N ye olsun. Uy, U, € U oldugundan U; N U, € U elde edilir.
Simdi, U; [x€] N U,[x€] = (U; N U,)[x¢] oldugunu gosterelim.
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zP E Uy [x] N U,[x¢] & (x¢,2P) € U,(a) ve (x¢,2F) € U, (), Va € E.
& (x¢,zP) € Uy(a) N Uy(a) = (U, N Uy)(a), Va € E.
e 2P E (U, n Uy)[x€].
Boylece U;[x¢] N U,[x¢] € NV e elde edilir.

(EK5) U[x®] € Nye olsun. U € U oldugundan V oV £ U olacak sekilde bir V € U
vardir. zP € V[x®], yani her a € E igin (x°,zf) € V() olsun. Simdi, V[zf] & U[x®]
oldugunu gosterelim. t* € V[z#] ise her a € E igin (xe,t’l) € (VoV)(a) saglanir.
Buradan her a € E i¢in (x"’, t*) € U(a) ve dolayisiyla t* € U[x¢] elde edilir. Boylece

V[zPf] € N ,p oldugundan (EK3) geregince U[x®] € V5 olur.

Tanim 3.2.4. Yukarida tanimlanan esnek topolojiye U esnek diizgiin yapisiyla iiretilen

esnek diizgiin topoloji denir ve 74 ile gosterilir.

Ornek 3.2.5. (i) Herhangi bir X kiimesi iizerindeki ayrik esnek diizgiin yapi ile iiretilen

esnek topoloji ayrik esnek topolojidir.

(ii) Ornek 3.1.9 (i) de tamimlanan (X, U, E) esnek diizgiin uzay: almsim. Her z# € X i¢in
x = zveyae = Biken D,e [Z‘B ] = zP oldugundan bu esnek diizgiin yapr ile iiretilen esnek

topoloji ayrik esnek topolojidir.

Buradan, bir kiime iizerindeki farkli esnek diizgiin yapilarin ayni esnek topolojiyi
uiretebildikleri sonucu ¢ikartilir. O halde esnek topolojik yapilar esnek diizgiin uzaylardan

daha zayif yapilardir.

Lemma 3.2.6. Bir (X, 7, E') esnek topolojik uzayn bir esnek T;-uzay olmasi igin gerek ve

yeter kosul her x® € X esnek noktasinin esnek kapali olmasidir.

Ispat. (=) (X, 7, E) bir esnek T;-uzay ve x € X olsun. Bu durumda her y* € (X — x°)
icin x¢ € F ve y* € F olacak sekilde bir F € T vardir. x* MF =@ oldugundan
yk € F £ (X — x*) bulunur. Buradan (X — x°), bir esnek acik kiimedir. O halde x¢ € X

esnek noktasi esnek kapalidir.
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(&) x¢ # y* olsun. Hipotezden x® ve y* esnek noktalar1 esnek kapalidir. Boylece,
x¢ E(X—y%), y*é (X —y*) ve y* € (X —=x°), x® & (X —x°) olacak sekilde
(X — x®) ve (X — y*) esnek agik kiimeleri vardir. O halde (X, 7, E) bir esnek T;-uzaydir.

Teorem 3.2.7. (i) (X, U, E) bir esnek diizgiin uzay ve F € S(X, E) olsun. Bu takdirde,
F= MNyeyU[F]
saglanir.

(if) Bir (X, tq, E) esnek topolojik uzayin bir esnek T;-uzay olmasi igin gerek ve yeter

kosul her x¢ € X icin My U[x®] = x€ olmasidur.

ispat. () x* EF © VU € U, U[x®] N F # @.
& (VU eU) (3zP €EX) : (zP EU[x*] ve 2P EF).
& (VUEUW) (Va€eE) (3zP EF): (x4,2F) e U(a).
o (VU eU) (Va €E) (Elzﬁ € F) : (zf”,xe) € U (a).
© VU €U, x® EUTL[F].
& VU €U, x° € U[F].

(i) (X, Ty, E) bir esnek T, -uzay ise Lemma 3.2.6 dan her x¢ € X igin x¢ = x® elde edilir.

Boylece (i) geregince Myeqy U[x®] = x€ = x© saglanir.

Tersine, her x® € X icin MyeqU[x¢] = x€ ise bu durumda (i) geregince x¢ = x¢ dir.

O halde (X, Ty, E) bir esnek T;-uzaydir.

Tammm 3.2.8. (X, U, E) bir esnek diizgiin uzay olsun. [1,c,U = A ise bu uzaya bir

Hausdorff esnek diizgiin uzay denir.

Ornek 3.2.9. Bir ayrik esnek diizgiin uzaym bir Hausdorff esnek diizgiin uzay oldugu

kolayca goriiliir.
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Teorem 3.2.10. E = {e} olmak iizere (X, U, E') esnek diizglin uzayin bir Hausdorff esnek
diizglin uzay olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (X, 77, E') esnek topolojik uzayin bir esnek

T;-uzay olmasidir.

Ispat. (=) (X,U,E) bir Hausdorff esnek diizgiin uzay olsun. x # z olmak iizere
7€ € MyeyU[x€] oldugunu kabul edelim. Bu durumda her U € U igin (x¢,z¢) € U(e)
bulunur. Hipotez geregince Nyey U(e) = A(e) oldugundan (x¢,z¢) € A(e) celiskisi
elde edilir. Boylece Teorem 3.2.7 (ii) den (X, 1y, E) esnek topolojik uzayi bir esnek

T;-uzaydir.

(&) (X,7y, E) bir esnek T;-uzay olsun. x # z olacak sekilde (x%,z°) € Nyey U(e)
oldugunu kabul edelim. Bu durumda her U € U igin z® € U[x®] saglanir. Bu ise
7€ € MyeyU[x€] = x° geliskisine neden olur. Boylece (X, U, E) esnek diizgiin uzay1 bir

Hausdorff esnek diizgiin uzaydir.

3.3. ESNEK DUZGUN SUREKLI DONUSUMLER

Bu béliimde esnek diizgiin siirekli doniisiimler tanimlanarak esnek siirekli doniisiimler ile
iliskisi arastirilacaktir. Bunun i¢in Oncelikle esnek doniisiimler ve esnek siirekli

dontsiimler ile ilgili baz1 6zellikler verilecektir.

Lemma 3.3.1. ¢y : S(X,E) - S(Y,K) bir esnek doniisiim ve x® € SP(X) olsun. Bu

durumda ¢, (x®) = @(x)¥© € SP(Y) saglanur.
Ispat. Esnek doniisiim tanimindan agiktir.

Lemma 3.3.2. ¢y : S(X,E) = S(Y,K) bir esnek déniisim ve y* € SP(Y) olsun. Bu

durumda @, birebir ve drten ise @' (y*) = e 1 (y)¥"'® € SP(X) saglanr.
Ispat. Esnek doniisiim tanmimindan kolaylikla elde edilir.

Teorem 3.3.3. (X,74,E) ve (Y,7,,K) iki esnek topolojik uzay ve ¢, : (X,74,E) —

(Y, 75, K) bir esnek doniisiim olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeler denktir.

(i) x® €X olmak iizere @y (x®) esnek noktasinin her G esnek komsulugu icin

@y (F) E G olacak sekilde x® esnek noktasinin bir F esnek komsulugu vardir.
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(ii) @y bir esnek siirekli doniisiimdiir, yani Y iizerindeki her G esnek agik kiimesi igin

(plj,l (G) esnek kiimesi X tizerinde bir esnek a¢ik kiimedir.

(iii) Y tizerindeki her F esnek kapali kiimesi igin (plj,l(F ) esnek kiimesi X tizerinde bir

esnek kapali kiimedir.
(iv) Her F € S(X, E) igin @y, (F) E ¢y, (F) dur.

Ispat. (i) = (ii) G € 7, ve x® € ¢,,'(G) olsun. Bu durumda G esnek kiimesi ¢y,(x®) nin
bir esnek komsulugudur. (i) geregince F C <plj,1(G) olacak sekilde x€ nin bir F esnek
komsulugu vardir. Boylece (plj,1 (G) kendi esnek noktalarinin bir esnek komsulugudur ve

dolayisiyla bir esnek agik kiimedir.

(if) = (iii) F esnek kiimesi Y tizerinde bir esnek kapali kiime ise (ii) den (plj,l(y —F),
X lizerinde bir esnek acik kiimedir. O halde (plj,l(y — ) =X- (plj,l(F ) oldugundan

<p1],1 (F), X tizerinde bir esnek kapali kiimedir.

(iii) = (iv) @y (F) E H olacak sekilde Y lizerinde bir H esnek kapali kiimesi olsun.
(iii) den (pJ,l(H), X iizerinde bir esnek kapali kiimedir. F & (plj,l(H) oldugundan
@y(F) E H elde edilir. Bu ifade ¢,,(F) yi igeren her H esnek kapal kiimesi i¢in dogru
oldugundan ¢, (F) E ¢,,(F) saglanir.

(iv) = (i) x® € X ve G esnek kiimesi @y (x®) nin bir esnek komsulugu olsun. Bu durumda
Oy (x°) € HC G olacak sekilde Y iizerinde bir H esnek acik kiimesi vardir.
B=X- ¢17)1(H) almsm ve F = X — B olsun. ¢,,(B) ¢, (B) oldugundan x¢ € F elde

edilir. Diger yandan ¢,,(F) £ G oldugundan ispat biter.

Tamm 3.3.4. (X, U, E) ve (Y, V, K) iki esnek diizgiin uzay ve ¢y, : (X, U, E) - (Y, V,K)
bir esnek doniisiim olsun. V' € V olmak iizere her e € E i¢in (x“,zﬁ ) € U(e) iken her
k € K igin (g (x%), (7)) € V (k) olacak sekilde bir U € U varsa ¢y, ye bir esnek
diizgiin siirekli doniisiim denir.

Ornek 3.3.5. Bir ayrik esnek diizgiin uzaydan herhangi bir esnek diizgiin uzaya giden her

esnek dontisiim bir esnek diizgiin siirekli dontistimdiir.
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Teorem 3.3.6. Her esnek diizgiin siirekli doniisiim bir esnek siirekli doniistimdyir.

Ispat. @, : (X, U, E) - (Y, V,K) bir esnek diizgiin siirekli doniisiim olsun. x* € X ve
V[(pw (x“)] esnek kiimesi ¢, (x%) nin 7y, esnek topolojisine gore bir esnek komsulugu
olsun. ¥V € V oldugundan hipotez geregince her e € E igin (x“,zﬁ) € U(e) iken her
k € K igin (@ (x%), ¢y (2°)) € V(k) olacak sekilde bir U € U vardr. Diger yandan

pyp(U[x¥]) E V[(pw(x“)] oldugunu gérmek kolaydir. O halde, Teorem 3.3.3 den ¢y
esnek dontisiimii bir esnek siirekli doniistimdiir.
3.4. ESNEK YAKINLIK UZAYLAR

Bu boéliimde Kandil ve dig. (2014) tarafindan tanimlanan esnek yakinlik uzaylar ile ilgili

ozellikler verilerek klasik anlamdaki yakinlik uzaylariyla iligkisi elde edilecektir.

Tanmim 3.4.1. S(X, E) tlzerindeki bir § ikili bagintis1 asagidaki kosullar1 sagliyorsa bu

bagintiya X iizerinde bir esnek yakinlik denir.

(EY1) BSF.

(EY2) FN G # @ ise F5G.

(EY3) F6G ise GOF.

(EY4) F6(G U H) & F6G veya FSH.

(EY5) F&G ise F6H ve G5(X — H) olacak sekilde bir H € S(X, E) vardur.

(Burada, § ile & nin olumsuzu gdsterilmektedir. Ayrica (F,G) € & yerine sadelik olmasi
acisindan F6G yazilmistir.) O halde, (X, §, E) tgliistine bir esnek yakinlik uzay denir
(Kandil ve dig. 2014).

Ornek 3.4.2. (X, 7, E) bir esnek normal uzay olsun. X iizerinde asagidaki sekilde bir §

ikili bagintis1 tanimlansin:
F6G & FnG+0

Bu durumda 6§, X tizerinde bir esnek yakinliktir (Kandil ve dig. 2014).
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Ornek 3.4.3. X bostan farkl1 bir kiime, E parametrelerin bir kiimesi ve F,G € S(X, E)

olsun.

(i) F6G ©F# @ ve G # @ olarak tamimlanan & bagmntis1 X iizerinde bir esnek

yakinliktir.
(i) F6G < F N G # @ seklindeki § bagntisi X iizerinde bir esnek yakimliktir.

Teorem 3.4.4. (X,8) klasik anlamda bir yakinlik uzay ve F,G € S(X,E) olsun.

Asagidaki sekilde tanimlanan &° ikili bagintis1 X {izerinde bir esnek yakinliktir.
F§'G © FC A, G = B ve A5B olacak sekilde X in A ve B alt kiimeleri vardir.

Ispat. 5% nin (EY1)-(EY5) aksiyomlarini sagladigin1 gosterelim.

(EY1) @ = @, F = X ve 65X oldugundan @S'F elde edilir.

(EY2) F5'G olsun. Bu durumda F £ 4, G = B ve ASB olacak sekilde X in A ve B alt
kiimeleri vardir. A§B oldugundan A N B = @ ve dolayisiyla A N B = @ bulunur. Boylece
F NG = @ saglanur.

(EY3) A5B iken BSA oldugundan agiktir.

(EY4) F6'(G u H) ise F§'G ve F5'H oldugu kolaylikla gériiliir. Simdi F5'G ve F&'H
oldugunu kabul edelim. Buradan F £ A, G E B ve ASB olacak sekilde X in A ve B alt
kiimeleri vardir. Benzer sekilde F = C, H £ D ve C5D olacak sekilde X in C ve D alt
kiimeleri vardir. O halde F = (AN C’), (GuH)c (BU 5) ve (ANC)S5(BUD)
oldugundan F&'(G U H) elde edilir.

(EY5) F&G olsun. Bu durumda F £ 4, G £ B ve ASB olacak sekilde X in A ve B alt
kiimeleri vardir. ASB oldugundan en az bir C € X alt kiimesi icin ASC ve
B5(X — C) saglanir. Buradan F§'C ve G&(X — C) olacak sekilde bir C esnek kiimesi

vardir.
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Teorem 3.4.5. (X, &, E) bir esnek yakinlik uzay ve A € X olsun. Her F, G € S(4, E) i¢in
Fé6,G © Fé6G

seklinde tanimlanan &, ikili bagintisi A lizerinde bir esnek yakinliktir.

Ispat. &, i¢in (EY1), (EY2), (EY3) ve (EY4) aksiyomlarinin saglandig1 agiktir.

(EY5) F&,G olsun. Bu durumda F&G olur. § bir esnek yakinlik oldugundan FSH ve
GS(X — H) olacak sekilde bir H € S(X, E) vardur.

(HnA)eH ve (X—H)ndc(X-H)
oldugundan F&(H 1 ) ve G& (X — H) 1 4) saglamr. O halde
An(X-H)=4A-(HnA4)
oldugundan tanim geregi FS,(H N A) ve G5, (A —(Hn A)) elde edilir.

Bu sekilde olusturulan A tizerindeki 6, esnek yakinlik yapisina § ile iiretilen esnek

yakinlik denir.

Lemma 3.4.6. (X,6,E) bir esnek yakinlik uzay olsun. F6G, F E H; ve G E H, ise
H,6H, olur (Kandil ve dig. 2014).
Teorem 3.4.7. (X, §, E) bir esnek yakinlik uzay ve F € S(X,E) olsun.
F=1{x®€X|x®F}
olmak iizere F - F doniisiimii (EO1)-(EO4) kosullarini saglar. Buradan
7(8) = {F € S(X,E) | F€ = F¢}
ailesi X tizerinde bir esnek topolojidir (Kandil ve dig. 2014).
Ornek 3.4.3 (i) ve (ii) de tanimlanan esnek yakinlik uzaylarinin sirasiyla X iizerinde

7(8) = {@, X} ve 1(8) = S(X, E) esnek topolojilerini iirettigi kolaylikla goriiliir.

Sonug 3.4.8. (X, 4, E) bir esnek yakinlik uzay ve F € S(X,E) olsun. F € t(§) olmasi

icin gerek ve yeter kosul her x¢ € F icin x¢§ ()? —-F ) olmasidir.
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Ispat. () x® €F olsun. Bu durumda x¢ & (X—F) olur. (X—F)=(X-F)

oldugundan Teorem 3.4.7 geregince x¢5(X — F) elde edilir.

(<) Her x¢ € F igin x°5(X — F) olsun. Buradan x® € (X — F) bulunur. (X —F) =
(X — F°) oldugundan x® € F° elde edilir. Béylece F = F°, yani F € 7(8) dur.
Tanim 3.4.9. §; ve §,, X lizerinde iki esnek yakinlik olsun. Her F, G € S(X, E) i¢in F6,G

iken F§,G oluyorsa 6,, §; den daha incedir (veya §;, 6, den daha kabadir) denir ve bu

durum 6; < &, seklinde gosterilir.

Asagidaki teorem daha ince bir esnek yakinlik yapisinin daha ince bir esnek topoloji

irettigini gosterir.

Teorem 3.4.10. §; ve &,, X tlizerinde iki esnek yakinlik olsun. Bu durumda §; < 6§, ise
7(6,) € 7(8,) dir.

ispat. F € 7(8;) olsun. Sonug 3.4.8 den her x® € F i¢in x°5, (X — F) elde edilir. Hipotez

geregince her x¢ € F igin x°5,(X — F) saglanir. O halde F € 7(8,) bulunur.

3.,5. ESNEK YAKINLIK KOMSULUKLAR VE ESNEK YAKINLIK
DONUSUMLER

Bu bolimde bir esnek yakinlik komsuluk tanimi verilerek esnek yakinlik yapisiyla
iligkileri incelenecektir. Ayrica bir esnek yakinlik doniisiim kavrami tanimlanacak ve bu

doniisiim yardimiyla bir esnek siirekli doniisiim elde edilecektir.

Tammm 3.5.1. (X, 8, E) bir esnek yakinlk uzay ve F,G € S(X,E) olsun. F6§(X — G) ise
G esnek kiimesine F nin bir esnek yakinlik komsulugu denir ve bu durum F € G

notasyonu ile gosterilir.

Teorem 3.5.2. (X,6,E) bir esnek yakinlik uzay olmak iizere € bagintis1 asagidaki

ozellikleri saglar.

(EYK1) @ € F.

(EYK2)FeGise X—G)e (X —F).
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(EYK3) FeGise F EG.
(EYK4) FE(GNH)e FEGveF €H.
(EYKS)F;CEFE€GEG, iseF, €G;.

(EYKG) F € G ise F € H € G olacak sekilde bir H € S(X, E) vardir.
Ispat. (EYK1) o6zelligi agiktir.

(EYK2) F € G ise F6(X — G) dir. (EY3) den (X — G)SF, yani (X — G) € (X — F) elde

edilir.

(EYK3) F € G olsun. O halde (EY2) den Fn(X—G) =0 ve dolayisiyla FE G

bulunur.

(EYK4) F € (GNH) FS()? — (G N H))
& F§(X—G)ve F§(X —H)
& FEGveF EH.

(EYK5) F, € G, ise F;6(X—G,) dir. FFEF ve (X—-G,)E (X—G) oldugundan
F5(X — G) elde edilir. Bu ise F € G celiskisine neden olur (Burada € ile € nin olumsuzu

gosterilmektedir).

(EYKG6) F € G olsun. Bu takdirde F&§(X — G) ve dolayisiyla (EY5) den en az bir
H € S(X,E) i¢in F§(X — H) ve H5(X — G) bulunur. Buradan F € H € G dir.

Teorem 3.5.3. S(X, E) iizerinde (EYK1)-(EYKS6) 6zelliklerini saglayan bir € bagintisi

verilsin. Bu takdirde, X {izerinde asagidaki gibi bir § esnek yakinlik yapis1 vardir.
F6G & F e (X-0G).

Ayrica, bu esnek yakinlik yapisina goére G esnek kiimesinin F nin bir esnek yakinlik

komsulugu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul F € G olmasidir.
Ispat. Oncelikle § nin X iizerinde bir esnek yakinlik oldugunu gosterelim.

(EY1) F € S(X,E) olsun. (EYK1) den @ € (X — F) ve buradan da @& F elde edilir.
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(EY2) FG olsun. O halde F € (X — G) ve (EYK3) den F n G = @ bulunur,

(EY3)FéGise F € ()? — G) olur. (EYK?2) 6zelligi geregince G € ()? —F ) ve dolayisiyla

GOF saglanr.

(EY4)FS(GUH) & F € ()? — (G u H))
oFe(X-G)veFe(X-H)
& F8G ve F6H.

(EY5) F&G olsun. Bu takdirde F € (X — G) dir. (EYK6) dan F € H € (X — G) olacak
sekilde bir H € S(X, E) vardir. Boylece F6(X — H) ve HSG elde edilir.

O halde §, X tizerinde bir esnek yakinliktir. Ayrica, esnek yakinlik komsuluk tanimindan,
G esnek kiimesinin F nin bir esnek yakinlik komsulugu olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun

F € G olmas1 gerektigi kolayca goriiliir.

Lemma 3.5.4. (X, 8, E) bir esnek yakinlik uzay ve F,G € S(X, E) olsun. Bu takdirde,
F8G olmasi igin gerek ve yeter kosul F§G olmasidir.

Ispat. (=) Lemma 3.4.6 dan agiktir.

(&) F&G olsun. (EY5) den FSH ve GS(X — H) olacak sekilde bir H € S(X, E) vardr.
Buradan G & H dir. Gergekten, x® € H olsun. Bu durumda x¢ = (X —H) ve

Lemma 3.4.6 dan x®5G bulunur. Boylece istenilen x¢ & G ifadesi elde edilir. O halde

FG&H oldugundan FSG saglanir. Benzer sekilde F5G oldugu gosterilir.

Teorem 3.5.5. (X, §, E) bir esnek yakinlik uzay ve F,G € S(X, E) olsun. Bu durumda

asagidaki ozellikler saglanir.

()FEG ©F €.

(ii) F6G ise F € F;, G € G, ve F;5G, olacak sekilde F; ve G, esnek kiimeleri vardir.
(iii) F € G ise F € H £ H € G olacak sekilde bir H € 7(8) vardur.

Ispat. (i) Lemma 3.5.4 den agiktir.
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(ii) F5G ise (EY5) den F&6G, ve G5(X — G,) olacak sekilde bir G; € S(X,E) vardur.
G,8F oldugundan bir F; € S(X,E) i¢in G,6F, ve F§(X —F;) elde edilir. Buradan

F € F;, G € G, ve F;5G, olacak sekilde F; ve G, esnek kiimeleri bulunur.

(iii) F € G olsun. O halde (ii) geregince F € Fj, ()? — G) € G, ve F; N G, = @ olacak
sekilde F; ve G; esnek kiimeleri vardir. (EYK2) den F; = ()? - Gl) € G ve buradan
F,6(X — G) elde edilir. Diger yandan F§(X — F;) oldugundan Lemma 3.5.4 geregince
F(S_m, yani FS(X - (Fl)") bulunur. H = (F,)° alinsin. Dolayisiyla F € H C F;
dir. Boylece F;6(X — G) oldugundan H5(X — G), yani H € G saglanr.

Teorem 3.5.6. (X, &, E) bir esnek yakinlik uzay ve F € S(X, E) ise bu durumda
F=0N{G|F € G}
esitligi saglanir.

Ispat. F € G olacak sekilde bir G € S(X,E) alinsin. Buradan F € G ve (EYK3) den
F C G elde edilir. Béylece

FE{G|F € G}

bulunur. Esitligin tersini gostermek icin x¢ & F olsun. Buradan x¢5F elde edilir. Teorem
3.5.5 (ii) den F € F,, x¢ € G, ve F, N G; = @ olacak sekilde F; ve G; esnek kiimeleri
vardir. Bu durumda F esnek kiimesinin x® esnek noktasini igermeyen bir F; esnek

yakinlik komsulugu vardir. O halde x¢ & M{G | F € G} saglanr.

Tanmm 3.5.7. (X,6;,E) ve (Y,8, K) herhangi iki esnek yakinlik uzay ve
Py (X,61,E) = (Y,8,,K) bir esnek doniisiim olsun. Her F,G € S(X, E) i¢in

F6,G = @y (F)6,04(G)

saglantyorsa ¢, esnek doniisiimiine bir esnek yakinlik doniisiim denir.
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Onerme 3.5.8. (X,6,,E) ve (Y,68,,K) herhangi iki esnek yakinlik uzay olsun. Bir
@y (X, 61, E) - (Y, 6, K) esnek doniisiimiiniin bir esnek yakinlik doniisiim olmasi igin
gerek ve yeter kosul her F;, G, € S(Y,K) igin F;8,G; iken (plj,l(Fl)(?_ﬂpJ,l(Gl) (veya

F; €, G, iken ¢3! (Fy) €; ¢,'(Gy)) olmasidur.
Ispat. Esnek yakinlik doniisiim tanimindan agiktir.
Onerme 3.5.9. iki esnek yakinlik doniisiimiin bileskesi bir esnek yakinlik déniisiimdiir.

Ispat. Esnek yakinlik déniisiim tanimidan kolayca goriiliir.

Teorem 3.5.10. Bir ¢y : (X,6,,E) = (Y,8;,K) esnek yakinlik doniisiimii bir esnek

stirekli doniistimdiir.

Ispat. @y ¢ (X,61,E) = (Y, 6, K) esnek yakinlik doniigiimiiniin esnek siirekli oldugunu
gostermek i¢in her F € S(X,E) i¢in ¢y (F) E ¢y (F) oldugunu gostermek yeterlidir.
y* € @y (F) olsun. Bu takdirde, x¢ € F ve ¢y, (x®) = y* olacak sekilde bir x® € X esnek
noktasi vardir. Buradan x®6§;F ve hipotez geregince yk62g0¢ (F) elde edilir. Boylece

y* € @y (F) saglanur.
3.6. ESNEK DUZGUN UZAYLAR iLE URETILEN ESNEK YAKINLIK
UZAYLAR

Bu boliimiin amaci bir esnek diizgiin uzay tanimindan faydalanarak bir esnek yakinlik
uzay elde etmektir. Bunun icin Oncelikle esas teoremde kullanilacak olan 6nemli

ozellikler verilecektir.

Lemma 3.6.1. (X, U, E) bir esnek diizgiin uzay ve F,G € S(X, E) olsun. Bu durumda

asagidaki 6nermeler denktir.
(i) U[F] N U[G] = @ olacak sekilde bir U € U vardur.
(i) U[F] N G = @ olacak sekilde bir U € U vardir.

Ispat. (i) = (ii) Her F € S(X,E) ve her U € U igin F E U[F] oldugundan kolayca

gortliir.
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(i) = (i) U[F] N G = @ olacak sekilde bir U € U alinsin. Lemma 3.1.14den VoV E U
olacak sekilde bir V € U simetrik esnek kiimesi vardir. Simdi, V[F] 1 V[G] = @ oldugu
gosterilirse ispat biter. Bir x¢ € X esnek noktas1 i¢in x¢ € V[F] ve x¢ € V[G] oldugunu
kabul edelim. Tanim 3.2.1 den ve simetrik esnek kiime tanimindan her a € E igin
(x;%,x%) € V(a) ve (x%x32) € V™1(a) = V(a) olacak sekilde bir x;* € F ve bir

x,2 € G vardir. O halde her a € E igin
(%54, x52) € (Vo V) (@) € U(a)
oldugundan x;2 € U[F] elde edilir. Buise U[F] N G # @ celiskisine neden olur.

Lemma 3.6.2. (X,U, E) bir esnek diizgiin uzay ve F,G € S(X, E) olsun. Bu takdirde

asagidaki ozellikler saglanir.

(i) Her U,V € U i¢in (U N V)[F] & U[F].

(i) Her U e U icin U[F U G] = U[F] U U[G].
Ispat. (i) Tanim 3.2.1 den agiktr.

(i) x® € U[F U G] olsun. Bu durumda her « € E igin (x;,x°) € U(a) olacak sekilde
bir x;* € (F U G) esnek noktasi vardir. x;* € F oldugunu kabul edelim (x;* € G olmasi
hali benzer sekilde yapilir). Buradan x¢ € U[F] ve dolayisiyla x¢ € U[F] U U[G] elde
edilir. Boylece U[F U G] E U[F] U U[G] bulunur. Benzer sekilde U[F] U U[G] E
U[F U G] oldugu gosterilir.

Teorem 3.6.3. (X,U,E) bir esnek diizgiin uzay ve F,G € S(X,E) olsun. Asagidaki

sekilde tanimlanan § ikili bagintis1 X iizerinde bir esnek yakinliktir.
F6G < U[F] N U[G] = @ olacak sekilde bir U € U vardur.

Ispat. (EY1)-(EY3) aksiyomlar1 agik oldugundan (EY4) ve (EY5) aksiyomlarmmn

saglandigin1 gostermek yeterlidir.

(EY4) F§(G U H) ise F§G ve F5H oldugu kolayca gériiliir. Tersine, F&G ve FSH olsun.
Bu durumda, U,[F] N U,[G] =@ ve U,[F]NU,[H] =@ olacak sekilde U, U, € U
vardir. (ED4) den U; = U; N U, € U olur. Lemma 3.6.2 (i) geregince
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Us[F] N Us[G] = @ ve Us[F1 N U3[H] = @
saglanir. O halde
U3[F1 N Us[G u H] = (U3[F] N Us[G]) u (Us[FI1 N Us[H]) = @
oldugundan istenilen F&(G U H) ifadesi elde edilir.

(EY5) F&G ise U[F] M U[G] = @ olacak sekilde bir U € U vardir. Lemma 3.1.14 den
VoV EU olacak sekilde bir V € U simetrik esnek kiimesi vardir. Oncelikle
VUG nF = @ oldugunu gosterelim. Bir x® €X esnek noktasi igin
x¢ € V[U[G]] n F olsun. Bu durumda her « € E igin (x;*, x¢) € V(a) olacak sekilde bir
x;* € U[G] esnek noktasi vardir. V bir simetrik esnek kiime ve V = U oldugundan
x;! € U[F] elde edilir. Bu da U[F] n U[G] = @ esitligi ile gelisir. O halde Lemma 3.6.1
den FSU[G] bulunur. Simdi ise V [X' -U [G]] NG = @ oldugunu gosterelim. Bunun i¢in
birx¢ €V [)? — U[G]] M G esnek noktasi oldugunu kabul edelim. Bu durumda her @ € E
i¢in (xf b xe) € V() olacak sekilde bir xf 1€ (X' -U [G]) esnek noktasi vardir. Buradan
bir € E igin (x® x;*) € U(a) bulunur. Aksi halde x;* € U[G] celiskisi elde edilirdi.
V bir simetrik esnek kiime ve V = U oldugundan bir a € E igin (x;*, x¢ ) ¢ V(a) elde

edilir ki bu da bir celiskidir. Boylece Lemma 3.6.1 geregince G& ()? -U [G]) saglanir.

3.7. BASLANGIC ESNEK YAKINLIK YAPISI

Bu boliimiin amaci baslangi¢ esnek yakinlik yapisinin varligini arastirmak ve bundan

faydalanarak bir carpim esnek yakinlik tanimlamaktir.

Tammm 3.7.1. X bostan farkli bir kiime, E parametrelerin bir kiimesi,
{(Xa, 60, Eq) | @ € A} esnek yakinlik uzaylarin bir ailesi ve her a €A igin
(Py)a i SX,E) > (Xg,64,Eq) Dbir esnek doniisim olsun. Her a €A igin
(Py)a i (X,6,E) > (Xq, 64, Eq) doniisimlerini esnek yakinlik donlisim yapan X

tizerindeki en kaba § esnek yakinlik yapisina bir baslangic esnek yakinlik denir.
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Asagidaki teorem bir baglangi¢ esnek yakinlik yapisinin varligini gosterir.

Teorem 3.7.2. X bostan farkli bir kiime, E parametrelerin bir kiimesi,
{(Xa, 60, Eq) | @« € A} esnek yakinlik uzaylarin bir ailesi ve her a €A igin
(Py)a i SX,E) = (X, 64, Eq) bir esnek doniisiim olsun. Asagidaki sekilde tanimlanan

¢ ikili bagintis1 X {lizerinde bir baslangi¢ esnek yakinliktir.

F,G € S(X,E) olsun. F8G olmast i¢in gerek ve yeter kosul F = LI, F; ve G = LI2, G;
olmak tizere her {F; |i =1, ...,n} ve {Gj lj=1, ...,m} sonlu aileleri i¢in her @ € A i¢in

(‘pw)a(Fi)6a ((pw)a(Gj) olacak sekilde en az bir F; ve G; esnek kiimeleri vardir.

Ispat. Oncelikle § nin X iizerinde bir esnek yakinlik oldugunu gosterelim.
(EY1) aksiyomu agiktir.

(EY2) F5G olsun. Bu durumda i = 1, ...,n ve j = 1, ...,m olmak iizere bir @ = s;; € 4
icin ((pw)a(Fi)@((pw)a(Gj) olacak sekilde sirastyla F ve G nin F =, F; ve

G = UJZ,G; sonlu ortiileri vardir. Buradan

(py) W F) N (0y) (U241G) = (¢y) (F) 11 (9y) (6) =0
elde edilir. Boylece F M G = @ saglanir.
(EY3) Her bir @ € A i¢in §,, bir esnek yakinlik oldugundan agiktir.

(EY4) F8G olsun. Buradan her H 3 G igin F&H oldugu kolayca goriilir. O halde F6G
veya FSH iken F8(G U H) saglanir. Tersine, F6G ve FSH oldugunu kabul edelim. Bu
durumda i=1,..,n ve j=1,..,m olmak iizere bir a = S;j €4 igin
((plp)a(Fi)a((pw)a(Gj) olacak sekilde sirasiyla F ve G nin F = LIj_, F; ve G = LU/, G;
sonlu oOrtiileri vardir. Benzer sekilde p = 1,...,qvej =m+ 1, ..., m + | olmak iizere bir
a =ty €A igin (golp)a(Fp’)a(golp)a(Gj) olacak sekilde sirasiyla F ve H nin
F=Ul_F;, ve H= U+, G, sonlu  Ortilleri vardi. Bu  takdirde,
(FnEli=1...,mp=1.,q}ve{G|j=1,..,m+1}srasiyla F ve G U H nin
sonlu ortiileridir. Boylece a =s;; veya a =t,; i¢in (golp)a(Fi I‘IFp’)d_a((pw)a(G]-)

oldugundan F&(G U H) elde edilir.
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(EY5) F&G ve her H € S(X,E) igin ya F6H ya da G5(X — H) kosullarini saglayan tiim
(F,G) € S(X,E) x S(X, E) ikililerin kiimesi {2 olsun. (EYS5) aksiyomunu saglamak i¢in
0 kiimesinin bos oldugunu gostermek yeterlidir. (F, G) € () oldugunu kabul edelim. Bu
durumda her « € 4 igin (<p¢)a(F)5a(<p¢)a(G) olur. Gergekten de bir H' € S(X,, E,)

icin H = (<p¢);1(1{') olsun. F&H ise (¢¢)a(F)6a(¢¢)a(H) saglanir. (¢¢)a(H) CH
oldugundan ((pw)a(F)SaH' bulunur.  Benzer sekilde GS(X—H) ise
((pw)a(G)Sa()?;—H') olur. é6,, X, tuzerinde bir esnek yakinlik oldugundan
((pw)a(F)Sa(gow)a(G) elde edilir. Ayrica, (F,G)€ 2 oldugundan her

(i,)) €{1,..,n} x{1,..,m} igin ((pw)a(Fi)a((pw)a(Gj) kosulunu saglayan bir a € 4
olacak sekilde n,m € N dogal sayilari ve F = LI, F;, G = Llj"ilGj sonlu Ortiileri vardir.
[ =n+ m olsun. Burada [ > 2 oldugunu gérmek kolaydir. O halde her (F,G) € 2 igin
boyle bir [ € N dogal sayisi bulunabilir. 2 nin elemanlarina kars1 gelen bu sekildeki tim
dogal sayilarin kiimesi x olsun. Simdi, x daki en kii¢iik [ dogal sayisina kars1 gelen bir
(F,G) € almsin. Bu takdirde, her (i,j) €{1,..,n}x{1,..,m} igin
(¢w)a(Fi)5_a(‘P¢)a(Gj) kosulunu saglayan bir @ € 4 olacak sekilde | = n +m dogal
sayist ve F = LiL1F;, G = L2, G; sonlu ortiileri vardir. n > 1 oldugunu diisiinelim ve
F'=F, U..UF,_; olarak tanimlayalim. Bu durumda asagidaki kosullardan birisi

dogrudur:
(i) Her H € S(X,E) igin ya F'6H yada G§(X — H) olur.
(i) Her H € S(X,E) igin ya E,6H ya da G6(X — H) olur.

Gergekten de ne (i) ne de (ii) saglansm. O halde F'6H,, G5(X — H;) ve E,6H,,
GS(X — H,) olacak sekilde Hy,H, € S(X,E) esnek kiimeleri vardir. H = H,; N H,
alimirsa FSH ve G6(X — H) elde edilir. Bu ise (F, G) € 2 olmast ile gelisir.

(i) nin saglandigim kabul edelim. F' E F ve F§G oldugundan F'SG dir. (i) kosulu
geregince (F', G) € N elde edilir. Bu durumda (n — 1) + m = [ — 1 € k oldugundan bir
celiski elde edilir. Benzer sekilde (ii) kosulu saglanirsa da bir ¢eliski bulunur. Béylece Q

kiimesi bostur. Sonug olarak §, X {izerinde bir esnek yakinliktir.
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Her a € 4 i¢in (@y ) (X,8,E) > (Xg, 64, Eq) doniigiimlerinin bir esnek yakinlik

dontisiim oldugu kolaylikla goriiliir.

Son olarak 6*, X iizerinde tim (@y )g : (X,6%, E) = (X4, 84, E,) doniisiimlerini esnek
yakinlik doniisiim yapan baska bir esnek yakinlik olsun. § < §* oldugu gosterilirse ispat
biter. Bunun i¢in F6*G olsun. F ve G esnek kiimelerin sirasiyla F = LUJ_,F; ve
G = UjZ,G; sonlu drtiileri olsun. (EY4) den F;6*G olacak sekilde bir i € {1, ..., n} vardur.
Benzer sekilde F;6"G; olacak sekilde bir j € {1, ..., m} bulunur. Her a € 4 igin (¢y ),
bir esnek yakinlik doniisiim oldugundan (¢¢)a(Fi)6a(¢¢)a(Gj) elde edilir. Boylece

F&G saglanir.

Teorem 3.7.3. Bir ¢y, : (Y,6%,K) — (X,6,E) esnek doniisiimiiniin bir esnek yakinlik
doniisiim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her a € A igin (@y)q° @y 2 (Y,6%,K) -

(Xa 04, E;) esnek doniisiimiiniin bir esnek yakinlik doniisiim olmasidir.
Ispat. (=) Esnek yakinlik doniisiim tanimindan agiktir.

(&) Hera € Aigin (¢y)q © @y bir esnek yakilik doniisiim ve F§*G olsun. Bu durumda
@y (F) = L2, F; ve @y (6) = UL, G; olmak iizere

FEULiop' (F), 6 EUL10,'(G)

elde edilir. F§*G oldugundan (EY4) geregince (plj,l(Fi)S*golj,l(Gj) olacak sekilde en az
biri € {1,...,n} vej € {1,...,m} vardir. O halde

(@p) ° @y o 03 (F) E (py) (F)
(@p),, ° 0w ° 03" (G) E (9y) ,(G)

oldugundan her a € A igin ((pw)a(Fi)Sa(ww)a(Gj) bulunur. Boylece @y, (F)8¢@y,(G)

saglanir.

Tamm 3.7.4. {(X,, 64, E,) | @ € A} esnek yakinlik uzaylarin bir ailesi ve X = [[,ea Xq,

E = [lgea E, kartezyen garpim kiimeleri olsun. Her a € A igin (py,) ax, esnek izdlistim

dontisiimleri yardimiyla iiretilen X tizerindeki 6 = [[,ea 8, baslangic esnek yakinlik

yapisina bir ¢arpim esnek yakinlik denir.
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Asagidaki sonuglar Teorem 3.7.2 ve Teorem 3.7.3 den kolaylikla elde edilir.

Sonug¢ 3.7.5. {(X,, 38,4, E,) | @« € A} esnek yakinlik uzaylarin bir ailesi, X = [[,ea Xa»

E = [lgen E, kartezyen ¢arpim kiimeleri ve her a € A i¢in (an)an bir esnek izdiisiim

dontisiim olsun. Asagidaki sekilde tanimlanan & = [[,ea 6, ikili bagintis1 X tizerinde bir

carpim esnek yakinliktir.

F,G € S(X,E) olsun. FSG olmasi i¢in gerek ve yeter kosul F = L., F; ve G = L2, G;
olmak tizere her {F; |i =1, ...,n} ve {Gj lj=1,.. ,m} sonlu aileleri i¢in her @ € A i¢in

(Px,)q Eq (Fi)éa(Px,)q Eo (Gj) olacak sekilde en az bir F; ve G; esnek kiimeleri vardir.

Sonug¢ 3.7.6. Bir ¢y, : (Y,6%,K) - (X,6,E) esnek doniisiimiiniin bir esnek yakinlik
doniisiim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her a € A i¢in (py,) a5, ° Py (Y,6%,K) >
(Xa 0, E;) esnek doniisiimiiniin bir esnek yakinlik doniisiim olmasidir.

3.8. ESNEK YIGILMALAR

Bu boliimde esnek yigilma kavrami tanimlanarak onemli ozellikleri incelenecektir.
Ayrica esnek yigilma kavraminin ultra esnek siizge¢ ve esnek yakinlik yapilariyla

arasindaki iliskileri ¢alisilacaktir.

Tamm 3.8.1. (X, §, E) bir esnek yakinlik uzay ve o € S(X, E) olsun. Asagidaki kosullar

saglanirsa o ya X lizerinde bir esnek y1gilma denir.

(SC1) F,G € g ise F4G.

(SC2)Her G € o igin F6G ise F € a.

(SC3)FUGEgiseFeaveyaG € o.

Ornek 3.8.2. (X, 6, E) bir esnek yakinlik uzay ve x¢ € X olsun. Bu durumda
o.e ={F € S(X,E) | F6x¢}

bir esnek y1gilmadir.

(SC1) F,G € a,e olsun. F6x® ve G6x° oldugundan (EY5) den FSG elde edilir.
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(SC2) Her G € g,e igin FS6G olsun. x¢ € gye oldugundan F&x® saglanir. Boylece

F € gye dir.

(SC3) F U G € g,e olsun. (EY2) den Féx® veya G6x® ve buradan da F € o,e veya

G € o, elde edilir.

Uyan 3.8.3. (X, §, E) bir esnek yakinlik uzay ve o, X iizerinde bir esnek yigilma olsun.

x¢ € g ise bu durumda o = g,e oldugu goriiliir.

Lemma 3.8.4. (X, 8, E) bir esnek yakinlik uzay olsun. Bu takdirde,

(i) o, € 0, olacak sekilde X {izerinde o; Ve g, esnek yigilmalari varsa g, = o, dir.
(i1) o bir esnek yi1gilma olsun.

(1) FEo veFC F,iseF; € o.

Q)@ ¢oveX €o.

(3) F € o olmas1 igin gerek ve yeter kosul F € o olmasidur.

Ispat. (i) F € o, olsun. Buna gore (SC1) geregince her G € o, i¢in FSG olur. o, C o,
oldugundan her G € g, igin FSG elde edilir. O halde (SC2) den F € o dir.

(ii) (1) F € o oldugundan her G € o igin FSG saglanir. Béylece her G € o igin F;6G ve
dolayisiyla F; € o elde edilir.

(2) (SC1) ve (SC2) kosullarindan agiktir.
(3) F&G iken F5G oldugundan (SC2) geregince kolayca goriiliir.

Lemma 3.8.5. (X, &, E) bir esnek yakinlik uzay olsun ve ¢ € S(X, E) asagidaki kosullar

saglasin.
(i) ¢o.
((IWFUGeoeFeoveyaG Eo.

F, € oolsun. Budurumda F, € F c o olacak sekilde X iizerinde bir F ultra esnek siizgec

vardir.
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Ispat. Q, asagidaki iki 6zelligi saglayan tiim w < S(X, E) alt kiimelerinden olusan bir

kiimeyi gostersin:
(1) F, € w.
(2 F,..,F,€wise F;N..MNE, €o.

Zorn Lemma dan € nin bir w, maksimal elemani1 vardir. Fy € w, € ¢ oldugu kolaylikla

goriiliir. Simdi w ailesinin X tizerinde bir esnek siizgeg¢ oldugunu gosterelim.
(ES1) kosulu agiktir.

(ES2) F,, F, € w, olsun. Bu durumda F; M F, € o olur. wy U {F; N F,} € Q oldugundan

w, m maksimalligi geregince F; M F, € w, elde edilir.

(ES3) F € w, ve F E G olsun. Buradan G = G U F € ¢ olur. Boylece wy U {G} € O

oldugundan G € w, saglanir.

O halde w, X tizerinde bir esnek siizgectir. Simdi, w, ailesinin X {lizerinde bir ultra esnek
stizge¢ oldugu gosterilirse ispat biter. F € w, ve F¢ & w, olacak sekilde bir
F € S(X, E) esnek kiimesi oldugunu kabul edelim. Buradan F; N F ¢ o ve F, M F¢ ¢ o
olacak sekilde F;, F, € wq esnek kiimeleri vardir. wy € Q oldugundan G = F, N F, €Eco

bulunur. Diger yandan G N F € o ve G N F¢ & o oldugundan (ii) geregince
(GNAUGNF)=G6nN(FUF)=6nX=G¢o

celiskisi elde edilir. Boylece her F € S(X,E) i¢in F € w, veya F¢ € w, dir. O halde

Teorem 2.4.6 dan w, ailesi X tizerinde bir ultra esnek siizgegtir.

Lemma 3.8.6. Bir F esnek siizgeci X iizerinde bir ultra esnek siizgeg ise bu durumda her
F € S(X,E) i¢in F € F veya F¢ € F dir.

Ispat. F, X iizerinde bir ultra esnek siizge¢ ve F € S(X,E) olsun. F ¢ F ise FC € F
oldugunu gosterelim. F & F ise (ES3) den her G € F i¢in G N F€ # @ bulunur. Buradan
{G N F¢| G € F}ailesi X tizerinde bir esnek siizge¢ tabanidir. Bu esnek siizgeg tabani ile
tiretilen X tizerindeki esnek siizgeg G olsun. Bu takdirde F c G oldugu kolaylikla goriiliir.
F bir ultra esnek siizge¢ oldugundan F = G dir. O halde G N FC € G ve G N F° E F°¢
geregince F¢ € G = F elde edilir (F¢ ¢ F ise F € F durumu benzer sekilde yapilir).
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Teorem 3.8.7. (X, 4, E) bir esnek yakinlik uzay ve o < S(X,E) olsun. Bu takdirde

asagidaki ozellikler saglanir.

(i) o nin X tizerinde bir esnek yigilma olmasi igin gerek ve yeter kosul
o ={F € S(X,E) | her G € F icin F6G}

olacak sekilde X tizerinde bir F ultra esnek siizge¢ olmasidir.

(ii) o bir esnek y1gilma ve Fy € g ise Fy, € F C o olacak sekilde X iizerinde bir F ultra

esnek siizgeg vardir.

(iii) o bir esnek yigilma olmak tizere F C ¢ olacak sekilde X {izerinde bir F ultra esnek

suizgec varsa
o ={F € S(X,E) | her G € F icin F6G}
olur.
Ispat. (i) (&) o nin X iizerinde bir esnek y181lma oldugunu gosterelim.

(SC1) F,, F, € o olsun. F,8F, oldugunu kabul edelim. (EY5) den F,5H ve F,6(X — H)
olacak sekilde bir H € S(X, E) vardir. Fy, F, € ¢ oldugundan H, (X — H) ¢ F bulunur.

Boylece Lemma 3.8.6 dan F nin bir ultra esnek siizge¢ olmadigi ¢eliskine ulagilir. O halde
F,6F, dir.

(SC2) Her G € o i¢in F6G olsun. F c o oldugu agiktir. Gergekten, H € F ise her F' € F
icin H M F' # @ olur. Boylece her F' € F igin HSF' ve buradan da H € o elde edilir.
O halde hipotezden her G € F i¢in F6G bulunur. Dolayisiyla F € o saglanir.

(SC3) F,G ¢ o olsun. Bu durumda F&H, ve GSH, olacak sekilde H,, H, € F vardur.
H=H,NH, olarak tanimlanirsa H € F ve (FUG)SH elde edilir. Boylece
(FuUQG) ¢ oolur.

(=) o, bir esnek yigilma ve F, € o olsun. Bu durumda Lemma 3.8.5 geregince

Fy, € F c o olacak sekilde X iizerinde bir F ultra esnek siizge¢ vardir.

0, ={F € S(X,E) | her G € F icin FS§G}
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olsun. g7 in bir esnek y1gilma oldugu bilinmektedir. Ayrica ¢ € o dir. Gergekten, F € o
ise her G € o igin F&G olur. Buradan her G € F i¢in F6G ve dolayisiyla F € g, bulunur.

Boylece Lemma 3.8.4 (i) geregince o = o, elde edilir.
(if) Lemma 3.8.5 den kolaylikla goriiliir.

(iii) o, bir esnek yigilma ve F c ¢ olacak sekilde X tizerinde bir F ultra esnek siizgeg

olsun.
0, ={F € S(X,E) | her G € F icin F§G}

olsun. Boylece oy ailesi o y1 igeren bir esnek yigilmadir. O halde Lemma 3.8.4 (i)

geregince o = a; elde edilir.

Sonug 3.8.8. (X, §, E) bir esnek yakinlik uzay olsun. Bu takdirde, X tizerindeki her ultra

esnek siizgeg bir tek esnek yigilma tarafindan kapsanir.

Ispat. F, X iizerinde bir ultra esnek siizgec olsun. O halde Teorem 3.8.7 geregince F C o
olacak sekilde X tizerinde bir tek o = {F € S(X,E) | her G € F icin F6G} esnek

y1gilmasi vardir.

Ornek 3.8.9. Bir (X, 7, E) esnek T,-uzay1 iizerindeki esnek yakinlik bagintis1 Ornek 3.4.2
deki gibi olsun. x¢ € X olmak iizere X iizerindeki bir F = {F € S(X,E) | x¢ € F} ultra

esnek siizgeci ile iiretilen esnek yigilma o olsun. Bu durumda oe = o olur.

Gergekten, F € oye ise X6 MF # @ dir. x¢ = x° oldugundan x¢ € F, yani F € F elde
edilir. Buradan her G € F igin G N F # @ bulunur. Béylece F € o saglanir. Tersine,
Fegiseher G € FiginGNF # @ dir. x¢ € F oldugundan x¢ N F # @ olur. Boylece

x€8F, yani F € o, elde edilir.

Teorem 3.8.10. (X, §, E) bir esnek yakinlik uzay ve Fy, Gy € S(X,E) olsun. Fy6G, ise

bu durumda Fy, G, € o olacak sekilde X iizerinde bir o esnek yigilmasi vardir.

Ispat. o, = {F € S(X,E) | F5G,} olsun. g, ailesinin asagidaki 6zelliklere sahip oldugu
kolaylikla goriiliir.
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(i) Fy € ay.
(i) 0 ¢ 0p-
(iii)FUG €agy < F € 0,Veya G € a,.

Lemma 3.8.5 geregince Fy € F C o0, olacak sekilde X {izerinde bir F ultra esnek siizgeg

vardir.
o ={F € S(X,E) | her G € F icin F6G}

olsun. Teorem 3.8.7 (i) den o bir esnek yigilmadir. Diger yandan, F,, G, € o olur.
Gergekten, H € F ise H € o, ve buradan da HSG, elde edilir. Boylece her H € F igin

H6G, oldugundan G, € o saglanir. Ayrica F C ¢ oldugundan F,, € ¢ bulunur.

Lemma 3.8.11. F, X iizerinde bir esnek siizge¢ ve A € X olsun. F, = {F NA|FEe€ T}
ailesinin A iizerinde bir esnek siizge¢ olmasi igin gerek ve yeter kosul her F € F igin

F A # @ olmasidr.
Ispat. Esnek siizge¢ tanimindan agiktir.

Lemma 3.8.12. F, X izerinde bir ultra esnek siizgeg ve A S X olsun.
Fy = {F NA|FeF } ailesinin A tizerinde bir ultra esnek siizge¢ olmasi igin gerek ve

yeter kosul A € F olmasidir.

ispat. (=) A ¢ F oldugunu kabul edelim. F ailesi ultra esnek siizge¢ oldugundan A€ € F

olur. Buise A M A = @ € F, celiskisine neden olur.

() Oncelikle F, nmin A iizerinde bir esnek siizge¢ oldugunu gosterelim. A € F
oldugundan her F € F i¢in F N4 # @ elde edilir. Béylece Lemma 3.8.11 den F,, A

tizerinde bir esnek stlizgectir.

Simdi ise F4 nin A {lizerinde bir ultra esnek siizge¢ oldugunu gosterelim. F,G € S(A, E)
olmak tiizere F U G € F, olsun. Bu durumda F U G € F olur. Teorem 2.45den F € F
veya G € F elde edilir. Buradan, F = FnNA € F,ve G = G N A € F, bulunur. O halde

Teorem 2.4.5 den F,, A {izerinde bir ultra esnek siizgegtir.
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Teorem 3.8.13. o, bir (X, 6, E) esnck yakinlik uzayinda bir esnek yigilma ve A € X
olsun. A € o ise (4,84, E) esnek yakilik uzayinda o tarafindan icerilen bir tek esnek

yigilma vardir.

Ispat. A € o oldugundan Teorem 3.8.7 (ii) geregince A € F c ¢ olacak sekilde X
tizerinde bir F ultra esnek stizgeg¢ vardir. Lemma 3.8.12 den F, = {F NA|Fe T} ailesi

A tlzerinde bir ultra esnek siizgegtir. O halde, Sonug 3.8.8 den F, ultra esnek siizgeci bir

tek
o' ={F € S(AE) | her G € F, icin F§,G}

esnek yigilmasi tarafindan kapsanir. Simdi, F € ¢’ olsun. Bu durumda her G € F igin
F(S(G mn /T) olur. Buradan, her G € F i¢in FSG saglanir. Yani F € o olur. Boylece

o' c o elde edilir.

Teorem 3.8.14. (X, 6, E) ve (Y,8,,K) iki esnek yakinlik uzay ve ¢y, : (X, 61, E) -

(Y, 62, K) bir esnek yakinlik doniisiim olsun. o7 X iizerinde bir esnek y1gilma ise
0, = {H € S(Y,K) | her G € oy icin H5, ¢y (G)}
@y (0y) ailesini igeren Y lizerinde bir esnek yigilmadir.
ispat. Teorem 3.8.7 (i) geregince
0, ={F € S(X,E) | her G € F icin F6,G}

olacak sekilde X fizerinde bir F ultra esnek siizge¢ vardir. Teorem 2.4.7 den
B* = {(plp (F)|FeF }, Y tizerindeki bir F* ultra esnek siizgeg i¢in bir tabandir. O halde

Teorem 3.8.7 (i) geregince
oo ={H € S(Y,K) | her G € F* icin H5,G}

Y iizerinde bir esnek yigilmadir. Oncelikle, @y (01) € 0p oldugunu gosterelim.
H € @y (01) ise H = ¢@,,(F) olacak sekilde bir F € g4 vardir. Bu durumda her G € F igin
F&,G bulunur. ¢, bir esnek yakinhik doniisim oldugundan her ¢, (G) € B* igin
H&,¢,,(G) saglamir. Buradan da her F' € F* i¢in H,F' olur. Boylece H € gy elde edilir.

Simdi, 0, = g, oldugu gosterilirse ispat biter. H € g, olsun. F c g; oldugundan her
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G € F i¢in H&,¢y(G) dir. Dolayisiyla H € g, saglanir. Tersine, H € g, olsun. Her
G € oy igin @y (G) € gy oldugundan (SC1) geregince Hb,¢y,(G) elde edilir. Boylece

H € o, bulunur.

Tanmm 3.8.15. (X, 6, E) bir esnek yakinlik uzay ve A € X olsun. § ile iiretilen esnek
yakinlik 6, olmak iizere bir ¢y : (4,84, E) — (X,0,E) esnek doniisiimii olsun.
@:A- Xvey:E - E donisiimleri birer igerme (inclusion) doniisiim ise bu durumda

@y ¢ (A,84,E) = (X, 6, E) doniisiimiine bir esnek igerme doniisiim denir.

Teorem 3.8.16. (X, , E) bir esnek yakinlik uzay ve A € X olsun. gy, A tizerinde bir esnek

yigilma ise
o, ={F € S(X,E) | her G € g, i¢cin F6G}
X tizerinde bir esnek yigilmadir.

Ispat. Bir POy - (A,64,E) = (X,6,E) esnek igerme doniisiimii alahm. Her F € S(4,E)
igin ¢y (F) = F oldugundan bu doniisiim bir esnek yakinlik doniisiimdiir. Boylece

Teorem 3.8.14 geregince istenilen sonug kolaylikla elde edilir.

Teorem 3.8.17. o, bir (X, 6, E) esnek yakinlik uzayinda bir esnek yigilma ve A € X
olsun. Her e € E i¢in F*(e) € A olacak sekilde bir F* € ¢ oldugunu kabul edelim. Bu
takdirde,

o, ={F €o|here €EicinF(e) € A}

A Uzerinde bir esnek yigilmadir.

Ispat. o X iizerinde bir esnek y1gilma ve F* € o olsun. Teorem 3.8.7 den
o ={F € S(X,E) | her G € F icin F6G}

olacak sekilde F* esnek kiimesini igeren X iizerinde bir F ultra esnek siizge¢ vardir.
A € F oldugundan Lemma 3.8.12 geregince F, = {F NA|Fe T}, A lizerinde bir ultra

esnek slizgectir. Buradan

0o ={F € S(A,E) | her G € F,icin F6,G}
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A tzerinde bir esnek yigilmadir. o, = o; oldugu gosterilirse ispat biter. F € g, olsun.
O halde, her G € F i¢in F6A(G M A) ve dolayisiyla FS(G n A) bulunur. (G n A) CG
oldugundan her G € F igin F6G elde edilir. Buradan F € o dir. Boylece F € S(A,E)
oldugundan F € g, saglanir. Simdi, F € g, olsun. Bir G € F, esnek kiimesi alinsin. Bu
durumda, G = H 1 4 olacak sekilde bir H € F vardir. Buradan F; = HM F* € F ve
dolayisiyla F&F; bulunur. F;, F € S(A, E) oldugundan §4 nin tanimi geregi F&,F; elde
edilir. Diger yandan F; T G oldugundan F&,G olur. Boylece her G € F, igin F§,G ve

buradan da F € g, saglanir.
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4. SE-DUZGUN UZAYLAR

Bu bdliimiin amaci sabit nokta teorisini esnek diizgiin uzaylara uygulayabilmektir. Fakat
onceki boliimde tanimlanan esnek diizgiin uzay kavramlart bu anlamda yetersiz
kaldigindan esnek elemanlarin yardimiyla bir se-diizgiin uzay kavrami tanimlanacak ve
onemli ozellikleri elde edilecektir. Ayrica Aamri ve EI Moutawakil (2004) tarafindan
verilen E-uzaklik doniisiimii esnek anlamda incelenecektir. Bunun yani sira se-diizgiin
uzaylar lizerinde bir esnek siralama bagintis1 tanimlanacaktir. Daha sonra bu kavramlar
kullanilarak se-diizgiin uzaylar iizerinde sabit esnek eleman teoremleri incelenecek ve bu

teoremler ornekler ile desteklenecektir.

4.1. SE-DUZGUN UZAYLAR

Bu boliimde se-diizgiin uzaylar tanimlanarak ilgili 6zellikleri verilecektir. Ayrica esnek
elemanlara gore tanimlanan esnek metrik uzaylar ile arasindaki iliski ¢alisilacaktir. Daha
sonra esnek zayif bagdagik doniisiimler ve bir se-diizgiin uzaya gore bir esnek Cauchy

dizisi tanimlanacaktir.
Tamm 4.1.1. (i) A € XE x XE olmak iizere
A= {(%,%) |x € X}

ile gosterilen A kiimesine bir se-kdsegen denir.
(i) U € XE x XE olsun. Bu durumda,

U™t ={x39 1@ % € U}
ile tanimlanir. Ayrica U = U~ ise U kiimesine bir simetrik se-kiime denir.
(iii) U,V < XE x XE olsun. Bu durumda,

UoV ={(%¥)|birz€Xicin(%2) €V ve (7)€ U}

ile tanimlanir.
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Uyan 4.1.2. U,V,W c X% x XE olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler saglanir.
YUucViseUlcVlveUoW CSVoW dr.

(i) (U o V)1 = V=1 o =1 dir.

(i) (Uo V) oW = Uo (Vo W) d.

Ispat. Tamim 4.1.1 den kolaylikla elde edilir.

Tamm 4.1.3. Asagidaki aksiyomlar1 saglayan bostan farkli bir U € P(XE x XE) ailesine

X lizerinde bir se-dlizgilin yap1 denir.

(SED1)UeUiseAcC U.

(SED2) U € Uise V o V € U olacak sekilde bir V € U vardr.
(SED3) U € U ise V! € U olacak sekilde bir V € U vardir.
(SED4) U,V € UiseUNV € U.
(SED5)UeUveUC ViseV e U.

O halde, (X, U, E) tgliisiine de bir se-diizgiin uzay denir.

Tamm 4.1.4. (X,U, E) bir se-diizgiin uzay olsun. N{U |U € U} = A ise bu uzaya bir

Hausdorff se-diizgiin uzay denir.

Ornek 4.1.5. X = {x,y} ve E = {e;, e,} olsun. Bu durumda,
%1(e1) = x, %1(e2) = x, X(e1) =y, %a(ex) =y
X3(e1) = x, X3(e2) =y, Xy(e1) =y, %u(er) = x

olmak {izere X,,%, %3,%, €X olsun. O halde U ={U € XExXE|Ac U} ailesi X
tizerinde bir se-diizgiin yap1 ve dolayisiyla (X, U, E) bir se-diizgiin uzaydir. Ayrica, bu

se-diizgiin uzay bir Hausdorff se-diizgiin uzaydir.
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Tamm 4.1.6. (X, U, E) bir se-diizgiin uzay ve B < U bostan farkli bir alt aile olsun. Her
U € U i¢in B € U olacak sekilde bir B € B varsa B ailesine U se-diizgiin yapisi i¢in bir

se-taban denir.

Teorem 4.1.7. Bostan farkli bir B € P(XE x XE) alt kiimesi asagidaki kosullari

sagliyorsa bu durumda B ailesi X tizerindeki bir se-diizgiin yap1 igin bir se-tabandir.
(SET1) B € Bise AS B.

(SET2) B € Bise C o C < B olacak sekilde bir C € B vardir.

(SET3) B € Bise C™* C B olacak sekilde bir C € B vardur.

(SET4) B4, B, € Bise B3 € B1 N B, olacak sekilde bir B3 € B vardir.

Ispat. (SET1)-(SET4) kosullarini saglayan bostan farkli bir B ailesinin X iizerindeki bir
U={Uc<cXEXxXE|birBeBicinB S U} se-diizgiin yapisim {iretti§i kolaylikla

goriiliir.

Ornek 4.1.8. (X, d, E) esnek elemanlara gore tanimlanan bir esnek metrik uzay olsun. Bu

durumda,
D:={x7 d®5 & cx’ xx*

olmak iizere By = {D; | € S 0} ailesi X iizerindeki bir U, se-diizgiin yapisi igin bir

se-tabandir.
Ispat. B, nin (SET1)-(SET4) kosullarini sagladigini gosterelim.
(SET1) € S 0 olsun. Her x € X igin d (%, ¥) = 0 oldugundan (%, X) € D; elde edilir.

(SET2) Her € S 0 i¢in D¢/, © D¢/, S D saglanir. Gergekten, (X, ) € D¢/, © Dz, olsun.

Bu durumda (%, 2) € D¢/, Ve (Z,7) € D¢/, olacak sekilde bir Z € X vardir. Buradan
d(x,y)2d(X 2)+d(Z,7) < E/2+E/2 =€
bulunur. Boylece (%,7) € Dg elde edilir.

(SET3) Her € S 0 igin D; = Dz ! oldugundan agiktir.
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(SET4) €,,€, S 0 olsun. Simdi, her e € E icin €(e) = min{&, (e), &,(e)} olacak sekilde

bir € S 0 alinsin. O halde D; € D; , N De, oldugu kolaylikla goriiliir.

Uyan 4.1.9. Yukarida olusturulan se-dilizgiin yapiya d esnek metrigi ile iiretilen
se-diizgiin yap1 denir. Ayrica, bu se-diizgiin uzayin bir Hausdorff se-diizgiin uzay oldugu

kolayca elde edilir.

Tamim 4.1.10. (X, U, E) bir Hausdorff se-diizgiin uzay ve f,g : (X, U,E) » (X,U,E)
iki doniisim olsun. f(&) = g(%) kosulunu saglayan her ¥ € X esnek elemani igin
f(g(®) = g(f(®) oluyorsa f ve g doniisiimlerine esnek zayif bagdasik doniisiimler

denir.

Ornek 4.1.11. X = E = [0,1] ve d(%,7) = |¥ — 7| olmak iizere bir (X,d,E) esnek
metrik uzayr alinsin. d esnek metrigi ile iiretilen se-diizgiin yap1 U,; olmak iizere
(X, Uy, E) bir Hausdorff se-diizgiin uzaydir. Asagidaki gibi f,g :[0,1] = [0,1]

doniistimleri tanimlansin.

X, xE[O,%) 1—x, xE[Oé)
f(x) = gx) =
1, x€[5,1] 1, xe 31
Bu durumda, g < % £ 1 kosulunu saglayan her ¥ esnek elemant i¢in f(g(%)) = g(f (%))

elde edilir. Buna gore f ve g doniisiimleri esnek zayif bagdasik dontistimlerdir.

Tamim 4.1.12. (X, U, E) bir se-diizgiin uzay olsun. U € U olmak fizere (%,7) € U ve

(7, %) € U ise ¥ ve y esnek elemanlarina esnek U-yakin denir.

Uyan 4.1.13. (X,U,E) bir se-diizgiin uzay olsun. U € U ise U™! € U oldugu agiktir.
Buradan, U nun her elemani bir simetrik se-kiime igerir. Gergekten, U € U olsun. (SED4)
denV = U n U~ € U bir simetrik se-kiimedir ve V € U saglanir. O halde (%,%) € V ise
X ve y esnek elemanlart hem esnek V-yakin hem de esnek U-yakindir. Béylece U nun her

elemani bir simetrik se-kiime olarak diisiiniilebilir.

Tamim 4.1.14. (X, U, E) bir se-diizgiin uzay ve {X¥,} X deki esnek elemanlardan olugan
bir dizi olsun. U € U olmak {izere her m,n > n, i¢in X,, Ve X,, esnek elemanlari esnek
U-yakin olacak sekilde bir ny > 1 dogal sayis1 varsa {X,,} dizisine U ya gore bir esnek

Cauchy dizisi denir.
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4.2. ESNEK &-UZAKLIK DONUSUMU

Bu boliimde Aamri ve El Moutawakil (2004) tarafindan verilen E-uzaklik kavrami esnek
elemanlar yardimiyla genellestirilecektir. Daha sonra sabit esnek eleman teoremlerinde
kullanilacak olan esnek p-yakinsaklik, esnek p-Cauchy dizisi, esnek S-tam uzay, esnek

p-tam uzay ve esnek p-siirekli dontisiim gibi kavramlar verilecektir.

Tamim 4.2.1. (X, U, E) bir se-diizgiin uzay olsun. R(E)" ={@ € R|& S 0veyaa = 0}
olmak iizere p:XE x XE - R(E)* doniisiimii asagidaki kosullar1 sagliyorsa bu

doniisiime X tlizerinde bir esnek £-uzaklik denir.

(p,) U € U olmak iizere bir Z € X i¢in p(Z,%) < § vep(Z,7) < & iken (%, %) € U olacak
sekilde bir § S 0 vardur.

(p,) Her %,9,Z € X i¢in p(%,7) < p(%,2) + p(Z, 7).

Ornek 4.2.2. Ornek 4.1.11 de tanimlanan (X, Uy, E) se-diizgiin uzay: almsin. Diger

yandan, her ¥, ¥ € X igin

<
Il

~ o~ =

p(%,¥) =

Rl Ol
o
AN
S
AN
[N

seklinde tanimlanan p: XE x X - R(E)* doniisiimii X {iizerinde bir esnek

E-uzakliktir. Gergekten de,

(p,) U € U, olsun. Bu durumda, Dz € U olacak sekilde bir € > 0 vardir. p(Z,%) < € ve
p(Z,9) <€ ise d(%,9) =|x—y| <€ elde edilir. Buradan (%,7) € D; ve dolayisiyla

(%,7) € U bulunur. Boylece p doniisiimii (p;) kosulunu saglar.
(p,) Her %,7, 2 € X i¢in p(%,5) = p(Z,7) oldugundan (p,) kosulu da saglanur.

Ornek 4.2.3. Ornek 4.1.5 de tanimlanan (X, U, E) se-diizgiin uzay: almsm. Asagidaki
sekilde tanimlanan p: XE x X > R(E)* doniisiimiiniin X iizerinde bir esnek

E-uzaklik oldugu kolayca goriiliir.
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p(%;, %) =0, i=1,2734

o o~ ~ - 1 .
p(xiﬂxi-l-l) = p(xi-l-lPxi) = Z ) L= 11 2; 3
-~ - - 1 ]
P(Xi, Xivz) = p(Kiy2, %) = 3 L= 1,2
o o~ ~ - 1 .
p(Xi, Xiy3) = p(Xiy3, %) = Sy U= 1

Tamim 4.2.4. (X, U, E) bir se-diizgiin uzay, p X tizerinde bir esnek E-uzaklik ve {X,},

X deki esnek elemanlardan olusan bir dizi olsun.

(i) Her € S 0 esnek reel sayisina karsilik n > n, dzelligindeki her n dogal sayist igin
p(%,, %) < € olacak sekilde bir ny € N sayis1 varsa {%,} dizisi ¥ € X esnek elemanma

esnek p-yakinsiyor denir ve bu durum lim p(%,, %) = 0 ile gosterilir.
n—oo

(ii) Her €S 0 esnek reel sayisina karsilik her m,n = ng icin p(&,, %,,) < € olacak
sekilde bir ny € N dogal sayis1 varsa {X,} dizisine bir esnek p-Cauchy dizisi denir ve bu

durum lim p(&,, %,) = 0 ile gosterilir.
n—oo
(iii) Her {%,,} esnek p-Cauchy dizisi icin lim p(&,, %) = 0 olacak sekilde bir ¥ € X esnek
n—-oo
elemani varsa bu se- diizgiin uzayina bir esnek S-tam uzay denir.
(iv) Her e € E i¢in
8,(X)(e) = sup{p®, 3 (e) | %,y EX} < o
ise bu se- diizgiin uzayina bir esnek p-sinirli uzay denir.

Tamim 4.2.5. (X, U, E) bir se-diizgiin uzay, p X tizerinde bir esnek E-uzaklik ve A4, X in
bostan farkli bir alt kiimesi olsun. A daki her {@,} esnek p-Cauchy dizisi igin

lim p(@,, @) = 0 olacak sekilde bir @ € A esnek eleman1 varsa A ya X in bir esnek
n—>oo

S-tam alt uzay1 denir.
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Tamm 4.2.6. (X, U, E) bir se-diizgiin uzay ve p X tizerinde bir esnek £-uzaklik olsun.

(i) U ya gore her {X,,} esnek Cauchy dizisi icin lim p(%,, ¥) = 0 olacak sekilde bir ¥ € X
n—->oo

esnek elemani varsa bu uzaya bir esnek p-tam uzay denir.

(i) {X,}, X deki esnek elemanlardan olusan bir dizi olmak tizere Tlll—)nC;lO p(%,, %) = 0 iken
7111_1)1;10 p(f(x), f(®) =0 oluyorsa f:(X,U,E)— (X, U, E) donigimiine bir esnek

p-stirekli doniisiim denir.

4.3. SABIT ESNEK ELEMAN TEOREMLERI

Bu béliimde sabit esnek eleman teoremleri tizerine ¢alisilacaktir. Bunun igin oncelikle
sabit esnek eleman, esnek sirali kiime ve esnek azalan olmayan doniisiim gibi kavramlar
tanimlanacaktir. Ayrica sabit esnek eleman teoremlerinde kullanilacak 6nemli bir 6zellik

ispatlanacaktir.

Tamm 4.3.1. (X, U, E) bir Hausdorff se-diizgiin uzay ve f : (X,U,E) = (X, U, E) bir
doniisiim olsun. f(¥) = % 6zelligini saglayan # € X esnek elemanina f nin bir sabit esnek

elemani denir.

Ornek 4.3.2. Ornek 4.1.11 de tanimlanan f : [0, 1] - [0, 1] doniisiimii almsm. O halde

0 < % < = kosulunu saglayan her ¥ € X ve ¥ = 1 esnek elemanlar1 f nin sabit esnek

Wl

elemanlaridir.

Tanim 4.3.3. X bostan farkli bir kiime, E parametrelerin bir kiimesi ve R de X lizerinde
bir esnek bagnti, yani X© x X nin bir alt kiimesi olsun. R esnek bagntisi asagidaki
ozellikleri sagliyorsa R ye X tizerinde bir esnek siralama bagintisi denir ( (%,7) € R nin
yerine sadelik olmasi agisindan ¥Ry yazilir).

(ESB1) % € X i¢in #R%.

(ESB2) ¥Ry ve yRX ise ¥ = .

(ESB3) ¥Ry ve yRZ ise XRZ.

Bu durumda, (X, R, E) iigliisiine de bir esnek sirali kiime denir. Ornegin, (R, <, E) bir

esnek sirali kiimedir.
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Tamm 4.3.4. (X,<,E) ve (Y, <, E) iki esnek sirali kiime ve f : (X,<,E) - (Y, <, E)
bir doniisiim olsun. Her %, 7 € X icin ¥ < j iken f (%) <’ f(¥) oluyorsa bu déniisiime bir

esnek azalan olmayan doniisiim denir.

Lemma 4.3.5. (X,U, E) bir Hausdorff se-diizgiin uzay ve p X fiizerinde bir esnek
E-uzaklik olsun. {%,}, {7,,} X deki esnek elemanlardan olusan keyfi diziler ve {&,}, {En}
negatif olmayan esnek reel sayilardan olusan ve 0 ye esnek yakinsayan diziler olsun. Bu

durumda, her %, 7, Z € X icin asagidaki 6zellikler saglanur.

(i) Her ne€N icin p(%, ) < &, ve p(%,2) < B, ise 3 =2 olur. Ozel olarak

p(%,5) =0 ve p(%,2) =0 ise y = Z elde edilir.
(ii) Her m > n igin p(%,,, ) < @, ise {%,,} dizisi U ya gore bir esnek Cauchy dizisidir.

ispat. (i) Her n € N i¢in p(%,, ) < &, Ve p(%,, 2) < fB,, olsun. {@,} ve {£,,}, 0 ye esnek
yakinsayan diziler oldugundan her € S 0 esnek reel sayisina karsilik n > n, 6zelligindeki
her n dogal sayisi i¢in p(%,, ) < € ve p(%,, Z) < € olacak sekilde bir n, € N sayis1
vardir. Tanim 4.2.1 (p,) geregince her U € U igin (3, Z) € U bulunur. O halde, (X, U, E)

bir Hausdorff se-diizgiin uzay oldugundan istenilen y = Z ifadesi elde edilir.

(i) U € U olsun. Bu durumda bir zZ € X icin p(2,%) < 5 ve p(Z,7) < & iken (%,7%) € U
olacak sekilde bir § S 0 vardir. {&,} dizisi 0 ye esnek yakinsayan bir dizi oldugundan
her n>n, i¢in @, <4 olacak sekilde bir ny € N vardir. Hipotez geregince her
m > n = ngigin p(%,, £,) < &, < 6 elde edilir. Simdi, m > n > n, olacak sekilde bir
m > 1 alinsin. Boylece, her u, v = m icin p(%,,%,) < & ve p(¥,,%,) < § oldugundan

X, ve X, esnek elemanlar1 esnek U-yakindir.

Y : (RY, <, E) » (R, <,E) bir esnek azalan olmayan doniisiim olsun ve asagidaki

kosullar1 saglasin:
(Y1) Her@ S 0i¢in 0 < y(a@) < a.

(1) Her @ S 0 igin 7111&10 Y'(@) = 0.
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Teorem 4.3.6. (X,U, E) bir Hausdorff se-diizgiin uzay olsun. p, X iizerinde bir esnek
E-uzaklik olmak tizere (X,U,E) bir esnek p-sinirli uzay olsun ve f,g: (X, U, E) »
(X,U, E) esnek zayif bagdasik doniistimleri asagidaki kosullar1 saglasin:

(i) f(X) € g(X).

(ii) Her ,7 & X icin p(f (D), f () L ¥(p(g(R), g(7))).

(iii) £(X) veya g(X) X in bir esnek S-tam alt uzayidir.

Bu durumda f ve g doniisiimlerinin bir tek ortak sabit esnek elemani vardir.

Ispat. X, € X olsun. £(X) € g(X) oldugundan f(%,) = g(%,) olacak sekilde bir ¥, € X
esnek eleman1 vardir. Benzer sekilde f(&;) = g(%,) olacak sekilde bir ¥, € X esnek
eleman1 vardir. Bu sekilde devam edilirse f(%,_;) = g(&,) olacak sekilde bir %, € X
esnek elemani olusturulabilir. Simdi, f(X) deki esnek elemanlardan olusan bir {f (%)}
dizisinin bir esnek p-Cauchy dizisi oldugunu gésterelim. € S0 olsun. §,(X) S 0
oldugundan (y,) kosulu geregince her n > n; i¢in 1/)"(6p X )) < € olacak sekilde bir

ny € N dogal sayist vardir. Bu durumda (ii) den m > n = ny icin

P(f @), £ (Em)) 29 (p(9 ), 9Em))) = ¥ (p(f Fne1), f Em-1)) )

292 (p(9 1), 9Gm-0)) = ¥ (P(f Gin-2), f Gim-2)))

29" (p(f (o), f i)

elde edilir. 1 bir esnek azalan olmayan doniisiim oldugundan

P(f @), fEn)) 27 (p(f (Fo), f Em-n)) ) E Y7(5,(5)) 2 €
saglanir. Diger yandan p doniisiimii simetrik olmadigindan benzer islemler yapilarak

p(f ), f () Z 9 (6,(0)) 2 &

ifadesi bulunur. Béylece {f (X,,)} dizisi bir esnek p-Cauchy dizisidir.
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X in bir esnek S-tam alt uzayr g(X) olsun. Bu durumda lim p(f(%,), g(#)) = 0 olacak
n—oo

sekilde bir # € X esnek elemani vardir. Buradan Tlll_r)glo p(g(%,), g(#)) = 0 ifadesi bulunur.

O halde

p(F &), F) 29 (p(9(En), 9(P))
oldugundan
limp(f &), £(7) = lim p(f (%), (7)) = 0

elde edilir. Lemma 4.3.5 (i) geregince f(¥) = g(#) dir. f ve g doniigiimleri esnek zayif

bagdagik déniisiimler oldugundan f (g (7)) = g(f(#)) olur. Ayrica,
fFEE) =f(9(®) = g(f () = g(g(®)

saglanir. p (£ (7), (£ (7)) ) S 0 oldugunu kabul edelim. (ii) ve (;) kosullarindan

p (F@). £(f®)) 2% (p(g@, 9 ))) = (p(FE, FF)))
<p(f@.FGF@))

elde edilir. Bu da bir geliskidir. Buradan p (f ), f (f (f”))) = 0 olur. Benzer sekilde

p(f#),f(#) =0 elde edilir. p (f(F), f(f(f))) = p(f(®,f() =0 oldugundan
Lemma 4.3.5 (i) geregince f(7) = f(f (7)) saglanir. Béylece g(f (7)) = f(f (7)) = f(F)
oldugundan f () esnek elemani f ve g doniisiimlerinin bir ortak sabit esnek elemanidir.
X in bir esnek S-tam alt uzay f (X) ise 111_1)‘{)10 p(f(%,), f(i)) = 0 olacak sekilde bir ii € X

esnek elemani vardir. (i) kosulu geregince f(il) = g(#) olacak sekilde bir # € X esnek
eleman1 bulunur. Boylece yukarida yapilan ispata benzer sekilde g(#) esnek elemani

f ve g doniistimlerinin bir ortak sabit esnek elemanidir.

Simdi, f ve g donilisiimlerinin bir tek ortak sabit esnek elemana sahip oldugunu
gosterelim. Bunun icin f(i1) = g(@) = i ve f(#) = g(¥) = ¥ olacak sekilde %, 7 € X

esnek elemanlar olsun. p(ii, ) S 0 ise (ii) ve (1) kosullarindan
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p(@, %) = p(F(@), f) 29 (p(9(@), 9()) = ¥(p(@ 7)) X p(@, )

elde edilir. Bu ise bir celiskidir. Bu takdirde p(il,¥) = 0 saglanir. Benzer sekilde
p(@, %) = 0 oldugu gosterilebilir. Bdylece Lemma 4.3.5 (i) geregince i = ¥ bulunur.

O halde f ve g doniisiimlerinin bir tek ortak sabit esnek eleman1 vardir.

Asagidaki 6rnek, Teorem 4.3.6 daki (ii) kosulu ve f, g doniisimlerinin esnek zayif

bagdasik olma kosulu kaldirildiginda bu teoremin saglanmayacagini gosterir.

Ornek 4.3.7. Omek 4.2.2 de tammlanan (X, U4, E) Hausdorff se-diizgiin uzay1 ve p
esnek E-uzaklik doniisimii alinsin. (X, Uy, E) uzayinin bir esnek p-siirh uzay oldugu

aciktir. f, g : (X, Uy, E) = (X, Uy, E) doniisiimleri asagidaki gibi tanimlansin.

0, xe[O,g) vex =1 %—x, xE[O,%)
flx) = : veln) 9 =12 xel,D
0, x=1

Bu takdirde, f(X) € g(X) ve f(X) in bir esnek S-tam uzay oldugu kolayca goriiliir.
Diger yandan,

flaM) =@ =0 ve g(f(D)=g@® =1

oldugundan f ve g doniisiimleri esnek zayif bagdasik doniistimler degildir. Simdi,

x%, xE€ [0%)
Y =1 )
§, XE[§,1]

olacak sekilde bir 1 : [0,1] = [0,1] esnek azalan olmayan doniisiim tanimlansin. Bu

doniisiim ¥, ve 1, kosullarim saglar. Fakat her X € X igin

~ 1 1_ _ 1 1
14 f(x),f<§) =§>IIJ 14 g(x),g<§) =z

oldugundan Teorem 4.3.6 daki (ii) kosulu saglanmaz. O halde f ve g doniisiimlerinin

ortak sabit esnek eleman1 yoktur.
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Asagidaki 6rnek Teorem 4.3.6 nin saglandigini gosterir.

Ornek 4.3.8. Ornek 4.2.3 de tanimlanan (X, U, E) Hausdorff se-diizgiin uzay1 ve p esnek
E-uzaklik donilisiimii alinsin. (X, U, E) uzaymnin bir esnek p-smirli uzay oldugu agiktir.

f,9: X, U E) - (X,U E) doniisimleri asagidaki gibi tanimlansin.

f=fm=x ve gx)=x, gy =y.

Bu durumda, f(X) € g(X) ve f(X) in bir esnek S-tam uzay oldugu kolayca goriiliir.
Ayrica, f(%,) = g(%,) iken f(g(%)) = g(f(%,)) saglandigindan f ve g doniisiimleri
esnek zayif bagdasik doniisiimlerdir. Simdi, Ornek 4.3.7 de tanimlanan 1 doniisiimii ele
alinsin. Boylece Teorem 4.3.6 daki (ii) kosulu her %,7 € X icin gerceklenir. O halde
Teorem 4.3.6 daki tiim kosullar saglanir ve dolayisiyla X; esnek elemani f ve g nin tek

ortak sabit esnek elemanidir.

Teorem 4.3.6 da sirasiyla g = Idy ve f = Idy alinirsa asagidaki sonuglar kolaylikla elde
edilir (Burada Idy : X — X bir birim doniistimdiir).

Sonu¢ 4.3.9. (X,U,E) bir Hausdorff se-diizgiin uzay olsun. p X iizerinde bir esnek
E-uzaklik olmak ftizere (X,U,E) bir esnek p-smnirli uzay olsun ve f:(X,U,E) —
(X,U, E) dontisiimii asagidaki kosullari saglasin:

(i) Her £, 5 & X icin p(f (), f () L ¥(p (X, 7).
(if) f(X) X in bir esnek S-tam alt uzayidir.
Bu durumda f dontigiimiiniin bir tek sabit esnek elemani vardir.

Sonug 4.3.10. (X, U, E) bir Hausdorff se-diizgiin uzay ve bir esnek S-tam uzay olsun.
p, X tizerinde bir esnek E£-uzaklik olmak tizere (X, U, E) bir esnek p-smirli uzay olsun.

Her %,7 € X icin
p5) 2¥ (p(9(®,9))

olacak sekilde bir g: (X, U,E) -» (X,U,E) Orten doniisimii varsa bu durumda

g doniisiimiiniin bir tek sabit esnek eleman1 vardir.
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Tamim 4.3.11. X bostan farkli bir kiime, E parametrelerin bir kiimesi ve f : X - R bir
doniistim olsun. X deki esnek elemanlardan olusan her {X,,} dizisi i¢in {f (%,)} dizisi R

de bir esnek yakinsak dizi oluyorsa f ye bir esnek yar1 dizisel siirekli doniisiim denir.

Ornek 4.3.12. Her f : X — R sabit doniisiimiiniin bir esnek yar1 dizisel siirekli doniisiim

oldugunu goérmek kolaydir.

Tamim 4.3.13. (X, <, E) bir esnek sirali kiime ve f,g : X — X iki doniisiim olsun. Her
€ X icin f(®) L g(f (%)) ve g(®) £ f(g(X)) oluyorsa f ve g déniisiimlerine esnek

zayif artan doniistimler denir.

Ornek 4.3.14. ([0,1], <, E) bir esnek sirali kiime olsun ve Ornek 4.2.5 de tanimlanan

W |

£, g :[0,1] - [0, 1] déniisiimleri almsin. Bu durumda 0 < % < = kosulunu saglayan her

X esnek elemant i¢in

fO=x2g(f@)=g@=1-%ve g®)=1-22f(g®)=fA-D=1

W R

elde edilir. Benzer sekilde - < % < 1 kosulunu saglayan her ¥ esnek elemant icin

fO=12gfE)=9D=1ve g®)=12f(g®)=rD =1

saglanir. Diger tiim ¥ € X esnek elemanlari icin de saglandigindan f ve g doniisiimleri

esnek zayif artan doniisiimlerdir.

Lemma4.3.15. (X, U, E) bir Hausdorff se-diizgiin uzay, p X lizerinde bir esnek €-uzaklik

ve ¢ : X - R bir doniisiim olsun. Her %, 7 € X i¢cin

ex=7 veya p(%7) < 0& — 0 ()

=N
I\
<2

seklinde tanimlanan =< esnek bagintis1 X iizerinde bir esnek siralama bagintisidir.
Ispat. < esnek bagintisinin (ESB1)-(ESB3) 6zelliklerini sagladigini gosterelim.
(ESB1) Her % € X i¢in ¥ = ¥ oldugundan ¥ < ¥ saglanir.

(ESB2) Her %, € X igin ¥ < § ve § < ¥ olsun. Bu takdirde,

X=7 veya p(%,7) < (%) — () ve =X veya p(7,%) < () — ¢(X)
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elde edilir. Buradan ya ¥ = ¥ yada p(%, ) + p(#,%) = 0 dir. p(%,7) + p(5,%) = 0 ise
bu durumda p(%,7) = 0 ve p(§,%) = 0 olur. Tanim 4.2.1 (p,) geregince p(%, %) =0

saglanir. Boylece Lemma 4.3.5 (i) den istenilen ¥ = ¥ ifadesi elde edilir.

IA

(ESB3) Her %,7,% € X icin ¥ < § ve ¥ < Z olsun. Bu takdirde,
Xx=7 veya p(£,5) < (X) —p(F) ve ¥=2 veya p(#,2) < () — ¢(2)
elde edilir. O halde, ¥ < Z oldugunu gostermek i¢in asagidaki durumlar1 inceleyelim:

1.Durum: ¥ = y ve y = Z ise ¥ = Z oldugundan ¥ < Z saglanir.

2.0urum: =73 ve p(5,2) L () —(2) ise p(&, 2) < (&) — ¢(Z) oldugundan

)

3.Durum: p(%,9) < () — () ve =2 ise p(%2) < 9(X) — ¢(2) oldugundan
%2 Zolur.
4.Durum: p(%,7) < (&) — () ve p(,2) < @(F) — @(Z) ise bu durumda

p(,2) SpE9) +p(F.2) < 0@ — 9@ + o) —0(2) = 0(X) — (2
oldugundan ¥ < Z saglanr.
Boylece < esnek bagintisi X iizerinde bir esnek siralama bagimtisidir.

Tamim 4.3.16. Yukarida tanimlanan esnek bagintiya ¢ ile retilen bir esnek siralama

bagintis1 denir.

Teorem 4.3.17. (X,U,E) bir Hausdorff se-diizgiin uzay olsun. Her ¥ € X igin
p(%,%) = 0 olacak sekilde p X iizerinde bir esnek E-uzaklik, ¢ : X - R bir esnek yari
dizisel siirekli doniisim ve f,g : (X, U,E) - (X,U,E) donisiimleri esnek p-siirekli
olsun. Asagidaki kosullar saglanirsa bu durumda f ve g doniisiimlerinin bir ortak sabit

esnek eleman1 vardir.

(i) (X, U, E) bir esnek p-tam uzaydir.

(ii) < esnek bagntis1 X iizerinde ¢ ile iiretilen bir esnek siralama bagintis1 olmak iizere

f,g9:(X,%,E) > (X,X,E) doniisiimleri esnek zayif artan doniisiimlerdir.
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Ispat. %, € X olsun. n € {0,1, ...} icin

f(Fan) = Xons1 Ve g(Fon+1) = Xons2

olacak sekilde X deki esnek elemanlardan olusan bir {X,} dizisi tamimlansin. f ve g

doniistimleri esnek zayif artan oldugundan
%, = f(Xo) < g(f(fo)) = g(%) = %,
= 9@) 2 f(9F) = (%) = %

bulunur. Bu sekilde devam edilirse

IA
IA
IA
IA
Al

% 2%, X, 2 X, 2

elde edilir. ¢ dontistimii bir esnek yari dizisel siirekli oldugundan {¢ (%)} dizisi esnek reel
sayilardan olusan bir esnek yakinsak dizidir. Bu dizinin R de bir esnek Cauchy dizisi
oldugu kolayca goriiliir. Buradan {%,} dizisi U ya gore bir esnek Cauchy dizisidir.
Gergekten, U € U olsun. Bu takdirde, bir Z € X i¢in p(2,%) < § ve p(Z,7) < § iken
(%,7) € U olacak sekilde bir § S 0 vardir. {¢(%,,)} dizisi R de bir esnek Cauchy dizisi
oldugundan her m,n > n, icin |@(%,,) — @(%,)| < & olacak sekilde bir n, > 1 dogal
sayis1 vardir. Diger yandan, m = n ise X,, ve X,, esnek elemanlarinin esnek U-yakin

oldugu agiktir. n < m ise %, < %, oldugundan

Xpn = Xy veya p(in'fm) < QD(fn) - QD(fm)

elde edilir. Buradan

p(%n' im) < Qa(fn) - Qa(fm) = |§0(9Em) - Qo(fn)l )

ifadesi saglanir. O halde her ¥ € X i¢in p(% %) =0 oldugundan %, ve %,, esnek
elemanlar1 esnek U-yakindir. (X, U, E) bir esnek p-tam uzay oldugundan bir ¥ € X esnek

eleman1 igin lim p(%,, %) = 0 elde edilir. Buradan, f esnek p-siirekli oldugundan
n—-oo

lim p(X3541,%) = lim p(&,41, f(%)) = 0 bulunur. Bdylece Lemma 4.3.5 (i) geregince

n—>oo n—-oo

f (%) = X saglanir. Benzer sekilde g dontisiimii de esnek p-siirekli oldugundan g(X¥) = %

elde edilir. O halde f ve g dontigiimleri bir ortak sabit esnek elemana sahiptir.
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Teorem 4.3.18. (X,U,E) bir Hausdorff se-diizgiin uzay olsun. Her % € X igin
p(%, %) = 0 olacak sekilde p X iizerinde bir esnek £-uzaklik, ¢ : X — R bir esnek yari
dizisel stirekli déntisim ve f : (X, U, E) - (X,U, E) bir esnek p-siirekli doniigiim olsun.

Asagidaki kosullar saglanirsa bu durumda f doniisiimiiniin bir sabit esnek elemani vardir.

(i) (X, U, E) bir esnek p-tam uzaydir.

(ii) < esnek bagintis1 X iizerinde ¢ ile iiretilen bir esnek siralama bagintis1 olmak iizere
f:(X,%,E) > (X,X,E) doniisiimii bir %, € X icin %, < f(%,) olacak sekilde bir esnek

azalan olmayan doniisiimdiir.

Ispat. %, < f(%,) olacak sekilde bir %, € X esnck elemam olsun. n € {1,2,...} icin
f(%,-1) = X, olacak sekilde X deki esnek elemanlardan olusan bir {X,} dizisi
tammlansin. f doniisiimii esnek azalan olmayan oldugundan %, < %, < %, < ... elde
edilir. Teorem 4.3.17 nin ispatindakine benzer islemler yapilirsa {X,,} dizisinin ‘U ya gore bir
esnek Cauchy dizisi oldugu goriliir. (X,U,E) bir esnek p-tam uzay oldugundan

lim p(%, %) = 0 olacak sekilde bir ¥ € X esnck eleman: vardir. f doniisiimii esnek

n—oo

p-siirekli oldugundan lim p(%,, %) = lim p(&,, f (%)) = 0 bulunur. Béylece Lemma 4.3.5

(i) geregince f (%) = X saglanur.

Ornek 4.3.19. Ornek 4.2.3 de tamimlanan (X, U, E) Hausdorff se-diizgiin uzay: ve p
esnek E-uzaklik doniisiimii alinsin. A € U oldugundan (X, U, E) bir esnek p-tam uzaydir.
Simdi, f(x) = f(y) = x ve ¢(x) = ¢(y) = 0 olacak sekilde f: X > X vep: X > R
dontisiimleri tanimlansin. ¢ doniislimii bir sabit doniisiim oldugundan bir esnek yari
dizisel siirekli doniisimdiir. Diger yandan, ¢ ile lretilen esnek siralama bagintisi
2 = {(#%, %), (X, %2), (3, %3), (%4, %4)} seklindedir. O halde f déniisimii bir esnek
p-siirekli ve < esnek bagmtisina gdre bir esnek azalan olmayan déniisiimdiir. Ayrica,
%, € X icin %; £ f(&,) elde edilir. Boylece, Teorem 4.3.18 deki tiim kosullar saglanir ve

%1 f nin bir sabit esnek elemani olur.
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5. BULANIK ESNEK DUZGUN UZAYLAR

Bu boliimde dncelikle Cetkin ve Aygiin (2014) tarafindan verilen bulanik esnek siizgecler
ile ilgili 6zellikler incelenecektir. Carpim bulanik esnek topolojik uzaylarda bulanik
esnek silizgeclerin yakinsakligi tizerine c¢alisilacaktir. Ayrica bir ultra bulanik esnek
stizge¢ ve bir doygun bulanik esnek siizge¢ kavramlari tanimlanarak 6nemli sonuglar
elde edilecektir. Bunun yani sira bir bulanik esnek komsuluk sistemi tanimlanacak ve bu
tanimdan faydalanarak bir bulanik esnek topoloji liretilecektir. Daha sonra Lowen
anlaminda bir bulanik esnek diizgiin uzay tanimlanarak bulanik esnek komsuluk sistemi
ve bulanik esnek topoloji ile arasindaki iliski gosterilecektir. Ayrica bir bulanik esnek
diizgiin stirekli doniisim kavrami verilecek ve bir bulanik esnek diizgiin siirekli

donisiimden bir bulanik esnek siirekli doniisiim elde edilecektir.

5.1. BULANIK ESNEK SUZGECLER

Bu boliimde bulanik esnek siizgecler ile ilgili 6zellikler calisilacaktir. Bir bulanik esnek
stizge¢ tabani tanimi verilecek ve bir bulanik esnek siizgecin bir esnek doniisiim altindaki

goriintlisii incelenecektir.

Tamm 5.1.1. (i) Bostan farkli bir F € FS(X, E) ailesi asagidaki 6zellikleri saglarsa F

ailesine X tizerinde bir bulanik esnek siizgeg denir.
SHoerF.

(S2) f,geFisefngetF.

(S3) feFvefEgiseg €F.

(if) F; ve F,, X tizerinde iki bulanik esnek silizgeg olsun. F; € F, ise F;, F, den daha
kaba (veya F,, F; den daha incedir) denir (Cetkin ve Aygiin 2014).
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Ornek 5.1.2. Her a € (0,1] icin

F,={f €EFS(X,E) | here € Evex € X icineya € f}
ailesi X tizerinde bir bulanik esnek siizgectir.
Tamim 5.1.3. f € FS(X, E) olsun. Bu durumda,

(i) J indis kiimesi sonlu olmak iizere {e;};c; € E i¢in f(e;) # Ox ve her e € E — {e;};¢;

i¢in f(e) = Oy ise f bir sonlu bulanik esnek kiime olarak adlandirilir.

(ii) J indis kiimesi sayilabilir olmak iizere {e;};c; € E igin f(e;) # Ox ve her
e € E —{e;}ic; icin f(e) =0y ise f bir sayilabilir bulantk esnek kiime olarak

adlandirilir.

Uyari 5.1.4. Sonlu sayidaki sonlu bulanik esnek kiimelerin birlesiminin bir sonlu bulanik
esnek kiime oldugu kolaylikla goriilebilir. Ayrica sayilabilir sayidaki sayilabilir bulanik

esnek kiimelerin birlesimi de bir sayilabilir bulanik esnek kiimedir.

Ornek 5.1.5. (i) X = {x;,x,} ve E = {e,, e, €3,...} olsun. Bu durumda,
f=1{(e1,{x1/0,2,x,/0}), (€2, {x1/0,5,x,/0,1}), (€3, 0x), (€4, 0x), ... }

bir sonlu bulanik esnek kiimedir.

(i) X ={x,x;}, E={e;|i €R} ve f € FS(X,E) olsun. Her e € {e; | i € N} i¢in
f(e) #0xvehere' € E—{e;|i € N}icin f(e") = Oy ise f bir sayilabilir bulanik esnek

kiimedir.
Ornek 5.1.6. (i) X herhangi bir kiime ve E sonsuz bir kiime olsun. Bu takdirde,
F={f e FSX,E) | f€ sonlu}
ailesi X iizerinde bir bulanik esnek siizgectir.
(i) X herhangi bir kiime ve E sayillamaz bir kiime olsun. Bu takdirde,
F={f e FSX,E) | f€ sayilabilir}

ailesi X tizerinde bir bulanik esnek siizgectir.
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Tamm 5.1.7. Bir B c FS(X, E) ailesi asagidaki 6zellikleri saglarsa B ailesine X tizerinde

bir bulanik esnek siizgeg tabani denir.
(B1) B # @ ve @ ¢ B dir.
(B2) Her f,g € Bigin h E f M g olacak sekilde bir h € B vardir.
Uyan 5.1.8. B, X lizerinde bir bulanik esnek slizgeg tabani ise
(B) ={f € FS(X,E) | birh € Biginh E f}

ailesinin X tizerinde bir bulanik esnek stizge¢ oldugu kolaylikla goriilebilir. Bu bulanik

esnek siizgece B tarafindan tiretilen bir bulanik esnek siizgec denir.

Ornek 5.1.9. ¢ # f € FS(X, E) olmak iizere B = {f} ailesi X iizerinde bir bulanik esnek

slizgec tabanidir.

Teorem 5.1.10. ¢y, : FS(X, E) = FS(Y, K) bir bulanik esnek doniisiim ve F, X lizerinde

bir bulanik esnek siizgec ise

{op(D | f € F}

ailesi de Y iizerindeki bir ¢, (F) bulanik esnek siizgeci igin bir tabandir.

Ispat. Tanim 5.1.7 deki (B1) ve (B2) kosullarmin saglandigi bulanik esnek siizgeg

tanimindan agiktir.

5.2. BULANIK ESNEK SUZGEC YAKINSAKLIGI

Bu béliimde oncelikle bir bulanik esnek siizge¢ yardimiyla bir bulanik esnek topoloji
tiretilecektir. Daha sonra bulanik esnek topolojik uzaylarda bulanik esnek siizgeg
yakinsaklig1 tanimlanarak onemli 6zellikler elde edilecektir. Ayrica bir bulanik esnek
Hausdorff uzaydaki bir bulanik esnek siizgecin bir tek bulanik esnek noktaya yakinsadigi

gosterilecektir.
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Lemma 5.2.1. Her e,a« € FSP(X) esnek noktasina (BEK1)-(BEKS) kosullarini saglayan
bir V' (e,«) ailesi karsilik getirilsin. Bu durumda her e, € FSP(X) bulanik esnek noktasi
icin V' (e,«) ailesi e,a nin bir bulanik esnek komsuluk sistemi olacak sekilde X tizerinde

bir tek bulanik esnek topoloji vardir.
Ispat. 7 = {f € FS(X,E) | her eya € f icin f € IV (e,«)} olsun. Bu takdirde,
@, X € T oldugu agiktir.

f,g€ET Ve e € fTg olsun. Bu durumda ey« € f ve eya € g olur. Boylece
f,9 € N (eya) ve (BEK4) geregince f M g € N (e, ) elde edilir. O halde f N g € 7 dur.

{fi}ic) € T Ve exa € L f; olsun. Buradan ey« € f; olacak sekilde bir i, € J vardur.
7 nun tanimindan f; € NV'(exa) bulunur. O halde (BEK3) geregince Lli¢;f; € N (exa)

elde edilir.

Simdi, N (eyz) ailesinin eya nin bir bulanik esnek komsuluk sistemi oldugunu
gosterelim. f bulanik esnek kiimesi e,e nin bir bulanik esnek komsulugu olsun. Bu
durumda e,« € g C f olacak sekilde bir g € T vardir. T nun tanimindan g € N (e,a) dir.
O halde g E f oldugundan f € NV (e,«) elde edilir. Tersine, f € N (e, a) olsun. (BEK5)
geregince g = f ve her e'ya € gicing € N(e'y;l) olacak sekilde bir g € V' (e,«) vardir.
7 nun tamimi geredince g € T saglanir. Ayrica, g € NV (exa) oldugundan eya € g elde

edilir. Boylece f bulanik esnek kiimesi ey« nin bir bulanik esnek komsulugudur.

Teorem 5.2.2. Bostan farkli herhangi bir X kiimesi iizerindeki her e,a bulanik esnek
noktasina asagidaki 6zellikleri saglayan bir F(e,a) bulanik esnek siizgeci karsi gelirse,
F (e,a) bulanik esnek siizgeci V' (e,«) bulanik esnek komsuluk sistemi olacak sekilde X

tizerinde bir tek T bulanik esnek topolojisi vardir.
(i) f € F(eya) ise exa € f dir.

(i) f € F(exa) ise g E f olacak sekilde bir g € F(eya) vardir. Burada here’,2 € g igin
g € F(e',2) du.

Ispat. F(e,«) ailesi (BEK1)-(BEKS5) 6zelliklerini sagladigindan Lemma 5.2.1 geregince
ispat agiktir.
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Tamim 5.2.3. (X, 7, E) bir bulanik esnek topolojik uzay, f € FS(X,E) ve e,« € X olsun.
Her g € V((e,)€) icin g & f¢ oluyorsa ey« bulanik esnek noktasina f bulanik esnek

kiimesinin bir bulanik esnek degme noktasi denir.

Ornek 5.2.4. X = {x;,x,} ve E ={e',e?} olsun. f,g € FS(X,E) bulamk esnek

kiimeleri asagidaki sekilde tanimlansin.
f = {(ell {xl/orlrx2/0;7})r (eZ’ {X1/0,5,x2/0,3})},
g = {(el’ {x1/0)3) x2/016})) (82’ {xl/olzl x2/0ﬂ3})}

Bu takdirde, t = {@,X, f, g, f U g, f N g} ailesi X iizerinde bir bulanik esnek topolojidir.
Ayricaher h € NV (el xg.e) icin h & f ¢ oldugundan e?! X0 bulanik esnek noktas1 f bulanik

esnek kiimesinin bir bulanik esnek degme noktasidir.

Teorem 5.2.5. (X, 1, E) bir bulanik esnek topolojik uzay ve f € FS(X, E) olsun. e,a € f
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul e,e nin f bulanik esnek kiimesinin bir bulanik esnek

degme noktasi olmasidir.

Ispat. (=) e,« € f olsun. f yi iceren her k bulanik esnek kapal kiimesi i¢in a < k(e)(x)
saglanir. O halde h E f¢ kosulunu saglayan her h bulanik esnek agik kiimesi igin
h(e)(x) < (1 — a) dir. Diger bir deyisle, (1 — a) < h(e)(x) kosulunu saglayan her h
bulanik esnek agik kiimesi i¢in h £ f€ dir. Boylece e,«, f nin bir bulanik esnek degme

noktasidir.

(&) exa, f nin bir bulanik esnek degme noktasi olsun. Bu takdirde, e,1-« € h kosulunu
saglayan her h bulanik esnek acik kiimesi i¢in h & € elde edilir. Buna gore, h E f°
olacak sekildeki her h bulanik esnek agik kiimesi i¢in (1 — a) > h(e)(x) dir. Diger bir
deyisle, f E k olacak sekildeki her k bulanik esnek kapali kiimesi i¢in a < k(e)(x)

bulunur. Béylece ey« € f saglanir.

Tanim 5.2.6. (X, 7, E) bir bulanik esnek topolojik uzay ve F, X iizerinde bir bulanik esnek

stizgec olsun. e,« € FSP(X) olmak tizere,

(i) V' (eya) S F ise F bulanik esnek siizgeci e, bulanik esnek noktasina yakinsar denir
ve bu durum F — e,« ile gosterilir. Bu e,« bulanik esnek noktasina da F nin bir bulanik

esnek limit noktasi denir.
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(ii) Her f € V' (ey«) ve her g € F icin f M g # @ ise e, bulanik esnek noktasina F nin

bir bulanik esnek y1gilma noktasi denir ve bu durum Fooe,a notasyonu ile gosterilir.

F — e,a ise Fooe,a oldugu agiktir, fakat asagidaki érnek bunun tersinin genelde dogru

olmadigini gosterir.

Ornek 5.2.7. Ornek 5.2.4 deki (X,7,E) bulanik esnek topolojik uzayr alinsin. X
tizerindeki bir F = {h € FS(X,E) | f E h} bulanik esnek siizgeci bir elxg,a € FSP(X)

bulanik esnek yi1gilma noktasina sahiptir, fakat bulanik esnek limit noktas1 yoktur.

Teorem 5.2.8. (X, 1, E) bir bulanik esnek topolojik uzay ve F, X iizerinde bir bulanik
esnek siizgeg olsun. Bir e, € FSP(X) bulanik esnek noktasinin F nin bir bulanik esnek
yi1gilma noktasi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X {izerinde F den daha ince olan ve e«

bulanik esnek noktasina yakinsayan bir G bulanik esnek siizgecinin bulunmasidir.

Ispat. () Fooe,a ise {f Mg | f € N(eya),g € F} ailesi X iizerindeki bir G bulanik
esnek silizgeci i¢in bir tabandir. Bu G bulanik esnek siizgeci F den daha incedir ve

F — e, a saglanir.

(&) FSG ve G- exa ise her f € N(eya) ve her g € F icin f,g € G oldugundan
f N g # @ ve dolayisiyla Fooe,a elde edilir.

Teorem 5.2.9. (X, 7, E) bir bulanik esnek topolojik uzay, f € FS(X, E) ve e« € X olsun.
Bu takdirde asagidaki 6zellikler saglanir.

(i) f € 7 olmasi igin gerek ve yeter kosul e,a € f bulanik esnek noktasina yakinsayan X

tizerindeki her F bulanik esnek siizgeci i¢in f € F olmasidir.

(ii) exa bulanik esnek noktasinin f nin bir bulanik esnek degme noktasi olmasi igin gerek
ve yeter kosul f€ & F ve F — e,1-« olacak sekilde X {izerinde bir F bulanik esnek

stizgecinin olmasidir.

(ii1) f € 7€ olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X lizerindeki bir F bulanik esnek siizgeci i¢in

f¢ & FveF - ey i-a oldugunda e,a € f olmasidr.

Ispat. (i) (=) Bulanik esnek acik kiime tanimindan kolaylikla elde edilir.
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(&) f nin kendi igindeki her bulanik esnek noktasinin bir bulanik esnek komsulugu
oldugunu gostermek yeterlidir. e,« € f olsun ve N (e a) = F alnsin. Bu durumda

hipotezden f € NV (e,«) bulunur.

(if) (=) e,e bulanik esnek noktast f nin bir bulanik esnek degme noktasi ise her
g €E N(ey1-a) igin g Z f€ dir. F = N (e,1-«) alinsin. Buradan f€ € F ve F = e,1-a

saglanir.

() f€ & F ve F > e,1-a olacak sekilde X iizerinde bir F bulanik esnek siizgeg olsun.
O halde her g € N(e,1-«) i¢in g & f€ dir, aksi halde f¢ € F ¢eliskisi elde edilirdi.

Boylece e,«, f nin bir bulanik esnek degme noktasidir.
(iii) (=) Ozellik (ii) ve Teorem 5.2.5 den agiktir.

(€) fEf oldugunu gostermek yeterlidir. e« € f olsun. Teorem 5.2.5 den her
g E N(e,i-a) igin g & f€¢ bulunur. F = N(e,1-«) alinsin. O halde f¢¢&F ve

F — e,1-a saglanir. Boylece hipotezden e« € f elde edilir.

Teorem 5.2.10. (X,74,E) ve (Y, 7,, K) herhangi iki bulanik esnek topolojik uzay ve
Oy (X,71,E) - (Y,75,K) bir bulanik esnek doniistim olsun. Oy bulanik esnek

doniisiimiiniin bir e,« € X bulanik esnek noktasinda bulanik esnek siirekli olmast igin
gerek ve yeter kosul F — ey« kosulunu saglayan X iizerindeki her F bulanik esnek

siizgeci i¢in @y, (F) = @y (exa) saglanmasidir.

Ispat. (=) ¢y bulanik esnek doniigtimil e« € X bulanik esnek noktasinda bulanik esnek
sirekli oldugundan her f € N(¢y (exa)) icin @y (g9) E f olacak sekilde bir
g € N (exa) vardir. F — eya oldugundan g € F ve buradanda f € ¢, (F) olur. Boylece
N (@y (exa)) € @y (F), yani @y, (F) = @y (exa) elde edilir.

(&) F = N (exa) olsun. O halde F — ey« saglandigindan ¢, (F) = ¢y, (exe) olur. Bu
ise her f € NV (@y (exa)) igin @y, (g) E f olacak sekilde bir g € NV (exa) nin mevcut
oldugunu ifade eder. Buna gére ¢, bulanik esnek doniisiimii bu e« € X bulanik esnek

noktasinda bulanik esnek siireklidir.
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Uyan 5.2.11. Her i €] i¢in X; bostan farkli bir kiime, E; X; i¢in uygun olan

parametrelerin bir kiimesi ve eixqi € FSP(X;) olsun. Bir []; eixqi bulanik esnek
L L

carpimi [[;c; X; de bir bulanik esnek noktadir ve bu durum a = inf{a; | i € J} olmak

lizere (ei)(xi)a notasyonu ile gosterilecektir.

Teorem 5.2.12. {(X;,7;E;)}ic; bulanik esnek topolojik uzaylarin bir ailesi,
(X = [1ig; Xi, 7, E) bir carpim bulanik esnek topoloji ve F, X {izerinde bir bulanik esnek

stizge¢ olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir.

i F- (ei)(xi)a € FSP(X) olmast i¢in gerek ve yeter kosul her i €] igin
(Pxi)(qu) F) - eix;zi € FSP(X;) olmasidir.

(i) Foo(e") (xye € FSP(X) ise her i € | igin (py,) ( )(T)ooeixgi € FSP(X;) dir.

qE;

Ispat. (i) (=) F > () x o Ve heri € J igin (py. bulanik esnek siirekli oldugundan
(x0) i ( )

qE;

Teorem 5.2.10 geregince (py;, ) (a )(?) - (px,) (a )((ei)(xl.)a) = e'_a; elde edilir.
Ej E; i

(<) Her i € J icin (pXi)( )(7-") — e'_a; olsun. Tamm 2.6.12 den

qE;
B = {HieA(pXi)_l(qE_)(fi) |VieA,fietveAC] sonlu}

ailesi t i¢in bir tabandir. F — (ei)(xi)a oldugunu gostermek igin (ei)(xl.)a € h olacak

-1
sekilde bir b = 1}, (pxi_) < ) (fi;) € B alnsm. Hipotezden her j € {1,2, ..., n} i¢in
]

qE; .
L

(px.), \(F)—eli « ve dolayisiyla f;, € (px, ), \(F) elde edilir. Teorem
K (qu) %’ ! gl <qu->

Y

5.1.10 geregince bir g; €F icin (Pxi.)< >(gj)Efi]_ saglanir. Buradan her
]

QEi]_

. . . —1
j€{1,2,..,n} icin g; E (pxij) (

)

)(fij) olur. Diger yandan, [1j_,g; € F ve

QEij

fl-j) = h oldugundan h € F bulunur. Sonug¢ olarak
CIEi,
J

Mi-19; E NMjoy (Pxij)_1<

F — (e!)(xya elde edilir.
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(i) Ozellik (i) ve Teorem 5.2.8 den agiktir.

Teorem 5.2.13. Bir (X, t, E) bulanik esnek topolojik uzayin bir bulanik esnek Hausdorff
uzay olmasi igin gerek ve yeter kosul (X, 7, E') deki yakinsak her bulanik esnek siizgecin

bir tek bulanik esnek limit noktasina yakinsamasidir.

Ispat. (=) (X, 7, E) bir bulanik esnek Hausdorff uzay ve F, X iizerinde bir bulanik esnek

stizge¢ olsun. F bulanik esnek siizgecinin e;al ve eiaz gibi iki farkli bulanik esnek

1 2

noktaya yakinsadigini kabul edelim. Hipotezden e;al Ef, eiaz € gvefng= @olacak
1 2

sekilde f, g € t vardir. F bulanik esnek siizgeci e;al ve eiaz bulanik esnek noktalarina
1

2

yakisadigindan f, g € F dir. (S2) bulanik esnek siizge¢ aksiyomundan f Mg =@ € F
elde edilir ki bu da (S1) ile ¢elisir. O halde e;a1 = eiaz saglanir.
1 2

(&) (X, 1, E) nin bir bulanik esnek Hausdorff uzay olmadigini kabul edelim. O halde her
fEN ( e;;zl) veherg e v (eigz) icin f M g # @ olacak sekilde e;;zl * eigz kosulunu

saglayan ela,, e’a, € X bulanik esnek noktalari vardir. Bu durumda,
X1 X
_ 1 2
T—{fl‘lg |f€]\f(exix1),g E]\f(ex;zz)}

ailesi X iizerinde bir bulanik esnek siizgegtir. Diger yandan, NV (e;al) CcF ve
1
N (eiaz) c F oldugundan F — e;al ve F - ejaz celigkisine varilir. Sonug olarak
2 1 2

(X, T, E) bir bulanik esnek Hausdorff uzaydir.

Asagidaki ornek, bulanik esnek Hausdorff uzay olmayan bir bulanik esnek topolojik
uzaydaki bir bulanik esnek siizgecin birden fazla bulanik esnek noktaya yakinsadigini

gosterir.

Ornek 5.2.14. Ornek 5.2.4 deki (X, 7, E) bulanik esnek topolojik uzay alsin. Buna gore

(X,t,E) bir bulanik esnek Hausdorff uzay degildir. Ayrica, NV (e;m) =N (ejo,s)
2 1
oldugu kolayca goriiliir. Diger yandan, F = N (610,7) =N (620_5) olarak alinirsa
X2 X1

F - 6;0,7 veF - eio,s elde edilir.
2 1
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5.3. ULTRA BULANIK ESNEK SUZGECLER

Bu béliimde bir ultra bulanik esnek silizge¢ kavrami tanimlanacak ve 6nemli sonuglari
elde edilecektir. Bunu yani sira bir bulanik esnek kiimenin dayanagi tanimi verilerek ultra
bulanik esnek siizgecler ile klasik anlamdaki ultra slizgegler arasindaki iligki

arastirilacaktir.

Tamm 5.3.1. X iizerindeki bir F bulanik esnek siizgecinden daha ince bir bulanik esnek
stizgeg yok ise F bulanik esnek siizgecine bir ultra bulanik esnek siizge¢ denir. Ayrica, X
kiimesi tizerindeki {F;};c 4 bulanik esnek siizge¢ler ailesi daha kaba olma bagintisina gére
kismi sirali oldugundan {F;};c, ailesi i¢cindeki maksimal elemanlar ultra bulanik esnek

stizgeclerdir.

Teorem 5.3.2. Bir X kiimesi tizerindeki her F bulanik esnek siizgecinden daha ince olan

bir ultra bulanik esnek siizge¢ vardir.

Ispat. F den daha ince olan X iizerindeki tiim bulanik esnek siizgeclerin kiimesi £ olsun.
Bu kiime daha kaba olma bagmtisina gore kismi siralidir. Simdi, bir {F; |i € A} € Q
zinciri alalim. Bu takdirde U ;e,F;, X lzerinde bir bulanik esnek siizgegtir ve
{F; | i € A} alt kiimesinin bir st simiridir. Zorn Lemma dan Q kiimesi bir G maksimal

elemana sahiptir. Boylece G, F yi iceren bir ultra bulanik esnek siizgegtir.

Lemma 5.3.3. A c FS(X,E) olsun. A ailesi sonlu arakesit 6zelligine sahip ise X

tizerinde A S F Ozelligine sahip bir F bulanik esnek siizgeci vardir.

Ispat. A ailesinin tiim sonlu arakesitlerinden olusan aile 4(A) ve A(A) ya ait herhangi
bir bulanik esnek kiimeyi kapsayan tiim bulanik esnek kiimelerin olusturdugu aile de F

olsun. Buradan F nin A y1 igeren bir bulanik esnek siizge¢ oldugu kolaylikla gosterilir.

Teorem 5.3.4. F, X lzerinde bir bulanik esnek silizge¢ olsun. Bu takdirde, asagidaki

ozellikler saglanir.

(i) F nin X iizerinde bir ultra bulanik esnek siizge¢ olmasi icin gerek ve yeter kosul her
f € Figin f N g = @ olacak sekildeki her g € FS(X, E) bulanik esnek kiimesinin F ye

ait olmasidir.
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(if) F, X tizerinde bir ultra bulanik esnek siizgeg¢ ve f; U f, € F ise ya f; € F ya da
fo € F dir.

(iii) F, X tlzerinde bir ultra bulanik esnek siizgeg ise her f € FS(X,E) i¢in ya f € F
yada f¢ € F dir.

ispat. (i) F, X tizerinde bir ultra bulanik esnek siizgeg ve her f € F icin f N g = @ olacak
sekilde bir g € FS(X,E) olsun. G = F U {g} ailesinin sonlu arakesit 6zelligine sahip
oldugu kolayca goriilebilir. Lemma 5.3.3 den G € H olacak sekilde X tizerinde bir H
bulanik esnek silizgeci vardir. F nin maksimalliginden F = H bulunur. Boylece g € F

elde edilir.

Tersine, her f € F icin f 1M g = @ olacak sekildeki her g bulanik esnek kiimesi F ye ait
olsun. F < G olacak sekilde bir G bulanik esnek siizge¢ oldugunu kabul edelim. O halde
h € G ve h & F olacak sekilde bir h € FS(X, E) vardir. f € F ise bu durumda f,h € G
ve dolayisiyla f M h # @ saglanir. Buradan, h € F celiskisi elde edilir.

(i) f1, f> € F oldugunu kabul edelim ve f = f; U f, € F olsun. Ozellik (i) geregince
fing, =f, N g, =0 olacak sekilde g, g, € F vardir. g = g, M g, ise bu durumda
g € Fve fng= 0 elde edilir. Bu ise f & F geliskisine neden olur.

(iii) f & F ve f€ & F oldugunu kabul edelim. Ozellik (i) den g N (f U f€) = @ olacak
sekilde bir g € F vardir. g # @ oldugundan en az bir e € E ve x € X igin g(e)(x) # 0
saglanir. Diger yandan, f(e)(x) V f“(e)(x) # 0 oldugundan

g A(fex)V f(e)(x)) # 0

celiskisi elde edilir.

Tamm 5.3.5. F, X lizerinde bir bulanik esnek siizge¢ olsun. [1{f | f € F} = @ ise bu

F bulanik esnek siizgecine bir serbest bulanik esnek siizgeg denir.

Teorem 5.3.6. Her F ultra bulanik esnek siizgeci bir serbest bulanik esnek siizgegtir.

ispat. M{f | f € F} # @ oldugunu kabul edelim. Bu durumda bir e,« € [{f | f € F}

bulanik esnek noktas: vardir. Simdi, 4 < a olacak sekilde bir e, 2 bulanik esnek noktasi

90



almsin. Her f € Ficine a N f # @ oldugundan Teorem 5.3.4 (i) geregince e, € F dir.

Boylece a < A geliskisi elde edilir.

Teorem 5.3.7. ¢y, : FS(X,E) - FS(Y, K) bir bulanik esnek doniisiim ve B, X iizerinde

bir ultra bulanik esnek siizgeg taban1 olsun. Bu takdirde,

B" = {py(f) | f € B}
Y {izerinde bir ultra bulanik esnek siizge¢ tabanidir.

Ispat. Oncelikle, B* i Y iizerinde bir bulanik esnek siizge¢ tabani oldugunu gosterelim.
(B1) B* # @ ve @ & B* oldugu aciktur.

(B2) @y (f1), 9y (f2) € B* olsun. Bu durumda f; E f; 1 f; olacak sekilde bir f; € B
vardir. Buradan @q,(f3) E @y (f1) M @y (f2) elde edilir. Boylece B*, Y iizerinde bir

bulanik esnek siizge¢ tabanidir.

B* ile iretilen Y {izerindeki bulanik esnek siizge¢ F* olsun. Simdi F* 1n bir ultra bulanik
esnek siizgec oldugunu gosterelim. F* c G olacak sekilde Y {izerinde baska bir bulanik
esnek siizge¢ oldugunu varsayalim. Bu durumda, g € G ve g € F* olacak sekilde bir
g € FS(X,E) vardir. B ile iretilen X iizerindeki ultra bulanik esnek siizgeg F olsun.
fEF ise bir h€B icin hE f dir. Buna gore, @yu(h)Ng # @ oldugundan
py(W)(k)(y) > a ve g(k)(y) > a olacak sekilde en az bir kEK, y €Y ve a >0
vardir. @y, (h) m tanimindan ¥(e) = k, (x) = y ve h(e)(x) > a olacak sekilde en az

bir e € E ve x € X vardir. Buradan, asagidaki esitsizlik elde edilir:
a < min{h(e)(x), g((e)) (9(x))} = minfh(e) (x), 9 (9) () ()}
= (AN ¢;'(@) ()
< (Fnep @) @©w.

Boylece, her f € F i¢in f M (plj,l(g) + @ saglanir. Teorem 5.3.4 (i) den ¢17,1(g) € F ve
buradan da bir g; € Bi¢ing; E (plj,l(g) bulunur. O halde, ¢,,(g1) E g ve ¢ (g1) € B
oldugundan g € F* geliskisi elde edilir.

91



Uyan 5.3.8. X bostan farkli bir kiime, E parametrelerin bir kiimesi ve A € X olsun. A

tizerindeki bulanik esnek kiimelerin ailesi,
FS(AE) ={f € FS(X,E) | her e € E ve her x € X — A igin f(e)(x) = 0}
biciminde ifade edilebilir.

Tamim 5.3.9. X bostan farkl bir kiime, E parametrelerin bir kiimesi ve A € X olsun. y,,

A nin bir karakteristik fonksiyonu olmak {izere, her e € E i¢in

xa(e) = xa

seklinde tanimlanan ¥ : E — I* doniisiimii 4 iizerinde bir bulanik esnek kiimedir (Neog

ve dig. 2012).

Lemma 5.3.10. Bostan farkli bir X kiimesinin A ve B alt kiimeleri olsun. Bu durumda,
(1) Xa N Xz = Xans-

(i) Xa U X5 = Xaus-

(i) (X2)€ = Jac.

Ispat. Tamim 5.3.9 dan agiktir.

Teorem 5.3.11. F, X fizerinde bir ultra bulanik esnek siizgeg, A € X ve her e € E,
x€X—A icin f*(e)(x) =0 olacak sekilde bir f* € F olsun. Her f € F igin

fa = f N x4 olmak iizere,
Fa={falf€F}
ailesi A tizerinde bir ultra bulanik esnek siizgegtir.
Ispat. Oncelikle F, nin A iizerinde bir bulanik esnek siizgec oldugunu gésterelim.

(S1) @ € F, oldugunu kabul edelim. O halde bir f € F i¢in f M ¥z = @ olur. Buradan
fnf*= @ € F celiskisine ulastlir.

(S2) fa, 94 € F, olsun. Bu takdirde, f, g € F ve buradan da f N g € F bulunur. Buna
gore, (f M g)a = fa M g4 oldugundan f, M g, € F, saglanir.
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(S3) f4 € F, olsun. f; E g kosulunu saglayan bir g € FS(A, E) alinsin. f yi igeren bir
h € FS(X, E) bulanik esnek kiimesi, her e € E ve x € X i¢in

h(e)(x) = {f(e)(X), i Zj

seklinde tanimlansin. Bu durumda, h € F ve g = hy € F, elde edilir.

Simdi ise F4 nin A iizerinde bir ultra bulanik esnek siizge¢ oldugunu gosterelim. Her
fa € Faicin fy N g # @ olacak sekilde bir g € FS(4, E) olsun. Bir h € FS(X, E) bulanik

esnek kiimesi, her e € E ve x € X icin

h(e)(x) = {f(e)(x), fc Z fl

olarak tanimlansin. Her f € F igin f M h # @ oldugundan Teorem 5.3.4 (i) geregince
h € F ve buradan da g = h, € F, saglanir. Boylece Teorem 5.3.4 (i) den istenilen sonug

elde edilir.
Tamim 5.3.12. f € FS(X, E) olsun. Bu takdirde,
supp(f) ={x € X | f(e)(x) > 0,Ve € E}
ailesine f bulanik esnek kiimesinin dayanagi denir.
Ornek 5.3.13. X = {x;,x,,x3} ve E = {e;, e,} olsun. O halde,
f=A(e1,{x1/0,%,/0,3,x3/0,2}), (e2,{x1/0,1,x,/0,4,x3/0})}
bulanik esnek kiimesi i¢in supp(f) = {x,} dir.

Tanmm 5.3.14. F, X lizerinde bir bulanik esnek siizge¢ ve A € X olsun. A = supp(f)
olacak sekildeki her f € FS(X,E) i¢in f € F oluyorsa A alt kiimesine F tarafindan

igerilir denir ve bu durum A + F ile gosterilir.

Teorem 5.3.15. F, X iizerinde bir ultra bulanik esnek siizge¢ iseher A € X icinya A + F
ya da A€ + F dir.

Ispat. Her A € X icin A # F ve A ¥ F oldugunu kabul edelim. A i F ise A = supp(f)
olacak sekildeki bir f € FS(X,E) icin f & F olur. Benzer sekilde A° i+ F ise

93



A€ = supp(g) olacak sekildeki bir g € FS(X,E) i¢in g € F bulunur. Teorem 5.3.4 (i)
den f,g & Fise f Mhy, = @ ve g N h, = @ olacak sekilde hy, h, € F vardir. Buna gore
A = supp(f) oldugundan her x €A ve e €E igin hy;(e)(x) =0 olur. Ayrica
A€ = supp(g) oldugundan her x € A° ve e €E igin h,(e)(x) =0 dir. Bu ise

h, Mh, = @ € F celiskisine neden olur.

Teorem 5.3.16. F, X iizerinde bir ultra bulanik esnek siizge¢ olsun. Bu durumda

Fi = {supp(f) | f € F} ailesi X iizerinde bir ultra siizgectir.

Ispat. A € X olsun. Bu durumda ya A € F! ya da A € F! oldugunu gosterelim. F, X
tizerinde bir ultra bulanik esnek slizge¢ oldugundan Teorem 5.3.15 geregince ya A + F
yada A = F dir. A - F ise A = supp(f) olacak sekildeki her f € FS(X,E) igin f € F
olur. O halde F! nin tanimindan 4 € F' elde edilir. Benzer sekilde A¢ € F! bulunur.
Boylece F!, X iizerinde bir ultra siizgectir.

5.4. DOYGUN BULANIK ESNEK SUZGECLER

Bu boliimiin amaci bir doygun bulanik esnek silizge¢ kavrami tanimlayarak ilgili

ozelliklerini arastirmaktir.
Tamm 5.4.1. f € FS(X,E) ve € € I = [0,1] olsun. Bu durumda her e € E ve x € X i¢in
(f+e)ex) =[x +e)al ve (f —e)e)x) = (f(e)(x) —e) VO

olarak tanimlanan (f +¢€):E —>IX ve (f —€): E —» I*¥ doniisiimleri X iizerinde

bulanik esnek kiimelerdir.
F, X iizerinde bir bulanik esnek siizge¢ tabani olsun. I, = (0,1] olmak tizere
F ={Ueer,(f: — €) | her € € I, igin f, € F}
seklinde bir esitlik tanimlansin. Bu durumda asagidaki 6zellikler elde edilir.
Teorem 5.4.2. F ve G X iizerinde iki bulanik esnek siizge¢ tabani olsun. Bu takdirde,
(i) F c F.

(ii) Her € € I, igin (f + €) € Fise f € F dur.
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(iii) F, X iizerinde bir bulanik esnek siizge¢ tabanidir.
(iv)F € Gise F € § dur.
(v) F = (F) olmak iizere F = (F) olur.
(vi) F c 7.
(Vi) F € Gise F € § dur.
(viii) F, X tizerinde bir bulanik esnek siizgec ise F = F olur.
Ispat. (i) f € F olsun. Her € € I, igin f, = f alinsin. Buradan,
Ueer,(fe —€) = Ueer, (f —€) = f € F
elde edilir.
(if) Her € € I, icin (f + €) € F olsun. Bu takdirde,
UEEIO((f + A 6) =feF
saglanir.
(iii) (B1) ¥ = @ ve @ ¢ F oldugu agiktir.

(B2) f,g € F olsun. Bu durumda f = L.e;, (fi —€) ve g = Uee,(ge —€) olacak

sekilde her € € I, i¢in f, g. € F olur. Bu durumda her e € E ve x € X i¢in

(f N g)e)x) = (Veer, (fe = €)(€)(2)) A (Veer, (ge — €)(e)(x))
= Ve, (s = (@) (®) A (ge — )(€)(x))
= VEEIO((fE M ge) - 6)(9)(96)

elde edilir. Diger yandan her € € I, i¢in f, g. € F oldugundan h, C f, N g. olacak
sekilde bir h, € F vardir. Boylece, L/, (he — €) € F ve

f M g = UEEIO((fe M ge) - E) = I—Ieelo(he - E)

saglanir.
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(iv) f € F olsun. Bu durumda f = Ueer, (fe — €) olacak sekilde her € € I, igin bir

f. € F olur. Hipotez geregince her € € I, igin f. € G oldugundan f € § saglanr.

(v) f€F=(F) olsun. Bu durumda bir g€ F i¢in gE f olur. Buradan
g = Ueer,(ge — €) E f olacak sekilde her € € I, i¢in bir g € F vardir. Dolayisiyla her
€ € lyicin g, E (f +€) saglanir. O halde her € € Iyicin (f +¢€) € (F) bulunur.
Boylece

Ueer, (f +€) —€) = f € (F)
elde edilir.

Tersine, f € (F) olsun. Bu durumda f = Ueer, (fe — €) olacak sekilde her € € I, icin
fe € (F) bulunur. Buradan her € € I i¢in g, E f. olacak sekilde bir g, € F vardur.
Béylece Lcej,(ge — €) E f oldugundan f € (F) elde edilir.

(vi) f € # olsun. Bu durumda f = Ueer,(fe — €) olacak sekilde her € € I igin bir
f. € F vardir. Benzer sekilde f. = User, (fe‘S = 6) olacak sekilde her § € I, i¢in bir

£9 € F vardir. Buradan,
f= UeeIO(U5EIO (fes — 5) — e)
= Ueer,User, ((fe‘g - 6) - 6)

= Ucer,User, (£ = (6 + )
elde edilir. Simdi, @ = € + § olmak iizere g, = L¢ s¢y, £9 € (F) alinsim. O halde,
f= uaelo(ga —a)
bulunur. Béylece f € (F) = F saglanur.
(vii) F < G olsun. (iv) den F < G ve buradan da (F) < (G) elde edilir.

(viii) F bir bulanik esnek siizge¢ olsun. Bu durumda F = (F) olur. O halde (v) geregince
F = (F) = F elde edilir.
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Tamim 5.4.3. F, X iizerinde bir bulanik esnek siizgec olsun. F = F ise F ye bir doygun

bulanik esnek siizge¢ denir.

Teorem 5.4.4. F, X {izerinde bir bulanik esnek siizge¢ olsun. Bu takdirde asagidaki

Onermeler denktir.
(i) F bir doygun bulanik esnek siizgegtir.
(if) Her € € I icin (f + €) € F ise f € F dir.

Ispat. (i) = (ii) Her € € I, icin (f + €) € F olsun. Teorem 5.4.2 (ii) geregince f € F dur.
Boylece hipotezden f € F elde edilir.

(ii) = (i) Teorem 5.4.2 (i) den F S F saglanir. Tersine, f € F olsun. Bu durumda
f = Uecer,(fe — €) olacak sekilde her € € I, icin bir f¢ € F vardir. Buradan her € € I,
icin f; © (f + €) elde edilir. F bir bulanik esnek siizge¢ oldugundan her € € I, igin
(f + €) € F dir. Boylece (ii) geregince f € F saglanir.

Ornek 5.4.5. F, X iizerinde klasik anlamda bir stizgec olsun. Bu takdirde,
B ={x€X|here€Eicin f(e)(x) = B}
olmak iizere herhangi bir a € I icin
F* ={f € FS(X,E) | her B < a igin fP € F}
X lizerinde bir doygun bulanik esnek siizgegtir.
Oncelikle F% nin X iizerinde bir bulanik esnek siizge¢ oldugunu gosterelim.
(S1) F* # @ ve @ ¢ F* oldugu aciktir.

(S2) f,g € F% olsun. Buradan her g < « icin f#, g# € F olur. F klasik anlamda bir
sizge¢ oldugundan her B < a icin fFngh =(fng)f €F elde edilir. Boylece
f g€ F*saglanir.

(S3) f € F* ve f £ g olsun. Bu durumda her § < aicin f# € F ve ff c g elde
edilir. F klasik anlamda bir siizge¢ oldugundan her § < a igin gf € F olur. O halde
g € F& dur.
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Simdi ise F% nin X tizerinde bir doygun bulanik esnek siizge¢ oldugunu gosterelim. Her

€ € Iy i¢in (f + €) € F* olsun. Bu takdirde her f < a i¢in
(f+e)f ={xeX|herecEicinf(e)(x)+e=>B}EF
bulunur. Bu ifade her € € I, igin dogru oldugundan, f < a igin
fB={xeX|here€Eicinf(e)(x) >B}EF

elde edilir. Boylece f € F* saglanir. O halde Teorem 5.4.4 geregince F¢ X iizerinde bir

doygun bulanik esnek siizgectir.

Teorem 5.4.6. F, X iizerinde bir bulanik esnek silizge¢ olsun. Bu takdirde asagidaki

ozellikler saglanir.
() F ={f € FS(X,E) | her € € 1, icin (f + €) € F}.
(ii) F, X {izerinde bir doygun bulanik esnek siizgegtir.

Ispat. (i) f € F olsun. Bu durumda f = Ueer, (fe — €) olacak sekilde her € € I igin bir
fe € F vardir. Buradan her € € [ i¢in (f; — €) E f ve dolayisiyla f, E (f + €) elde
edilir. Boylece F bir bulanik esnek slizge¢ oldugundan her € € I i¢in (f +€) €F

bulunur.
Tersing, her € € I, icin (f + €) € F olsun. Teorem 5.4.2 (ii) geregince f € F saglanr.

(i) F bir bulanik esnek siizge¢ oldugundan Teorem 5.4.2 (v) ve (viii) den F = F =

(F) = (F) elde edilir. Buradan F, X iizerinde bir bulanik esnek slizgectir.

Simdi, F = F oldugunu gosterelim. Teorem 5.4.2 (i) den F < F du. Tersine, f € F
olsun. (i) geregince her € € I, i¢in (f + €) € F olur. Dolayisiyla her € € I, ve her § € I,
icin (f+e)+8=f+(e+6) €F elde edilir. Buradan @ = € + § olmak tizere her
a € I, icin (f + @) € F saglanir. O halde f € F dir. Boylece F, X iizerinde bir doygun

bulanik esnek siizgectir.
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Teorem 5.4.7. F, X iizerinde bir bulanik esnek siizgec tabani ise Jf" = F dur.

Ispat. F bir bulanik esnek siizgeg tabani ise (F), X iizerinde bir bulanik esnek siizgegtir.

Teorem 5.4.6 (ii) geregince (F), X iizerinde bir doygun bulanik esnek siizgectir. Teorem
5.4.2 (v) den (F) = (?) = F elde edilir. Buradan F, X iizerinde bir doygun bulanik esnek

stizgectir. O halde Teorem 5.4.2 (viii) geregince F=F=F saglanir.

5.5. BULANIK ESNEK KOMSULUK SISTEMi

Bu boliimde bir bulanik esnek komsuluk sistemi tanimlanacak ve bir bulanik esnek

topoloji ile arasindaki iligki incelenecektir.
Tanmm 5.5.1. Her x € X i¢in IV, € FS(X, E) olmak iizere asagidaki kosullar1 saglayan
bir {IV, }xex ailesine bir bulanik esnek komsuluk sistemi denir.
(i) Her x € X i¢in IV, bir doygun bulanik esnek siizgegtir.
(ii) Her x € X ve f € IV, olmak tizere her e € E igin f(e)(x) = 1 dir.
(i) Her x e X, f e NV, ve here € I i¢in her z € X i¢cin g, E N, ve here € E, y € X
i¢cin
Vzex(gx(e)(2) A g (e)()) < f(e)(y) + €
olacak sekilde bir {g, | z € X} ailesi vardir.

JV, ailesine x noktasinin bir bulanik esnek komsuluk siizgeci denir. V, in elemanlarina

da x in bulanik esnek komsuluklar denir.

Tanim 5.5.2. Her x € X i¢in B, € FS(X, E) olmak {izere asagidaki kosullar1 saglayan

bir {B, },ex ailesine bir bulanik esnek komsuluk tabani denir.

(i) Her x € X i¢in B, bir bulanik esnek siizge¢ tabanidir.

(ii) Her x € X ve f € B, olmak iizere her e € E i¢in f(e)(x) = 1 dir.

(iii)Herx e X, f € B, vehere € Iicinherz € Xigcing, € B,vehere € E,y € X i¢in

Vzex(9x(e)(2) A gz(e)(») < fle)(y) + €

olacak sekilde bir {g, | z € X} ailesi vardir.
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B, ailesine x noktasinin bir bulanik esnek komsuluk tabani denir. B, in elemanlarina da

x in temel bulanik esnek komsuluklar1 denir.

Tanmm 5.5.3. V' = {V, },ex bir bulanik esnek komsuluk sistemi ve B = {B,},ex olsun.
Her x € X icin B, bir bulanik esnek siizge¢ tabani ve B, = N, ise bu durumda B ailesine

NV igin bir tabandir denir.

Onerme 5.5.4. {B, }.cx bir bulanik esnek komsuluk tabani ise {@;}xex bir bulanik esnek

komsuluk sistemidir ve bir taban1 {B, }cx ailesidir.

Ispat. {@;‘}xex ailesinin bir bulanik esnek komsuluk sistemi oldugunu gostermek icin

Tanim 5.5.1 deki kosullarin saglandigini gostermek gerekir.
(1) ve (ii) kosullarim1 gérmek kolaydir.

(i) x € X, f € B, ve € € I, olsun. Bu durumda Ll.¢;,(ge — €) E f olacak sekilde her
€ € I, igin bir g, € B, vardir. Buradan (ge/z —g) C f elde edilir. O halde hipotez

geregince her z € X i¢in h, € B, ve here € E, y € X icin

Vzex(hx(e)(2) Ahz(e)(¥)) < ges2(€)(y) +§ <fle)y) +e
olacak sekilde bir {h, | z € X} ailesi vardir.

Boylece {E}xEX bir bulanik esnek komsuluk sistemidir. Ayrica {B,},ecx ailesinin bu

bulanik esnek komsuluk sistemi i¢in bir taban oldugu kolaylikla goriiliir.

Onerme 5.5.5. {B, }cx ailesi bir {IV, },cx bulanik esnek komsuluk sistemi igin bir taban

ise bu durumda {B, },ex ailesi bir bulanik esnek komsuluk tabanidir.
Ispat. Tanim 5.5.2 deki (i) ve (ii) kosullar1 agiktir.

(iii) x € X, f € B, ve € € I, olsun. B, € B, = N, oldugundan her z € X igin g, € IV,

vehere € E,y € X igin

V,ex(9x()(2) A g,(e) () < f(e)(¥) + %
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olacak sekilde bir {g, | z € X} ailesi vardir. Buradan her z € X igin (kz - g) C g, olacak

sekilde bir k, € B, elde edilir. Dolayisiyla

€
Viex (ke (€)(2) A k2 (€) (1) < Viex(9x(€)(2) A g, (e)() + S=fle) +e
saglanir. Boylece her z € X igin k, € B, ve here € E, y € X i¢in

Vzex(kx(e)(2) Ak, (e)(¥)) < f(e)(y) + €

olacak sekilde bir {k, | z € X} ailesi vardir. O halde {B, },cx bir bulanik esnek komsuluk

tabanidir.

N = {N, },ex bir bulanik esnek komsuluk sistemi ve f € FS(X, E) olsun. Her e € E ve

x € X igin
f(@)(®) = Agen, Vyex(F(&)(¥) A g(e) (M)
seklinde bir esitlik tanimlansin. Bu durumda asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 5.5.6. V' = {IV, },ex bir bulanik esnek komsuluk sistemi olsun. Bu takdirde
f — f déniisiimii (BEO1)-(BEO4) kosullarmi saglar. Buradan

v ={f EFSX.E) | f* = [}
ailesi X tizerinde bir bulanik esnek topolojidir.
Ispat. f » f doniisiimiiniin (BEO1)-(BEO4) kosullarini sagladigini gosterelim.

(BEO1) f € FS(X,E) olsun. Her e € E ve x € X i¢in

f(e)(x) = Ngew, Vyex (f () (¥) A g()())

dir. O halde her g € IV, i¢in g(e)(x) = 1 oldugundan f(e)(x) < f(e)(x) elde edilir.

Boylece istenilen f £ f ifadesi saglanir.
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(BEO2) f € FS(X,E) olsun. Her e € E ve x € X i¢in
F()() = Agen,Vyex (@) ¥) A g(e)(¥)
= NgenVyex (Agier, Vaer (F(£)@) A ' ()(2)) A g ()

= Ngen, VyexNgrem, Vzex (f(€)(2) A g'(e)(2) A g(e) (M)

elde edilir. Diger yandan her g € IV, ve her € € I, i¢in her z € X igin h, € IV, ve her
e€E,y€ Xigin

Vyex(he(€) () A hy(€)(2)) < g(e)(2) + €
olacak sekilde bir {h, | z € X} ailesi vardir. Buradan
Vy,zexf(€)(@) Ay (€) () Ahy(€)(2) < Viexf(€)(2) A (Vyexha(e) () ARy (€)(2))
< Vex(f(e)(2) A (g(e)(2) + ©))
< V,ex(f(0) (@) A gle)(@) + €
bulunur. O halde,
F@)() < VyexNgren, Vaex (f (€)(2) A g'(€)(2) A b (€) ()
< VyexVaex (F(€)(2) A by (€)(2) A h(€) (7))
< Voex(f(@)(2) A g(e)(2)) + €
olur. Bu ifade her g € IV, ve her € € I, igin dogru oldugundan
F(@)(®) < Agen, Vaex (F(€) (@) A g(e) (@) = f(e)(x)

dir. Boylece f C f saglanir ve (BEO1) geregince f = f elde edilir.
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(BEO3) f,g € FS(X,E) olsun. Her e € E ve x € X i¢in
(fug)(@®) = Anen; Vyex ((f U 9)(@ () Ah(e)())
= Mnew, (Vyex (F @) AR(©) (D)) V Vyex (9(e)¥) A h(€)(3)))

> AnewsVyex (F(©) (1) AR(€)(M)) V Anen;Vyex (9(€) () A h()(¥))
= fe)(®) v g(e)(x) = (f U §)(e) (x)

elde edilir. Boylece f U g 2 f U § saglanir.

Tersine,

(F U §) (@@ = Awen, (Vyex (F(OG) ARG V Vyex(9(e)3) AR ()()) )

= Anen, Vyex (F@) ) AR(E)3)) V (9(e)3) AR ()(3))

bulunur. i’ = h A A’ € XV, oldugundan

(F U §)(@)(®) = A, Vyex (F U g)() 1) AR ()3)) = (FU g)(e) (x)
elde edilir. Boylece f U g = f U g saglanir.
(BEO4) @ = B oldugu agiktir,

Tamim 5.5.7. Yukarida tanimlanan 7, bulanik esnek topolojisine bir bulanik esnek

komsuluk uzay1 denir.

Teorem 5.5.8. B = {B, },ex ailesi bir ' = {IV, },ex bulanik esnek komsuluk sistemi
icin bir taban ise bu durumda her f € FS(X,E) ve here € E, x € X igin

F(e)(x) = Ayes, Vyex (f() () A gle)())
= NgesyVyex (f(@ () A gle)))

= Agen,Vyex (F(©) ) A g(e) )

olur.
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Ispat. f € FS(X,E) olsun. Her e € E ve x € X i¢in
f@®) = Agen, Vyex(F (@) ) A g(€) ()
dir. B, € B, € B, = N, oldugundan
f@)(x) < AgegVyex(F(@ ) A g(e) () < Agen, Vyex(f() Ag)()) (1)
elde edilir. Benzer sekilde B, € (B,) € B, = N, oldugundan

f@() < AgesyVyex (f(@ ) A g(e)()) < Ages, Vyex (f(D A g )  (2)

olur. Diger yandan her h € IV, ve her € € I, i¢in (b’ — €) E h olacak sekilde bir
h' € B, vardir. O halde

f@)®) = Anen, Vyex (f (@) A h(e)())
> Anes, Vyex (f (@) A (R = €)(e)())
> Anes, Vyex(f(@D AR (e)(y)) — €
elde edilir. Bu ifade her € € I, igin dogru oldugundan

f(e)(x) = /\h/eBxVyeX(f(e)(Y) A h’(e)()’))

saglanir. Boylece (1) ve (2) geregince ispat biter.

5.6. BULANIK ESNEK DUZGUN UZAYLAR

Bu bélimde Lowen anlaminda bir bulanik esnek diizglin uzay tanimlanarak onemli
sonuglar elde edilecektir. Ayrica bu uzaylarin bir bulanik esnek topoloji ve bir bulanik

esnek komsuluk sistemi ile iliskisi incelenecektir.

Tanmm 5.6.1. (i) f € FS(X X X, E) olmak tizere her e € E ve (x,y) € X X X igin

fs(e)(xy) = f(e)(y,x)

olarak tanimlanan f; : E — I**X doniisiimii X X X {izerinde bir bulanik esnek kiimedir.
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(il) f,g € FS(X x X,E) olsun. Bu durumda her e € E ve (x,y) € X X X i¢in

(f e g)(@)(x,y) = Vzex(g(e)(x,2) A f(e)(z,¥))

seklinde tanimlanan f o g : E — I**X doniisiimii X X X {izerinde bir bulanik esnek

kiimedir.

Tamm 5.6.2. Asagidaki aksiyomlar1 saglayan bostan farkli bir U € FS(X X X, E)

ailesine X tizerinde bir bulanik esnek diizgiin yapi1 denir.

(BED1) U, X tizerinde bir doygun bulanik esnek siizgegtir.

(BED2) f € U olmak {izere her e € E ve x € X igin f(e)(x,x) = 1 dir.

(BED3) Her f € U igin f; € U dur.

(BED4) Her f € U ve here € I igin (g o g) E (f + €) olacak sekilde bir g € U vardir.

O halde, (X, U, E) tgliisiine de bir bulanik esnek diizgiin uzay denir.

Ornek 5.6.3. X bostan farkl1 bir kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun. Bu takdirde,
U={f €EFSXXX,E)|here€ Evex € Xicinf(e)(x,x) =1}

ailesi X tizerinde bir bulanik esnek diizgiin yapidir.

(BED1)-(BED3) aksiyomlar1 agik oldugundan sadece (BED4) aksiyomunun saglandigini

gostermek yeterlidir,

(BED4) f € U ve € € I, olsun. Bu durumda her e € E ve (x,y) € X X X igin
fof@xy) = Voex(f(e)x,2) Af(e)(zy) < f(e)(xy) < (f(e)(x,y) +€) Al

oldugundan (f o ) E (f + €) elde edilir.

Tammm 5.6.4. Bostan farkli bir B € FS(X X X,E) alt kiimesi asagidaki kosullari

sagliyorsa B ailesine X iizerinde bir bulanik esnek diizgiin taban denir.
(i) B, X tizerinde bir bulanik esnek siizge¢ tabanidir.

(ii) f € B olmak tizere her e € E ve x € X igin f(e)(x,x) = 1 dir.
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(iii) Her f € Bve her € € I igin g E (f; + €) olacak sekilde bir g € B vardir.
(iv) Her f e Bve her e € I igin (g o g) E (f + €) olacak sekilde bir g € B vardur.

Ornek 5.6.5. X bostan farkl1 bir kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun. € > 0 olmak

tizere here € E ve (x,y) € X X X igin

1 xX=y

fe(@)(x,y) = {ux y-evo, x=y

seklinde bir f; : E — I*>*X bulanik esnek kiimesi tanimlansin. O halde,
B={f.1e >0}
ailesi X tizerinde bir bulanik esnek diizgiin tabandr.

Tamim 5.6.6. (X, U, E) bir bulanik esnek diizgiin uzay ve B € FS(X X X, E) olsun. B, X
lizerinde bir bulanik esnek siizge¢ taban1 ve B = U ise B ailesine U bulanik esnek diizgiin

yapisi i¢in bir taban denir.

Ornek 5.6.7. X bostan farkli bir kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun. Her e € E

ve (x,y) € X X X i¢in

1, x=y
f@@y) =1,
E’ XFYy

olacak sekilde bir bulanik esnek kiime tanimlansin. O halde B = {f} ailesi X {izerindeki

bir bulanik esnek diizgiin yap1 i¢in bir tabandir. Gergekten de,

B nin bir bulanik esnek siizge¢ taban1 oldugu agiktir. Simdi,

F=H=u={g e FSKXxX,E) | Ueer, (f — ) E g}
ailesinin X tizerinde bir bulanik esnek diizgiin yap1 oldugunu gosterelim.

(BED1) U ailesinin X iizerinde bir bulanik esnek silizge¢ oldugunu gérmek kolaydir.
Diger yandan, her § € I, i¢in (g + &) € U olsun. Buradan L., (f —€) E (g +6)

bulunur. Bu ifade her € € I, igin dogru oldugundan f £ (g + &) saglanir. Benzer sekilde
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f E g elde edilir. O halde f € ‘U ve U bir bulanik esnek siizge¢ oldugundan g € U olur.

Boylece U, X lizerinde bir doygun bulanik esnek siizgegtir.

(BED2) ve (BED3) aksiyomlar1 agiktir.

(BED4) g € U ise bu durumda Uce;, (f — €) E g dir. Buradan her € € I, igin
(fef)=fE(@+e

elde edilir. Boylece f € U oldugundan aksiyom saglanir.

Onerme 5.6.8. (1) B X iizerinde bir bulanik esnek diizgiin taban ise B ailesi X iizerinde

bir bulanik esnek diizgiin yapidir.

(2) B ailesi bir U bulanik esnek diizgiin yapisi i¢in bir taban ise B bir bulanik esnek

diizgiin tabandir.

Ispat. (1) B X iizerinde bir bulanik esnek diizgiin taban olsun. B nin (BED1)-(BED4)

aksiyomlarini sagladigini gosterelim.

(BED1) B bir bulanik esnek siizgeg tabani oldugundan Teorem 5.4.2 (iii) geregince B bir

bulanik esnek siizgeg tabanidir ve buradan da B = (B) bir bulanik esnek siizgegtir. Ayrica

Teorem 5.4.2 (viii) ve Teorem 5.4.7 den B = B = B elde edilir. Béylece B bir doygun

bulanik esnek stizgectir.
(BED2) aksiyomu agiktir.

(BED3) f € B ve € €1, olsun. Bu durumda bir h € B igin h E f olur. Buradan
h = Ucey, (he — €) olacak sekilde her € € I igin bir h, € B vardir. Simdi, (he, - g) cf
olacak sekilde bir h., € B alinsin. B bir bulanik esnek diizgiin taban oldugundan

Jer E (he)s + g olacak sekilde bir g,, € B bulunur. Buradan

g & ((he)s +2) E (it ©

elde edilir. Boylece B bir bulanik esnek siizge¢ oldugundan her € € I, igin (f; + €) € B
saglanir. O halde Teorem 5.4.4 den f; € B dur.
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(BED4) f € B ve € €1, olsun. Bu durumda bir h € B igin h E f olur. Buradan

h = Ueer, (he — €) olacak sekilde her € € I, igin bir h, € B vardir. Simdi, (he, - f) Cf

2

olacak sekilde bir h,, € B alinsin. B bir bulanik esnek diizgiin taban oldugundan bir
Jer € Bigin (g © ger) E (her + g) bulunur. Ayrica B € B geregince g., € B saglanr.
O halde

(9er ge) E (her +3) E(F 40

olacak sekilde bir g, € B oldugundan ispat biter.

(2) B nin bir bulanik esnek diizgiin taban oldugunu gostermek i¢in Tanim 5.6.4 deki

kosullarin saglandigini gostermek gerekir.

(1) ve (ii) kosullar1 agiktir.

(iii) f € B ve € € I, olsun. Bu durumda (f + g) € B ve dolayisiyla (fs + g) € B olur,

O halde bir e, € B igin (he, — <) = (f; + ) elde edilir. Boylece he, = (f; + €) olacak

sekilde bir h,, € B saglanir.

(iv) f € B ve € € I, olsun. Bu durumda (f + g) € B = U olur. U nun tanim geregince
(geg) E (f + g) +§ olacak sekilde bir g € B vardir. O halde bir h,, € B icin

(hes =) = g, yani h, £ (g +2) elde edilir. Bu takdirde,

(herohe) E ((g°g) +§) C(f+e)

saglanir. Boylece (hg, © h,,) E (f + €) olacak sekilde bir h,, € B vardur.

Onerme 5.6.9. (X, U, E) bir bulanik esnek diizgiin uzay olsun. Bu takdirde,

B={feU|f=f}

ailesi U bulanik esnek diizgiin yapist i¢in bir tabandr.
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ispat. B# @ ve @ & B oldugu agiktir. Diger yandan f,g € B olsun. Bu durumda
f = f; ve g = gs olur. Buradan (f N g)s = f N g elde edilir. Béylece f N g € B dir.

Simdi, B = U oldugunu gésterelim. f € B olsun. Bu durumda L, (h. — €) & f olacak
sekilde her € € I i¢in bir h, € B vardir. B € U ve U bir doygun bulanik esnek siizgeg
oldugundan Ll.¢;, (he — €) € U ve buradan da f € U saglanur.

Tersine, f € U olsun. (BED3) den f; € U ve dolayisiyla f 1 f; € U olur. O halde
(fnf)s=fnNf; oldugundan f N f; € B bulunur. Ayrica f N f; E f oldugundan
f € (B) saglanir. Boylece Teorem 5.4.2 (i) ve (v) geregince (B) € (B) = B oldugundan
f € B elde edilir.

Tamim 5.6.10. f € FS(X X X,E)ve h € FS(X,E) olsun. Her e € E ve x € X igin
fE@) =f(,x) ve f(h)(e)) = Vyex(h(e)¥) Af(e)y,x))

seklinde tamimlanan f(x): E — IX ve f(h): E - I¥ doniisiimleri X {izerinde bulanik

esnek kiimelerdir.

Lemma 5.6.11. (X, U, E) bir bulanik esnek diizgiin uzay, f,g € U ve h,h' € FS(X,E)

olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler saglanir.
(i) h € f(h).

(i) Her € € I igin (f + €)(h) © f(h) + €.

(iii) fCh U R') = f(h) U f(R').

(iv) f(h) U g(h') 2 (f M g)(h U '),

(V) f{g(h)) = (f = g)(h).

(vi) Her e € E igin Vyex f(h)(e)(x) A R'(€)(x) = Virexfs(h')(e)(x) A h(e)(x).

Ispat. (i) Her e € E ve x € X igin

f{)(e)(x) = Vyex(R(e) () A f(e)(, %)) = h(e)(x)

elde edilir. Boylece f(h) 2 h dir.
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(i) e € I olsun. Her e € E ve x € X igin
(f + e)h)(e)(x) = Vyex(h(@ ) A (f + €)(e) (v, %))
< Vyex(h(e)) +e) A(f(e)(y,x) +¢€)
= (Vyex (h(©) ) A f() 3, 0)) ) +€

= f(h)(e)(x) + €
oldugundan (f + €)(h) E f(h) + € saglanir.

(iii) Her e € E ve x € X i¢in
f(huh)(e)(x) = Vyex((hu k) (e)) A f(e)(y, %))

= Vyex (H(©)0) A F@,0)) v (W() ) A f()(3,1)))

= (Vyex(h(e)(y) A, X))) v (Vyex(h’(e)(y) A, x)))
= f(h)(e)(x) v f(R')(e)(x) = (f(h) U f(R'))(e)(x)
oldugundan istenilen f(h U k') = f(h) Ll (k') ifadesi elde edilir.
(iv) Her e € E ve x € X i¢in
fR () () v gk} e)(x) = Vyexh(e)) A f(e)(y,x) V Vyexh'(€)(¥) A g(e) (v, x)
> Vyex(h(e) (@) VR (e)3) A (f 1 g)(e) (v, x)
= Vyex(hUR)(E)OA(f N g)(e)y, x)

= (f ng)(huh’)(e)(x)

bulunur. O halde f(h) U g(k) 2 (f N g)(h U k') saglanir.
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(v) Her e € E ve x € X i¢in
FLGINE)() = Vyex (9(h))D) A f(€) (3, 1))
= Vyex (Vaex (R(e)(2) A g()(z,))) A f(€)(3,%)

= VyexVzexh(e)(2) A g(e)(z,y) A f(e)(y,x)

bulunur. Diger yandan, her e € E ve x € X icin
(f © )M (e)(x) = Vzex(h(e)(@) A (f 2 g)(e)(z, X))
= Vexh(e)(2) A (Vyex (9(e)(2,y) A f(e)(3,2)))

= VzexVyexh(e)(2) A g(e)(z,y) A f(e)(y, x)
oldugundan ispat biter.
(vi) Her e € E icin
Viexf(R)(e)(x) A h'(e)(x) = Vyex (Vyex(h(e)(y) A f(e)(, x))) A R'(e)(x)
= ViexVyexh(e)(¥) A f(e)(y,x) A h'(e)(x)
= Vyex(Vxexh'(e)(x) A fi(e) (x, ) A h(e) (v)
= Vyexfs(h')()(y) A h(e)(y)
elde edilir.

Teorem 5.6.12. (X, U, E) bir bulanik esnek diizgiin uzay ve h € FS(X, E) olsun.
h = ngu9<h>
olmak iizere h — h déniisiimii (BEO1)-(BEO4) kosullarin saglar. Buradan
14 = {h € FS(X,E) | h¢ = h¢}

ailesi X tizerinde bir bulanik esnek topolojidir.
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Ispat. h — h doniisiimiiniin (BEO1)-(BEO4) kosullarini sagladigimni gosterelim.
(BEO1) Lemma 5.6.11 (i) den h = Mgeug(h) 2 h elde edilir.

(BEO2) g € U ve € € I, olsun. Bu durumda (g’ ° g") & (g + €) olacak sekilde bir

g’ € U vardir. Buradan her e € E ve x € X igin

g(M)(e)(x) = Vyexh(e)(¥) A g(e) (¥, )
> Vyexh(@ @) A ((g' 2 g)(e)(y,x) —€)
= Vyexh(©)¥) A (Vexg' (€)(1,2) A g'(€)(z,x) — €)
= VyexVzexh(€)(¥) A g'(e) (v, 2) A g'(e)(z,x) — €
> V,exd'(€)(2 %) A (AgreuVyexh() ) A " () (v,2)) — €
= V,exd'(€)(z, %) AR(e)(2) — €
= g'(h)(e)(x) —¢€

olur. Dolayistyla

Ageug{hy(@)(x) = Ageug'(R)(e)(x) — €

elde edilir. Bu ifade her € € I igin dogru oldugundan

Ngeug(h)(e)(x) = Agieug'(h)(e)(x)

yani h(e)(x) = i=l(e) (x) bulunur. Béylece h = h saglanir ve (BEO1) geregince h = h

elde edilir.
(BEO3) Her e € E ve x € X igin
(RUR)(e)(x) = Ageug(h U h')(€)(x)
= Ageug(h)(©)(x) v g{h')(e) (x)
2 (Ageug(h)(©) () vV (Ageug(h')(€) ()

= h(e)(x) VI (e)(x) = (h U ) (e)(x)

elde edilir. Boylece h LA’ 2 h U k' saglanir.
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Tersine,
(RuR)(@)@) = (Ageugth¥ (@) (@) V (Agreug'th')(€) (x))
= Aggreu(gih)(©)(x) v g'(h')(e) (x))
bulunur. f = (g N g') € U oldugundan Lemma 5.6.11 (iv) geregince
(RUR) (@) = Areuf(h U R)(e)(x) = (AU ) (e)(x)
elde edilir. Boylece h LI k' 3 h U k' saglanir.
(BEO4) @ = B oldugu agiktir,

Tanim 5.6.13. Yukarida tanimlanan 74 bulanik esnek topolojisine bir bulanik esnek

diizgiin topoloji denir.

Ornek 5.6.14. Ornek 5.6.3 de tanimlanan bulanik esnek diizgiin uzaynimn X iizerinde bir

T = FS(X, E) bulanik esnek topolojisini iirettigi kolayca gosterilir.

Onerme 5.6.15. B ailesi bir U bulanik esnek diizgiin yapisi igin bir taban ise bu
durumda her h € FS(X, E) igin

h = Nyepg(h) = Ngemg¢h) = MNgepg(h)
olur.
Ispat. Teorem 5.5.8 in ispatina benzer sekilde elde edilir.
Teorem 5.6.16. (X, U, E) bir bulanik esnek diizgilin uzay olsun. Her x € X igin
Uy ={fX)| feUW
olmak tizere {U, },ex ailesi bir bulanik esnek komsuluk sistemidir.

Ispat. {U,},ex ailesinin bir bulanik esnek komsuluk sistemi oldugunu gostermek igin

Tanim 5.5.1 deki kosullarin saglandigini gostermek gerekir.

(i) x € X olsun. U, # @ ve @ & U, oldugu agiktrr.
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f(x), g{x) € U, olsun. Budurumda f,g € U olur. O halde f N g € U ve
f{x) 1 gx) = (f N g){x)
oldugundan f(x) N g(x) € U, elde edilir.

f{x) €U, ve f(x) E h olsun. Buradan f € U ve her e € E, y € X i¢in f(e)(y,x) <
h(e)(y) elde edilir. Simdi, bir g € FS(X X X, E) bulanik esnek kiimesi, her e € E ve her
(%1,x2) € X X X i¢in

_ f(e)(xl' x2), X, FX
9(e) (1) = {h(e) o5 N

olarak tanimlansin. Buradan f E g ve dolayisiyla g € U olur. Boylece g(x) =h
oldugundan h € U, elde edilir.

Her e €1, icin (f(x)+¢€) €U, olsun. Her € € I, igin (f(x)+¢€) = (f + €){x)
oldugundan her € € [; i¢in (f + €) € U elde edilir. (BED1) geregince f € U saglanir ve
buradan da f(x) € U, elde edilir. Béylece U, bir doygun bulanik esnek siizgegtir.

(i1) kosulu agiktir.

(il) x € X, f(x) € U, ve € €I, olsun. f € U oldugundan (g g) E (f + €) olacak
sekilde bir g € U vardir. Simdi, her z € X i¢in g(z) € U, olacak sekilde bir
{g(z) | z € X} ailesi alimsin. Her e € E ve y € X igin

Vzex(g(x)(€)(2) A g(z)(e)(¥)) = V,ex(g(e)(z,x) A g(e)(z,y))
=(gog(e)y,x)
<fx) te

= f(x)(e)(y) +e€

elde edilir. Boylece {U, },ex ailesi bir bulanik esnek komsuluk sistemidir.
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5.7. BULANIK ESNEK DUZGUN SUREKLI DONUSUMLER

Bu boliimiin amaci bir bulanik esnek diizgiin siirekli doniisiim kavrami tanimlayarak bu

doniisiim yardimiyla bir bulanik esnek siirekli doniisiim elde etmektir.

Tammm 5.7.1. (X,U,E) ve (Y,V,K) herhangi iki bulanik esnek diizglin uzay ve
oy (X, U,E) > (Y,V,K) bir bulanik esnek doniisiim olsun. Her f €7V igin
(¢ X @)y (g) E f olacak sekilde bir g € U varsa ¢y, bulamk esnek doniisiimiine bir
bulanik esnek diizgiin siirekli dontisim denir (Burada, ¢ X @ : X XX >Y XY
doniisiimii, her (x3,x;) € XXX igin (¢ X @)(x1,%x5) = (0(x1),9(x3)) seklinde

tanimlanir).

Lemma 5.7.2. (X,U,E) ve (Y,V,K) herhangi iki bulanik esnek diizgiin uzay ve
Oy (X,U,E) - (Y,V,K) bir bulanik esnek doniisiim olsun. Py nin bir bulanik esnek
diizgiin siirekli doniisiim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her f €7V igin

(p x (P)J;l (f) € U olmasidir.

Ispat. Tanim 5.7.1 den kolaylikla elde edilir.

Ornek 5.7.3. Ornek 5.6.3 de tanimlanan (X,U, E) bulanik esnek diizglin uzay: alinsin.
Bu durumda ¢@:X—->X ve :E —E herhangi iki donlisim olmak iizere
Yy (X, U,E) = (X, U, E) bulanik esnek doniigtimii bir bulanik esnek diizgiin siirekli

doniisiimdiir.

Teorem 5.7.4. (¢1)y,: (X1, Uy, E1) = (X2, Uy, E3), (92)y,: (X2, Uy, E3) = (X3, Us, E3)

iki bulanik esnek diizgiin siirekli dontisiim olsun. Bu takdirde,
((P1)1p1 ° ((Pz)wz (X1, Uy, Ey) » (X3, Us, E3)
bir bulanik esnek diizgiin siirekli doniigiimdiir.

Ispat. f € U; olsun. Bu durumda Lemma 5.7.2 geregince (¢, X ¢2)y, (f) € U, elde

edilir. Buradan da
_ _ -1
(g1 X ‘P1)¢1((<P2 X ‘Pz)wi(f)) = ((pz 0 91) X (@2 0 ‘P1))¢Zowl(f) €U
saglanir. Boylece (@1)y, © (¢2)y, bir bulanik esnek diizgiin siirekli doniistimdiir.
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Teorem 5.7.5. (X, U, E) ve (Y, "V, K) iki bulanik esnek diizgiin uzay ve B ve C sirasiyla
U ve V igin birer taban olsun. Bu takdirde, ¢y, : (X, U, E) = (Y,V, K) bulanik esnek
doniisiimiiniin bir bulanik esnek diizgiin siirekli doniisiim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

her f € Vvehere € Ii¢in (g — €) E (¢ X ‘P)J;l (f) olacak sekilde bir g € B olmasidir.

Ispat. (=) f € V ve € € I, olsun. Teorem 5.4.6 (i) den (f +§) € V bulunur. Hipotez

geregince
g E@x )t (f+35)=(@x oyl +5

olacak sekilde bir g’ € U = B vardir. Buradan (g — e g’ olacak sekilde bir g € B
2

bulunur. Boylece (g — €) E (¢ X ‘P)J:l (f) olacak sekilde bir g € B elde edilir.

() f €V =C olsun. Bu durumda (f. — €) E f olacak sekilde her € € I, icin bir
fe € C vardir. Hipotezden € € I, olmak tizere (g, — €) E (¢ X (,o)lj,1 (f2) olacak sekilde
bir g. € B elde edilir. Buradan

Ge E(@x @)y (f)+eE (@ x @)y (f +€) +e= (o x)y'(f) + 2¢
olur. Dolayisiyla her € € [ i¢in
(ge —26) E (¢ x 0)3' (f)

olacak sekilde bir g, € B vardir. O halde g = Ll¢g;,(ge — 2€) E (¢ X (,0)17)1 (f) saglanur.
Béylece g € B € B = U oldugundan ispat biter.

Sonug¢ 5.7.6. (X, U,E) ve (Y,V,K) iki bulanik esnek diizgiin uzay olsun. Bu takdirde,
@y + (X, U E) - (Y,V,K) bulanik esnek doniigiimiiniin bir bulanik esnek diizgiin siirekli
doniistim olmasi igin gerek ve yeter kosul her f €V ve her € €[, igin (g —€) E

(p % (p)lj,l (f) olacak sekilde bir g € U olmasidir.

Ispat. Her bulanik esnek diizgiin yap1 kendisi igin bir taban oldugundan Teorem 5.7.5

geregince kolaylikla ispatlanir.
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Teorem 5.7.7. @y, : (X, U, E) = (Y, V,K) bir bulanik esnek diizgiin siirekli doniistiim ise
bu durumda ¢, : (X, 7y, E) = (Y, Ty, K) bir bulanik esnek siirekli doniisiimdiir.

Ispat. Teorem 2.6.6 geregince her h € FS(X, E) i¢in ¢ (h) E @y, (h) oldugu gdsterilirse
ispat biter. h € FS(X,E) olsun. Her k e K ve y € Y icin Y~ 1(k) # @ ve ¢ 1(y) = 0@

olmak iizere
PR Y) = Agevg (@M () B)
= Agev (Vaer 0y (N (0)(2) A g(K)(z,7))
= AgevVaer (Vaep (o) Veey1aoh(€)@) A g()(2,1))
elde edilir. Buradan her e € ¥~1(k) icin

Pp IO = AgevVex (h(©)@) A g(¥()(0(x),7))

saglanir. ¢y, bir bulanik esnek diizgiin siirekli donlsim oldugundan her g € V igin

fE(px (p)lj,l (9) olacak sekilde bir f € U vardir. Diger yandan her x’ € ¢ ~1(y) i¢in

P = AgerVex (h(€) () A g(1(€)) (9 (), p(x)))
> AreuVaex (R(€) (@) A f (&) (x,x))
= h(e)(x")
bulunur. O halde
P B) 2 Vaepi ) Veep-1a (@ (x) = oy (R) () )

oldugundan istenilen @, (h) 2 @y, (E) ifadesi elde edilir.
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6. BULANIK ESNEK YAKINLIK UZAYLAR

Bu boliimde Cetkin ve dig. (2014) tarafindan tanimlanan bulanik esnek yakinlik uzaylar
incelenerck 6nemli sonuglar1 elde edilecektir. Ayrica bulanik esnek yakinlik uzaylar ile
bulanik esnek topolojik uzaylar arasindaki iliski caligilacaktir. Bunun yami sira, bir
bulanik esnek yakinlik komsuluk ve bir bulanik esnek yakinlik doniisiim kavramlari
verilerek ilgili 6zellikleri arastirilacaktir. Daha sonra bir baslangi¢ bulanik esnek yakinlik
tanimlanarak bir ¢arpim bulanik esnek yakinlik elde edilecektir. Son olarak bir bulanik

esnek yigilma kavrami verilerek 6nemli 6zellikleri incelenecektir.

6.1. BULANIK ESNEK YAKINLIK UZAYLAR

Bu boliimde Cetkin ve dig. (2014) tarafindan tanimlanan bulanik esnek yakinlik uzaylari
ile ilgili o6zellikler incelenerek klasik anlamdaki yakinlik uzaylariyla iligkileri elde
edilecektir. Ayrica bulanik esnek yakinlik uzaylar yardimziyla bir bulanik esnek topolojik

uzay tretilecektir.

Tamm 6.1.1. FS(X, E) {lizerindeki bir § ikili bagintis1 asagidaki kosullar1 sagliyorsa bu

bagintiya X iizerinde bir bulanik esnek yakinlik denir.

(BEY1) BéF.

(BEY2) fng # @ ise f&g.

(BEY3) fég ise géf.

(BEY4) f6(g U h) & fb6g veya fSh.

(BEY5) f8g ise f6h ve g6(X — h) olacak sekilde bir h € FS(X, E) vardur.

(Burada, & ile § nin olumsuzu gosterilmektedir. Ayrica (f, g) € § yerine sadelik olmasi
acisindan fdg yazilmigtir) Bu durumda (X, §, E) tgliisiine bir bulanik esnek yakinlik
uzay denir (Cetkin ve dig. 2014).
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Ornek 6.1.2. X bostan farkli bir kiime ve E, X i¢in uygun parametrelerin bir kiimesi olsun.

f,g € FS(X, E) olmak tizere
fégeo f+0Bveg#0
olarak tanimlanan § bagintis1 X iizerinde bir bulanik esnek yakinliktir.

Lemma 6.1.3. §, X iizerinde bir bulanik esnek yakinlik olmak iizere asagidaki 6zellikler

saglanir.

(i) fég, f E hy ve g E h, ise hy6h; olur.

(ii) Her f # @ icin fSf dir.

(iii) f6X olmast i¢in gerek ve yeter kosul f # @ olmasidir.
Ispat. Bulanik esnek yakinlik tanimindan kolaylikla elde edilir.

Teorem 6.1.4. (X,8) Kklasik anlamda bir yakinlik uzay olsun. Asagidaki sekilde

tanimlanan &' ikili bagintis1 X iizerinde bir bulanik esnek yakiliktir.

f,g € FS(X,E) olsun. f&'g olmasi igin gerek ve yeter kosul f = ¥z, g E X5 Ve A6B

olacak sekilde X in A ve B alt kiimeleri vardir.
Ispat. 6° nin (BEY1)-(BEYS) aksiyomlarin1 sagladigimi gosterelim.
(BEY1) @ C ¥g, f E Xx Ve @6X oldugundan @5'f elde edilir.

(BEY2) f&'g olsun. Bu durumda f E ¥,, g E ¥z Ve ASB olacak sekilde X in A ve B alt
kiimeleri vardir. A§B oldugundan AN B =@ ve dolayisiyla ¥z M ¥z = @ bulunur.

Boylece f M g = @ saglanur.
(BEY3) A5 B iken BSA oldugundan agiktir.

(BEY4) f&6'(g U h) ise f8'g ve f8h oldugu kolaylikla gériiliir. Simdi f8'g ve f&'h
oldugunu kabul edelim. Buradan f E ¥z, g £ X5 Ve ASB olacak sekilde X in A ve B alt
kiimeleri vardir. Benzer sekilde f C ¥z, h € ¥p ve C8D olacak sekilde X in C ve D alt
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kiimeleri vardir. O halde f E X¥ane, 9 Uh E Xz0p Ve (AN C)S6(B U D) oldugundan
f8(g U h) elde edilir.

(BEY5) f &g olsun. Bu durumda f £ ¥,, g E ¥z Ve ASB olacak sekilde X in A ve B alt
kiimeleri vardir. ASB oldugundan en az bir C € X alt kiimesi i¢in ASC ve
B&(X — C) saglanir. Buradan f&'y¢ ve g&! ()? - )’(‘E) olacak sekilde bir y bulanik esnek

kiimesi vardr.

Teorem 6.1.5. (X, %, E) bir bulanik esnek yakinlik uzay olsun.

(i) 6* = 6* olacak sekilde X iizerinde klasik anlamda bir § yakinlik vardir.

(ii) f6*g ise f E X¥a, g E X5 V€ Xa0" X5 olacak sekilde X in A ve B alt kiimeleri vardir.
(i) A6B © x,6" xp ikili bagitis1 X tizerinde klasik anlamda bir yakinliktir.

O halde (i) ve (i1) kosullar1 denktir ve (iii) yi gerektirir.

Ispat. (i) = (ii) agiktur.

(i) = (iii) ¢ ikili bagintist igin (Y1), (Y2), (Y3) ve (Y4) aksiyomlarinin saglandigi agiktir.

(Y5) X in A ve B alt kiimeleri i¢in ASB olsun. ¥,6*¥p oldugundan ¥,0*f ve
250*(X — f) olacak sekilde bir f € FS(X,E) vardir. Hipotezden ¥1 E ¥z, f E ¥p,
X5 E Xe, X =) E Xn» Xe0*Xp Ve ¥e0*Xn bulunur. Béylece ¥26*¥p ve dolayisiyla
ASD elde edilir. Benzer sekilde )’(Eﬁ){fx‘_{)) ve buradan da BS(X — D) elde edilir.

O halde (Y5) aksiyomu saglanir.
(if) = (i) X in kuvvet kiimesi tizerinde asagidaki gibi bir § ikili bagintis1 tanimlansin.
A6B & ¥.6%X%.

& nin X iizerinde klasik anlamda bir yakinlik oldugunu biliyoruz. O halde §* = §* oldugu
gosterilirse ispat biter. f6*g olsun. Hipotezden f E ¥, g E ¥5 Ve X¥a0°Xx5 olacak
sekilde X in A ve B alt kiimeleri vardir. ¥,6* 5 oldugundan ASB ve dolayisiyla f8ig
saglanir. Tersine f&8'g oldugunu kabul edelim. §' nin tammindan f E ¥,, g E ¥5 Ve
ASB olacak sekilde X in A ve B alt kiimeleri vardir. Boylece ¥46* 15 Ve buradan da f6*g

elde edilir.
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(X, 8, E) bir bulanik esnek yakinlik uzay ve f € FS(X, E) olsun.
f=X-U{g €FS(X,E) | fég}
seklinde bir esitlik tanimlansin. Bu durumda asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 6.1.6. (X,5,E) bir bulanmk esnek yakinlik uzay olsun. Bu takdirde f — f
doniisimii (BEO1)-(BEO4) kosullarini saglar. Buradan

©(8) ={f EFSX,E) | f* = [}
ailesi X tizerinde bir bulanik esnek topolojidir.
Ispat. f » f doniisiimiiniin (BEO1)-(BEO4) kosullarmni sagladigini gosterelim.

(BEO1) f # @ oldugunu kabul edelim. g&f olacak sekilde bir g € FS(X, E) alinsin.
(BEY2) den g f = @ dir. O halde her e € E ve x € X i¢in ya g(e)(x) = 0 ya da
f(e)(x) =0 olur. Buna gére g(e)(x) <1 — f(e)(x) ve buradan da V z,g(e)(x) <
1 — f(e)(x) saglanir. Sonug olarak

fe)(x) £1—-Vgzrg(e)(x) = f(e)(x)
elde edilir.

(BEO2) Bunun igin

96f & géf

oldugunu gostermek yeterlidir. Gerek kosul Lemma 6.1.3 den agiktir. Yeter kosul icin
gdf olsun. géf oldugunu kabul edelim. (BEYS5) den g&h ve f6(X — h) olacak sekilde
bir h € FS(X,E) vardir. g6h ve g8f oldugundan en az bir e €E ve x € X icin
h(e)(x) < f(e)(x) elde edilir. Simdi, h(e)(x) < a < f(e)(x) olacak sekilde bir a
sayist secilsin ve e,i1-« € FS(X,E) tanimlansm. 1 —a <1 — h(e)(x) oldugundan
e,1-a © (X — h) saglanir. Ayrica e,1-a8f dir, aksi halde f(e)(x) <1—-(1—a)=a
olurdu. Béylece e,1-a8f Ve e,1-a E (X — h) oldugundan (X — h)&f celiskisi elde edilir.

(BEO3) flUg 2 fuUg oldugu aciktir. Tersine f U g(e)(x) > f(e)(x) Vv g(e)(x)
olacak sekilde bir e € E ve x € X oldugunu kabul edelim.
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fuge > f(e)x)Vvgle)x) +e

a

saglayan bir € > 0 alinsin. Simdi, f(e)(x) = g(e)(x) (benzer sekilde g(e)(x) >

f(e)(x) durumu da alinabilir) olsun. Bu takdirde,

fe)(x)=1-V{h(e)(x) |hdf}<a—¢€

oldugundan bir h € FS(X, E) i¢in hdf ve 1 — h(e)(x) < a — € olur. Bunun yan1 sira
1—h(e)(x) = fe)(x) = g(e)(x) > g(e)(x) —g

esitsizliginden 1 — h(e)(x) + g > g(e)(x) bulunur. g(e)(x) =1 — V{h'(e)(x) | h'6g}
saglandigindan h'§g ve h(e)(x) — g < h'(e)(x) olacak sekilde bir h' € FS(X, E) vardir.
Ayrica (h 1 R")Sf ve (h N h')&g oldugundan (h N h)S(f U g) elde edilir. (BEY2) den

fugle)x) <1-(hnh)e)(x)

bulunur. Diger yandan h(e)(x) — g < (k' h)(e)(x) saglandigindan asagidaki ifade

elde edilir:

€ €
—_—=q— -

a=FUge)x) <1—-hnh)e)) <1-h)k) +§ <a-e+: -

Elde edilen bu geliski (BEO3) kosulunun saglandigini1 gosterir.

(BEO4) 35X oldugundan @ = @ elde edilir.

Ornek 6.1.7. Ornek 6.1.2 de tanimlanan bulanik esnek yakinlik uzaymin X iizerinde bir

T = {@, X} bulanik esnek topolojisini iirettigi kolayca gosterilir.

Teorem 6.1.8. (X,d,E) bir bulanik esnek yakinlik uzay ve A € X olsun. Her
f,9 € FS(AE) icin

foag < fég
seklinde tanimlanan &, ikili bagintis1 A lizerinde bir bulanik esnek yakinliktir.

Ispat. 5, icin (BEY1), (BEY2), (BEY3) ve (BEY4) aksiyomlarinin saglandig agiktir.
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(BEY5) f 8,9 olsun. Budurumda f &g olur. & bir bulanik esnek yakinlik oldugundan f&h
ve g& (X' — h) olacak sekilde bir h € FS(X, E) vardir.

(hngnch ve (R—h)ngs)e(X-h)
oldugundan f8(h 1 7z) ve g8 (X — h) N 7z ) saglanir. O halde
xan(X—-h)=xa—(hnxa)
oldugundan tanim geregi fS,(h M xz) Ve g6, (xa — (h 1 xz)) elde edilir.

Tamim 6.1.9. Yukarida olusturulan A {izerindeki &, bulanik esnek yakinlik yapisina § ile

tiretilen bulanik esnek yakinlik denir.

6.2. BULANIK ESNEK YAKINLIK KOMSULUKLAR VE BULANIK ESNEK
YAKINLIK DONUSUMLER

Bu boliimde bir bulanik esnek yakinlik komguluk kavrami tanimlanarak bulanik esnek
yakinlik yapilariyla iliskileri incelenecektir. Ayrica bir bulanik esnek yakinlik doniisiim
tanim1 verilecek ve bu donilisim yardimiyla bir bulanik esnek siirekli doniisiim elde

edilecektir.

Tanmm 6.2.1. (X,6,E) bir bulanik esnek yakinlik uzay ve f,g € FS(X,E) olsun.
f8(X — g) ise g bulanik esnek kiimesine f nin bir bulanik esnek yakimlik komsulugu

denir ve bu durum f € g notasyonu ile gosterilir.

Teorem 6.2.2. (X,6,E) bir bulanik esnek yakinlik uzay olmak iizere € bagintisi

asagidaki ozellikleri saglar.

(YK1) @ e f.

(YK2) fegise (X—g) e X —[).
(YK3) f egise fng¢=0a.

(YKd) fe(gnh)e fegvef €h.
(YKE)fEgehCh'isef €h'.

(YKG) f € gise f € h € g olacak sekilde bir h € FS(X, E) vardir.
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Ispat. (YK1) 6zelligi agiktir.

(YK2) f € g ise f6(X — g) dir. (BEY3) den (X — g)4f, yani (X — g) € (X — f) elde

edilir.
(YK3) f € g olsun. O halde (BEY2) den f N g€ = @ bulunur.
(YK4) fe(gnh) e f6(gNh) =g°Uh‘ o fég°ve f6h° & f e gvef Eh.

(YK5) f @K ise f6(X —h') elde edilir. f =g ve (X —h") E (X —h) oldugundan
g6(X — h) saglanir. Bu ise g € h celiskisine neden olur (Burada € ile € nin olumsuzu

gosterilmektedir).

(YK6) f € g olsun. Bu takdirde f5(X — g) ve dolayisiyla (BEY5) den en az bir
h € FS(X,E) igin f6(X — h) ve h5(X — g) bulunur. Buradan f € h € g elde edilir.

Teorem 6.2.3. (X, 6, E) bir bulanik esnek yakinlik uzay ve f,g € FS(X, E) olsun. Bu

durumda asagidaki 6zellikler saglanir.
()fegefeg
(i) f € gise f E h E g olacak sekilde bir h € 7(§) vardr.

(iii) f8g ise f € hy, g € h, Ve h,;6h, olacak sekilde h; ve h, bulanik esnek kiimeleri

vardir.

Ispat. (i) g6f © g6&f ozelliginden agiktir.

(ii) f € g olsun. O halde f§(X — g) ve buradan
X-g=X-U|&X-gShycX~f

elde edilir. h = X — (X — g) alinsin. Dolayistyla

olur. Boylece h € t(6) ve f E h £ g saglanir.
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(iii) f8g ise (BEY5) den f&h, ve g6(X — h,) olacak sekilde bir h, € FS(X, E) vardur.
h,8f oldugundan bir h; € FS(X,E) icin h,6h; ve f&(X — h,) elde edilir. Buradan

f € hy, g € hy ve hy8h, olacak sekilde h; ve h, bulanik esnek kiimeleri bulunur.

Teorem 6.2.4. FS(X,E) iizerinde (YK1)-(YK6) 6zelliklerini saglayan bir € bagintisi

verilsin. Bu takdirde, X {izerinde asagidaki gibi bir § bulanik esnek yakinlik vardir.
fég = fe(X-g)

Ayrica, bu bulanik esnek yakinlik yapisina gore g bulanik esnek kiimesinin f nin bir

bulanik esnek yakinlik komsulugu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f € g olmasidir.
Ispat. Oncelikle § nin X iizerinde bir bulanik esnek yakinlik oldugunu gésterelim.
(BEY1) f € FS(X,E) olsun. (YK1) den @ € (X — f) ve buradan da @& elde edilir.
(BEY2) fég olsun. O halde f € g€ ve (YK3) den

fng=fngH)==0
bulunur.

(BEY3) f&g ise f € g¢ olur. (YK2) dzelligi geregince g € f¢ ve dolayisiyla g&f

saglanir.
(BEY4) fS(guh)e fe(guh)f=g°nNh°e fegvef € h® o fdgvefSh.

(BEY5) f&g olsun. Bu takdirde f € (X — g) dir. (YK6) dan f € h € (X — g) olacak
sekilde bir h € FS(X, E) vardir. Boylece f5(X — h) ve h8 g elde edilir.

O halde §, X iizerinde bir bulanik esnek yakinliktir. Ayrica, bulanik esnek yakinlik
komsuluk tanimindan, g bulanik esnek kiimesinin f nin bir bulanik esnek yakinlik

komsulugu olmas1 igin gerek ve yeter kosulun f € g olmasi gerektigi kolayca goriiliir.

Teorem 6.2.5. (X, §, E) bir bulanik esnek yakinlik uzay ve f € FS(X, E) ise bu durumda

f=N{glfeg}

esitligi saglanir.
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Ispat. f € g olacak sekilde bir g € FS(X,E) almsin. Buradan f € g ve (YK3) den
f E g elde edilir. Boylece

fEMg|f eg}

bulunur. Esitligin tersini gostermek icin A{g(e)(x) | f € g} > f(e)(x) olacak sekilde
bir e € E ve x € X oldugunu kabul edelim. A{g(e)(x) | f € g} = a olsun. Bu durumda

fe)(x) =1-V{r(e)(x) | f6h} <a—¢

olacak sekilde bir € > 0 vardir. Bu takdirde en az bir h € FS(X,E) icin féh ve
1—h(e)(x) <a—e€ saglanrr. f6h oldugundan f € (X —h) ve buradan da
M{g | f € g} E (X — h) elde edilir. Bu ise

a=MNMgle)x)|fegl<1l-h(e)x)<a-—ce
celiskisine neden olur.

Tanmm 6.2.6. (X,d,,E) ve (Y,d,,K) herhangi iki bulanik esnek yakinlik uzay ve
@y (X,61,E) = (Y, 6, K) bir bulanik esnek doniisiim olsun. Her f, g € FS(X, E) igin

f619 = ¢y (f)2004(9)

saglaniyorsa ¢, bulanik esnek doniisiimiine bir bulanik esnek yakinlik doniigiim denir

(Cetkin ve dig. 2014).

Onerme 6.2.7. (X,68,,E) ve (Y, 8,, K) herhangi iki bulanik esnek yakinlik uzay olsun.
Bir ¢y : (X,6,,E) = (Y, 8;, K) bulanik esnek doniisiimiiniin bir bulamk esnek yakinlk

doniisiim olmasi igin gerek ve yeter kosul her hy,h, € FS(Y,K) icin h;6,h, iken
(,017)1 (hl)g—l(pgjl(h@) (Veya hl @2 hz |ken §017)1 (hl) @1 (plzl(hz)) OlmaSIdlr.

Ispat. Tamim 6.2.6 dan kolaylikla elde edilir.

Onerme 6.2.8. iki bulanik esnek yakinlik doniisiimiin bileskesi bir bulanik esnek yakilik

doniigiimdiir.

Ispat. Tanim 6.2.6 dan agiktir.
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Teorem 6.2.9. Bir ¢y : (X,6;,E) = (Y,6;,K) bulanik esnek yakinlhik doniisiimii bir

bulanik esnek siirekli doniistimdiir.

Ispat. f € 7(8,) olsun. hé, (Y — f) olacak sekilde bir h € FS(Y, K) alinsin. Hipotezden,
<plj,1 (h)(Y_l()? — (,ol],1 (f)) olur. (BEY?2) aksiyomu geregince

X—o' (NEX-95'(h)
olur. Bu takdirde her e € E ve x € X icin
K=o (M) < (X -3 ()
= 1- h(W(e)(P(x))
= (Y = )@ () (e())
elde edilir. Buradan
F= 03" (D)@ = (Miszr-p (T = ) WD @)
= (T - H)W(e)(e()
= (Y = /)@@ ()
=1- ;' (N
= (£ -03'(N) (@@

ifadesi saglanir. Boylece X — ¢ (f) E X — ¢3! (f) oldugundan ¢y (f) € 7(8,) elde
edilir. O halde ¢, bulanik esnek yakinlik doéniisiimii bir bulanik esnek siirekli

doniisiimdiir.
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6.3. BASLANGIC BULANIK ESNEK YAKINLIK YAPISI

Bu boliimiin amact baslangic bulanik esnek yakinlik yapisinin varligini arastirmak ve

bundan faydalanarak bir ¢carpim bulanik esnek yakinlik tanimlamaktir.

Tanmim 6.3.1. §; ve §,, X iizerinde iki bulanik esnek yakinlik olsun. Her f,g € FS(X, E)
icin f6,9g iken f&;g oluyorsa §,, §; den daha incedir (veya &;, 6, den daha kabadir)

denir ve bu durum &; < &, seklinde gosterilir.

Tamim 6.3.2. X bostan farkli bir kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olmak {izere
{(Xa 60, Eq) | @ € A} bulanik esnek yakinlik uzaylarin bir ailesi ve her a € A igin
(Py)a i FS(X,E) > (Xq, 64, Eq) bir bulanik esnek donilisim olsun. Her a € A i¢in
(Py)a i (X,8,E) = (Xq, 64, Eq) doniistimlerini bulanik esnek yakinlik doniisiim yapan
X lizerindeki en kaba § bulanik esnek yakinlik yapisina bir baslangi¢ bulanik esnek
yakinlik denir.

Asagidaki teorem bir baglangic bulanik esnek yakinlik yapisinin varligini gosterir.

Teorem 6.3.3. X bostan farkli bir kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olmak iizere
{(Xg, 04, Ey) | @ € A} bulanik esnek yakinlik uzaylarin bir ailesi ve her a € A igin
(Py)a i FS(X,E) > (Xq, 64, Eq) bir bulanik esnek dontistim olsun. Asagidaki sekilde

tanimlanan § ikili bagintis1 X lizerinde bir baslangi¢ bulanik esnek yakinliktir.

f,9 € FS(X,E) olsun. f&g olmasi igin gerek ve yeter kosul f = LIi_, f; ve g = LIIZ, g;
olmak tizere her {f; |i = 1, ...,n} ve {gj |j=1, ...,m} sonlu aileleri i¢in her a € A igin

((pd,)a( )04 ((pw)a( gj) olacak sekilde en az bir f; ve g; bulanik esnek kiimeleri vardir.

Ispat. Oncelikle 5 nin X iizerinde bir bulanik esnek yakinlik oldugunu gosterelim.
(BEY1) aksiyomu agiktir.

(BEY2) fb5g olsun. Bu durumda i=1,..,n ve j=1,..,m olmak iizere bir
a = s;j € 4igin ((pw)a(ﬁ)d—a(ww)a(gj) olacak sekilde sirasiyla f ve g nin f = Li-, f;

veg = IJ]-";1 g; sonlu ortiileri vardir. Buradan

(04), Wiz f) 1 (0y) (UL1g;) = (94) () 1 (0y), (9) =0

elde edilir. Béylece f M g = @ saglanr.
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(BEY3) Her bir a € A i¢in §, bir bulanik esnek yakinlik oldugundan agiktir.

(BEY4) f&g olsun. Buradan her h 3 g i¢in f&h oldugu kolayca goriiliir. O halde f&g
veya fSh iken f8(g U h) saglanir. Tersine, f6g ve f&h oldugunu kabul edelim. Bu
durumda i=1,..,n ve j=1,..,m olmak iizere bir a= s;j €4 igin
((pw)a(fi)a(gow)a(gj) olacak sekilde sirastyla f ve g nin f = LIi_,f; ve g = UL, g;
sonlu oOrtiileri vardir. Benzer sekildep = 1, ...,qvej =m + 1, ..., m + [ olmak iizere bir
a=t, €4 igin (‘Pw)a(kp)S_a(‘Pw)a(gj) olacak sekilde sirasiyla f ve h nin

f= ng=1kp ve h = LI]-";J,’,ng ; sonlu ortiileri vardir. Bu takdirde,

{fi Nky|li=1,..,m;p= 1,...,q} ve {gj |j = 1,...,m+l}

sirastyla f ve gUh nin sonlu ortileridir. Boylece a =s;; veya a =t,; i¢in

(0y) (fi M kp)8a(0y)_(9)) oldugundan f5(g U k) elde edilir.

(BEY5) f6g ve her h € FS(X, E) igin ya f6h ya da g&(X — h) kosullarini saglayan tiim
(f,g) € FS(X,E) X FS(X, E) ikililerin kiimesi £ olsun. (BEYS5) aksiyomunu saglamak
icin (2 kiimesinin bos oldugunu gostermek yeterlidir. (f, g) € {2 oldugunu kabul edelim.
Bu durumda her a €4 igin (¢¢)a(f)6a ((p¢)a(g) olur. Gergekten de bir

P .. -1 ., . o
h' € FS(X4, E,) i¢in h = (¢¢)a (h") olsun. féh ise ((p¢)a(f)6a(g0¢)a(h) saglanir.
(‘Pw)a(h) E h' oldugundan (¢¢)a(f)6ah’ bulunur. Benzer sekilde g&(X — h) ise

(<p¢)a(g)5a()?; —h') olur. &,, X, tzerinde bir bulanik esnek yakinlik oldugundan

(0y) (N8a(py) (g9) elde edilir. Aynca, (f,g) €2 oldugundan her (i) €
{1,...,n} x {1, ...,m} igin ((pw)a(ﬂ)a((pw)a(gj) kosulunu saglayan bir a € 4 olacak
sekilde n,m € N dogal sayilari ve f =L f;, g=L1,;g; sonlu ortiileri vardur.
[l =n+ molsun. Burada [ > 2 oldugunu gormek kolaydir. O halde her (f, g) € 2 igin
boyle bir [ € N dogal sayisi bulunabilir. 2 nin elemanlarina kars1 gelen bu sekildeki tim
dogal sayilarin kiimesi x olsun. Simdi, x daki en kiiglik [ dogal sayisina karsi gelen bir
(f,g) €2 almsm. Bu takdirde her (i,j)€{1,..,n}x{1,..,m} igin
((pw)a(fi)a(gow)a(g ;) kosulunu saglayan bir a € 4 olacak sekilde [ = n +m dogal

sayist ve f = LIiL, f;, g = LjZ;g; sonlu ortiileri vardir. n > 1 oldugunu diisiinelim ve
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f'=fiu..Uf,_; olarak tanmimlayalim. Bu durumda asagidaki kosullardan birisi

dogrudur:
(i) Her h € FS(X,E) icin ya f'Sh yada g6(X — h) olur.
(ii) Her h € FS(X,E) igin ya f,6h yada g&(X — h) olur.

Gergekten de ne (i) ne de (ii) saglansm. O halde f'Shy, g6(X —hy) ve f,6h,,
g6(X —hy) olacak sekilde hy,h, € FS(X,E) bulamk esnek kiimeleri vardir.
h = hy N hy alimirsa f8h ve g§(X — h) elde edilir. Bu ise (f, g) € £ olmasi ile celisir.

(i) nin saglandigin1 kabul edelim. f' E f ve f&g oldugundan f'Sg dir. (i) kosulu
geregince (f', g) € 2 elde edilir. Bu durumda (n — 1) + m = [ — 1 € k oldugundan bir
celiski elde edilir. Benzer sekilde (ii) kosulu saglanirsa da bir ¢eliski bulunur. Boylece Q

kiimesi bostur. Sonug olarak §, X tizerinde bir bulanik esnek yakinliktir.

Her a € 4 icin (@y)q i (X,68,E) > (X4, 64, Eq) dOniigtimlerinin bir bulanik esnek
yakinlik dontistim oldugu kolaylikla goriiliir.

Son olarak 6%, X tizerinde tim (@ )g : (X, 6%, E) = (Xg, 84, Eq) doniisiimlerini bulanik
esnek yakinlik doniisiim yapan bagka bir bulanik esnek yakinlik olsun. § < §* oldugu
gosterilirse ispat biter. Bunun igin f§*g olsun. f ve g bulanik esnek kiimelerin sirasiyla
f = Ui=1fi ve g = LjZ,g; sonlu ortiileri olsun. (BEY4) den f;6"g olacak sekilde bir
[ € {1, ...,n} vardir. Benzer sekilde f;6”g; olacak sekilde bir j € {1, ..., m} bulunur. Her
a €4 igin  (@y), bir bulanik esnek yakinhk doniigim  oldugundan

((pw)a(ﬂ)6a(<p¢)a(gj) elde edilir. Boylece fdg saglanir.

Teorem 6.3.4. Bir ¢y, : (Y,6%,K) — (X, 6, E) bulanik esnek doniisiimiiniin bir bulanik

esnek yakinlik doniisiim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her @ € A i¢in
(‘Pw)a ° Pyt (Y,6",K) » (Xa, 60, Eq)
bulanik esnek doniisiimiiniin bir bulanik esnek yakinlik doniisiim olmasidir.

Ispat. (=) Bulanik esnek yakinlik doniisiim tanimindan agiktir.
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(&) Her a € Aigin (@) q © @ bir bulanik esnek yakinlik doniisiim ve f6* g olsun. Bu
durumda ¢y, (f) = L., f; ve @y (g) = L%, g; olmak iizere

fEULi0p"(f), 9 E U0, (g)

elde edilir. f6* g oldugundan (BEY4) geregince (plj,l(fi)S *(plj,l(g ;) olacak sekilde en az
biri € {1,...,n} vej € {1, ...,m} vardir. O halde

(0p)_ ° Py o 93" (F) E (99) (D
(p),, ° 0w 0y’ (9)) E (04),(9))

oldugundan her a € A igin (¢¢)a(ﬁ)6a(gﬂ¢)a(gj) bulunur. Boylece ¢y (f)8¢y(9)

saglanir.

Tammm 6.3.5. {(X,, 04, E,) | @ € A} bulanik esnek yakinlik uzaylarin bir ailesi ve
X = [laea Xas E = [laen Eq kartezyen garpim kiimeleri olsun. Her a € A igin (Px.)az,

bulanik esnek izdiisiim doniisiimleri yardimiyla tretilen X tizerindeki & = [[en Oy

baslangi¢ bulanik esnek yakinlik yapisina bir ¢arpim bulanik esnek yakinlik denir.
Asagidaki sonuglar Teorem 6.3.3 ve Teorem 6.3.4 den kolaylikla elde edilir.

Sonu¢ 6.3.6. {(X,, 04 E,) | @ € A} bulanik esnek yakinlik uzaylarin bir ailesi,
X =1lgeaXsr E =1lgernE, kartezyen carpim kiimeleri ve her a € A igin

(an)an bir bulanik esnek izdiisim donlisimi olsun. Asagidaki sekilde tanimlanan

6 = [laen 64 ikili bagmtis1 X tizerinde bir ¢arpim bulanik esnek yakinliktir.

f,g EFS(X,E) olsun. f&g olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f =L, f; ve
g = LjZ,g; olmak iizere her {f; | i = 1, ...,n} ve {gj [j=1, ...,m} sonlu aileleri i¢in her
a € A igin (an)an (fi)bq (an)an (g;) olacak sekilde en az bir f; ve g; bulanik esnek

kiimeleri vardir.

Sonug 6.3.7. Bir ¢y, : (Y,6%,K) — (X,4,E) bulamk esnek doniisiimiiniin bir bulanik
esnek yakinlik dontisiim olmasi igin gerek ve yeter kosul her a € A i¢in (px_)q 5, ° Pyt

(Y,6",K) » (X,,8,,E,) bulanik esnek doniisimiiniin bir bulanik esnek yakinlik

donilisiim olmasidir.
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6.4. BULANIK ESNEK YIGILMALAR

Bu boliimde bir bulanik esnek yigilma kavrami tanimlanacak ve 6nemli sonuclari elde
edilecektir. Ayrica bulanik esnek yigilma kavraminin ultra bulanik esnek siizge¢ ve

bulanik esnek yakinlik yapilariyla arasindaki iliskileri arastirilacaktir.

Tamim 6.4.1. (X, §, E) bir bulanik esnek yakinlik uzay ve o € FS(X, E) olsun. Asagidaki

kosullar saglanirsa o ya X iizerinde bir bulanik esnek yigilma denir.
(Cl)f,geaisefdg.
(C2)Her g e o igin fég ise f € 0.

(C3)fugeoisef eaveyag € o.

Ornek 6.4.2. (X, 8, E) bir bulanik esnek yakinlik uzay ve A € (0, %) olmak iizere e,2 € X

olsun. Bu durumda
Oe , = {f e FSX,E) | f(e)(x) > A}
bir bulanik esnek yi1gilmadir.

(C1) f,g€o,, olsun. f(e)(x) >2 ve g(e)(x)>2 oldugundan fng=+® ve

dolayisiyla f&g elde edilir.

(C2) Her g € 0, , i¢in f&g olsun. Buna gore f8g olacak sekilde bir g € FS(X,E)

bulanik esnek kiimesi varsa g € g, ,, yani g(e)(x) < 4 olur. Buradan
fle)x) =1-V{gle)x) | fég}=1-21>2
ifadesi saglanir. Boylece f € o, , elde edilir.

(C3) fugeo,, ise (fug)(e)(x) > 2 bulunur. O halde f(e)(x) > veya

g(e)(x) > Aveburadanda f € o, , veya g € g, , elde edilir.
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Lemma 6.4.3. (X, §, E) bir bulanik esnek yakinlik uzay olsun. Bu takdirde,

(1) o, € 0, olacak sekilde X {izerinde g, ve o, bulanik esnek yigilmalar1 varsa o; = o,

dir.

(2) o bir bulanik esnek yi1gilma olsun.

(i)feo vefEfisef; €Eo.

(i@ goveX€o.

(iii) f € o olmas: icin gerek ve yeter kosul f € o olmasidur,

ispat. (1) f € o, olsun. Buna gére (C1) geregince her g € o, i¢in f8g olur. o; € o,
oldugundan her g € a; i¢in f&g elde edilir. O halde (C2) den f € o dir.

(2) (1) f € o oldugundan her g € ¢ igin f&g saglanir. Bdylece her g € o i¢in f;5g ve
dolayisiyla f; € o elde edilir.

(i1) (C1) ve (C2) kosullarindan agiktir.
(i) f8g iken f8g oldugundan (C2) geregince kolayca goriiliir.

Teorem 6.4.4. (X, 6, E) bir bulanik esnek yakinlik uzay olsun ve ¢ € FS(X, E) asagidaki

kosullar1 saglasin.

()@ ¢ o.

(ilfeEoce feo.
(iifugeoe feaveyag € .

fo € oolsun. Budurumda f, € F c o olacak sekilde X tizerinde bir F ultra bulanik esnek

stizge¢ vardir.

Ispat. Q, asagidaki iki 6zelligi saglayan tim w c FS(X, E) alt kiimelerinden olusan bir
kiimeyi gostersin.
1) fo € w.

@ fi, . fmEwisefin..Nf, €Eo.
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Zorn Lemma dan Q nin bir w, maksimal elemani vardir. f, € w, € ¢ oldugu kolaylikla

goriiliir. Simdi w ailesinin X tizerinde bir bulanik esnek siizge¢ oldugunu gosterelim.
(S1) kosulu agiktir.

(S2) fi, f> € wg olsun. Budurumda f; M f, € g olur. wy U {f; N £,} € Q oldugundan w,

1 maksimalligi geregince f; M f, € w, elde edilir.

(S3) f € wy ve f E g olsun. Buradan g = (g U f) € o olur. Boylece wy U {g} € Q

oldugundan g € w, saglanir.

O halde wg, X tizerinde bir bulanik esnek siizgegtir. Teorem 5.3.2 den w, ailesini i¢eren
X lizerinde bir F ultra bulanik esnek siizge¢ vardir. Bu durumda F C o oldugu gosterilirse

ispat biter. f € F ve f & o olacak sekilde bir f € FS(X,E) bulanik esnek kiimesi
oldugunu kabul edelim. (i) den f & o olur. Diger yandan f € F ve fn (X —f) =0
oldugundan Teorem 5.3.4 (i) geregince (X — f) & F ve buradan da (X — f) € w, elde
edilir. X = fu ()? —f)€o ve f ¢ o oldugundan (X — f) € ¢ bulunur. Simdi, her
h € wy icin ()? = f) M h € o oldugunu kabul edelim. w, bir bulanik esnek siizge¢
oldugundan hy,...,h, € w, ise hy N ..Mh, € w, ve dolayisiyla ()? — f) Mhy M
..M h, € o saglanir. Bu durumda w, U {)? — f} € 0 elde edilir. Bu ise ()? —f) € w,
celiskisine neden olur. O halde ()? — f) M h & o olacak sekilde en az bir h € w, vardr.
Ayrica f € o ve (f N k) E f oldugundan (f N h) & o dir. Boylece (iii) geregince

hz)?rlhz(fu()?—f))nhz(fﬂh)u(()?—f)ﬂh)ea
bulunur. Elde edilen bu ¢eligki ise ispat1 tamamlar.

Teorem 6.4.5. (X, 6, E) bir bulanik esnek yakinlik uzay ve ¢ < FS(X,E) olsun. Bu
takdirde asagidaki 6zellikler saglanir.

(i) o nin X tizerinde bir bulanik esnek yigilma olmasi igin gerek ve yeter kosul
o={f €FS(X,E) | her g € Ficin f6g}

olacak sekilde X iizerinde bir F ultra bulanik esnek siizge¢ olmasidir.
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(ii) o bir bulanik esnek y1gilma ve f;, € g ise f, € F < o olacak sekilde X iizerinde bir F

ultra bulanik esnek siizge¢ vardir.

(iii) o bir bulanik esnek yigilma olmak tizere F C o olacak sekilde X iizerinde bir F ultra

bulanik esnek siizgec varsa
o={f €EFS(X,E) | her g € Figin fég}
olur.
Ispat. (i) (&) o nin X iizerinde bir bulanik esnek y1gilma oldugunu gosterelim.

(C1) fi, f; € o olsun. f,8f, oldugunu kabul edelim. (BEY5) den f,5h ve f,5(X — h)
olacak sekilde bir h € FS(X, E) vardir. fi, f; € o oldugundan h, (X' — h) ¢ F bulunur.

Boylece Teorem 5.3.4 (iii) den F nin bir ultra bulanik esnek siizge¢ olmadig ¢eliskine
ulagilir. O halde f;5f, elde edilir.

(C2) Her g € o igin f6g olsun. F c ¢ oldugu agiktir. Gergekten, h € F ise her h' € F
icin h M h' # @ olur. Béylece her k' € F igin h6h' ve buradan da h € o elde edilir.
O halde her g € o igin f§g oldugundan her g € F i¢in f§g bulunur. Dolayisiyla f € o

saglanir.

(C3) f,g ¢ o olsun. Bu durumda f&h, ve géh, olacak sekilde h;,h, € F vardir.
h = (hy N h,) olarak tanimlanirsa h € F ve (f U g)8h elde edilir. Boylece (f U g) € o

olur.

(=) o, bir bulanik esnek yigilma ve f;, € ¢ olsun. Bu durumda Teorem 6.4.4 geregince

fo € F c o olacak sekilde X {lizerinde bir F ultra bulanik esnek siizge¢ vardir.
o, ={f € FS(X,E) | her g € F igin f6g}

olsun. o; in bir bulanik esnek yigilma oldugu bilinmektedir. Ayrica o < gy dir.
Gergekten, h € o ise her h' € o i¢in héh' olur. Buradan her h' € F i¢in hSh' ve

dolayisiyla h € gy bulunur. Boylece Lemma 6.4.3 (1) geregince o = gy elde edilir.

(if) Teorem 6.4.4 den kolaylikla goriiliir.
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(iii) o, bir bulanik esnek yi1gi1lma ve F o olacak sekilde X tizerinde bir F ultra bulanik

esnek siizgeg olsun.
o, ={f € FS(X,E) | her g € F igin f6g}

olsun. Boylece a; ailesi o yi1 igeren bir bulanik esnek yigilmadir. O halde Lemma 6.4.3

(1) geregince o = o elde edilir.

Sonug 6.4.6. (X, §, E) bir bulanik esnek yakinlik uzay olsun. Bu takdirde X tizerindeki

her ultra bulanik esnek slizgec bir tek bulanik esnek yigilma tarafindan kapsanir.

Ispat. F, X iizerinde bir ultra bulanik esnek siizgeg olsun. O halde Teorem 6.4.5 geregince
F c o olacak sekilde X iizerinde bir tek o = {f € FS(X,E) | her g € F icin f6g}

bulanik esnek yigilmasi vardir.

Teorem 6.4.7. (X, 4, E) bir bulanik esnek yakinlik uzay ve f;, go € FS(X, E) olsun.
fod g, ise bu durumda f,, go € o olacak sekilde X lizerinde bir o bulanik esnek y1gilmasi

vardir.

Ispat. o, = {f € FS(X,E) | f5go} olsun. o, ailesinin asagidaki 6zelliklere sahip oldugu
kolaylikla goriiliir.

(1) fo € oy.

(ii) @ ¢ ay.

(iii) f € 0y © f € 0.
(ivifugeao,e f €ag,veyag € a,.

Teorem 6.4.4 geregince f, € F C g olacak sekilde X lizerinde bir F ultra bulanik esnek

stizgec vardir.
o={f €FS(X,E) | her g € Ficin f6g}

olsun. Teorem 6.4.5 (i) den o bir bulanik esnek yigilmadir. Diger yandan f;, g, € o olur.
Gergekten, h € F ise h € g, ve buradan da hé g, elde edilir. Boylece her h € F igin hd g,

oldugundan g, € o saglanir. Ayrica F € ¢ oldugundan f; € o bulunur,
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Teorem 6.48. (X,6;,E) ve (Y,8, K) iki bulanik esnek yakinlik uzay ve
@y : (X, 61, E) = (Y, 8, K) bir bulanik esnek yakinlik doniisiim olsun. oy X iizerinde bir

bulanik esnek yigilma ise
o, ={h € FS(Y,K) | her g € 0y icin h&,¢y (9)}
@y (0y) ailesini igeren Y iizerinde bir bulanik esnek yigilmadir.
Ispat. Teorem 6.4.5 (i) geregince
o, ={f € FS(X,E) | her g € F igin f5,9}

olacak sekilde X lizerinde bir F ultra bulanik esnek siizge¢ vardir. Teorem 5.3.7 den
B* = {(plp NIfeF }, Y tizerindeki bir F* ultra bulanik esnek siizgeg i¢in bir tabandir.
O halde Teorem 6.4.5 (i) geregince

oy ={h € FS(Y,K) | her g € F* icin hd,g}

Y iizerinde bir bulanik esnek yigilmadir. Oncelikle, @y (01) € 0 oldugunu gosterelim.
h € @y (0y) ise h = @y (f) olacak sekilde bir f € o; vardir. Bu durumda her g € F igin
f 619 bulunur. @, bir bulanik esnek yakinlik doniisiim oldugundan her ¢y, (g) € B* igin
hé,¢y(g) saglanir. Buradan da her f* € F* i¢in hé,f" olur. Boylece h € o, elde edilir.
Simdi, g, = g, oldugu gosterilirse ispat biter. h € g, olsun. F c g; oldugundan her
g € Figin h6, ¢, (g) dir. Dolayistyla h € o, saglanir. Tersine, h € g, olsun. Her g € oy
i¢in ¢y, (g) € 0 oldugundan (C1) geregince hd,¢y,(g) elde edilir. Béylece h € g, dir.

Tanmm 6.4.9. (X, 4§, E) bir bulanik esnek yakinlik uzay ve A € X olsun. § ile iiretilen
bulanik esnek yakinlik §, olmak {izere bir Py (A,84,E) = (X,6,E) bulanik esnek
doniistim olsun. @ : A » X ve ¢ : E — E doniistimleri birer igerme (inclusion) doniisiim
ise bu durumda ¢y : (4,8,,E) - (X,6,E) doniisiimiine bir bulanik esnek igerme

doniisim denir.

Teorem 6.4.10. (X, 6, E) bir bulanik esnek yakinlik uzay ve A € X olsun. g; A {lizerinde

bir bulanik esnek yi1gilma ise
o, ={f € FS(X,E) | her g € 0, igin f&g}

X tizerinde bir bulanik esnek yigilmadir.
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Ispat. Bir ¢y :(4,8,,E) - (X,6,E) bulanik esnek igerme doniisiimii alinsm. Her
f € FS(A,E) igin ¢@u(f) = f oldugundan bu doniisiim bir bulamk esnek yakinlik

dontigiimdiir. Boylece Teorem 6.4.8 geregince istenilen sonug kolaylikla elde edilir.

Teorem 6.4.11. (X, §, E) bir bulanik esnek yakinlik uzay, ¢ X tizerinde bir bulanik esnek
yi1gilma ve A € X olsun. Her e € E ve x € X — Ai¢in f*(e)(x) = 0 olacak sekilde bir
f* € o oldugunu kabul edelim. Bu takdirde,

o,={f €c|here€Eveherx € X — Aigin f(e)(x) = 0}
A lizerinde bir bulanik esnek yigilmadir.
Ispat. o X iizerinde bir bulanik esnek yigilma ve f* € o olsun. Teorem 6.4.5 den
o={f EFS(X,E) | her g € F icin fég}

olacak sekilde f* bulanik esnek kiimesini igeren X iizerinde bir F ultra bulanik esnek
stizgeg vardir. Her f € Figin f, = f N ), olmak tizere F, = {f, | f € F} olsun. Teorem

5.3.11 den F, ailesi A iizerinde bir bulanik esnek siizgegtir. Buradan
oo = {f EFS(A,E) | her g4 € Fpigin f8,94}

A tizerinde bir bulanik esnek yigilmadir. oy = 07 oldugu gosterilirse ispat biter. f € g,
olsun. O halde her g € F i¢in f6,94 ve dolayisiyla f6g4 bulunur. g4 E g oldugundan
her g € F icin f&g elde edilir. Buradan f € o dir. Boylece f € FS(A, E) oldugundan
f € oy saglanir. Simdi, f € o; olsun. Bir g4 € F, bulanik esnek kiimesi alinsin. Bu
durumda f; = (g N f*) € F ve dolayisiyla f§f; bulunur. f;, f € FS(A, E) oldugundan
&, nin tanimi geregi f6,f; elde edilir. Diger yandan f; E g, oldugundan fé&,g, olur.

Boylece her g, € F, igin fé,9,4 Ve buradan da f € g, saglanur.
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda elde edilen sonuglar asagidaki sekilde siralanmaistir.

1. Esnek kiime teorisi kullanilarak esnek diizgiin uzaylar tanimlanmis ve esnek topolojik
uzaylar ve esnek metrik uzaylar ile iliskisi incelenmistir. Kandil ve dig. (2014) tarafindan
verilen esnek yakinlik uzaylarina iliskin ozellikler arastirtlmis ve klasik anlamdaki
yakinlik uzaylariyla iligkisi ¢alisilmigtir. Ayrica, esnek diizgiin uzaylardan bir esnek
yakinlik uzay iiretilmis ve bir ¢arpim bulanik esnek yakinlik uzay kavrami tanimlanmuistir.

Daha sonra bir esnek yi1gilma kavrami verilerek 6nemli sonuglari elde edilmistir.

2. Sabit nokta teorisini esnek anlamda diizgiin uzaylara uygulayabilmek i¢in esnek
elemanlarin yardimiyla bir se-diizglin uzay kavrami tanimlanmis ve 6nemli 6zellikleri
elde edilmistir. Daha sonra se-diizgiin uzaylar iizerinde sabit esnek eleman teoremleri

incelenmis ve bu teoremler 6rnekler ile desteklenmistir.

3. Cetkin ve Aygiin (2014) tarafindan verilen bulanik esnek stizgecler ile ilgili 6zellikler
incelenmis ve bulanik esnek topolojik uzaylarda bulanik esnek siizgeclerin yakinsaklig
tizerine ¢alisilmistir. Ayrica bir ultra bulanik esnek siizge¢ ve bir doygun bulanik esnek
stizge¢ kavramlari verilerek 6nemli sonuglar elde edilmistir. Bir bulanik esnek komsuluk
sistemi tanimlanmis ve bulanik esnek topolojik uzaylar ile iliskisi incelenmistir. Daha
sonra Lowen anlaminda bir bulanik esnek diizgiin uzay tanimlanarak bulanik esnek

komsuluk sistemi ve bulanik esnek topolojik uzaylar ile iligkisi gosterilmistir.

4. Cetkin ve dig. (2014) tarafindan tanimlanan bulanik esnek yakinlik uzaylar incelenerek
onemli ozellikleri elde edilmistir. Ayrica bulanik esnek yakinlik uzaylar yardimiyla bir
bulanik esnek topolojik uzay tiretilmistir. Bir bulanik esnek yakinlik komsuluk ve bir
bulanik esnek yakinlik doniisiim kavramlari verilerek ilgili 6zellikleri calisilmistir. Bunun
yani sira basglangi¢ bulanik esnek yakinlik uzaylarinin varligi gésterilmistir. Daha sonra
bir bulanik esnek yigilma kavrami verilmis ve ultra bulanik esnek siizgecler ve bulanik

esnek yakinlik uzaylar ile iligkileri arastirilmigtir.

Benzer sekilde, fonksiyon uzaylar1 gibi farkli topolojik yapilar hem esnek anlamda hem
de bulanik esnek anlamda incelenebilir. Ayrica se-diizgiin uzaylar lizerinde cesitli sabit

esnek eleman teoremleri elde edilebilir.
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