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BAZI DİZİ UZAYLARI ÜZERİNDE KOMPAKT OPERATÖRLER VE
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Bilecik Şeyh Edebali Üniversitesi
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teşekkür ederim.
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4. BAZI MATRİS DÖNÜŞÜMLERİ ................................................. 20

5. c0(Rϒr) UZAYINDA KOMPAKT OPERATÖRLER ..................... 24
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ÖZGEÇMİŞ ............................................................................................ 34



SİMGELER
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Bu tez çalışmasında yeni Banach uzayları tanımlanıp, bu uzayların çeşitli topolojik
özellikleri verilecek ve dualleri belirlenecektir. Ayrıca bu uzaylar üzerindeki bazı matris
dönüşümlerinin sınıfları karakterize edilecek ve nonkompaktlık Hausdorff ölçüsü yardımı
ile bazı matris dönüşümlerinin kompakt olması için gerek ve yeter şartlar verilecektir.
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1. GİRİŞ

Tüm reel veya kompleks terimli dizilerin uzayı ω , dizilerin koordinatsal toplamı ve skalerle

çarpımı işlemlerine göre bir vektör uzayıdır. Bu uzayın herhangi bir alt vektör uzayı dizi

uzayı olarak adlandırılır. Sınırlı tüm dizilerin uzayı `∞, yakınsak tüm dizilerin uzayı c,

mutlak p-toplanabilir tüm dizilerin uzayı `p klasik dizi uzaylarına örnek olarak verilir.

Dizi uzayları toplanabilme teorisinin temelini oluşturur. Toplanabilme, özellikle analiz ve

fonksiyonel analizde yaklaşım teorisi, operatör teorisi gibi konularda çok fazla uygulaması

olan matematiğin geniş bir alanıdır. Klasik toplanabilme teorisi serilerin ya da dizilerin

yakınsaklığının genelleştirilmesi ile ilgilenir. Burada amaç ıraksak serilere ya da dizilere

bir dönüşüm uygulayarak yakınsak serilere ya da dizilere dönüştürmektir. Bu amaçla dizi

uzayları arasında en genel lineer operatör bir sonsuz matris yardımı ile verilebildiğinden

genel bir lineer operatör yerine sonsuz matrisler kullanılır. Bu nedenle dizi uzayları

çalışılırken matris dönüşümleri önemli bir yere sahip olmuştur.

Sonsuz bir matrisin klasik dizi uzayları üzerinde matris etki alanı yardımıyla klasik uzaya

lineer olarak izomorf olan yeni Banach dizi uzayları tanımlanmaktadır. İlk olarak Kızmaz

[1] tarafından fark matrisi kullanılarak fark dizi uzayları tanımlanmıştır. Daha sonra özel

bir limitleme metodunun etki alanı yardımıyla yeni bir dizi uzayı oluşturma fikri birçok

yazar tarafından çalışılmıştır bkz. [2-10]. Ayrıca toplanabilme teorisi ile ilgili daha fazla

bilgi ve uygulama için [11] nolu kaynağa göz atılmalıdır.

İlk olarak Volterra kompakt operatörleri integral operatörler adı altında çalışmıştır. Daha

sonra kompakt operatörler Alman matematikçi Hilbert tarafından Banach uzaylarında

tanımlanıp kullanılmıştır. Kompakt operatörlerin önemi fonksiyonel analizin, yaklaşım

teorisi ve operatör teorisi gibi ilgi çekici çeşitli dallarında görülmiştür. İki dizi uzayı

arasındaki en genel lineer dönüşüm bir matris ile verilebildiğinden, bir matris operatörünün

hangi şartlar altında kompakt olacağı sorusu akla gelmektedir. Bu şartlar nonkompaktlık

ölçüsü kavramı yardımıyla berlirlenebilmektedir. Nonkompaktlık ölçüsünün operatör

teorisi, sabit nokta teorisi, diferansiyel denklemler gibi bir çok alanda önemli özellikleri
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vardır. Hausdorff nonkompaktlık ölçüsünün teoride en bilinen uygulamalarından biri BK

uzayları arasındaki matris operatörlerinin kompaktlığı için gerekli ve yeterli koşulları

elde etmektir. Son zamanlarda birçok yazar, dizi uzayları üzerinde kompakt operatörleri

çalışmış ve çok önemli sonuçlar elde etmiştir. Dizi uzayları üzerinde nonkompaktlık ölçüsü

ve uygulaması ile ilgili bazı çalışmalar için bkz. [12-17].

Euler totient fonksiyonu yardımıyla tanımlanmış regüler bir matris olan Euler totient

matrisinin klasik dizi uzaylarındaki etki alanı kullanarak çeşitli dizi uzayları tanımlanmıştır

([18,19]). Sonrasında [20] nolu çalışmada bu matris ile paranormlu dizi uzayları tanımlanıp

bu uzayların bazı özellikleri incelenmiştir. Yakın zamanda bu matris çok ilgi görmüş ve bu

matris kullanılarak çeşitli dizi ve seri uzayı tanımlanmıştır ([21]-[25]).

Son zamanlarda Jordan totient fonksiyonu yardımıyla yeni bir regüler matris olan Jordan

totient matrisi tanımlanıp matris etki alanı kavramı yardımıyla yeni Banach dizi uzayları

verilmiştir. Ayrıca bu uzaylar üzerinde matris dönüşümleri ve kompakt operatörler

çalışılmıştır ([26]-[28]).

Bu tez çalışmasında yeni bir matris tanımlanıp bu matrisin klasik dizi uzaylarındaki matris

etki alanları oluşturulacaktır. İlk olarak bu uzayların bazı topolojik özelikleri verilecek

ve bu uzayların dualleri belirlenecektir. Daha sonra bu uzaylar üzerinde tanımlanan

matris operatörlerinin bazı sınıfları karakterize edilecektir. Son olarak bu uzaylar üzerinde

kompakt operatörler çalışılacaktır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde çalışma boyunca kullanılacak olan temel tanımlar verildikten sonra dizi uzayı,

matris dönüşümü ve kompakt operatör kavramı ele alınacaktır. Ayrıca literatürde bilinen

sonuçlar verilip çalışma boyunca kullanılacak olan notasyonlara değinilecektir.

2.1. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tanım 2.1. U 6= /0 olmak üzere F reel veya kompleks sayılar cismi olsun.

+ : U×U →U

(u,v) 7→ u+ v
(2.1)

· : F×U →U

(α,u) 7→ αu
(2.2)

işlemleri aşağıdaki özellikleri sağlasın.

∀u,v, t ∈U için,

A1) u+ v ∈U ,

A2) u+(v+ t) = (u+ v)+ t,

A3) u+θ = θ +u = u olacak şekilde θ ∈ X vardır,

A4) u+(−u) = (−u)+u = θ olacak şekilde (−u) ∈U vardır,

A5) u+ v = v+u.

∀α,β ∈ F için

B1) αu ∈U ,
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B2) α(u+ v) = αu+αv,

B3) (α+β )u = αu+βv,

B4) α (βu)=(α β )u ,

B5)1u = u, 1 ∈ F .

Bu durumda U kümesine F cismi üzerinde bir vektör uzayı denir [29].

Tanım 2.2. U , F cismi üzerinde bir vektör uzayı ve N de U’nun bir alt kümesi olsun. Her

u,v ∈ N ve her α,β ∈ F için αu+βv ∈ N oluyorsa N kümesine U’nun alt vektör uzayı

denir [29].

Tanım 2.3. U , F cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. ‖.‖ : U→R fonksiyonu aşağıdaki

özellikleri sağlıyorsa bu fonksiyona U üzerinde bir norm denir. (U,‖.‖) ikilisine de normlu

uzay denir.

∀u,v ∈U ve ∀α ∈ F için,

N1) ‖u‖= 0⇔ u = θ ,

N2) ‖αu‖= |α|‖u‖,

N3) ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖ + ‖v‖ [29].

Tanım 2.4. (U,‖.‖) bir normlu uzay olmak üzere U uzayında bir (un) dizisi verilsin ve

u0 ∈U olsun. Eğer verilen ε > 0 sayısına karşılık her n > n0 için ‖un−u0‖ < ε olacak

şekilde bir n0 ∈ N sayısı bulunabiliyorsa (un) dizisi u0 noktasına yakınsaktır denir. Bu

durum

lim
n→∞

un = u0 (2.3)

şeklinde gösterilir [29].

Tanım 2.5. (U,‖.‖) bir normlu uzay olmak üzere (un), U uzayında bir dizi olsun. Her

ε > 0 için n,m > n0 olduğunda ‖un− um‖ < ε olacak şekilde bir n0 sayısı bulunuyorsa

(un) dizisine bir Cauchy dizisi denir [29].

Tanım 2.6. (U,‖.‖) normlu uzayında her Cauchy dizisi yakınsak ise bu uzaya Banach

uzayı denir [29].

4



Tanım 2.7. (U,‖.‖) normlu uzay, u ∈U ve r > 0 olsun. B(u,r) = {v : ‖u− v‖ < r} ve

BU = {u : ‖u‖= 1} kümelerine sırasıyla u merkezli r yarıçaplı açık yuvar ve birim yuvar

yüzeyi denir [29].

Tanım 2.8. U ve U ′ aynı F cismi üzerinde iki vektör uzayı olsun. L:U →U ′ operatörü her

u,v ∈U ve her α ∈ F için

L(u+ v) = L(u)+L(v) (2.4)

L(αu) = αL(u) (2.5)

şartlarını sağlıyorsa L operatörüne U uzayından U ′ uzayına bir lineer operatör denir [29].

Tanım 2.9. L : U →U ′ bir lineer operatör olsun.

ÇekL = {u ∈U : Lu = θ
′} (2.6)

kümesine L operatörünün çekirdeği veya sıfır uzayı denir. Burada θ ′, U ′ uzayının sıfır

vektörüdür [29].

Teorem 2.10. L lineer operatörünün bire-bir olması için gerek ve yeter şart ÇekL = {θ}

olmasıdır [29].

Tanım 2.11. U ve V normlu uzaylar olmak üzere L : U →V lineer bir operatör olsun. Her

u ∈U için

‖L(u)‖ ≤ c‖u‖ (2.7)

olacak şekilde c > 0 reel sayısı varsa L operatörüne sınırlı lineer operatör denir [29].

Tanım 2.12. U ve V normlu uzaylar olmak üzere, L : U →V lineer operatör olsun.

‖L‖= sup{‖L(u)‖
‖u‖

: u ∈U,u 6= θ}= sup{‖L(u)‖ : u ∈U,‖u‖6 1} (2.8)

şeklinde tanımlanan ‖L‖ değerine L operatörünün normu denir [29].

Tanım 2.13. U normlu uzayından V normlu uzayına lineer bir izometrik izomorfizm,

normu koruyan yani her u ∈U için,

‖L(u)‖V = ‖u‖U (2.9)
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olan bire-bir ve örten L : U →V lineer operatörüdür. Bu durumda U ve V uzaylarına lineer

izomorfiktirler denir ve U ∼=V ile gösterilir [29].

2.2. DİZİ UZAYLARI, MATRİS DÖNÜŞÜMLERİ, KOMPAKT OPERATÖRLER

Tanım 2.14.

ω = {u = (un) : u : N→ F,n→ u(n) = un} (2.10)

tüm dizilerin uzayı olmak üzere bu uzayın bir alt vektör uzayına dizi uzayı denir [11].

Çalışma boyunca kullanılacak klasik dizi uzayları aşağıda verilmiştir.

`p = {u = (uk) ∈ ω : ∑
∞
k=1 |uk|p < ∞}, 1 < p < ∞

(p. dereceden mutlak yakınsak seri teşkil eden dizilerin uzayı)

`= {u = (uk) ∈ ω : ∑
∞
k=1 |uk|< ∞}

(Mutlak yakınsak seri teşkil eden dizilerin uzayı)

`∞ = {u = (uk) ∈ ω : supk|uk|< ∞}

(Sınırlı dizilerin uzayı)

c0 = {u = (uk) ∈ ω : limk→∞ uk = 0}

(Sıfıra yakınsak dizilerin uzayı)

c = {u = (uk) ∈ ω : limk→∞uk = l, l ∈ F}

(Yakınsak dizilerin uzayı)

bs = {u = (uk) ∈ ω : (∑n
k=1 uk) ∈ `∞}

(Sınırlı seri teşkil eden dizilerin uzayı)

cs = {u = (uk) ∈ ω : (∑n
k=1 uk) ∈ c}
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(Yakınsak seri teşkil eden dizilerin uzayı)

cs0 = {u = (uk) ∈ ω : (∑n
k=1 uk) ∈ c0}

(Sıfıra yakınsak seri teşkil eden dizilerin uzayı)

Tanım 2.15. U bir lineer topolojik dizi uzayı olmak üzere her n ∈ N için pn : U → F,

u 7→ pn(u) = un biçiminde tanımlı koordinat dönüşümleri sürekli ise U dizi uzayına

K-uzayı denir. U bir K−uzayı olsun. U tam lineer metrik uzay ise U dizi uzayına

FK-uzayı denir. U bir FK-uzayı olsun. U uzayının metriği normlanabiliyorsa bu uzaya

BK-uzayı denir [11].

Teorem 2.16. (Silverman Toeplitz Teoremi) Bir Λ = (λnk) matrisinin regüler olması için

gerek ve yeter şart:

1) supn∈N∑
∞
k=1 |λnk|< ∞

2) Her bir k için limn→∞λnk = 0

3) limn→∞ ∑
∞
k=1 λnk = 1

olmasıdır [11].

Örnek 2.17. (qk) pozitif sayıların bir dizisi ve her n∈N için Qn =∑
n
k=1 qk olsun. E =(enk)

Riesz matrisi her n,k ∈ N için

enk =


qk
Qn

, 1≤ k ≤ n ise

0 , k > n ise
(2.11)

şeklinde tanımlanır. Qn→ ∞ için bu matris regülerdir [11].

Tanım 2.18. Λ = (λnk) sonsuz bir matris ve U,V herhangi iki dizi uzayı olsun.

u = (un) ∈ ω dizisinin Λ-dönüşümü klasik matris çarpımı kullanılarak elde edilen Λu

dizisidir ve bu dizinin terimleri her bir serinin yakınsak olması şartıyla

(Λu)n = ∑
k

λnkuk(n ∈ N)
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şeklinde tanımlanır. Eğer Λu dizisi mevcut ve her u ∈U için Λu ∈ V ise Λ matrisi U

uzayından V uzayına matris dönüşümü tanımlar denir. Bu matris dönüşümü lineer bir

dönüşümdür [11].

Çalışma boyunca Λn ile Λ matrisinin n. satırındaki dizi gösterilecektir.

Tanım 2.19. Λ = (λnk) sonsuz bir matris ve U bir dizi uzayı olsun. Λ = (λnk) matrisinin

U dizi uzayı üzerindeki etki alanı UΛ ile gösterilir ve

UΛ = {u = (un) ∈ ω : Λu ∈U} (2.12)

şeklinde tanımlanır. UΛ uzayı da bir dizi uzayıdır [11].

(U,V ) ile U uzayından V uzayına tanımlı tüm matrislerin sınıfı gösterilecektir. B(U,V ) ile

U normlu uzayından V normlu uzayına tanımlı tüm sınırlı (sürekli) lineer operatörlerin

sınıfı gösterilecektir.

Tanım 2.20.

Uα =

{
t = (tk) ∈ ω : ∀u = (uk) ∈U,

∞

∑
k=1
|tkuk|< ∞

}
, (2.13)

Uβ =

{
t = (tk) ∈ ω : ∀u = (uk) ∈U,

∞

∑
k=1

tkuk yakınsaktır

}
, (2.14)

U γ =

{
t = (tk) ∈ ω : ∀u = (uk) ∈U,sup

n

∣∣∣∣∣ n

∑
k=1

tkuk

∣∣∣∣∣< ∞

}
, (2.15)

uzayları sırasıyla U dizi uzayının α-, β -, γ-dualleri olarak adlandırılır [11].

Tanım 2.21. B kümesi bir U normlu uzayının sınırlı bir alt kümesi olsun. B kümesinin

Hausdorff nonkompaktlık ölçüsü χ(B) ile gösterilir ve

χ(B) = inf{ε > 0 : B⊂ ∪n
i=1B(ui,ri),ui ∈U,ri < ε,n ∈ N}

şeklinde tanımlanır. Burada B(ui,ri) kümesi her bir i = 1,2, ...,n için ui merkezli ve ri

yarıçaplı açık yuvardır [30].
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Tanım 2.22. Bir U Banach uzayından bir V Banach uzayına tanımlı L lineer operatörü için

U kümesinin ve U kümesinin sınırlı her alt kümesinin L altındaki görüntüsü V kümesinin

tamamen (total) sınırlı bir alt kümesi ise ya da buna denk olarak U uzayındaki sınırlı her

u = (un) dizisi için (L(un)) dizisinin V uzayında yakınsak bir alt dizisi varsa L operatörü

kompakttır denir [30].

Kompakt operatörler ve Hausdorff nonkompaktlık ölçüsü arasında bir ilişki vardır.

‖L‖χ = χ(L(BU))

değerine L operatörünün Hausdorff nonkompaktlık ölçüsü denir [30].

Bir operatörün kompakt olabilmesi için gerek ve yeter şart‖L‖χ = 0 olmasıdır [30].

2.3. EULER TOTIENT FONKSİYONU VE JORDAN TOTIENT FONKSİYONU

Bu tez çalışması boyunca ϕ , Jr ve µ sırasıyla Euler totient fonksiyonunu, Jordan totient

fonksiyonunu ve Möbius fonksiyonunu gösterecektir.

Euler totient fonksiyonu ϕ : N→ N

ϕ(n) =
n

∑
k=1,(k,n)=1

1

şeklinde tanımlanır [31]. Burada (k,n) ifadesi k ve n sayılarının en büyük ortak bölenini

göstermektedir. Yani ϕ(n) değeri n ile aralarında asal olan n sayısınından küçük pozitif

tam sayıların sayısını vermektedir. Bu fonksiyonun bazı değerleri

ϕ(1) = 1,ϕ(2) = 1,ϕ(3) = 2,ϕ(4) = 2,ϕ(5) = 4, (2.16)

ϕ(6) = 2,ϕ(7) = 6,ϕ(8) = 4,ϕ(9) = 6,ϕ(10) = 4, ....

şeklindedir.

Her n ∈ N için n = ∑k|n ϕ(k) eşitliği sağlanır [31].
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Jordan totient fonksiyonu Jr : N→ N Euler totient fonksiyonunu genelleyen aritmetik

bir fonksiyodur. Burada r pozitif bir tam sayıdır. r = 1 için bu fonksiyon Euler totient

fonksiyonunu vermektedir. Bu fonksiyonun özellikleri ve birçok uygulaması için [32] nolu

çalışma incelenebilir.

Jordan fonksiyonu Jr çarpımsaldır, yani n1,n2 ∈ N sayılarının en büyük ortak böleni 1

olmak üzere Jr(n1n2) = Jr(n1)Jr(n2) dir.

pa1
1 pa2

2 ...pai
i ifadesi n ∈ N sayısının tek asal ayrışımı ise

Jr(n) = nr(1− 1
pr

1
)(1− 1

pr
2
)...(1− 1

pr
i
)

olur.

Ayrıca aşağıdaki eşitlikler sağlanır.

∑
k|n

Jr(k) = nr.

∑
k|n

µ(k)
kr =

Jr(n)
nr .

Möbius fonksiyonu µ : N→{−1,0,1}

µ(1) = 1

ve n = pα1
1 pα2

2 ...pαl
l için

α1 = α2 = ...= αl = 1 ise µ(n) = (−1)l

en az bir k ∈ {1,2, ..., l} için αk 6= 1 ise µ(n) = 0

şeklinde tanımlanır. Burada p1, p2, ..., pl farklı asal sayılar ve pα1
1 pα2

2 ...pαl
l değeri n > 1

sayısının asal çarpanlara ayrılmış halidir. Yani µ(n) = 0 ancak ve ancak n sayısının 1 den
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büyük kare çarpanı vardır.

µ(1) = 1,µ(2) =−1,µ(3) =−1,µ(4) = 0,µ(5) =−1, (2.17)

µ(6) = 1,µ(7) =−1,µ(8) = 0,µ(9) = 0,µ(10) = 1, ....

Bir doğal sayının birden büyük pozitif bölenlerinin Möbius fonksiyon değerleri toplamı

sıfırdır. Yani

∑
k|n

µ(k) = 0(n 6= 1) (2.18)

dır.

Φ-toplanabilme olarak adlandırılan özel tipte toplanabilme methodu Schoenberg tarafından

[0,1] aralığında genelleştirilmiş Dirichlet fonksiyonunun Riemann integralini çalışmak

amacıyla tanıtılmıştır. Bu methoda alışılmış yakınsama kavramından daha zayıf bir özellik

olarak ϕ-yakınsama adı verilmiştir. Her i ∈ N için

vi =
1
i ∑

j|i
ϕ( j)u j (2.19)

olmak üzere limi→∞ vi = L oluyorsa (ui) dizisi L sayısına ϕ-yakınsaktır denir [33]. Φ−

limi→∞ ui = L ile gösterilir. Eğer limi→∞ ui = L ise Φ− limi→∞ ui = L dir.
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3. c(Rϒr) VE c0(Rϒr) UZAYLARI

Bu bölümde Riesz matrisi ve Jordan totient matrisi kullanılarak üretilmiş Rϒr matrisin

c ve c0 uzaylarındaki matris etki alanı olarak yeni Banach uzayları c(Rϒr) ve c0(Rϒr)

tanıtılacaktır.

Qn = q1 +q2 + ...+qn olmak üzere Rϒr = (νnk) matrisi n,k ∈ N için

νnk =


qkJr(k)

Qr
n

, k | n ise

0 , k - n ise

şeklinde tanımlanmıştır.

r = 1 ve her k için qk = 1 ise bu matris [18] nolu çalışmada

φi j =


ϕ( j)

i , j | i ise

0 , j - i ise
(3.1)

olarak tanımlı Φ = (φnk) Euler totient matrisini verir.

r = 1 ise bu matris [34] nolu çalışmada

rnk =


qkϕ(k)

Qn
, k | n ise

0 , k - n ise
(3.2)

olarak tanımlı RΦ = (rnk) Riesz Euler totient matrisini verir.

Her k için qk = 1 ise bu matris [26] nolu çalışmada her bir r ∈ N için

υ
r
nk =


Jr(k)

nr , k | n ise

0 , k - n ise
(3.3)

olarak tanımlı ϒr = (υr
nk) Jordan totient matrisini verir.
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Bu matrisin tersi R−1
ϒr = (ν−1

nk ) her n,k ∈ N için

ν
−1
nk =


µ( n

k )

Jr(n)
Qr

k
qn

, k | n ise

0 , k - n ise

olarak hesaplanmıştır.

Böylece c(Rϒr) ve c0(Rϒr) uzayları

c(Rr
ϒ) =

{
u = (un) ∈ ω : lim

n

(
1

Qr
n
∑
k|n

qkJr(k)uk

)
mevcuttur

}
ve

c0(Rr
ϒ) =

{
u = (un) ∈ ω : lim

n

(
1

Qr
n
∑
k|n

qkJr(k)uk

)
= 0

}
olur.

r = 1 ve her k için qk = 1 ise c(Rϒr) ve c0(Rϒr) uzayları [19] nolu çalışmada tanımlanan

c(Φ) =

{
u = (un) ∈ ω : lim

n

(
1
n ∑

k|n
ϕ(k)uk

)
mevcuttur

}

ve

c0(Φ) =

{
u = (un) ∈ ω : lim

n

(
1
n ∑

k|n
ϕ(k)uk

)
= 0

}
uzaylarına dönüşmektedir.

r = 1 ise c(Rϒr) ve c0(Rϒr) uzayları

c(RΦ) =

{
u = (un) ∈ ω : lim

n

(
1

Qn
∑
k|n

qkϕ(k)uk

)
mevcuttur

}

ve

c0(RΦ) =

{
u = (un) ∈ ω : lim

n

(
1

Qn
∑
k|n

qkϕ(k)uk

)
= 0

}
uzaylarına dönüşmektedir.
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Her k için qk = 1 ise c(Rϒr) ve c0(Rϒr) uzayları [27] nolu çalışmada tanımlanan

c(ϒr) =

{
u = (un) ∈ ω : lim

n

(
1
nr ∑

k|n
Jr(k)uk

)
mevcuttur

}

ve

c0(ϒ
r) =

{
u = (un) ∈ ω : lim

n

(
1
nr ∑

k|n
Jr(k)uk

)
= 0

}
uzaylarına dönüşmektedir.

Aksi söylenmedikçe v = (vn) ile bir u = (un) dizisinin Rϒr-dönüşümü, yani her n ∈ N için

vn = (Rϒru)n =
1

Qr
n
∑
k|n

qkJr(k)uk (3.4)

olmak üzere v = (vn) gösterilecektir.

Teorem 3.1. c(Rϒr) ve c0(Rϒr) uzayları

‖u‖c(Rϒr ) = ‖u‖c0(Rϒr ) = sup
n

∣∣∣∣∣ 1
Qr

n
∑
k|n

qkJr(k)uk

∣∣∣∣∣
şeklinde tanımlı norma göre birer Banach uzaylarıdır.

Sonuç 3.2. c(Rϒr) ve c0(Rϒr) uzayları BK-uzaylarıdır.

Teorem 3.3. U ∈ {c,c0} olmak üzere U(Rϒr) uzayı U uzayına lineer olarak izomorfiktir.

İspat. U ∈ {c,c0} olmak üzere U(Rϒr) uzayından U uzayına f dönüşümü her u ∈U(Rϒr)

için f (u) = Rϒru olarak tanımlansın. Bu dönüşümün lineer olduğu açıktır. Ayrıca f

dönüşümünün çekirdeği sadece sıfır vektöründen oluştuğu için bire-bir bir dönüşümdür. f

dönüşümünün örten olduğunu ispat edebilmek için v = (vk) dizisi U uzayında herhangi bir

dizi olmak üzere her n ∈ N için terimleri

un = ∑
k|n

µ(n
k )

Jr(n)
Qr

k
qn

vk

şeklinde tanımlı u = (un) dizisi ele alınsın. (3.4) eşitliğinden

(Rϒru)n =
1

Qr
n
∑
k|n

qkJr(k)uk =
1

Qr
n
∑
k|n

qkJr(k)∑
j|k

µ(k
j )

Jr(k)

Qr
j

qk
v j
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=
1

Qr
n
∑
k|n

∑
j|k

µ(
k
j
)Qr

jv j =
1

Qr
n
∑
k|n

(
∑
j|k

µ( j)

)
Qr

n
k
v n

k
=

1
Qr

n
µ(1)Qr

nvn = vn

elde edilir ve dolayısıyla u = (un) ∈ U(Rϒr) olur. Son olarak ‖u‖U(Rϒr ) = ‖ f (u)‖U
olduğundan f dönüşümü normu korur. Böylece ispat tamamlanır.

Tanımlanan uzayların duallerini belirlemek ve bazı matris sınıflarını karakterize etmek için

aşağıdaki sonuca ihtiyaç duyulmaktadır. Burada ve çalışma boyunca N ile N doğal sayılar

kümesinin tüm sonlu alt kümelerinin ailesi gösterilecektir.

Yardımcı Teorem 3.4. p > 1 ve Λ = (λi j) sonsuz bir matris olsun.

1. Λ = (λi j) ∈ (`∞, `∞)⇐⇒

sup
i

∑
j

∣∣λi j
∣∣< ∞ (3.5)

2. Λ = (λi j) ∈ (c, `∞)⇐⇒ (3.5) sağlanır.

3. Λ = (λi j) ∈ (c0, `∞)⇐⇒ (3.5) sağlanır.

4. Λ = (λi j) ∈ (`p, `∞)⇐⇒

sup
i

∑
j

∣∣λi j
∣∣q < ∞ (3.6)

5. Λ = (λi j) ∈ (`,`∞)⇐⇒

sup
i, j

∣∣λi j
∣∣< ∞ (3.7)

6. Λ = (λi j) ∈ (`∞,c)⇐⇒

her bir j ∈ N için lim
i

λi j mevcuttur (3.8)

lim
i ∑

j

∣∣λi j
∣∣= ∑

j

∣∣∣∣limi λi j

∣∣∣∣
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7. Λ = (λi j) ∈ (c,c)⇐⇒ (3.5), (3.8) ve

lim
i ∑

j
λi j mevcuttur.

8. Λ = (λi j) ∈ (c0,c)⇐⇒ (3.5) ve (3.8) sağlanır.

9. Λ = (λi j) ∈ (`p,c)⇐⇒ (3.6) ve (3.8) sağlanır.

10. Λ = (λi j) ∈ (`,c)⇐⇒ (3.7) ve (3.8) sağlanır.

11. Λ = (λi j) ∈ (`∞,c0)⇐⇒

lim
i ∑

j

∣∣λi j
∣∣= 0

12. Λ = (λi j) ∈ (c,c0)⇐⇒ (3.5) ve

her bir j ∈ N için lim
i

λi j = 0 (3.9)

lim
i ∑

j
λi j = 0

13. Λ = (λi j) ∈ (c0,c0)⇐⇒ (3.5) ve (3.9) sağlanır.

14. Λ = (λi j) ∈ (`p,c0)⇐⇒ (3.6) ve (3.9) sağlanır.

15. Λ = (λi j) ∈ (`,c0)⇐⇒ (3.7) ve (3.9) sağlanır.

16. Λ = (λi j) ∈ (`∞, `p)⇐⇒

sup
K∈N

∑
i

∣∣∣∣∣∑j∈K
λi j

∣∣∣∣∣
p

< ∞ (3.10)

17. Λ = (λi j) ∈ (c, `p)⇐⇒ (3.10) sağlanır.

18. Λ = (λi j) ∈ (c0, `p)⇐⇒ (3.10) sağlanır.

19. Λ = (λi j) ∈ (`,`p)⇐⇒

sup
j

∑
i

∣∣λi j
∣∣p < ∞
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20. Λ = (λi j) ∈ (`∞, `)⇐⇒

sup
N,K∈N

∣∣∣∣∣∑i∈N
∑
j∈K

λi j

∣∣∣∣∣< ∞⇔ sup
N∈N

∑
j

∣∣∣∣∣∑i∈N
λi j

∣∣∣∣∣< ∞⇔ sup
K∈N

∑
i

∣∣∣∣∣∑j∈K
λi j

∣∣∣∣∣< ∞ (3.11)

21. Λ = (λi j) ∈ (c, `)⇐⇒ (3.11) sağlanır.

22. Λ = (λi j) ∈ (c0, `)⇐⇒ (3.11) sağlanır.

23. Λ = (λi j) ∈ (`p, `)⇐⇒

sup
N∈N

∑
j

∣∣∣∣∣∑i∈N
λi j

∣∣∣∣∣
q

< ∞

24. Λ = (λi j) ∈ (`,`)⇐⇒

sup
j

∑
i

∣∣λi j
∣∣< ∞

[35].

Şimdi c(Rϒr) ve c0(Rϒr) uzaylarının α-, β - ve γ-dualleri hesaplanacaktır.

Teorem 3.5. c(Rϒr) ve c0(Rϒr) uzaylarının α-duali

(c(Rϒr))α = (c0(Rϒr))α =

{
t = (tn) ∈ ω : sup

N,M∈N

∣∣∣∣∣∑n∈N
∑

k∈M,k|n

µ(n
k )

Jr(k)
Qr

k
qn

tn

∣∣∣∣∣< ∞

}

uzayıdır.

İspat. ω uzayından alınan bir t = (tn) dizisi için ∆ = (δnk) matrisi

δnk =


µ( n

k )

Jr(k)
Qr

k
qn

tn , k | n

0 , k - n

şeklinde tanımlansın. U ∈∈ {c,c0} olsun. u = (un) ∈U(Rϒr) olmak üzere her n ∈ N için

tnun = (∆v)n olur. Buradan u ∈U(Rϒr) iken tu ∈ ` olması için gerek ve yeter şartın v ∈U

iken ∆v ∈ ` olması gerektiği sonucuna varılır. Dolayısıyla t ∈ (U(Rϒr))α ancak ve ancak

∆ ∈ (U, `) olur. Yardımcı Teorem 3.4 de 21. ve 22. ifadeler kullanılarak

(c(Rϒr))α = (c0(Rϒr))α =

{
t = (tn) ∈ ω : sup

N,M∈N

∣∣∣∣∣∑n∈N
∑

k∈M,k|n

µ(n
k )

Jr(k)
Qr

k
qn

tn

∣∣∣∣∣< ∞

}
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bulunur.

Yardımcı Teorem 3.6. [36, Teorem 3.1] Bir t = (tk) ∈ ω dizisi ve bir üçgensel Π = (πnk)

matrisinin tersi (Π)−1 = ((π)−1
nk ) yardımıyla Ξ = (ξnk) matrisi her n,k ∈ N için

ξnk =
n

∑
j=k

t j(π)
−1
jk

olarak tanımlansın. Bu durumda U herhangi bir dizi uzayı olmak üzere

Uβ

Π
= {t = (tk) ∈ ω : Ξ ∈ (U,c)},

ve

U γ

Π
= {t = (tk) ∈ ω : Ξ ∈ (U, `∞)}.

olur.

Bu sonuç yardımıyla uzayların β ve γ-dualleri hesaplanmıştır.

Teorem 3.7.

A1 =

{
t = (tk) ∈ ω : her bir k ∈ N için lim

n→∞

n

∑
j=k,k| j

µ( j
k)

Jr( j)
Qr

k
q j

t j mevcuttur

}
,

A2 =

{
t = (tk) ∈ ω : sup

n
∑
k

∣∣∣∣∣ n

∑
j=k,k| j

µ( j
k)

Jr( j)
Qr

k
q j

t j

∣∣∣∣∣< ∞

}
,

A3 =

{
t = (tk) ∈ ω : lim

n ∑
k

(
n

∑
j=k,k| j

µ( j
k)

Jr( j)
Qr

k
q j

t j

)
mevcuttur

}
.

c(Rϒr) ve c0(Rϒr) uzaylarının β ve γ-dualleri

(c(Rϒr))β = A1∩A2∩A3, (c0(Rϒr))β A1∩A2

(c(Rϒr))γ = (c0(Rϒr))γ = A2 olur.
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İspat. t = (tk) ∈ ω , U ∈ {c,c0} ve Ξ = (ξnk) matrisi

ξnk =

 ∑
n
j=k,k| j t j

µ( j
k )

Jr( j)
Qr

k
q j

, 1≤ k ≤ n

0 , k > n

olsun. Böylece bir u = (un) ∈U(Rϒr) dizisi için

n

∑
k=1

tkuk =
n

∑
k=1

tk

(
∑
j|k

µ(k
j )

Jr(k)

Qr
j

qk
v j

)
=

n

∑
k=1

(
n

∑
j=k,k| j

t j
µ( j

k)

Jr( j)
Qr

k
q j

)
vk = (Ξv)n

elde edilir. Bu eşitlikten u ∈ U(Rϒr) iken tu ∈ cs olması için gerek ve yeter koşulun

v ∈U iken Xiv ∈ c olması gerektiği sonucuna varılır. Yani t ∈ (U(Rϒr))β ancak ve ancak

Ξ ∈ (U,c). Böylece, Yardımcı Teorem 3.4 de 7. ve 8. ifadeler kullanılarak (c(Rϒr))β =

A1∩A2∩A3, (c0(Rϒr))β A1∩A2 bulunur.

Benzer şekilde bu son eşitlikten u ∈ U(Rϒr) iken tu ∈ bs olması için gerek ve yeter

koşulun v ∈U iken Ξv ∈ `∞ olması gerektiği sonucuna varılır. Yani t ∈ (U(Rϒr))γ ancak

ve ancak Ξ ∈ (U, `∞). Böylece, Yardımcı Teorem 3.4 de 2. ve 3. ifadeler kullanılarak

(c(Rϒr))γ = (c0(Rϒr))γ = A2 bulunur.
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4. BAZI MATRİS DÖNÜŞÜMLERİ

Bu bölümde c(Rϒr) ve c0(Rϒr) uzaylarından `∞,c,c0, ` uzaylarına matris dönüşümleri

karakterize edilecektir.

Teorem 4.1. U ∈ {c,c0} ve V ⊂ ω olsun. Bu durumda Λ = (λi j) ∈ (URϒr ,V ) olması için

gerek ve yeter koşul

θ
(i)
l j =

 ∑
l
k= j, j|k λik

µ( k
j )

Jr(k)
Qr

j
qk

, 1≤ j ≤ l

0 , j > l

ve

θi j =
∞

∑
k= j, j|k

λik
µ(k

j )

Jr(k)

Qr
j

qk

olmak üzere her bir sabit i ∈N için Θ(i) =
(

θ
(i)
l j

)
∈ (U,c) ve Θ = (θi j) ∈ (U,V ) olmasıdır.

İspat. Λ ∈ (URϒr ,V ) ve u ∈URϒr olsun. Bu durumda

l

∑
j=1

λi ju j =
l

∑
j=1

λi j

(
∑
k| j

µ( j
k)

Jr( j)
Qr

k
q j

vk

)
(4.1)

=
l

∑
j=1

(
l

∑
k= j, j|k

λik
µ(k

j )

Jr(k)

Qr
j

qk

)
v j =

l

∑
j=1

θ
(i)
l j v j

eşitliği sağlanır. Λu mevcut olduğundan her bir sabit i ∈ N için Θ(i) ∈ (U,c) bulunur.

Buradan (4.1) de l → ∞ iken Λu = Θv elde edilir. Böylece Λu ∈ V olması Θv ∈ V

olmasını; yani Θ ∈ (U,V ) olmasını gerektirir.

Karşıt olarak her bir sabit i ∈ N için Θ(i) =
(

θ
(i)
l j

)
∈ (U,c) ve Θ = (θi j) ∈ (U,V ) olsun.

u ∈URϒr seçilsin. Bu durumda her bir sabit i ∈N için (θi j) ∈Uβ olması her bir sabit i ∈N

için (λi j) ∈Uβ

Rϒr olmasını gerektirir. Böylece Λu mevcut olur. (4.1) eşitliğinden l→ ∞

iken Λu = Θv elde edilir. Bu ise Λ ∈ (URϒr ,V ) olduğunu gösterir.

Teorem 4.2. Λ = (λi j) sonsuz bir matris olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler sağlanır:
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1. Λ ∈ (c(Rϒr), `∞)⇐⇒

her bir i, j ∈ N için lim
l→∞

l

∑
k= j, j|k

λik
µ(k

j )

Jr(k)

Qr
j

qk
mevcuttur, (4.2)

sup
i

∑
j

∣∣∣∣∣ ∞

∑
k= j, j|k

λik
µ(k

j )

Jr(k)

Qr
j

qk

∣∣∣∣∣< ∞ (4.3)

her bir i ∈ N için sup
l∈N

l

∑
j=1

∣∣∣∣∣ l

∑
k= j, j|k

λik
µ(k

j )

Jr(k)

Qr
j

qk

∣∣∣∣∣< ∞, (4.4)

her bir i ∈ N için lim
l→∞

l

∑
j=1

l

∑
k= j, j|k

λik
µ(k

j )

Jr(k)

Qr
j

qk
mevcuttur. (4.5)

2. Λ ∈ (c(Rϒr),c)⇐⇒ (4.2), (4.4), (4.5), (4.3),

her bir j ∈ N için lim
i

∞

∑
k= j, j|k

λik
µ(k

j )

Jr(k)

Qr
j

qk
mevcuttur, (4.6)

lim
i ∑

j

∞

∑
k= j, j|k

λik
µ(k

j )

Jr(k)

Qr
j

qk
mevcuttur.

3. Λ ∈ (c(Rϒr),c0)⇐⇒ (4.2), (4.4), (4.5), (4.3)

her bir j ∈ N için lim
i

∞

∑
k= j, j|k

λik
µ(k

j )

Jr(k)

Qr
j

qk
= 0, (4.7)

lim
i ∑

j

∞

∑
k= j, j|k

λik
µ(k

j )

Jr(k)

Qr
j

qk
= 0.
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4. Λ ∈ (c(Rϒr), `)⇐⇒ (4.2), (4.4), (4.5),

sup
N,K∈N

∣∣∣∣∣∑i∈N
∑
j∈K

∞

∑
k= j, j|k

λik
µ(k

j )

Jr(k)

Qr
j

qk

∣∣∣∣∣< ∞. (4.8)

İspat. Bu teoremin ispatı Yardımcı Teorem 3.4 ve Teorem 4.1 kullanılarak elde edilir.

Teorem 4.3. Λ = (λi j) sonsuz bir matris olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler sağlanır:

1. Λ ∈ (c0(Rϒr), `∞)⇐⇒ (4.2), (4.4), (4.3).

2. Λ ∈ (c0(Rϒr),c)⇐⇒ (4.2), (4.4), (4.3), (4.6).

3. Λ ∈ (c0(Rϒr),c0)⇐⇒ (4.2), (4.4), (4.3), (4.7).

4. Λ ∈ (c0(Rϒr), `)⇐⇒ (4.2), (4.4), (4.8).

İspat. Bu teoremin ispatı Yardımcı Teorem 3.4 ve Teorem 4.1 kullanılarak elde edilir.

Bu teoremler yardımıyla aşağıdaki sonuçlar elde edilir.

Sonuç 4.4. Λ = (λi j) sonsuz bir matris olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler sağlanır:

1. Λ ∈ (c(Rϒr),bs)⇐⇒ (4.2), (4.4), (4.5),

sup
i

∑
j

∣∣∣∣∣ i

∑
l=1

∞

∑
k= j, j|k

λlk
µ(k

j )

Jr(k)

Qr
j

qk

∣∣∣∣∣< ∞. (4.9)

2. Λ ∈ (c(Rϒr),cs)⇐⇒ (4.2), (4.4), (4.5), (4.9),

her bir j ∈ N için lim
i

i

∑
l=1

∞

∑
k= j, j|k

λlk
µ(k

j )

Jr(k)

Qr
j

qk
mevcuttur (4.10)

lim
i ∑

j

i

∑
l=1

∞

∑
k= j, j|k

λlk
µ(k

j )

Jr(k)

Qr
j

qk
mevcuttur.

3. Λ ∈ (c(Rϒr),cs0)⇐⇒ (4.2), (4.4), (4.5), (4.9),

her bir j ∈ N için lim
i

i

∑
l=1

∞

∑
k= j, j|k

λlk
µ(k

j )

Jr(k)

Qr
j

qk
= 0, (4.11)
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lim
i ∑

j

i

∑
l=1

∞

∑
k= j, j|k

λlk
µ(k

j )

Jr(k)

Qr
j

qk
= 0.

Sonuç 4.5. Λ = (λi j) sonsuz bir matris olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler sağlanır:

1. Λ ∈ (c0(Rϒr),bs)⇐⇒ (4.2), (4.4), (4.9).

2. Λ ∈ (c0(Rϒr),cs)⇐⇒ (4.2), (4.4), (4.9), (4.10).

3. Λ ∈ (c0(Rϒr),cs0)⇐⇒ (4.2), (4.4), (4.9), (4.11).
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5. c0(Rϒr) UZAYINDA KOMPAKT OPERATÖRLER

U ⊃ σ bir BK-uzayı ve x = (x j) ∈ ω olsun. Supremum sonlu olmak şartıyla

‖x‖∗U = sup
u∈BU

∣∣∣∣∣∑j
x ju j

∣∣∣∣∣
notasyonu kullanılacaktır. Bu durumda x ∈Uβ olur.

Yardımcı Teorem 5.1. [37, Lemma 6] `β
∞ = cβ = cβ

0 = ` ve U ∈ {`∞,c,c0} için ‖x‖∗U =

‖x‖`.

Yardımcı Teorem 5.2. [30, Teorem 1.23 (a)] U ve V birer BK-uzayı olsun. Bu durumda

her Λ ∈ (U,V ) için u ∈U iken LΛ(u) = Λu şartını sağlayan bir LΛ ∈ B(X ,Y ) operatörü

vardır.

Yardımcı Teorem 5.3. [30] U ⊃ σ bir BK-uzayı ve V ∈ {c0,c, `∞} olsun. Eğer Λ∈ (U,V )

ise

‖LΛ‖= ‖Λ‖(U,V ) = sup
i∈N
‖Λi‖∗U < ∞

olur.

c0 uzayında non-kompaktlık Hausdorff ölüçüsünü hesaplayabilmek için aşağaıdaki sonuç

yararlıdır.

Teorem 5.4. [38, Teorem 2.8] B kümesi c0 uzayında sınırlı bir küme ve Pr : c0 → c0

operatörü her u = (u j) ∈ c0 ve her bir r ∈ N için Pr(u) = (u1,u2, ...,ur,0,0, ...) şeklinde

tanımlansın. Bu durumda

χ(B) = lim
r→∞

(
sup
u∈B
‖(I−Pr)(u)‖∞

)

olur. Burada I fonksiyonu c0 üzerinde özdeşlik fonksiyonudur.

24



Yardımcı Teorem 5.5. x = (x j) ∈ (c0(Rϒr))β olsun. Her u = (u j) ∈ c0(Rϒr) için

x̃ j =
∞

∑
k= j, j|k

µ(k
j )

Jr(k)

Qr
j

qk
xk ( j ∈ N) (5.1)

olmak üzere

∑
j

x ju j = ∑
j

x̃ jv j (5.2)

ve x̃ = (x̃ j) ∈ ` olur.

Yardımcı Teorem 5.6. x = (x j) ∈ (c0(Rϒr))β olsun. x̃ = (x̃ j) dizisi (5.1) ile tanımlanmak

üzere ‖x‖∗c0(Rϒr ) = ∑ j |x̃ j|< ∞ olur.

İspat. x = (x j) ∈ (c0(Rϒr))β ise Yardımcı Teorem 5.5 den x̃ = (x̃ j) ∈ ` olur ve (5.2) eşitliği

sağlanır. ‖u‖c0(Rϒr ) = ‖v‖`∞
eşitliğinden u ∈ Bc0(Rϒr ) olması için gerek ve yeter şartın

v ∈ Bc0 olması gerektiği sonucuna varılır. Böylece ‖x‖∗c0(Rϒr ) = supu∈Bc0(Rϒr )

∣∣∑ j x ju j
∣∣ =

supv∈Bc0

∣∣∑ j x̃ jv j
∣∣ = ‖x̃‖∗c0

elde edilir. Yardımcı Teorem 5.1 kullanılarak ‖x‖∗c0(Rϒr ) =

‖x̃‖∗c0
= ‖x̃‖` = ∑ j |x̃ j|< ∞ bulunur.

Çalışmanın devamında Λ̃ = (λ̃i j) matrisi Λ = (λi j) matrisi yardımıyla serinin yakınsak

olması şartıyla ağaşıdaki şekilde tanımlanacaktır:

λ̃i j =
∞

∑
k= j, j|k

µ(k
j )

Jr(k)

Qr
j

qk
λik.

Yardımcı Teorem 5.7. V herhangi bir dizi uzayı ve Λ = (λi j) sonsuz bir matris olsun.

Eğer Λ ∈ (c0(Rϒr),V ) ise bu durumda Λ̃ ∈ (c0,V ) ve her u ∈ c0(Rϒr) için Λu = Λ̃v olur.

İspat. İspat Yardımcı Teorem 5.5 den kolayca elde edilir.

Yardımcı Teorem 5.8. V ∈ {c0,c, `∞} olsun. Eğer Λ ∈ (c0(Rϒr),V ) ise bu durumda

‖LΛ‖= ‖Λ‖(c0(Rϒr ),V ) = sup
i

(
∑

j
|λ̃i j|

)
< ∞

olur.

Yardımcı Teorem 5.9. [39, Teorem 3.7] U ⊃ σ bir BK-uzayı olsun. Aşağıdaki ifadeler

sağlanır:
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(a) Eğer Λ ∈ (U, `∞) ise 0 ≤ ‖LΛ‖χ ≤ limsupi ‖Λ‖∗U olur ve eğer limi ‖Λi‖∗U = 0 ise LΛ

kompakttır.

(b) Eğer Λ ∈ (U,c0) ise ‖LΛ‖χ = limsupi ‖Λi‖∗U olur ve LΛ operatörünün kompakt olması

için gerek ve yeter şart limi ‖Λi‖∗U = 0 olmasıdır.

(c) Eğer U uzayı AK özelliğine sahip yada U = `∞ ve Λ ∈ (U,c) ise

1
2

limsup
i
‖Λi−λ‖∗U ≤ ‖LΛ‖χ ≤ limsup

i
‖Λi−λ‖∗U

olur ve

LΛ operatörünün kompakt olması için gerek ve yeter şart lim
i
‖Λi−λ‖∗U = 0

olmasıdır. Burada λ = (λ j) ve her bir j ∈ N için λ j = limi λi j olur.

Yardımcı Teorem 5.10. [39, Teorem 3.11] U ⊃ σ bir BK-uzayı olsun. Eğer Λ ∈ (U, `)

ise

lim
r

(
sup

N∈Nr

∥∥∥∥∥∑
i∈N

Λi

∥∥∥∥∥
∗

U

)
≤ ‖LΛ‖χ ≤ 4lim

r

(
sup

N∈Nr

∥∥∥∥∥∑
i∈N

Λi

∥∥∥∥∥
∗

U

)

olur ve LΛ operatörünün kompakt olması için gerek ve yeter şart

limr
(
supN∈Nr

‖∑i∈N Λi‖∗U
)
= 0 olmasıdır. Burada Nr sınıfı N küesinin r den daha büyük

elemanlı alt kümelerinden oluşan N nin alt sınıfıdır.

Tüm bu sonuçlar verildikten sonra c0(Rϒr) uzayında kompakt operatörler karakterize

edilebilir.

Teorem 5.11.

1 Eğer Λ ∈ (c0(Rϒr), `∞) ise 0≤ ‖LΛ‖χ ≤ limsupi ∑ j |λ̃i j| olur.

2 Eğer Λ ∈ (c0(Rϒr),c) ise 1
2 limsupi ∑ j |λ̃i j − λ̃ j| ≤ ‖LΛ‖χ ≤ limsupi ∑ j |λ̃i j − λ̃ j|

olur.

3 Eğer Λ ∈ (c0(Rϒr),c0) ise ‖LΛ‖χ = limsupi ∑ j |λ̃i j| olur.

4 Eğer Λ ∈ (c0(Rϒr), `) ise limr ‖Λ‖(r)(c0(Rϒr ),`)
≤ ‖LΛ‖χ ≤ 4limr ‖Λ‖(r)(c0(Rϒr ),`)

olur.

Burada ‖Λ‖(r)
(c0(Rϒr ),`)

= supN∈Nr

(
∑ j |∑i∈N λ̃i j|

)
(r ∈ N) dir.
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İspat. (1) Λ∈ (c0(Rϒr), `∞) olsun. Her bir i∈N için ∑
∞
j=1 λi ju j serisi yakınsak olduğundan

Λi ∈ (c0(Rϒr))β olur. Böylece Yardımcı Teorem 5.6 dan her bir i ∈ N için ‖Λi‖∗c0(Rϒr ) =

‖Λ̃i‖∗c0
= ‖Λ̃i‖` =

(
∑ j |λ̃i j|

)
bulunur. Yardımcı Teorem 5.9 (a) kullanılarak

0≤ ‖LΛ‖χ ≤ limsup
i

(
∑

j
|λ̃i j|

)

elde edilir.

(2) Λ ∈ (c0(Rϒr),c) olsun. Yardımcı Teorem 5.7 den Λ̃ ∈ (c0,c) elde edilir. Böylece

Yardımcı Teorem 5.9 (c) kullanılarak

1
2

limsup
i
‖Λ̃i− λ̃‖∗c0

≤ ‖LΛ‖χ ≤ limsup
i
‖Λ̃i− λ̃‖∗c0

olur. Burada λ̃ = (λ̃ j) ve her bir j ∈ N için λ̃ j = limi λ̃i j dir. Ayrıca Yardımcı Teorem

5.1 her bir i ∈ N için ‖Λ̃i− λ̃‖∗c0
= ‖Λ̃i− λ̃‖` =

(
∑ j |λ̃i j− λ̃ j|

)
olmasını gerektirir. Bu da

ispatı tamamlar.

(3) Λ ∈ (c0(Rϒr),c0) olsun. Her bir i ∈ N için ‖Λi‖∗c0(Rϒr ) = ‖Λ̃i‖∗c0
= ‖Λ̃i‖` =

(
∑ j |λ̃i j|

)
holds olduğundan Yardımcı Teorem 5.9 (b) den

‖LΛ‖χ = limsup
i

(
∑

j
|λ̃i j|

)

elde edilir.

(4) Λ ∈ (c0(Rϒr), `) olsun. Yardımcı Teorem 5.7 den Λ̃ ∈ (c0, `) olur. Yardımcı Teorem

5.10 dan

lim
r

 sup
N∈Nr

∥∥∥∥∥∑
i∈N

Λ̃i

∥∥∥∥∥
∗

c0

≤ ‖LΛ‖χ ≤ 4lim
r

 sup
N∈Nr

∥∥∥∥∥∑
i∈N

Λ̃i

∥∥∥∥∥
∗

c0


elde edilir. Ayrıca Yardımcı Teorem 5.1 implies that

‖∑
i∈N

Λ̃i‖∗c0
= ‖∑

i∈N
Λ̃i‖` =

(
∑

j
|∑

i∈N
λ̃i j|

)
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olmasını gerektirir. Bu da ispatı tamamlar.

Yardımcı Teorem 5.9 ve Yardımcı Teorem 5.10 ile Teorem 5.11 birleştirilirse aşağıdaki

sonuç elde edilir.

Sonuç 5.12.

1 Eğer

lim
i ∑

j
|λ̃i j|= 0

ise Λ ∈ (c0(Rϒr), `∞) için LΛ operatörü kompakttır.

2 Λ ∈ (c0(Rϒr),c) için LΛ operatörünün kompakt olması için gerek ve yeter şart

lim
i ∑

j
|λ̃i j− λ̃ j|= 0

olmasıdır.

3 Λ ∈ (c0(Rϒr),c0) için LΛ operatörünün kompakt olması için gerek ve yeter şart

lim
i ∑

j
|λ̃i j|= 0

olmasıdır.

4 Λ ∈ (c0(Rϒr), `) için LΛ operatörünün kompakt olması için gerek ve yeter şart

lim
r
‖Λ‖(r)

(c0(Rϒr ),`1)
= 0

olmasıdır. Burada ‖Λ‖(r)
(c0(Rϒr ),`)

= supN∈Nr

(
∑ j |∑i∈N λ̃i j|

)
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6. SONUÇLAR VE ÖNERİLER

Tez çalışmasında kullanılan matris sonsuz alt üçgensel bir matris olduğundan bu matrisin

tersinin mevcut olduğu bilinmektedir ve hesaplanmıştır. Bu sebeple uzaylar tanımlandıktan

sonra uzayların duallerinin elde edileceği öngörülmüştür. Ayrıca elde edilen yeni uzayın

klasik uzaya lineer izomorf olacağı bilinmektedir. Dolayısıyla normu korunacağı için

bu uzay üzerindeki norma göre uzayın tam olacağı sonucuna varılır. Bu yeni uzaylar

üzerinde çeşitli matris sınıfları karakterize edilmiş ve Hausdorff ölçüsü yardımıyla kompakt

operatörler karakterize edilmiştir.

Tanımlanan bu uzaylardan daha genel olarak paranormlu uzaylar, hemen hemen yakınsak

dizilerin uzayı oluşturulabilir. Ayrıca tüm bu uzayların çeşitli geometrik özellikleri

araştırılabilir.
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[16] E. E. Kara, & M. Başarır, "On compact operators and some Euler Bm-difference

sequence spaces", Journal of Mathematical Analysis and Applications, c. 379, sayı 2,

ss. 499-511, 2011.
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