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Bu tez calismasinda yeni Banach uzaylari tanimlanip, bu uzaylarin cesitli topolojik
ozellikleri verilecek ve dualleri belirlenecektir. Ayrica bu uzaylar tizerindeki bazi matris
doniistimlerinin simiflart karakterize edilecek ve nonkompaktlik Hausdorff 6l¢iisii yardimi
ile baz1 matris doniistimlerinin kompakt olmasi icin gerek ve yeter sartlar verilecektir.
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1. GIRIS

Tiim reel veya kompleks terimli dizilerin uzay1 o, dizilerin koordinatsal toplami ve skalerle
carpimi iglemlerine gore bir vektor uzayidir. Bu uzayin herhangi bir alt vektor uzay: dizi
uzay1 olarak adlandirilir. Sinirlt tiim dizilerin uzay1 /., yakinsak tiim dizilerin uzayzi c,
mutlak p-toplanabilir tiim dizilerin uzay1 ¢, klasik dizi uzaylarina drnek olarak verilir.
Dizi uzaylar1 toplanabilme teorisinin temelini olusturur. Toplanabilme, 6zellikle analiz ve
fonksiyonel analizde yaklasim teorisi, operator teorisi gibi konularda ¢ok fazla uygulamasi
olan matematigin genis bir alanidir. Klasik toplanabilme teorisi serilerin ya da dizilerin
yakinsakliginin genellestirilmesi ile ilgilenir. Burada amac iraksak serilere ya da dizilere
bir doniisiim uygulayarak yakinsak serilere ya da dizilere doniistiirmektir. Bu amacla dizi
uzaylari arasinda en genel lineer operator bir sonsuz matris yardimi ile verilebildiginden
genel bir lineer operatdr yerine sonsuz matrisler kullanilir. Bu nedenle dizi uzaylar

caligilirken matris doniisiimleri 6nemli bir yere sahip olmustur.

Sonsuz bir matrisin klasik dizi uzaylar iizerinde matris etki alan1 yardimiyla klasik uzaya
lineer olarak izomorf olan yeni Banach dizi uzaylar1 tanimlanmaktadr. ilk olarak Kizmaz
[1] tarafindan fark matrisi kullanilarak fark dizi uzaylari tammmlanmistir. Daha sonra 6zel
bir limitleme metodunun etki alan1 yardimiyla yeni bir dizi uzay1 olusturma fikri bircok
yazar tarafindan ¢alisilmistir bkz. [2-10]. Ayrica toplanabilme teorisi ile ilgili daha fazla

bilgi ve uygulama i¢in [11] nolu kaynaga gtz atilmalidir.

Ik olarak Volterra kompakt operatorleri integral operatdrler ad1 altinda calismistir. Daha
sonra kompakt operatorler Alman matematik¢i Hilbert tarafindan Banach uzaylarinda
tanimlanip kullanilmigtir. Kompakt operatorlerin 6nemi fonksiyonel analizin, yaklasim
teorisi ve operator teorisi gibi ilgi ¢ekici cesitli dallarinda goriilmistiir. Iki dizi uzayi
arasindaki en genel lineer doniisiim bir matris ile verilebildiginden, bir matris operatoriiniin
hangi sartlar altinda kompakt olacagi sorusu akla gelmektedir. Bu sartlar nonkompaktlik
Olciisti kavrami yardimiyla berlirlenebilmektedir. Nonkompaktlik dl¢iisiiniin operator

teorisi, sabit nokta teorisi, diferansiyel denklemler gibi bir ¢cok alanda 6nemli 6zellikleri



vardir. Hausdorff nonkompaktlik 6l¢iisiiniin teoride en bilinen uygulamalarindan biri BK
uzaylar1 arasindaki matris operatorlerinin kompaktlig1 icin gerekli ve yeterli kosullar
elde etmektir. Son zamanlarda bir¢ok yazar, dizi uzaylari tizerinde kompakt operatorleri
calismig ve ¢cok dnemli sonuclar elde etmistir. Dizi uzaylar iizerinde nonkompaktlik dl¢iisii

ve uygulamasi ile ilgili baz1 ¢caligmalar i¢in bkz. [12-17].

Euler totient fonksiyonu yardimiyla tanimlanmis regiiler bir matris olan Euler totient
matrisinin klasik dizi uzaylarindaki etki alani kullanarak cesitli dizi uzaylari tanimlanmistir
([18,19]). Sonrasinda [20] nolu calismada bu matris ile paranormlu dizi uzaylar1 tanimlanip
bu uzaylarin baz1 6zellikleri incelenmigtir. Yakin zamanda bu matris ¢ok ilgi gdérmiis ve bu

matris kullanilarak cesitli dizi ve seri uzay1 tanimlanmistir ([21]-[25]).

Son zamanlarda Jordan totient fonksiyonu yardimiyla yeni bir regiiler matris olan Jordan
totient matrisi tanimlanip matris etki alan1 kavrami yardimiyla yeni Banach dizi uzaylar
verilmistir. Ayrica bu uzaylar ilizerinde matris doniigsiimleri ve kompakt operatorler

calisilmigstir ([26]-[28]).

Bu tez calismasinda yeni bir matris tanimlanip bu matrisin klasik dizi uzaylarindaki matris
etki alanlar1 olusturulacaktir. Ik olarak bu uzaylarin bazi topolojik 6zelikleri verilecek
ve bu uzaylarin dualleri belirlenecektir. Daha sonra bu uzaylar iizerinde tanimlanan
matris operatorlerinin bazi siniflar1 karakterize edilecektir. Son olarak bu uzaylar iizerinde

kompakt operatorler ¢alisilacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢alisma boyunca kullanilacak olan temel tanimlar verildikten sonra dizi uzayz,
matris doniisiimii ve kompakt operator kavrami ele alinacaktir. Ayrica literatiirde bilinen

sonuglar verilip calisma boyunca kullanilacak olan notasyonlara deginilecektir.

2.1. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tamim 2.1. U # 0 olmak iizere IF reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

+: UxU—=U

2.1)
(u,v) = u+v
FxU—U 22)
(o, u) — ow .

islemleri asagidaki ozellikleri saglasin.

Yu,v,t € U icin,

AD)u+veU,

A2 u+(v+1)= (u+v)+t,

A3) u+ 6 = 6 +u = u olacak sekilde 6 € X vardir,

Ad) u+ (—u) = (—u) +u = 0 olacak sekilde (—u) € U vardir,
ASu+v=v+u.

Va,B € F igin

Bl) au c U,



B2) a(u+v) = au+ av,
B3) (a+f)u = au—+ PBv,
B4) o (Bu)=(ax Pu,
BS)lu=u,1€lF.

Bu durumda U kiimesine I cismi iizerinde bir vektor uzayi denir [29].

Tanmm 2.2. U, F cismi iizerinde bir vektor uzay1 ve N de U’nun bir alt kiimesi olsun. Her
u,v € N ve her o, € F icin au+ Bv € N oluyorsa N kiimesine U’nun alt vektor uzay1

denir [29].

Tanmm 2.3. U , F cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. ||.|| : U — R fonksiyonu asagidaki
ozellikleri sagliyorsa bu fonksiyona U iizerinde bir norm denir. (U, ||.||) ikilisine de normlu

uzay denir.

Yu,v € U ve Vo € T igin,
N1) ||u]| =0 u=206,
N2) [locul| = forf[[uf,

N3) [lue+vl[ < [Jul| + []v]] [29].

Tanm 2.4. (U, ||.||) bir normlu uzay olmak iizere U uzayinda bir (u,) dizisi verilsin ve
up € U olsun. Eger verilen € > 0 sayisina karsilik her n > ng i¢in ||u, — ug|| < € olacak
sekilde bir ny € N sayis1 bulunabiliyorsa (u,) dizisi up noktasina yakinsaktir denir. Bu
durum

lim u,, = ug (2.3)
n—yoo

seklinde gosterilir [29].

Tamim 2.5. (U, ||.||) bir normlu uzay olmak tizere (u,), U uzayimnda bir dizi olsun. Her
€ > 0i¢in n,m > ng oldugunda ||u, — u,,|| < € olacak sekilde bir ng sayist bulunuyorsa

(u,) dizisine bir Cauchy dizisi denir [29].

Tamim 2.6. (U, ||.||) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya Banach

uzay1 denir [29].



Tanmm 2.7. (U, ||.||) normlu uzay, u € U ve r > 0 olsun. B(u,r) ={v:|lu—v| <r} ve
By = {u: ||u|]| = 1} kiimelerine sirasiyla u merkezli r yarigcaph acik yuvar ve birim yuvar

yiizeyi denir [29].

Tanim 2.8. U ve U’ aym F cismi iizerinde iki vektor uzayi olsun. L:U — U’ operatorii her
u,v € U ve her @ € F icin
L(u+v)=L(u)+L(v) (2.4)

L(au) = aL(u) (2.5)
sartlarin1 sagliyorsa L operatoriine U uzayindan U’ uzayina bir lineer operatdr denir [29].

Tanmm 2.9. L: U — U’ bir lineer operatdr olsun.

CekL={uecU:Lu=10"} (2.6)
kiimesine L operatoriiniin ¢cekirdegi veya sifir uzay: denir. Burada ', U’ uzaymin sifir
vektoriidiir [29].

Teorem 2.10. L lineer operatoriiniin bire-bir olmast igin gerek ve yeter sart CekL = {0}

olmasidir [29].

Tamm 2.11. U ve V normlu uzaylar olmak iizere L : U — V lineer bir operator olsun. Her
u € U igin
IL(w)| < cf|ul] 2.7)

olacak sekilde ¢ > 0 reel sayis1 varsa L operatdriine sinirli lineer operator denir [29].

Tamm 2.12. U ve V normlu uzaylar olmak iizere, L : U — V lineer operator olsun.

L
I =sup{% weUu#0) =sup{|L)| :ue Ul <1} (28)

seklinde tanimlanan ||L|| degerine L operatoriiniin normu denir [29].

Tammm 2.13. U normlu uzayindan V normlu uzayina lineer bir izometrik izomorfizm,

normu koruyan yani her u € U i¢in,

L)y = llullu (2.9)



olan bire-bir ve orten L : U — V lineer operatdriidiir. Bu durumda U ve V uzaylarina lineer

izomorfiktirler denir ve U =2V ile gosterilir [29].

2.2. DIZi UZAYLARI, MATRIS DONUSUMLERI, KOMPAKT OPERATORLER

Tanim 2.14.
o={u=(u,):u:N—>Fn—uln)=u,} (2.10)

tiim dizilerin uzay1 olmak iizere bu uzayin bir alt vektor uzayina dizi uzay1 denir [11].

Calisma boyunca kullanilacak klasik dizi uzaylar1 asagida verilmistir.
ly={u=(u) €w: Yy ||uxlP <o}, 1 <p<oo

(p. dereceden mutlak yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay1)
(= {u= () €®: L7 ug| < o}

(Mutlak yakinsak seri teskil eden dizilerin uzay1)

lo= {u= (1) € @ : supylug] < oo}

(Siurh dizilerin uzayi)

co={u= () € @ :limy_,oo 1ty =0}

(Sifira yakinsak dizilerin uzay1)

c={u= () € 0: lim_,oouy =1, € F}

(Yakinsak dizilerin uzay1)

bs={u=(u)cw: (L ux) € l}

(Sinirl seri tegkil eden dizilerin uzay1)

cs={u=(u) e w:(Lj_,ux) €c}



(Yakinsak seri tegkil eden dizilerin uzay1)

cso={u=(ux) € 0: (X{_ ux) €Eco}
(Sifira yakinsak seri tegkil eden dizilerin uzayi)

Tamm 2.15. U bir lineer topolojik dizi uzay1 olmak iizere her n € N i¢in p,, : U — F,
u — pp(u) = u, biciminde tanimh koordinat dontigiimleri siirekli ise U dizi uzayina
K-uzay1 denir. U bir K—uzay1 olsun. U tam lineer metrik uzay ise U dizi uzayina
FK-uzay1 denir. U bir FFK-uzay1 olsun. U uzayimin metrii normlanabiliyorsa bu uzaya

BK-uzay1 denir [11].

Teorem 2.16. (Silverman Toeplitz Teoremi) Bir A = (A,;) matrisinin regiiler olmasi igin

gerek ve yeter sart:

D SUpP,eN 2211 |)Lnk| <o

2) Her bir k i¢in limy, . coAy = 0
3) limy oo Yo 1 Ak =1

olmasidir [11].

Ornek 2.17. (gy) pozitif sayilarin bir dizisi ve her n € Ni¢in Q,, = Y i gk olsun. E = (ey)

Riesz matrisi her n,k € N icin

g , 1<k<nise
ek = " 2.11)
0 , k>nise

seklinde tanimlanir. Q,, — oo i¢in bu matris regiilerdir [11].

Tanim 2.18. A = (A,x) sonsuz bir matris ve U,V herhangi iki dizi uzay1 olsun.

u = (u,) € o dizisinin A-doniigtimii klasik matris carpimi kullanilarak elde edilen Au

dizisidir ve bu dizinin terimleri her bir serinin yakinsak olmasi sartiyla

(Au)n = Zlnkuk(n € N)
k



seklinde tanimlanir. Eger Au dizisi mevcut ve her u € U icin Au € V ise A matrisi U
uzayindan V uzayina matris doniigsiimii tanimlar denir. Bu matris doniisiimii lineer bir

doniisiimdiir [11].

Calisma boyunca A, ile A matrisinin n. satirindaki dizi gosterilecektir.

Tanmm 2.19. A = (A,;) sonsuz bir matris ve U bir dizi uzay1 olsun. A = (4,;;) matrisinin

U dizi uzayi lizerindeki etki alan1 Uy ile gosterilir ve

Ur={u=(un) €0:AucU} (2.12)

seklinde tanimlanir. U, uzay da bir dizi uzayidir [11].

(U,V) ile U uzayindan V uzayima tanimh tiim matrislerin sinifi gosterilecektir. B(U,V) ile
U normlu uzayindan V normlu uzayina tanimli tiim sinirlt (siirekli) lineer operatorlerin

sinift gosterilecektir.

Tamm 2.20.
Uaz{tz(tk)Ew:Vu:(uk)EU,Z|tkuk|<00}, (2.13)
k=1
Ub = {t =) €e@:Yu=(u) €U, Z fruy yakinsaktir } , (2.14)
k=1

n
Z t iy

k=1

n

UY = {t: () € ® :Yu = (uy) € U,sup

< 00} , (2.15)
uzaylan sirasiyla U dizi uzaymin o-, -, y-dualleri olarak adlandirilir [11].

Tanim 2.21. B kiimesi bir U normlu uzayinin sinirl bir alt kiimesi olsun. B kiimesinin

Hausdorff nonkompaktlik dl¢iisii y (B) ile gosterilir ve
X(B) = inf{S >0:BC U?:lB(u,-,r,-),u,- celU,ri<gne N}

seklinde tanimlanir. Burada B(u;,r;) kiimesi her bir i = 1,2,...,n i¢in u; merkezli ve r;

yarigaplh acik yuvardir [30].



Tanim 2.22. Bir U Banach uzayimdan bir V Banach uzayina tanimli L lineer operatorii i¢in
U kiimesinin ve U kiimesinin sinirlt her alt kiimesinin L altindaki goriintiisii V kiimesinin
tamamen (total) sinirh bir alt kiimesi ise ya da buna denk olarak U uzayindaki sinirlt her
u = (uy) dizisi i¢in (L(u,)) dizisinin V uzayinda yakinsak bir alt dizisi varsa L operatorii

kompakttir denir [30].

Kompakt operatorler ve Hausdorff nonkompaktlik 6l¢iisii arasinda bir iligki vardir.

IL]ly = x(L(Bu))
degerine L operatoriiniin Hausdorff nonkompaktlik 6l¢iisii denir [30].
Bir operatoriin kompakt olabilmesi igin gerek ve yeter sart||L||,, = 0 olmasidir [30].
2.3. EULER TOTIENT FONKSIYONU VE JORDAN TOTIENT FONKSIYONU

Bu tez calismasi boyunca @, J, ve U sirasiyla Euler totient fonksiyonunu, Jordan totient

fonksiyonunu ve Mdobius fonksiyonunu gosterecektir.

Euler totient fonksiyonu ¢ : N — N
n

p(n)= Y 1

k=1,(k.n)=1

seklinde tanimlanir [31]. Burada (k,n) ifadesi k ve n sayilarinin en biiyiik ortak bélenini
gostermektedir. Yani ¢(n) degeri n ile aralarinda asal olan n sayisinindan kii¢iik pozitif

tam sayilarin sayisint vermektedir. Bu fonksiyonun bazi degerleri

(p(1>:17(P<2):17(/)(3):2;@(4):27(’)(5):47 (2.16)
0(6)=2,0(7)=6,0(8)=4,0(9) =6,9(10) =4,....

seklindedir.

Her n € Nigin n = Y5, ¢(k) esitligi saglamr [31].



Jordan totient fonksiyonu J, : N — N Euler totient fonksiyonunu genelleyen aritmetik
bir fonksiyodur. Burada r pozitif bir tam sayidir. » =1 i¢in bu fonksiyon Euler totient
fonksiyonunu vermektedir. Bu fonksiyonun 6zellikleri ve bircok uygulamasi i¢in [32] nolu

calisma incelenebilir.

Jordan fonksiyonu J, ¢carpimsaldir, yani ny,n, € N sayilarinin en biiyiik ortak boleni 1

olmak iizere J,(njny) = Jo-(ny)Jr(ny) dir.

p{'p5*...p}" ifadesi n € N sayisinin tek asal ayrigimi ise

r- Ly Ly gL
Jr(n)=n"(1 pf)(l pﬁ)(l P,r)

olur.

Ayrica asagidaki esitlikler saglanir.

Y Ji(k)=n".

k|n

Z.u(k) _ M

T T
k\nk n

MGobius fonksiyonu p : N — {—1,0,1}
u(1)=1
_ 0,00 Q- s
ven=p/'py’...p; igin

=0 =..=o=1ise u(n)=(-1)

enazbirk € {1,2,...,1} igin oy # 1 ise u(n) =0

seklinde tanimlanir. Burada py, ps, ..., p; farkli asal sayilar ve pf“ pgz... p;x’ degerin > 1

sayisinin asal carpanlara ayrilmig halidir. Yani p(n) = 0 ancak ve ancak n sayisinin 1 den

10



biiylik kare ¢arpan1 vardir.

n(l)=1p2)=-1Lup3)=-1u4)=0,u(5)=-1, (2.17)
‘LL(6) = 17“(7) = —1,‘LL<8> :07u(9) = 0,”(10) =1,...

Bir dogal sayinin birden biiyiik pozitif bolenlerinin Mobius fonksiyon degerleri toplami

sifirdir. Yani

Y u(k)=0(n#1) (2.18)

k|n

dir.

®-toplanabilme olarak adlandirilan 6zel tipte toplanabilme methodu Schoenberg tarafindan
[0, 1] araliginda genellestirilmis Dirichlet fonksiyonunun Riemann integralini ¢alismak
amaciyla tanitilmistir. Bu methoda alisilmis yakinsama kavramindan daha zayif bir 6zellik

olarak ¢-yakinsama adi verilmigtir. Her i € N i¢in

1
vi= =2 9()u; (2.19)

il

olmak iizere lim; ., v; = L oluyorsa (u;) dizisi L sayisina ¢-yakinsaktir denir [33]. & —

lim; o u; = L ile gosterilir. Eger lim; o tt; = L ise ® — lim; ;o u; = L dir.
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3. ¢(Ryr) VE co(Ry) UZAYLARI

Bu béliimde Riesz matrisi ve Jordan totient matrisi kullanilarak iiretilmis Ry- matrisin
¢ ve ¢o uzaylarindaki matris etki alan1 olarak yeni Banach uzaylar c(Ryr) ve co(Ryr)

tanitilacaktir.

On=q1+q2+ ... + g, olmak iizere Ryr = (V,;) matrisi n,k € N icin

M’,(k) , k|nise

n

0 , ktnise

Vak =

seklinde tanimlanmustir.

r =1 ve her k icin g; = 1 ise bu matris [18] nolu calismada

?(Jj) IR
2 j|iise
¢ij=q ‘ (3.1
0 , jtiise

olarak tamimli @ = (¢, ) Euler totient matrisini verir.

r = 1 ise bu matris [34] nolu ¢alismada

29(k) , k|nise

Pk = On (3.2)
0 , kfnise

olarak tammli Rg = (r,) Riesz Euler totient matrisini verir.

Her k i¢in g = 1 ise bu matris [26] nolu ¢caligmada her bir r € N i¢in

. J’n(,k) , k|nise
o7 = _ (3.3)
0 , kinise

olarak tanimli X" = (v/, ) Jordan totient matrisini verir.
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Bu matrisin tersi R{,l = (v;kl) her n,k € N igin

,
8 , k|nise

0 , kinise

olarak hesaplanmustir.

Boylece ¢(Ryr) ve co(Ryr) uzaylari

0, k|n

co(RY) = {u—( n) €O : hm( =Y qid (k) ) O}
”k\n

c(RY) = {u =(up) €0 lirrln ( quJ ) mevcuttur}

ve

olur.

r =1 ve her k i¢in g; = 1 ise ¢(Ryr) ve co(Ryr) uzaylari [19] nolu ¢aligmada tanimlanan

c(®) = {u = (uy) E: hm ( Y o(k) ) mevcuttur}

k|n

co(CID):{u—( cw: l1m< ;(p ) }
kln

uzaylarina doniismektedir.

r=11ise c¢(Ryr) ve co(Ryr) uzaylari

c¢(Rp) = {u = (up) € : lizn < qu(p ) mevcuttur}

m kln

cO(ch):{ ()Gwhm< Y aro(k) ) }
nk\n

uzaylarina doniigmektedir.
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Her k i¢in g; = 1 ise ¢(Ryr) ve co(Ryr) uzaylari [27] nolu ¢caligmada tanimlanan

c(XY") = {u = (uy) €EW: hm < =Y J(k) ) mevcuttur}

kln

co(Yr):{u—( n) EO: hm( =Y J (k) ) }
k|n

uzaylarina doniigmektedir.

veE

Aksi soylenmedikge v = (v,) ile bir u = (u,) dizisinin Ry--doniistimii, yani her n € N i¢in

Vo = (Ryrut), quj (3.4)

n kln
olmak iizere v = (v,,) gosterilecektir.

Teorem 3.1. c¢(Ryr) ve co(Ryr) uzaylari

lle(ryry = Nellco(ryr) = SUp | it (k) uy

1
o kn
seklinde tanimli norma gore birer Banach uzaylaridir.

Sonug 3.2. ¢(Ryr) ve co(Ryr) uzaylart BK-uzaylaridir.

Teorem 3.3. U € {c,cp} olmak iizere U (Ryr) uzay1 U uzayna lineer olarak izomorfiktir.

Ispat. U € {c,co} olmak iizere U(Ryr) uzayindan U uzayma f doniisiimii her u € U(Ryr)
icin f(u) = Ryru olarak tanimlansin. Bu doniisiimiin lineer oldugu agiktir. Ayrica f
doniisiimiiniin ¢ekirdegi sadece sifir vektoriinden olustugu i¢in bire-bir bir doniistimdiir. f
doniigiimiiniin 6rten oldugunu ispat edebilmek igin v = (vy) dizisi U uzayinda herhangi bir

dizi olmak iizere her n € N i¢in terimleri

“=Liia"

kin

seklinde tanimh u = (u,) dizisi ele alinsin. (3.4) esitliginden

k
1 u(;) 0
RYru ZC[k r _ZCIkJF(k)Z ! ij
n k|n Z k|n Jlk Jr(k) qk
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ZZN )Qjvj = an<2u ) %g:LU(l)Q;@"n:"n

on kln jlk kln \ jlk

elde edilir ve dolaysiyla u = (u,) € U(Ryr) olur. Son olarak |[u|y g, = ||f(u)llv

oldugundan f doniisiimii normu korur. Boylece ispat tamamlanir. 0

Tanimlanan uzaylarin duallerini belirlemek ve bazi matris siniflarini karakterize etmek icin
asagidaki sonuca ihtiya¢ duyulmaktadir. Burada ve ¢alisma boyunca N ile N dogal sayilar

kiimesinin tiim sonlu alt kiimelerinin ailesi gosterilecektir.

Yardimci Teorem 3.4. p > 1 ve A = (A;;) sonsuz bir matris olsun.

1. A= (ﬂ‘l’j) S (foo,fw) —

squ |7L,~j‘ < oo (3.5)
Lo
2. A= (Aj) € (c,4s) <= (3.5) saglanur.
. A= (Aij) € (co,4e) <= (3.5) saglanur.
4. A= (L)) € (Up,le) =
sup ) [Aij|7 < oo (3.6)
i 7
5. A= (L)) € (U ) <=
sup | Aij| < oo (3.7)
J
6. A= (Ajj) € (lw,c) =
her bir j € N igin lilm A;j mevcuttur (3.8)

lilInZJAij‘ = Z
J J

lim2;;
1
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10.
11.

12.

13.
14.
15.
16.

17.
18.
19.

A = (Aij) € (c,c) <= (3.5), (3.8) ve

lilm; Aij mevcuttur.
co,¢) <= (3.5) ve (3.8) saglanir.
lp,c) <> (3.6) ve (3.8) saglanir.
l,c) <= (3.7) ve (3.8) saglanr.

lim}_ 2 =0
b
A = (Aij) € (c,c0) <= (3.5) ve

her bir j € Nigin limA;; =0
l

1ilmgz,~j =0

co,c0) <= (3.5) ve (3.9) saglanr.
lp,co) <= (3.6) ve (3.9) saglanir.

l,co) < (3.7) ve (3.9) saglanr.

p
< oo

e X

) Ay

jeK

= (Aij) € (c,¢)) < (3.10) saglanr.

ij) € (co,p) <= (3.10) saglanir.

I
PO

ij) € (6,4)) =

Sl{pZMwV < o0
J i

16

(3.9)

(3.10)



20. A= (ﬂ‘l’j) S (gm,f) —

sup <o (3.11)

NKeEN

2 A

JjEK

< oo & supz

i

2 ) A

ieEN jeK

) Aij

ieEN

< o0 & sup
eNZj:

21. A= (Ajj) € (c,f) <> (3.11) saglanir.
22. A= (Aij) € (co,¢) <= (3.11) saglanur.
A

23.

l, < o0
b NI
24. A= (ﬂ‘l’j) € (f,g) <~

squ|7L,~j‘ < oo

J

[35].

Simdi ¢(Ryr) ve co(Ryr) uzaylarinin o-, B- ve y-dualleri hesaplanacaktir.

Teorem 3.5. c¢(Ryr) ve co(Ryr) uzaylarmin a-duali

1(%) Ok

neN keM kjn ™" Jr(k) 4n

s

(c(Ryr))* = (co(Ryr))* = {t =(t,) E@: sup

N.MeN

uzayidir.

Ispat. ® uzayindan alinan bir ¢ = (¢,) dizisi i¢in A = (8,;) matrisi

5 | G Kl

0 , ktn

seklinde tanimlansin. U €€ {c,co} olsun. u = (u,) € U(Ryr) olmak iizere her n € N i¢in
thtty = (Av), olur. Buradan u € U(Ryr) iken tu € ¢ olmasi i¢in gerek ve yeter sartin v € U

iken Av € ¢ olmasi gerektigi sonucuna varilir. Dolayisiyla t € (U(Ryr))%* ancak ve ancak

s

€ (U,?) olur. Yardimci Teorem 3.4 de 21. ve 22. ifadeler kullanilarak

g
L e

neNkeM kln "

(e(Rrr)) = (co(Rrr))® = {r — () €w: sup

N.MeN
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bulunur. []

Yardimei Teorem 3.6. [36, Teorem 3.1] Bir r = () € w dizisi ve bir ticgensel IT = ()

matrisinin tersi (IT)~! = ((n);kl) yardimiyla E = (&) matrisi her n,k € N i¢in

n
G =Y 1j(m)!
j=k
olarak tanimlansin. Bu durumda U herhangi bir dizi uzay1 olmak iizere
UVP={t=t)cw:2cU,0)},

ve

Uh={t=t)€0:E€c (U,ls)}.

olur.
Bu sonu¢ yardimiyla uzaylarin 8 ve y-dualleri hesaplanmugtir.
Teorem 3.7.

() O
Aj=(t=(f) € ®: herbirk € Nigin lim Z — k2 =kt meveuttur ¢,
e S ) 4

o) o
Ay =1t=(ty) € ®:sup ~—tj| <o,
{ p ; j:;ijr(J) q; "’

n I\ or
Az = {t =) ew: liznz ( Z Mgg) mevcuttur} :

k

c(Ryr) ve co(Ryr) uzaylarinin 8 ve y-dualleri
(C(Ryr))ﬁ =A1NAyNA3, (C()(RTr))BAl NA3

(C(RTr))y = (C()(Ryr))y = Az olur.
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Ispat. t = (1) € 0, U € {c,co} ve E = (&) matrisi

noo D ey,
Eq = J=kki () a0 T = =

0 , k>n

olsun. Bdylece bir u = (u,) € U(Ryr) dizisi igin

n n ( )Q’ n n w( 1 0 _

; - ; (Z AR j) - Z <J %thjr I; qf) = (=
elde edilir. Bu esitlikten u € U(Ryr) iken tu € cs olmasi igin gerek ve yeter kosulun
v € U iken Xiv € ¢ olmasi gerektigi sonucuna varilir. Yani ¢t € (U (Rrr))ﬁ ancak ve ancak
Z € (U,c). Boylece, Yardimer Teorem 3.4 de 7. ve 8. ifadeler kullamlarak (c(Ryr))P =
A1 NA3NA3, (co(Ryr))PA; N A, bulunur.

Benzer sekilde bu son esitlikten u € U(Ryr) iken fu € bs olmasi i¢in gerek ve yeter
kosulun v € U iken Ev € /., olmasi gerektigi sonucuna varilir. Yani ¢ € (U(Ryr))? ancak
ve ancak & € (U,/l.). Boylece, Yardimci Teorem 3.4 de 2. ve 3. ifadeler kullanilarak
(¢(Ryr))Y = (co(Ryr))” = A, bulunur.
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4. BAZI MATRIS DONUSUMLERI

Bu boliimde ¢(Ryr) ve co(Ryr) uzaylarindan {e,c,cg, ¢ uzaylarina matris dontigiimleri

karakterize edilecektir.

Teorem 4.1. U € {c,co} ve V C @ olsun. Bu durumda A = (4;;) € (Ug,,,V) olmasi igin

gerek ve yeter kosul

A h(,) 0] 1<ji<l
61({') _ Zk Jodlk KT g /S
’ 0 >
ve (k)
= ult)o
0;; = A; _J'=J
/ Z kJr(k) qdk

k=j,jlk

olmak iizere her bir sabit i € N icin @) = (Gl(j)> (U,c) ve ® = (6;j) € (U,V) olmasidr.

Ispat. A € (Ug,,,V) ve u € Ug,, olsun. Bu durumda

1 [ J r
Y Aijuj =} Aij Zu(k.)%wc (4.1)
e Jr(J) aj

=1 W)
Ky A
CE(F e, L
- l J lj v
= i ek ax =

esitligi saglanir. Au meveut oldugundan her bir sabit i € N icin @0 ¢ (U,c) bulunur.
Buradan (4.1) de [ — o iken Au = ®v elde edilir. Boylece Au € V olmas1 Qv € V
olmasini; yani ® € (U,V) olmasini gerektirir.

Karsit olarak her bir sabit i € N icin @) = <91(J)> (U,c) ve ® = (6;;) € (U,V) olsun.
u € Ug,, segilsin. Bu durumda her bir sabit i € N i¢in (6;;) € U B olmas1 her bir sabit i € N
icin (A;) € Ufﬂ olmasini gerektirir. Boylece Au mevcut olur. (4.1) esitliginden [ — o

iken Au = Qv elde edilir. Buise A € (Ug,,,V) oldugunu gosterir. O

Teorem 4.2. A = (4;;) sonsuz bir matris olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanr:
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1. A€ (c(Ryr),lo) ==

L) o
her bir i, j € Nigin lim ) Az—~*-— mevcuttur, (4.2)
l_>°°k:j,j|k Jr(k) qk
= uh)g;
supZ Z / 4.3)
i J lk=j,jlk J (k) qk
I R
her bir i € N i¢in sup A-k < oo, 4.4)
IGNJ'; k—%V‘ : ‘](k) dk
her bir i € N i¢in lim ZI: zl: 'u(lj() Q—; mevcuttur 4.5
[—o0 J=l k=7 jlk J(k) qk
2. A€ (c(Ryr),c) <= (4.2),(4.4),(45), (43),
k
u
her bir j € Nigin lim ) i G )% mevecuttur, (4.6)
kY or
oo u = .
lim) Y Ay G )% mevcuttur.
L k=jjlk Jr(k) dk
3. A€ (c(Ryr),co) <= (4.2), (4.4), (4.5), (4.3)
her bir j € N igin lim Z Ai ()Qr =0 4.7)
Y ok=j,jlk J(k) qk , .
. = u) o
IR R

J k=j.jlk
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4. A€ (c(Ry),0) < (4.2), (4.4), (4.5),

= u()o;
sup Aik —| < oo, (4.8)
N.KeN i;\/]ék_%k Jr(k) qr

Ispat. Bu teoremin ispat1 Yardimci Teorem 3.4 ve Teorem 4.1 kullanilarak elde edilir. [

Teorem 4.3. A = (4;;) sonsuz bir matris olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanr:

1. A€ (co(Ryr), o) <= (4.2), (4.4), (4.3).

2. A€ (co(Ryr),c) < (4.2), (4.4), (4.3), (4.6).
3. A€ (co(Ryr),co) <= (4.2), (4.4), (4.3), (4.7).
4. A€ (co(Ryr),0) = (4.2), (4.4), (4.8).

Ispat. Bu teoremin ispat1 Yardimci Teorem 3.4 ve Teorem 4.1 kullamlarak elde edilir. [
Bu teoremler yardimiyla asagidaki sonuclar elde edilir.

Sonug 4.4. A = (4;;) sonsuz bir matris olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanur:
1. A€ (c(Ryr),bs) < (4.2), (4.4), (4.5),

i u®) o

sup Mk —<
PLIL, X M

4.9)

i i=1k=; dk

2. A€ (c(Ryr),cs) < (4.2), (4.4), (4.5), (4.9),

o= 1o
her bir j € Nicin lim Z Z Aix—2= =L mevcuttur (4.10)

io= o)
limz Z Z Ak —2= =L mevcuttur.
=y TR AKX

3. A€ (c(Ryr),cs0) <> (4.2), (4.4), (4.5), (4.9),

. k -
LI u(=) o
her bir j € Nigin lim )~ Y A G5 _

=0, (4.11)
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()Q’

hmZZ Z

Jj I=1k= Jj|k

Sonug 4.5. A = (4;;) sonsuz bir matris olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanr:

1. A€ (co(Ryr),bs) < (4.2), (4.4), (4.9).
2. A€ (co(Ryr),cs) < (4.2), (4.4), (4.9), (4.10).
3. A€ (co(Ryr),cs0) < (4.2), (4.4), (4.9), (4.11).

23



5. co(Ryr) UZAYINDA KOMPAKT OPERATORLER

U D o bir BK-uzay1 ve x = (x;) € ® olsun. Supremum sonlu olmak sartiyla

ij Uuj

Xl = sup
Bul|j

ucby

notasyonu kullanilacaktir. Bu durumda x € U B olur.

Yardime: Teorem 5.1. [37, Lemma 6] (. = cf = cg =/lveU € {le,c,co} igin ||x||j; =

[xle-

Yardimci Teorem 5.2. [30, Teorem 1.23 (a)] U ve V birer BK-uzay1 olsun. Bu durumda
her A € (U,V) i¢in u € U iken La(u) = Au sartin1 saglayan bir Ly € B(X,Y) operatorii

vardir.
Yardimei Teorem 5.3. [30] U D o bir BK-uzay1 ve V € {cg, ¢, ¢} olsun. Eger A € (U,V)

ise

LAl = [[Allw,v) = sup[|Ailly < oo
ieN

olur.

co uzayinda non-kompaktlik Hausdorff 6liigiisiinii hesaplayabilmek i¢in asagaidaki sonug

yararhdir.

Teorem 5.4. [38, Teorem 2.8] B kiimesi ¢y uzayinda sinirhi bir kiime ve P, : co — co
operatdrii her u = (u;) € co ve her bir r € N igin Pr(u) = (uy,uz,...,u,,0,0,...) seklinde

tanimlansin. Bu durumda

r—soo

2(®) =l (sup |- ).
ueB
olur. Burada 7 fonksiyonu cg iizerinde 6zdeslik fonksiyonudur.
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Yardima Teorem 5.5. x = (x;) € (co(Ry+))P olsun. Her u = (u;) € co(Ryr) igin

i= Y Zlx (JEN) (5.1)

olmak tizere

ZXjuj = Z)Zjvj 5.2)

ve ¥ = (%;) € £ olur.

Yardima Teorem 5.6. x = (x;) € (co(Ryr))P olsun. ¥ = (&;) dizisi (5.1) ile tanimlanmak

tizere HXHZO(RV) =Y |%;| <eoolur.
Ispat. x = (x;) € (co(Ryr))P ise Yardimci Teorem 5.5 den % = (&;) € £ olur ve (5.2) esitligi

saglamir. |Jul|. gy = [IV]le. esitliginden u € B, (g, olmasi igin gerek ve yeter sartin

v € B, olmasi gerektigi sonucuna varilir. Boylece HxHZfO(RTr) = SUPyep, o | LjXjU il=
co\ryr

SUPyep,, | X%V il = [|%[|7, elde edilir. Yardimci Teorem 5.1 kullanilarak ||x|]io(RYr) =

117, = lI%lle = ;1% < oo bulunur. O

Calismanin devaminda A = (4, ;) matrisi A = (A;;) matrisi yardimiyla serinin yakinsak

olmasi sartiyla agasidaki sekilde tanimlanacaktir:

= u(h) e

iy = .
Sy G

Yardimc1 Teorem 5.7. V herhangi bir dizi uzay1 ve A = (4;;) sonsuz bir matris olsun.
Eger A € (co(Ryr),V) ise bu durumda A € (c,V) ve her u € co(Ryr) igin Au = Av olur.

Ispat. Ispat Yardimc1 Teorem 5.5 den kolayca elde edilir. 0
Yardimae1 Teorem 5.8. V € {co,c,l-} olsun. Eger A € (co(Ryr),V) ise bu durumda

! J

LAl = 1Al (co(ryr),v) = sup (Z|§Lz’j|> < oo

olur.

Yardimci Teorem 5.9. [39, Teorem 3.7] U D o bir BK-uzay1 olsun. Asagidaki ifadeler

saglanir:
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(a) Eger A € (U, /o) ise 0 < ||La ||, < limsup;||Alj; olur ve eger lim; | A;]|j; = 0 ise Ly

kompakttir.

(b) Eger A € (U, cp) ise ||Lal|, = limsup; ||A;]|7; olur ve L, operatoriiniin kompakt olmasi

i¢in gerek ve yeter sart lim; ||A;||;; = O olmasidir.

(c) Eger U uzay1 AK 6zelligine sahip yada U =l ve A € (U, c) ise
1 . * . *
Stimsup A~ 25 < 1Ll < limsup |Ai— Al
olur ve
L operatoriiniin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart lim||A; — A||;; =0
l

olmasidir. Burada A = () ve her bir j € Nigin A; = lim; A;; olur.

Yardimei Teorem 5.10. [39, Teorem 3.11] U D o bir BK-uzay1 olsun. Eger A € (U, /)

*
sup
’ NEN, U

olur ve L, operatoriiniin  kompakt olmasi ic¢in gerek ve yeter sart

ise

Y A

ieEN

Y A

ieEN

) < |ILally < 411m ( sup

NeN,

lim, (supye . || Lien Aillj;) = 0 olmasidir. Burada N, sifi N kiiesinin r den daha biiyiik

elemanl alt kiimelerinden olusan A/ nin alt sinifidir.

Tiim bu sonuglar verildikten sonra co(Ryr) uzayinda kompakt operatorler karakterize

edilebilir.

Teorem 5.11.

1 Eger A € (co(Ryr), /o) ise 0 < [|Lal[, < limsup; Y, ;| olur.

2 Eger A € (co(Ryr),c) ise 2l1msup,ZJ|7L,j 1j| < ||ILally, < limsupi):j|1,-j—ij|
olur.

3 Eger A € (co(Ryr),co) ise |[Lally = hmsupl Y |A;j| olur.

4 Eger A € (C()(RYV) ) ise hrnr||A|| ) < LAl < 411m,||A|| Ryr)d) olur.

(,‘0 RYr

Burada [A[[() ) ) = Supyen; (zj | Z,GNJL,,D (r € N) dir.
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Ispat. (1) A € (co(Ryr), /o) olsun. Her biri € N icin Y Ajjuj serisi yakinsak oldugundan
A; € (co(Ryr))P olur. Boylece Yardimci Teorem 5.6 dan her bir i € N igin ||A; H* (Ryr) =
1A% = . Al = (Z i A; ]|) bulunur. Yardimer Teorem 5.9 (a) kullanilarak

0 < |[Lally < limsup (ZI%‘I)

! J

elde edilir.

(2) A € (co(Ryr),c) olsun. Yardimci Teorem 5.7 den A € (cg,c) elde edilir. Boylece

Yardimci Teorem 5.9 (c) kullanilarak

1. AT . T
5 limsup [A; = Al¢, < [|Lally < limsup [[A; —2]l¢,
l l
olur. Burada A = (Z ;) ve her bir j € N i¢gin A j = lim; i j dir. Ayrica Yardimci Teorem
5.1 her bir i € N i¢in Hf\,-—i“ﬁo = | Ai= A= <Zj i —ij|> olmasini gerektirir. Bu da

ispatt tamamlar.

(3) A € (co(Ryr), co) olsun. Her bir i € Nigin [[Ad]? = [Adll7, = [Adlle = (zj |Z,~,-|>
holds oldugundan Yardimci Teorem 5.9 (b) den

1Ll = Timsup (ZI%‘I)

! J

elde edilir.

(4) A € (co(Ryr),€) olsun. Yardimci Teorem 5.7 den A € (co,¢) olur. Yardimci Teorem
5.10 dan

lim sup
"\ NeN;

ZA

< |ILally <4lim | sup
ieN d

NeN;

ZA

ieEN

€0 €0

elde edilir. Ayrica Yardimc1 Teorem 5.1 implies that

| Y Al =1 X Adle = (Z!ZM)

ieN ieN ieN
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olmasini gerektirir. Bu da ispati tamamlar. ]

Yardimci Teorem 5.9 ve Yardimci Teorem 5.10 ile Teorem 5.11 birlestirilirse asagidaki

sonug elde edilir.

Sonug 5.12.
1 Eger
ﬁ}’n; M'ij‘ =0

ise A € (co(Ryr),?s) igin Ly operatorii kompakttir.

2 A € (co(Ryr),c) icin Ly operatoriiniin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart
1ilm;\,1,~j —Aj|=0

olmasidir.

3 A€ (co(Ryr),co) i¢in L operatoriiniin kompakt olmast i¢in gerek ve yeter sart
ﬁ%n; |7Ll j| =0

olmasidir.

4 A € (co(Ryr),?) i¢in L operatoriiniin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart

li£n||A||E =0

r)
co(Ryr),l1)

olmasidir. Burada HA||E£?)(RW)7 0) = SUPNen;, (Z il Yien iij’)

28



6. SONUCLAR VE ONERILER

Tez caligmasinda kullanilan matris sonsuz alt iicgensel bir matris oldugundan bu matrisin
tersinin mevcut oldugu bilinmektedir ve hesaplanmistir. Bu sebeple uzaylar tanimlandiktan
sonra uzaylarin duallerinin elde edilecegi ongoriilmiistiir. Ayrica elde edilen yeni uzayin
klasik uzaya lineer izomorf olacagi bilinmektedir. Dolayisiyla normu korunacagi i¢in
bu uzay iizerindeki norma gore uzayin tam olacagi sonucuna varilir. Bu yeni uzaylar
tizerinde ¢esitli matris siniflar1 karakterize edilmis ve Hausdorff 6l¢iisii yardimiyla kompakt

operatorler karakterize edilmistir.

Tanimlanan bu uzaylardan daha genel olarak paranormlu uzaylar, hemen hemen yakinsak
dizilerin uzay1 olusturulabilir. Ayrica tiim bu uzaylarin cesitli geometrik 6zellikleri

arastirilabilir.
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