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OZET

QUANTUM INTEGRALLER ICIN INTEGRAL ESITSIZLIKLERI VE
UYGULAMALARI

Necmettin ALP
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi
Danigman: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
Ocak 2020, 100 sayfa

Bu tez calismasi beg ana boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, quantum integraller icin
g-Hermite-Hadamard esitsizlikleri ispatlanmis olup konveks ve quasi konveks fonksiyonlar
icin g-orta nokta tipli esitsizlikler yardimiyla quantum tahminleri elde edilmistir. Bunun
yaninda elde edilen sonug¢larda ¢ — 1~ durumunun klasik sonuclar1 verdigi gosterilmistir.
Ikinci boliimde, g-analizin genellestirilmesi olan (p,q)-analiz icin Hermite-Hadamard
esitsizlikleri ispatlandiktan sonra konveks ve quasi konveks fonksiyonlar i¢in (p, g)-orta
nokta tipli esitsizlikler kullanilarak quantum tahminleri elde edilmistir. Buna ek olarak
g — 1~ ve p = 1 durumunda klasik analizin 6nceki ¢alismalar1 elde edilmistir. Ugiincii
boliimde, farkli bir bakis agisi ile quantum integral yeniden tanimlanmistir. Bu yeni
tanim g-integral notasyonu ile temsil edilmistir. Bununla birlikte, g-integralin 6zellikleri
de ispatlanmistir. Ayrica yeni g-integral i¢in g-Hermite-Hadamard integral esitsizlikleri
elde edilmistir. Dordiincii boliimde, g-integral yardimiyla klasik analiz i¢in vazgecilmez
olan Young, Holder ve Minkowski tipli quantum esitsizlikler ispatlanmigtir. Bununla
birlikte, Ostrowski tipli esitsizlikler i¢in quantum tahminleri elde edilmistir. Son béliimde,
g-integral kullanilarak g-Gama-Beta fonksiyonlar yeniden tanimlanmustir. Ayrica, bu
g-Gama-Beta fonksiyonlarin 6zellikleriyle birlikte aralarindaki iligkiye dair sonuglar elde
edilmistir.

Anahtar sozciikler: g-Tiirev, q-Integral, Konvekslik, Quasi-konveksik, Hermite-
Hadamard esitsizligi, Ostrowski esitsizligi, Gama fonksiyonu, Beta fonksiyonu.
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ABSTRACT

INTEGRAL INEQUALITIES FOR QUANTUM INTEGRALS AND THEIR
APPLICATIONS

Necmettin ALP
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
January 2020, 100 pages

This thesis consists of five main parts. In the first part, g-Hermite-Hadamard inequality
and kinds of this inequality have been proved and quantum predictions for g-midpoint
type inequalities for convex and quasi convex functions have been obtained. In addition, it
is shown that ¢ — 1~ gives the classical results. In the second part, Hermite-Hadamard
inequality and the types of this inequality have been proved on (p,q)-calculus. At the
same time, quantum estimations for the convex and quasi convex functions (p, ¢)-midpoint
inequalities have been obtained. Also, previous studies of the classical analysis were
obtained in the case of ¢ — 1~ and p = 1. In the third part, a new definition is given to
quantum integrals with a new perspective and the properties of the new g-integral definition
have been proved. Furthermore, g-Hermite-Hadamard integral inequalities were obtained
with the help of this new g-integral. In the fourth part, the inequalities of Young, Holder
and Minkowski have been proven for g-integral. Additionally, quantum estimations for
Ostrowski type inequalities were obtained. In the last part, g-Gamma-Beta functions were
redefined using g-integral. Also, the properties, results and the relationship between these
functions were investigated.

Keywords: ¢g-Derivative, g-Integral, Convexity, Quasi-convexity, Hermite-Hadamard
inequality, Ostrowski inequality, Gamma function, Beta function.
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EXTENDED ABSTRACT

INTEGRAL INEQUALITIES FOR QUANTUM INTEGRALS AND THEIR
APPLICATIONS

Necmettin ALP
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
January 2020, 100 pages

1. INTRODUCTION

Although the concepts of classical analysis and g-analysis are not exactly the same, they
are not completely disconnected. To understand the g-analysis needs to understand the
classical analysis well.

Quantum calculus is the modern name for the investigation of calculus without limits.
Recently it arose interest due to high demand of mathematics that models quantum com-
puting. g-calculus appeared as a connection between mathematics and physics. It has a
lot of applications in different mathematical areas such as number theory, combinatorics,
orthogonal polynomials, basic hyper-geometric functions and other sciences quantum
theory, mechanics and the theory of relativity.

Quantum calculus is a subfield of the more general mathematical field of time scales
calculus. In studying quantum calculus, we are concerned with a specific time scale, called
the g-time scale. The letter g has several meanings:

o the first letter of "quantum,"
o the letter commonly used to denote the number of elements in a finite field,
o the indeterminate of power series expansions.

Since g-calculus is a very wide topic, in this thesis we will focus on g-derivative, g-integral
and some g-notations.

g-calculus first started with Euler. By using induction Euler proved the pentagonal number
theorem which was the first example of a g-series, and at the same time the first example
of a theta-function in 1750.

Furthermore Euler discovered the first two g-exponential functions, a prelude to the g-
binomial theorem and at the same time introduced an operator which would over hundred
years later lead to the g-difference operator. Yet, another example of a g-series is the result



of Gauss, which was published in 1866, 11 years after his death 1855.

Heine introduced the g-hypergeometric series which was the generalization of hypergeo-
metric series in 1846.

The g-difference operator which was reintroduced by Jackson and may go back to Heine
or Euler. The g-difference operator sometimes called Jackson g-difference operator, Euler-
Jackson g-difference operator or Euler-Heine-Jackson g-difference operator. Jackson was
the first to develop g-calculus in a systematic way.

In 1909, Jackson introduced g-generalization of Taylors formula.

In 1969, Agarwal described the g-fractional derivative for the first time. In 2013, Tariboon
introduced D -difference operator.

On the other hand, the history of g-integral dates back to the 17th century. Archimedes
calculated the integral of f(x) = x* as the sum of a finite geometric series. In the 1650s,
the famous Frenchman Pierre de Fermat (1608-1665), Pascal and others found a way to
generalize Archimedes’ results. Fermat introduced the g-integral of the function f(x) = x%,
o € Q on the interval [0, 1]. This was done by introducing the Fermat measure, which puts
mass & (1 —g)q" at x = aq".

Thomae was a pupil of Heine who in 1869 introduced the so-called g-integral on [0, 1]
interval. In 1910, Jackson defined the general g-integral on [a, b].

Additionaly, there is no unique canonical choice for the improper g-integral on [0,0] . The
improper g-integral has been defined more than once.

In 1966-1967 Al-Salam introduced a g-analogue of the Riemann-Liouville fractional
integral operator and g-fractional integral operator. In 2004, Rajkovic gave a definition of
the Riemann-type g-integral which was generalized of Jackson g-integral on [a, b].

Many integral inequalities well known in classical analysis have been proved and applied
for g-calculus. Many mathematicians have done studies in g-calculus analysis.

In addition to after the definition of Jackson g-derivative and g-integral, many general-
izations and studies were done. For example, g-calculus was further expanded to reveal
(p,q)-calculus. Tung and Gov studied the concept of (p,q)-derivatives and (p, g)-integrals
over the interval of [a,b] C R and settled a number of (p, ¢)-analogues of some well-known
results like Holder inequality, Minkowski inequality, Hermite-Hadamard inequality and
Ostrowski inequality, Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz, Griiss, Griiss- Cebysev and other
integral inequalities using classical convexity.

The aim of this thesis is to prove Hermite-Hadamrd inequality for g-calculus and (p, q)-
calculus and to obtain quantum estimates for g-midpoint type inequalities and to redefine
it with a new angle of view to g-integration. Finally, it is to prove that Young, Holder,
Minkowski and Ostrowski type integral inequalities with the help of this new g-definition.

xi



2. MATERIAL AND METHODS

First we examine the history of g-calculus. We examine the contribution of mathematicians
to g-calculus according to history. We also remember the definitions, notations and studies.
Then, with the generalizations about g-derivative and g-integral, we give properties and
theorems of these generalizations. At the same time, we remind ¢ and (p, ¢)-notations and
g-generalizations of some specific functions. Then, we investigate the relationship between
Dy, 4Dy and D), derivatives and their properties. We also examine the integrals of
these derivatives in detail. Finally, we look at the Hermite-Hadamard inequalities for the
quantum calculus obtained in the previous years but it proved to be inaccurate. We also
show why they were wrong.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS

In this chapter, we often use the geometric method in our proofs. We first prove exactly
correct state g-Hermite-Hadamard and (p, ¢)-Hermite-Hadamard inequalities which was
previously proven incorrect and we obtain kinds of them. Later, we calculate quantum
predictions for g-midpoint type inequalities on convex and quasi-convex functions. In
the same way, we prove quantum predictions for (p,q)-midpoint type inequalities on
convex and quasi-convex functions. We have a different aspect to g-itegral and by this
aspect we redefine g-integral. Furthermore with the help of new definition we especially
prove g-Ostrowski type integral inequalities and some classic inequalities on g-calculus.
Finally, we redefine the Gamma and Beta functions on new quantum itegral and we show
relationship between them.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK

In this study, we establish new definition of quantum integral and we apply this new
definition to inequalities which are very important for analysis and Gamma-Beta functions.
Moreover, we show relationship between D, and new quantum integral definition.

In the further studies, one can establish different integral inequalities. Additionally,
quantum estimations for other type integral inequalities can be obtained. g-differential
equations also can be proved by this new quantum integral and integral transformations
can be defined with applied.
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1. GIRIS

Klasik analizin ve g-analizin (quantum kalkiiliis) kavramlar1 tamamen ayni olmamakla
beraber tamamen birbirinden kopuk da degillerdir. g-analizi anlayabilmek i¢in klasik

analizi iyi anlamak gerekiyor.

Quantum kalkiiliis, limitsiz kalkiiliisiin modern adidir. Son zamanlarda, kuantum
hesaplama modellerinin yiiksek matematige olan ilgisinden dolay1 g-kalkiiliise ilgi art-
mistir. g-kalkiiliis, matematik ve fizik arasinda bir baglant1 olarak ortaya ¢ikti. Sayilar
teorisi, kombinatorik, ortogonal polinomlar, temel hiper-geometrik fonksiyonlar ve diger
bilimler kuantum teorisi, kuantum mekanigi ve gorelilik kurami gibi farkli matematik ve

fizik alanlarinda ¢ok sayida uygulamaya sahiptir [1]-[3].

Analiz, siirekli ve siireksiz (discrete) olmak iizere iki baglik altinda incelenebilir. Bu
stirekli ve discrete (ayrik) analizi tek catida birlestiren skalaya "Zaman Skalas1" ad1 verilir.
Zaman skalasinda secilen kiimeye gore 6zel analiz alanlar1 olugur. Kuantum analizi, zaman

skalasinin 6zel bir durumu olup g-zaman skalasi
T:=¢":={q:1eNy},0<g<1

olarak tanimlanir [4].

Buradaki ¢ harfinin agagidaki gibi bir cok anlami bulunmaktadir [5]:

o "quantum" kelimesinin ilk harfi,
o sonlu bir alandaki 6gelerin sayisin1 belirtmek i¢in yaygin olarak kullanilan harf,

o kuvvet serisi genislemelerinin belirsizligi.

g-kalkiiliis ¢ok genis bir konu oldugundan bu tezde g-tiirev, g-integral ve bazi g-

notasyonlarina odaklanilacaktir.



g-kalkiiliis, ilk 6nce Euler ile basladi. Euler, 1750’de bir g-serisinin ilk 6rnegi olan

i (65 ") = f[ ),0< g <1 (1.1)

pentagonal say1 teoremini ispatladi ve bu ayn1 zamanda theta-fonksiyonunun ilk 6rnegiydi

[1].

Euler’in 6liimiinden 11 y1l sonra 1866°da Gauss, g-serisinin bir bagka 6rnegi olan Denklem

(1.2)’yi ispatladi [1].

1 qu

> m+1 hnd —
1+Zq(z)znm,\q|<1. (1.2)
m=1

m=1

Ayrica, Euler ilk iki g-iistel fonksiyonunu Denklem (1.3) ve Denklem (1.4)’ii kesfetti [1].

= 1
= Z yzy <1,0<|q| <1, (1.3)

i

Bunun yaninda, Euler yiizyildan fazla bir siire sonra tanimlanacak olan g-tiirev operatdriinii

~2,q)., 0<|q| < 1. (1.4)

Q\'—‘

ve g-binom teoreminin ilk halini tanitmistir [1].

Heine, 1846’da hipergeometrik serilerin genellestirmesi olan g-hipergeometrik serisini:

g-degisken faktoriyel,

I, n=0;

(a;q), =< n-1

! H (1_aqm)7 n= 1727
m=0

olmak tizere
o (@:9),(5:9),
a,b;c;q,z) = — 2z (1.5)
2hlabicad) = o (),

olarak tanitmistir [6].

g-tiirev operatoriinii ilk olarak Euler sonra Heine [7] daha sonra da 1908’de F. H. Jackson
[8] tarafindan nihai hali tamtilmistir [2], [9]. Bu tiirev opretoriinii kaynaklarda bazen

Euler-Heine-Jackson g-tiirev operatorii bazen Euler-Jackson g-tiirev operatorii bazen de



sadece Jackson g-tiirev operatorii olarak karsimiza ¢cikmaktadir. Jackson, g-kalkiiliisii

sistematik olarak gelistiren ilk kisi oldu [1].

u € R sabit ve A C C olmak iizere z € A iken e8er Uz € A oluyorsa A’ya u-geometrik
kiime denir. A kiimesi u-geometrik ise {zu"},’ olan geometrik dizileri kapsar. u yerine ¢

alinisa A’ya g-geometrik kiime denir [2].

Jackson g-tiirev operatoriinii g-geometrik kiimesinde tanimli f fonksiyonu i¢in

f(x) —f(gx)

T g eC\{1} (1.6)

(qu) (x) =

olarak tanimlamagtir [1].

Bununla birlikte, 0 € A ve |g| < 1 ve z den bagimsiz limit olmasi kosulu ile f nin 0’da

g-tiirevi asagidaki sekilde tanimlanir:

Dyf(0) = lim f(xq") — f(0)

n—oo xq"

, forx e C\ {0}.

Ayrica, |g| > 1 igin
Dyf (0) = Dy-1f(0)

esitligi dogrudur [2].
Ayrica, 1909°de Jackson g-Taylor formiilii Denklem (1.26)’1 tanimlamistir [10].

Diger yandan, 1969°da Agarwal, ilk kez g-kesirli tiirevi,

—a—1 7

ﬁ 0/ (91/%:9) _q_ £ (1) dgt (1.7)

Dy f(x)=1,"f(x) =
olarak tanimlamagtir [11].

2013 yilinda da Tariboon, ,D,-tiirev operatdriinii Egitlik (1.29) olarak tanimlamugtir [12].

Ote yandan, ¢-integralinin tarihgesi 17. yiizy1la kadar uzanir. Tlk olarak Arsimed, f(x) = x?

integralini sonlu bir geometrik serinin toplami olarak hesapladi. 1650’lerde iinlii Fransiz



Pierre de Fermat (1608-1665), Pascal ve digerleri [13, s.485] Arsimed’in sonuglarini
genellestirmenin bir yolunu buldu. Fermat, [0, 1] aralifinda f(x) = x%, o € Q [13, 5.485]
fonksiyonunun g-integralini tanitmgtir [14]. Bu x = ag™’de a (1 — ¢) ¢" yazilmak suretiyle

Fermat olciisii tanitilarak yapildi.

1869 yilinda Eduard Heine’nin d8rencisi Thomae [0, 1] aralig1 iizerinde g-integralini

asagidaki sekilde tanitmistir [15], [16]:

1

[r@d=(-a) Y a'r @) 0<q<1. (1.8)
n=0

0

1910°da H. H. Jackson [a, b] iizerinde genel g-integral tanimini

[f@dix=a(i-a) ¥ a'f(aa), 0< g <1 (19)
0 n=0
olmak tiizere
b b a
/f(x)dqx:/f(x)dqx—/f(x)dqx (1.10)
a 0 0

seklinde yapmustir [15], [17], [18].

[0,00) araliginda ise genellestirilmis g-integrali i¢in benzersiz tek bir se¢im yoktur. Jack-
son’un yaptigina benzer olarak Y7 ¢"f(¢") mutlak yakinsak olmak kosulu ile Hahn,
genellestirilmis g-integralini

(o)

[f@dx=(1-a) ¥ a'r(a"). 0<ldl <1 (L.11)

0 Nn—-—oo

olarak tanimlamugstir [19]. Benzer sekilde, ayni g degeri icin iki tarafli genellestirilmis

g-integrali asagidaki sekilde tammmlanmistir [20]:

n——oo

[1@dpx=0-0) ¥ ¢ @)+ 74 0<lgl <1 (12)



Oysa, Matsuo da genellestirilmis g-integrali asagidaki sekilde tanimlamistir [21]:

/f(x :— i f( ) (b>0). (1.13)

0 =

Benzer olarak, R iizerinde genellestirilmis g-integrali asagidaki sekilde tanimlamuistir [21]:

[ rwap="1 _i (@) + F(~q"/b)], (b>0).  (1.14)

—oo/b n=-

1966-1967°de Al-salam g-analiz i¢cin Riemann-Liouville kesirli integral operatoriinii,

X

[ @t/ 5o 10 dyt (1.15)

0

xa—l

Iy (o)

I f (x) =

olarak tamimlamistir. Ayrica, Al-salam bir bagka g-kesirli integral operatorii K- % y1

(o]

~la(a-1)
K, %0 (x) = quT/t“I (x/1:9) g1 0 (tq" %) dyt (1.16)

seklinde tanimlamugstir [22]. 2004’de Rajkovic, [a,b] aralig1 iizerinde Jakson g-integralin

genellemesi olan Riemann-tipli g-integral tanimin1 Denklem (1.30)’i

/f dgr =(1=0)(b=a) ¥ "f (bg" + (1=¢")), 0< g < 1, abeC
n=0

olarak tanimlamugtir [23].

Literatiirde, g-kalkiiliis ile ilgili bir¢cok ¢calisma mevcuttur [3], [24]-[30]. Bunun yaninda,
klasik analizde iyi bilinen bircok integral esitsizligi g-kalkiiliis i¢in kanitlanmigtir. Jackson
g-tiirevi ve g-integral tammindan sonra bir¢ok genelleme ve ¢alisma yapilmistir. Ornegin
g-kalkiiliis genellestirilerek (p,q)-kalkiiliis tamtilmigtir. Tung ve Gov [a,b] C R araligi
iizerinde (p,q)-tirev ve (p,q)-integral konseptiyle calismiglardir. (p,q)-kalkiiliis tiz-
erinde klasik konveksligi kullanarak Holder, Minkowski, Hermite-Hadamard, Ostrowski,
Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz, Griiss, Griiss-Cebysev ve diger integral esitsizliklerini

ispatlamiglardir [31], [32].



Simdi, bu ¢alisma boyunca kullanilacak olan konveks fonksiyon, quasi-konveks fonksiyon
ve klasik analizde iyi bilinen Hermite-Hadarmard, Young, Holder, Minkowski, Ostrowski

esitsizliklerinin tanim ve teoremleri sirasiyla asagidaki gibidir:

Tanmm 1.1 (Konveks Kiime). V kiimesi R ya da C iizerinde bir vektor uzayir ve I C V

olmak iizere Va,b € I ve t € [0,1] i¢in eger
ta+(1—-t)bel

gercekleniyor ise / kiimesine konveks kiime denir [33].

Tamim 1.2 (Konveks, Quasi-konveks Fonksiyon). f: I C R — R olsun. Va,b €I ve
t € [0,1] i¢in
fta+(1—1)b) <tf(a)+(1—1)f(b)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon ve

flta+(1=1)b) <sup{f(a),f(b)}

sartin1 saglayan f fonksiyonuna quasi-konveks fonksiyon denir. Ayrica, konveks ve quasi-

konveks fonksiyonlar icin

flta+(1=1)b) <tf(a)+(1-1) f(b) <sup{f(a),f(b)}

esitsizligi dogrudur [33].

Bu calismada kullanilan analizin iyi bilinen en 6nemli esitsizliklerinden Young, Holder,

Minkowski, Ostrowski ve Hermite-Hadamard esitsizlikerini kisaca hatirlayalim.
TR . 1,1 1.
Teorem 1.3 (Young Egsitsizligi). a,b > 0 ve p > 1 olmak iizere > tr= 1 i¢in

a? b"
ab< —+—
p r

dir [34].



Teorem 1.4 (Holder Esitsizligi). p > 1 olmak iizere 119 + % =1i¢in

==
N =

b b

Jirwsolar< | [irwpra /b (O

dr [35].

Teorem 1.5 (Minkowski Esitsizligi). p > 1 i¢in

1 1
b P
/ o +erar) / rora |+ [lsora

a

esitsizligi saglanir [36].

1938 yilinda Ostrowski kendi adiyla anilan agagidaki integral esitsizligini ispatlamisgtir:

Teorem 1.6 (Ostrowski Esitsizligi). f : 1 € R — R fonksiyonu /(/, I nin i¢ kiimesi)da
diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve a,b € I ile a < b olsun. Her x € [a, b] i¢in | f'(x)| <M

ise,

b
/f(x)dx <(b—a)M

_ atb)?
fx)=o— 1+M] (1.17)

4 (b—a)

esitsizligi saglanir. }l sabiti daha kii¢iik bir sabit ile degistirilememesi anlaminda miimkiin

olan en iyi degerdir [36], [37].

Teorem 1.7 (Hermite-Hadamard Ejsitsizligi). f, [a,b] iizerinde konveks bir fonksiyon

olmak tizere

a+b )+f(b)

2

f( (1.18)

esitsizligine Hermite-Hadamard esitsizligi denir [38].

Bu 6n bilgilere ve quantum kalkiiliisiin tarih¢esine kisaca bakildiktan sonra simdi quantum
kalkiiliisiin onemli bazi notasyonlari, tanimlari, tiirev ve integral formlar1 ile aralarindaki

bagintilar incelenecektir.



1.1. g ve (p,q)-NOTASYON VE TANIMLARI

Bu béliimde, 0 < g < p < 1 olmak iizere asagaidaki bazi tanim ve notasyonlar bu ¢alisma

boyunca kullanilacaktir [5], [32], [39].

1_
2], = 1_qq (zeC) (1.19)
ve
pZ_qZ
Ay ==, (2€C) (1.20)

], = =14+qg+¢*+..+¢" ", (1.21)

ve

— > :pnfl_f_panq_f_“'_'_pqan_i_qnfl,

seklinde yazilir. Ayrica g-faktoriyel ve (p, q)-faktoriyel sayilari

1 eger n =0,

[n]q' = 1 n . L 0 = (lfq)z . N

1], 1 ]q...[n]q—kl:Il[ l,= gt egerneN.

benzer olarak,
1 eger n=0,
gt = " -0y
e Wpqlpg-1nlpg= 11K, = g cEerneN.
k=1

seklinde tanimlanmigtir. Bunun yaninda g-binom katsayilari ve (p,¢)-binom katsayilari

asagidaki gibi temsil edilir:

veE

] pa - []]'Z,quq

Bunun yaninda bu ¢alismada, Gauss g-binom formiilii olarak bilinen asagidaki énemli



esitlik kullanilacaktir. Eger n € Z* ise

n—1

(x—a),=1I (x—qia) =(x—a)(x—qa) (x—qza) (x—q"_la) (1.22)

i=0

olmak tizere

(x—a); = f(—lf M ¢ (1.23)
j q

acilimina g-binom formiilii denir. Ayrica g-binom asagidaki notasyonlarla da temsil

edilebilir:

(l—a)::(a:q)w:._ (l—qia), (1.24)

o U=a)g  (aiq)..
(1—a)q— (l—q"a): =Gl egern € C. (1.25)

Burada, ¢ i¢in Denklem (1.24) sonsuz ¢arpimi yakinsak olarak kabul edilecektir. Ayrica
Denklem (1.22) ve Denklem (1.25) birbiriyle tutarhidir. Benzer bi¢imde (p,q)-binom
formiilii eer n € Z* olmak iizere,

n—1

(x—a)?w = iI:TO (pix— qia) =(x—a)(px—qa) (pzx—qza) (p

n—lx_qn—la)

seklinde tanimlanir.

Bu tanimlar yardimiyla, Jackson asagidaki g-Taylor serisini elde etmistir:

Tamm 1.8. D} f (a) g-tirevleri mevcut olmak iizere g-Taylor formiilii

R S D@6
f(X)_n;O PEGA )"_ngo [n),!

(1.26)

seklinde tanimlanmugtir. Burada, D, g-diferansiyel operatoriidiir [10].

E} ve e ustel fonksiyonlarinin g-taylor serisine agilimlart ve bunlar arasindaki bagintilar

n

B Lot = 00007 = (e D



veE

x" 1 1

eZ:n;)[n]q! - (1-(1=qg)x);  (1-9g)x:q).

ile verilmigtir. Ayrica E,* = % i¢cin

) _ 1
l1mqu: lim — =0
X—o0 X—o0 @X
q
ve
X o t

esitlikleri gecerlidir [5].

Bunun yaninda, g-trigonometrik fonksiyonlar

. equ o e;zx . E{le . E(;lx

singx = ———, Singx = ——1——,
21 21

egc _|_ e;lx Eéx _‘_Eq—lx

cosgx = ————, Cosgx = ————
2 2

olarak tanimlanmustir. Ayrica, Singx = siny,x ve Cosgx = c0sy /,x oldugundan

X pix —ixp—ix __
quq +e, Eq 2

singxSingx = — 4

ve

engjf + e;ixE;ix +2
4

€08y xCosgx =

olup

c08;xCosgx + singxSingx = 1

esitligi dogrudur [1]. g-trigonometrik fonksiyonlarin quantum tiirevi u (x) = ix segilerek

zincir kurali yardimiyla bulunur. Oyle ki,

Dysingx = cosg,x,
Dycos;x = —singx,
D,Singx = Cosy(gx),

D,Cosgx = —Sing(gx).

10



1.2. ¢-TUREV OPERATORU VE JACKSON ¢-BELIRLI INTEGRALI

Bu boliimde, ilk olarak Denklem (1.6) Jackson g-tiirev operatoriiniin ve Denklem (1.9)

Jackson g-belirli integralinin 6zelliklerine bakilacaktir.

Denklem (1.6) g-tiirev operatoriinde birden fazla degiskenin bulunmasi durumunda
degiskene gore g-tiirev operatdriiniin (Dy . f) (x,y) veya (Dgyf) (x,y) olarak belirtilmesi
gerekiyor. f’nin x noktasinda tiirevi var ise bu tiirev operatorii ¢ — 1 iken limit durumu

tiirev Operatoriine doniisiir yani,

lim (D, f) (x) = 2L,

q—1 dx
Ayrica, f nin g-diferansiyeli asagidaki sekilde tanimlanmistir:

Tamim 1.9. f, bir fonksiyon olmak iizere f nin g-diferansiyeli:

daf (x) = f(gx) = f (%)

Ozel olarak, dyx = (¢ — 1) x olur [5].

Tamm 1.10. Eger, D,F (x) = f (x) oluyor ise F (x) fonksiyonuna f(x) in antitiirevi denir

Ve

/ f(x)dgx
ile temsil edilir. / D, f (x)dygx = f(x) oldugu asikardir [5].

Bundan sonra, Jackson belirli g-integralinin 6zellikleriyle devam edilecektir. Denklem

(1.9) Jackson g-integralinin limiti

b b

lim [ f(x)dyx= / f(x)dx

q—1-
0 0

klasik integrali verir [1]. Ayrica, genellestirilmis Jackson g-integral tanimi b — oo limiti

11



icin yapilamiyor. Bunun yerine

i+1

f(x)dgx

ES)

qi
/f (x) dgx —
0

S

(o]

— (1 _q) i qH—nf (qi+n) . (1 _q) Z qi+n+1f(qi+n+l)
n=0

n=0
=(1-9)4'f(4)
esitligi kullanilirsa, genellestirilmis Jackson g-integrali asagidaki gibi tanimlanir:

Tanmm 1.11. [0,0) araliginda f’nin genellestirilmis Jackson g-integrali

i f(x)dgx, 0<g<lise,
o) Pl
]
/f (x) dgx = qqurl
’ E, f(x)dyx, g>lise
j=—o0
\ q

ile tanimlanmugtir [5].

Onerme 1.12. Eger, x®f (x) fonksiyonu x = 0 komsulugunda baz1 o < 1 degerleri ve
yeterince biiyiik bazi x ile baz1 o« > 1 degerleri i¢in sinirh ise genellestirilmis Jackson

g-integrali yakinsaktir [5].

Teorem 1.13 (¢-Kalkiiliisiin Temel Teoremi). 0 < a < b < o olmak iizere eger F (x)

fonksiyonu f (x) in antitiirevi ve x = 0 noktasinda F (x) siirekli ise

[f@dx=Fb)-F (@

a

esitligi dogrudur [5].

Cauchy kalan terimli g-Taylor formiiliinii asagidaki sekilde tanimlidir:

12



Teorem 1.14. Herhangi i < n+ 1 igin x = 0 noktasinda D; (x) siirekli olsun. Bu durumda

n . b
£0)= . (D) @)

i=0

i b
g [0 (-
q qy,

esitligine Cauchy kalan terimli g-Taylor formiilii denir [5].

Sonug 1.15. Denklem (1.6) ve Denklem (1.9) ile ilgili asagidaki 6zellikler saglanir [5]:

1. Dy(of(x)+Bg(x)) = aD,f (x) +BDyg(x), o, B € R,
2. Dy(fg)(x) = f(gx)Dyg (x) +g(x) Dyf (x)

f _ 8(x)Dgf(x)—f(x)Dyg(x)
9 <g> (x) = qg(X)g(qX) !

olup ikisi de dogrudur. Fakat uygulama yaparken daha kullanigh olan tercih etmek akillica

olur.

4 £ 0P (e = £ e~ 8 a) Do (),
5. Dy (1) dyt = £ (3).
6. | Dyf W)yt = f (¥)= £ (a).

7. Dgx" = [n]qx"’l,

_l . .e s,
8. E,' fonksiyonun g-tiirevi:

D" = —E/* (1.27)

dir. Fakat, g-tiirev icin genel bir zincir(bileske fonksiyon) kurali bulunmamaktadir. Ancak

u(x) = oxP olarak secilmesi halinde

xB ) — BB
D,f (u(x)) =D, [f(axﬁﬂ :f(oc ()1_];)(3(] )

f (axﬁ) —f (aqﬁxﬁ) axP — agPsP
oxP — agPxP  (1—g)x

13



= (Dypf) (u(®).Dyu (x)

zincir kurali mevcuttur. Ote yandan 6rnegin u (x) = x*> +x veya u (x) = cos (x) olarak

secersek zincir kurali ¢calismaz [5].

Onerme 1.16. n tamsayisi icin g-binom ile ilgili olarak

Dy(a—x)y = —[n],(a— qx)g_l, (1.28)
[ P

Play T i
1 n

DC] (x—a)g = [_n]q<x_qna)q :

esitlikleri dogrudur [5].

Bu tezin bazi boliimlerinde, Rajkovic’in tamimladigi Jackson Belirli g-integralinin
genellestirmesi olan Tanim 1.18 g-integral tanimi ve Tariboon’un tamimladig1 ,D,-tiirev

operatorii Tanim 1.17 kullanilacaktir [12], [23]:

Tanmm 1.17. f: [a,b] — R siirekli bir fonksiyonu i¢in f nin x € [a, b] noktasindaki g-tiirevi

f(x)—f(gx+(1—q)a)

Dol =T e

x#a. (1.29)

ile ifade edilir [12], [40].

f i ]a,b] — R siirekli bir fonksiyon oldugu icin, bu yiizden ,D,f (a) = limgzDgyf (x)

xX—a

olarak yazilabilir. Eger her x € [a,b] i¢in ,D,f (x) varsa f fonksiyonu [a,b] aralifinda
g-diferansiyellenebilir denir. Eger (1.29)’de a = 0 ise o zaman Denklem (1.6) elde edilir
[5].

Tanim 1.18. f : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman Vx € [a,b] i¢in f nin

[a, D] iizerinde g-belirli integrali,

[}

b
[50) wdx =(1=9)(b=) ¥ 4"F (a"b+(1-¢")) (130)

n=0

olarak tanimlanmistir [23].
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Burada, Denklem (1.30)’de @ = 0 alinirsa o zaman Jackson g-integrali elde edilir.

Eger c € (a,b) ise 0 zaman [c, b] lizerinde g- belirli integral

/f g = /f g /f (1.31)

seklinde ifade edilmistir.

Sonug 1.19. Denklem (1.29) ve Denklem (1.30) ile ilgili asagidaki 6zellikler saglanir
[12]:

Lo aDy(f8) () =8() Dyf (1) +/(gx+(1-q)a) Dyg(x)
veya

Dy(fg)(x) =1 (X) aDqg (x) +g(qx+(1—q)a) Dyf (x)
aDyf (x) =) aDgg (x)

2 baDq (Hw = e >g<qx+<1 DER
3. ff(x) aDgg (x)  adyx :f(x)g(X)\ﬁ—c[g(qur(l—CI)a) aDyf (x)  adgx
4. fo() dgt = f(x),

5. f aDyf (1) sdgt =f(x)—f(a),
a

6. aDg(x—a)" = [n]q(x_aylil-

Teorem 1.20 (¢-Holder Egsitsizligi). 0 < g < 1 ve s > 1 olmak iizere % + % =1ig¢in

1
b r

/ O] adyt < | [UFOF adyt /b 8O ads

a

esitsizligi saglanir [40].

1.3. (p,q)-TUREV OPERATORU VE (p,q)-BELIRLI INTEGRALI

Bu boliimde, (p,q)-kalkiiliis ile ilgili 6n bilgileri kisaca hatirlanacaktir. Yine bu tezde
[a,b] C R ve 0 < g < p <1 olmak iizere asagidaki (p,q)-tiirev ve (p, q)-integral tanimlar
kullanilmugtir [31]:

Tanmm 1.21. f: [a,b] — R siirekli bir fonksiyonu i¢in f nin x € [a,b] noktasindaki (p,q)-

15



tiirevi
f(px+(1—p)a)—f(gx+(1—q)a)
Dral ) = (r—4)(x—a) |

ile ifade edilir [31].

x#a (1.32)

[ la,b] — R siirekli bir fonksiyon oldugu igin, bu yiizden D), ,f(a) = ;grtll aDpof (%)
olarak yazariz. Eger, her x € [a,b] i¢in ,D, f(x) varsa f fonksiyonu [a,b] ar-
alidinda (p,q)-diferansiyellenebilir denir. Eger, Denklem (1.32)’de a = 0 ise 0 zaman

0Dpof (x) =D, 4f (x) olurki D, f(x) ifadesix € [a,b]’deki f nin (p,q)-tirevi

f (px) — f(gx)

L x£0 (1.33)
(p—q)x

Dy of (x) =
ile ifade edilir [41]-[42].

Ayrica, eger Denklem (1.33)’de p = 1 segilirse, o zaman Jackson ¢- tiirevi elde edilir [S].

Tanm 1.22. f: [a,b] — R siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman, Vx € [a,b] i¢in f nin

[a,b] tizerinde (p, q)-belirli integrali

b

- 4" q" q"
[56) sy =(0-a) <b—a>2pnﬂf(pnﬂm(l—pnﬂ)a) (1.34)

n=0

a

olarak tanimlanmustir [31]. ¢ € [a,b] icin e8er ¢ € (a,t) ise o zaman [c,t] aralifinda

(p,q)-belirli integrali

/f adpqgX = /f adp.gX /f adp gXx (1.35)

olarak ifade edilir. Burada, Denklem (1.34)’de eger p = 1 alinrsa (1.30) tanimu elde edilir.

Eger, Denklem (1.34)’de a = 0 alinirsa o zaman asagidaki klasik (p,q)-belirli integrali
elde edilir [42, Tanim 4]:

16



P )
‘q‘>llse

t

/f( ) odpgx = /f dpgx =(P—4q tZ n+1f( | ) (1.36)

0

P )
‘q‘<llse

t t

/f(x) odp g :/f(x) dpgx =(q=p tZ n—|—lf( nzl )

0 0 n=01

Ayrica Denklem (1.34)’de a = 0 ve p = 1 segilirse, o zaman da Jackson g-belirli integrali

elde edilir [43, Tanim 2.2].

Sonug 1.23. Denklem (1.32) ve Denklem (1.34) ile ilgili asagidaki 6zellikler saglanir
[32]:

L. aDp,q<fg) (x)
=g(px+(1—p)a) ,D,,f(x) +f(gx+(1—q)a) ,D, g (x)

veya

aDp.g (fg) (x>
:f(px+(l—p)a) aDp,qg(x) +g(qx+(1—Q)a) aDp,qf(x) ’

g(px+(1—p f(x) —flpx+(1=p)a) D, g (x)
7 B Dy g4 P

2. aDpgq <§> (x) = (px+(1 pla)g(gx+(1—g)a) ’
b

3. [f(px+(1=p)a) ,Dpy,.g(x) adpgx

— g — fg @5+ (1=0)a) WDpaf (x) adpgr

veya
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[£ar+(1=0)0) WDpgs(s) oy

= WS~ (8 (Pt (1= D)) Dy () s
4 Dy [I0) wdpt =F (0,
5. afaDpvqf(t) adpgt =)= fla),
6. oDpy(x—a)" =n], (x—a)"".

Teorem 1.24 ((p, q)-Holder Esitsizligi). 0 < ¢ < p <1 ve s> 1 olmak iizere 1 + 1 =1

/’f )] adpgt < /|f adp gt /|g adp gt

esitsizligi saglanir [32].

icin

N =

2014’de Tariboon [40, Theorem 3.2] g-kalkiiliis i¢cin Teorem 1.25°de verilen Hermite-
Hadarmard esitsizligini ispatlamigtir. Fakat, bu ispatin dogru olmadigina dair aksine 6rnek
gosterilecektir ve g-Hermite-Hadarmard esitsizligi i¢in dogru teorem bir sonraki boliimde

ispatlanacaktir.

Teorem 1.25. f: [a,b] — R, [a,b] araliginda konveks siirekli bir fonksiyon ve 0 < ¢ < 1

olsun. O zaman asagidaki esitsizlik saglanir:

b
a+b 1 qf (a)+ f (b)
f( 5 )Sb_a/f(t) adgt §1—+q. (1.37)

Kunt ve Iscan, Esitsizlik (1.37) nin sol tarafinin yanlis oldugunu asagidaki 6rnekle ispat-

lamislardir [44]-[46]:

Ornek 1.26. [a,b] = [0,1] olsun. f(z) = 1 —t fonksiyonu [0, 1] arahiginda konvekstir. Bu
yiizden f fonksiyonu Theorem 1.25’deki sartlar1 saglar. O zaman, Esitsizlik (1.37)’dan
her g € (0, 1) i¢in asagidaki esitsizlik saglanmalidir:

1
0+1 1
(% )Sl_o/f(t) oyt
0

o)

q9) )., q"(1-¢")

n=0

l\)l'~
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oyle ki
1 q
B 1.38
27 14g¢g ( )

elde edilir. Eger Esitsizlik (1.38)’de ¢ = % secilirse asagidaki celigki elde edilir

<

N —
W =

Bu, Esitsizlik (1.37)’nin sol tarafinin dogru olmadigi anlamina gelmektedir. Bundan
dolayz, ikinci boliimde g-Hermite-Hadamard esitsizliginin dogrusu, bazi yeni g-Hermite-
Hadamard esitsizlikleri ve genellestirilmis g-Hermite-Hadamard esitsizlikleri ispatlanacak-

tr.

Ay sekilde 2016°da Tung, (p, q)- Hermite-Hadamard esitsizligini agagidaki teoremle elde

etmistir [31]:

Teorem 1.27. f: [a,b] — R, [a,b] araliginda konveks siirekli bir fonksiyon ve 0 < g <

p < 1 olsun. O zaman asagidaki esitsizlik saglanir [31, Theorem 7]:

b
atb 1 (p+q—=1)f(a)+f(b)
f( > )Sb_a/f(x) adp g < F . (1.39)

Latif, Esitsizlik (1.39)’iin sol tarafinin dogru olmadigin1 asagidaki 6rnekle gostermistir

[47]:

Ornek 1.28. [a,b] = [0,1] olsun. f(t) = 1 —t fonksiyonu [0, 1] araliginda konvekstir. Bu
yiizden f fonksiyonu Teorem 1.27°deki sartlari saglar. O zaman, Esitsizlik (1.39)’den her

g € (0,1) icin asagidaki esitsizlik saglanmalidir:

1
0+1 1
(%5) =15 70 o
0

<(p—q)(1-0) i pZL (l_ij-l)

n=0

1 —

N =
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oyle ki
I pt+g-—1
i S 1.40
27 p+gq (1.40)

elde edilir. Eger, Esitsizlik (1.40)’de p=1, ¢ = % secilirse asagidaki celigki elde edilir

<

N —
W | =

Bu, Esitsizlik (1.39)’iin sol tarafinin dogru olmadig1 anlamina gelmektedir. Bundan
dolay1, tigtincii bolimde (p,q)-Hermite-Hadamard esitsizliginin dogrusu, bazi yeni (p, q)-
Hermite-Hadamard esitsizlikleri ve genellestirilmis (p, ¢)-Hermite-Hadamard esitsizligi

ispatlanacaktir.

Bu 6n bilgiler hatirlandiktan sonra bu ¢alismada, g-Hermite-Hadamard esitsizligi ve bu
esitsizligin cesitleri ispatlanip konveks ve quasi konveks fonksiyonlar i¢in g-orta nokta
tipli esitsizlikleri i¢in quantum tahminleri elde edilecektir. Benzer bicimde, (p, ¢)-kalkiiliis
icin de benzer sonugclar ispatlanacaktir. Bir sonraki boliimde, quantum integrallere farkli
bir bakis agisi ile yeni bir quantum integral tanimi verilip g-integral ile temsil edilen bu
yeni taniminin 6zellikleri ispatlanacaktir. Ayrica bu yeni g-integral yardimi ile g-Hermite-
Hadamard integral esitsizlikleri elde edilecektir. Ardindan g-integral i¢in Young, Holder
ve Minkowski tipli esitsizlikler, Ostrowski tipli esitsizlikler icin quantum tahminleri hesa-
planacaktir. Son boliimde ise g-integral kullanilarak g-Gama-Beta fonksiyonlar1 yeniden

tanimlanip bu fonksiyonlarin 6zellikleri, sonuglar1 ve aralarindaki iligki incelenecektir.
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2. ¢-HERMITE-HADAMARD ESITSiZLIKLERI iLE KONVEKS VE
QUASI-KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN ORTA NOKTA TiPLi
ESITSIZLIKLERIN QUANTUM TAHMINLERI

Bu boliim iki alt bolimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, g-Hermite-Hadamard esit-
sizligi ve bu esitsizligin cesitleri ispatlanacaktir. Ikinci boliimde ise g-orta nokta tipli
integral esitsizlikleri elde edilecektir. Bu boliimde elde edilen sonuglar ¢alisma [48] ile

yayinlanmuisgtir.
2.1. ¢-HERMITE-HADAMARD ESITSIZLIKLERI

Bu boliimde, g-Hermite-Hadamard esitsizligini ispatlamak i¢in y = f (x) fonksiyonunun

grafifinden yararlanilacaktir.

L

f(z)

h(z)

k(z)

h2 (:!7)

hl ((Z)

Sekil 2.1. f(x), k(x), h(x), hy (x), hy (x) fonksiyonlarinin grafikleri.

Teorem 2.1. (¢g-Hermite-Hadamard Egitsizligi) f : [a,b] — R, (a,b) arah@inda diferan-
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siyellenebilir konveks bir fonksiyon ve 0 < g < 1 olsun. O zaman,

b
qga+b 1 qf (a)+ f(b)
1(557) Sy e < L 2D

esitsizligi saglanir.

Ispat. Sekil 2.1°deki & (x) ve konveks f (x) fonksiyonlarinin grafikleri goz 6niine alinirsa,
qa+b

(a,b) araliginda f diferansiyellenebilir oldugundan € (a,b) noktasinda fonksiyonun

I+q
teget dogrusu vardir. Bu teget dogrusu A (x) = f (qff; ) + f (%) (x — qla:;) olarak

formiiliize edibilir. Sekil 2.1°den [a, D] araliginda V x € [a,b] i¢in f konveks oldugundan,

b b b
hx)=f <q1a :q ) i (qlajq ) (x— qlajq ) < f(x) 2.2)

esitsizligi yazilabilir. Burada, Esitsizlik (2.2)’nin [a,b] araliginda g-integrali alinirsa,

b
/ h(x) adgx (2.3)
(qa-i—b) ( qa—f—b)}

T adgx

it (] bx i —(—a)

)

x((l—q><b—a>z "(1-g >a+q"b>—<b—a>q“+b)

qa+b
l+qg

/\/\

- ar(g) et (359)
ro-ov-a(y-g)er gl (1)
- emor(55)
o () (oo e atsy)
= (b—a)f(qf:qb> S/bf(x) gt
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esitsizligi elde edilir. Ote yandan, (a, f (a)) ve (b, f (b)) noktalarindan gegen dogrunun
denklemi k (x) = f (a) + ]w (x — a) olarak yazilabilir. Sekil 2.1°den [a,b] araliginda

a

f konveks oldugundan her x € [a, b] igin

1) <k () = f @+ L= (g 24

/ k(x) adgx (2.5)

@+ ()

b
1+g Z/f(x) adgXx

elde edilir. Buradan da Esitsizlik (2.3) ve Egsitsizlik (2.5)’in kombinasyonu Esitsizlik

(2.1)’1 verir. Boylece ispat tamamlanur. O

Not 2.2. Teorem 2.1’ de ¢ — 1~ segilirse konveks fonksiyonlar i¢in klasik Hermite-

Hadamard esitsizligi elde edilir.
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Teorem 2.3. f: [a,b] — R, (a,b) araliginda diferansiyellenebilir konveks bir fonksiyon
ve 0 < g < 1 olsun. O zaman,

a+qgb (1—q)(b—a) , (a+qb
f<1+q>+ 144 f<1+q) 20

<! [£@) adgr S%ﬁ]ﬂb)

esitsizligi saglanir.

Ispat. Sekil 2.1°deki hy (x) ve konveks f (x) fonksiyonlarinin grafikleri goz 6niine alinsin.

o . . e o a+gb
(a,b) arahiginda f diferansiyellenebilir oldugundan 5 -

teget dogrusu vardir. Bu teget dogrusu, h; (x) = f (“liqu) +f (%) (x— “11‘7;) olarak

€ (a,b) noktasinda fonksiyonun

formiiliize edilebilir. Sekil 2.1’den [a, b] arahiginda V x € [a, b] i¢in f konveks oldugundan

i () =f(“+q”) r (“*q”> <x—"+qb) < F) @)

1+gqg l1+g¢ 1+g¢g

esitsizligi yazilabilir. Buradan da Egitsizlik (2.7)’nin [a, ] araliginda g-integrali alinirsa,

b
/h1 (x) qdgx (2.8)
b

B a+qb , (a+qgb a+gb

- [P (559) o (F59) (75 e

B _ a—+qb , (a+qb

=0 a)f< 1+61>+f ( 1+q)

b

X /x adgx —(b—a)

B _ a+qgb , (a+qgb
= @ a)f<l+q)+f(l+Q)

x ((1—q> (b—a) iq"«l—q">a+q"b>—<b—a>"+"”>

a-+qb
l14+¢

P 14+q
- boar () oo T ()

(=) (b—a) [(ﬁ - quz) a+ _lqzb] £ (al—:_qu)
- b-ar(522)
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L (a+qb) (<b_a) qch—b _(b_a)a—i—qb)

1+gqg +q 1+g¢
B a+qgb\ (1—q)(b—a)? ,[a+qb
h (b_a)f<1+Q>+ 1+gq f<1+q)

IN

b
/ f(x) adgx

esitsizlgi elde edilir. Son olarak, Esitsizlik (2.5) ve Esitsizlik (2.8)’in kombinasyonu
Esitsizlik (2.6)’y1 verir. Bu da ispati tamamlar. O

Teorem 2.4. f: [a,b] — R, (a,b) aralifinda diferansiyellenebilir konveks bir fonksiyon

ve 0 < g < 1 olsun. O zaman,

a+b (1—q)(b—a) ,(a+D
f( 2 )* 2(1+9) f( 2 ) 29
_ af (a)+ £ (b)

b—a/f(x) adg¥ < l+g¢

esitsizligi saglanir.

Ispat. Sekil 2.1°deki h, (x) ve konveks f (x) fonksiyonlarinin grafikleri géz 6niine alinsin.

(a,b) arahiginda f diferansiyellenebilir oldugundan “t2 € (a, b) noktasinda fonksiyonun
teget dogrusu vardir. Bu teget dogrusu, hy (x) = f (452) + f' (442) (x — <t2) olarak

formiiliize edilebilir. Sekil 2.1°den [a,b] aralifinda V x € [a,b] i¢in f konveks oldugundan,

m =1 (“50) s (452) (+-37) <) 2.10)

esitsizligi yazilabilir. Burada, Esitsizlik (2.10)’un [a, b] aralifinda g-integrali alinirsa,

b
/ hy (x) adgx (2.11)
ab

- JP () (59) (557)) e
_ (b—a)f(a;b> +f,<a42rb)

b
X /x adgx —(b—a)a;b

a
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« <(b—a) qa+b_(b_a)a42rb)

1+4
- oo () ()

b
< 1) wdpr

esitsizligine ulagihir. Dolayisiyla, Esitsizlik (2.5) ve Esitsizlik (2.11)’in kombinasyonu

Esitsizlik (2.9)’u verir. Bu da ispati tamamlar. O

Teorem 2.5. (Genellestirilmis g-Hermite-Hadamard Esitsizligi) f : [a,b] — R, (a,b) ar-

aliginda diferansiyellenebilir konveks bir fonksiyon ve 0 < g < 1 olsun. O zaman

b
h= f(qlaiq)’
L o= f(cH—qb)_I_(l—q)(b—a)f,(cH—qb)’

I+g¢g I+gq l+g¢
B a+b (1—q)(b—a) ,(a+D
v = () g ()

olmak {iizere,

qf(a)+f(b)

2.12
1+gqg ( )

b
1
max{l;,, 5} < —b_a/f(x) adgx <
a

esitsizligi dogrudur.

Ispat. Esitsizlik (2.1), Esitsizlik (2.6) ve Esitsizlik (2.9)’un sol taraflarinin maksimum

degeri Egitsizlik (2.12)’yi verir ve ispati tamamlar. O
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2.2. ¢-KALKULUS ICIN ORTA NOKTA TIPLI ESITSIZLIKLER

Bu boliimde, orta nokta esitsizliginin g-analizi i¢in bir esitlik ispatlanacaktir. Bu esit-
lik kullanilarak g-diferansiyellenebilir konveks ve g-diferansiyellenebilir quasi-konveks
fonksiyonlar i¢in g-orta nokta tipli integral esitsizlikleri elde edilecektir. Bu boliim i¢in

asagidaki 6nemli Lemma kullanilacaktir:

Lemma 2.6. f: [a,b] — R, (a,b) aralifinda g-diferansiyellenebilen konveks bir fonksiyon

olsun. Eger [a,b] araliginda oDy f surekli ve integrallenebilir ise

b
qa—+b 1
f( g ) - (b_a)/f(x) adyx (2.13)

+q

—
—_

=q(b—a) [t Duf(th+(1—=1)a) odyt

—

+q(b—a) <t—61]> aDgf (tb+(1—t)a) odgt

£‘~\~ S

esitligi saglanir.

Ispat. Denklem (1.29)’deki g-tiirev taninu kullanilarak,

Dy f (th+(1—1)a) (2.14)
_fb+(1-t)a)—f(qlthb+(1-1t)a]+ (1 —q)a)
(1—q)th+(1—t)a—a]
_ fb+(1—t)a)— f(qth+ (1 —qt)a)
t(1—q)(b—a)

esitligi elde edilir. Denklem (1.30) ve Denklem (2.14) yardimiyla,

I
=

g(b=a) [ 1 Dyf(tb+(1-1)a) odyt

S —

+q(b—a)

‘_\H

(t— l) aDyf (tb+ (1 —t)a) odyt
q

I

+
- <

q

—q(b—a) [ 1 Dyf(th+(1—1)a) odyt
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+q(b—a)/1 (t—é) aDgf (tb+(1—t)a) odgt

—Q(b_a)/ aDgf (tb+ (1 —t)a) odyt
0

+M/ Dof (th+(1—1)a) odyt
0
1

:q(b—a)/t Dof (th+(1—1)a) odyt

0

1
@/ aDgf (tb+(1—t)a) odgt

+q<b_a)/ aDgf tb+(1—1t)a) odgt
0

SO +1=0a s (gb+(-0)a)

t(1—gq)(b—a)

fb+(1—t)a)— f(qgtb+ (1 —qt)a)
t(1—q)(b—a)

()dql‘

qglb—a) [ ftb+(A—t)a)—f(qtb+(1—qt)a)
! (=g 6-a) o
1
Clq/f (tb+(1—t)a)— f(qtb+(1—qt)a) od,t
0

1 (f(tb-l—(l—t)a)_f(qtb-l—(l—qt)a)) it
_ q

t t

[U—

q

o — _

I

+
<

+

[
‘H
o

(f@h+0—0a)_f@%+%1—mﬁ0>Odt

—q t t

—quf q"b+(1—4") quf (¢"'o+(1-4"")a)

. Zf qnb+ Z l’l+lb+ qn+l)a)
n=0 =0
- q' q
b+ (1-
+2%f(1+q +< 1+4)a)
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esitligine ulagilir. Boylece ispat tamamlanir. [

Not 2.7. Lemma 2.6’de ¢ — 1~ limiti alinirsa Kirmaci’nin 2004’de elde ettigi Esitlik
(2.15)’e ulasilir [49]. Oyle ki,

b

(““’) (2.15)

=b—a| [tf'(ta+(1—1)b)dt+ [ (t—1)f (ta+(1—1)b)dt

O\w\»—a
N\'—‘\_

Simdi, g-tiirevin mutlak degerinin konveksligi ve quasi-konveksligi kullanilarak g-orta

nokta tipli integral esitsizlikler i¢in baz1 quantum tahminleri ispatlanacaktr.

Teorem 2.8. 0 < g < 1 olmak iizere f: [a,b] — R, (a,b) arahiginda g-diferansiyellenebilen
bir fonksiyon ve [a,b] araliginda oDy f strekli ve integrallenebilir olsun. Eger ‘aDq f ’

konveks ise

b

f(qlajqb> B (bia)/f(x) oy (2.16)
’ 3
(1+9)° (1+q+4?)
—142g+24°
(1+9)° (1+q+¢)

<q(b—a) [uDyf (b)]

+q(b _a) |aqu(a)|

g-orta nokta tipli integral esitsizligi saglanir.

Ispat. Denklem (2.13)’iin her iki tarafinin mutlak degeri alinsin ve [a, ] iizerinde |,Dyf|
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nin konveksligi kullanilirsa,

qa+b 1
1(T50) - [ 710 st

q(b—a)/t D f (th+(1—1)a)| odyt

IN

+q(b—a) Gj—t) |aDgf (tb+ (1 —1)a)| odyt

_ o
g‘_\“—a

IA

ab=a) [ t[t Duf )] +(1=1) [uDyf (@] | ods

O\E‘_

1
/(——r) a0 +0=0) |uDas @) | o

= q(b—a) |.Dyf (b) lodt

°\+\—

i~

q

t(1—1) od,t

(o
(o

1
2 1
t Odqt —|—/ 5—1‘ todql
1

1+q

+q(b—a) ‘aqu (a)‘

+q(b—a) ‘aqua’)‘

+C] (b - a) ‘aqu (a)‘

"—‘ E‘_\.— i‘ﬁr\—‘ O"\

I

+
<

= q(b—a) |aqu(b)} |:

S —

t(1—1) odgt +

O\:E"—‘
‘_\»—‘

+C] (b_a) ‘aqu(a)‘ |:

—

+

_
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1

esitsizligi elde edilir. Simdi, Esitsizlik (2.17)’deki g-integraller hesaplanirsa,

1+q
0
= (1—¢qg)—— n
( q)anZ:‘Bq <1+q)
1 1 1
= (1_Q) 31— 3 = 3 o
(1+q) ¢ (1+q)°(1+q9+4¢*)
1
l+q
/t(l—t) odt
0
1 Fil
1+g 1+q
/t odqt — 12 ()dql‘
0 0
I & q" 1
(1—q)—— q"( )—
1+q,§6 I+q) (1+¢)°(1+q+4¢)
1 1 B q
(1+q9)° (1+¢°(U+g+q®) (1+q (1+q+¢?)

|
—
-~
(e
Q&.
-~
—

1—
q Zan

(1 +Q)3 n=0
1 1

o)

(1 t)t J
- — t
q 0%

1 1
1+ 1+q

q
2 1 2
— [ 7 odgt _5 Lodgt + [ 17 odgt
0 0 0

—(1—Q)Zq3"—iiq2”

n=0

Q(l +Q)2 n=0

1 1

- - +
q(1+q9) 14+9+¢* ¢(14¢9)°

2
(1+9)]° (1+g+4¢?)

(1+4)* (1+q+4¢?)
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(2.20)



veE

1
1
/ (Zz _r> (1-1) odyt 21)

+q I+q
1
1 I
[(3r) e[ (1) 2
J\a ) ) M 1 (a4 )
B —1+q+q>
(1+9)* (1+q+¢?)

elde edilir. Dolayistyla, Denklem (2.17)-Denklem (2.21) birlikte Esitsizlik (2.16)y1 verir

ki bu da ispat1 tamamlar. 0

Sonug 2.9. Teorem 2.8’ de ¢ — 1~ secilirse konveks fonksiyonlar icin

b
atb) I (b—a) I (@] +1f' (B)]
f( 2 )‘(b_a)a/f(”dx = 3 222

orta nokta tipli integral esitsizligi elde edilir.
Not 2.10. Esitsizlik (2.22), [49, Theorem 2.2]yi verir.

Teorem 2.11. 0 < ¢ < 1 olmak iizere f : [a,b] - R, (a,b) aralifinda g-
diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve [a,b| araliginda aDgf strekli ve integrallenebilir

olsun. r > 1 icin eger | aDgf ‘r konveks ise

b
b 1
f (quq ) e ] T (2.23)
_at-a) (DO alg@

T (149 \ 1+ (I +g+d) (1497 (1+g+4)

~ =

q(b—a) 2 }aquU’)‘r N (-1+q+4°) {aqu(a)r

T\ (hr(rgtd | (UtaP(tatad)
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g-orta nokta tipli integral esitsizligi saglanir.

Ispat. Denklem (2.13)’iin her iki tarafinin mutlak degerine kuvvet ortalama esitsizligi

uygulansin ve r > 1 igin [a, b] iizerinde | aDgf ‘r nin konveksligi kullanilirsa,

b
qa+b 1
f( 1+q)_(b—a>a/f(x) adgx (2.24)
< q(b—a)/t (Dyf (th+(1—1)a)| odyt
0
1
1
+q(b—a)/ (g—t) ‘aqu(tb—F(l—l‘)a)’ odgt
iy £
< ab-a)| [ 1ody
0
X /l ‘aqu(tb—l-(l—t)a)‘r odgt
0
1=
/ 1
+q(b—a) /(5—I) odgt
1 '
X /(l—t) Do f (tb+ (1—1)a)|" odgt
/ q allg 0¢q
< Q(b—a)%
(1+q)
<\ [t lpar®) +0=0) Ly @] ] ody
0
L ab—a)
(144)*
. T
| G [ owror +0-0 Lo ] o
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1
I+q

- % D f (b)]" 0/ 2 odyt
+ |uDyf (0)] / H1=1) ody
i
+AC= N Dy ) j(l—t)todqt
(I+q)" " i q
| :
¢ ool ] (1)

esitsizligine ulagilir. Dolayisiyla, Esitsizlik (2.24)’de Denklem (2.18) ve Denklem (2.21)

birlikte istenen Esitsizlik (2.23)’w verir. Bdylece ispat tamamlanmig olur. O

Sonug 2.12. Teorem 2.11°de ¢ — 1~ limiti anilirsa konveks fonksiyonlar i¢in

+b 1
f( - )—(b_a)a/f(x)dx (2.25)
b—a 1 1\
<O (rer g+ rar )
(6-a)

1 1\
2 (or 5+ e 5)

orta nokta tipli integral esitsizligi elde edilir.

Teorem 2.13. 0 < ¢ < | olmak iizere f : [a,b] - R, (a,b) aralifinda g-
diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve [a,b] araliginda aDgf strekli ve integrallenebilir

olsun. ¥~' 457! = 1 olmak iizere r > 1 icin eger ‘aDq f ’r konveks ise

b

f(qa+b) - /f(x) adgx (2.26)

l+g¢g (b—a)

a
1

1 1—gq
SQ(b_a) <(1+q)s+l l_qS-H)
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DO (et Ly

(1+q)° (1+49)°
1
1 | S ’
+q(b—a) /(5—t) odgt
T+

~ =

(2¢+4%) |uDof (b)) (~a+&+a) |uDof (a)|
(1+¢q)° (1+4)°

g-orta nokta tipli integral estsizligi saglanir.

Ispat. Denklem (2.13)’iin her iki tarafinin mutlak degerine Holder esitsizligi uygulansin

ve r > 1 i¢in [a,b] lizerinde |,Dgf ’r nin konveksligi kullanilirsa,

b
f(qlajqb> - (bia)a/f(x) ade

I\~
-

< q(b—a) [ 1 |oDyf (th+(1—1)a)| odgt
0
1
1
tab=a) [ (2=) Loure+(1-0a)] oy
T
1 1
1 K 1 r
T+q I+q
< q(b—a) /ts odgt / |aDyf (th+(1=1)a)|" odyt
0 0
1 1
1 é 1 r
1 : r
+q(b—a) / 5—t odyt / ‘aqu(tb"i_(l _t)a)’ 0dqt
rH T
1
1 5
T+q
< q(b—a) /’S odqgt
0
1
o ¥
I+q
| [ lapat @ +0=0) 1Dy @] ] odt
0
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o —

~ =

1
| 1Dt [t odt + D@ [ (1-0) adt

1

1 1—q \°'
= b—a
q( )((l+q)s+11_qs+l>
1

( D f (D) (24+4%) |Dyf (a)]" )
x +

(1+q)° (1+q)°

N

+q(b—a) /1<é—t>s odgt

1
1+q

) (2¢+4%) |Daf B  (—a+@+7) |aDyf (a)]”
(144q)° (1+4)°

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Sonug 2.14. Teorem 2.13’de ¢ — 1~ limiti alinirsa konveks fonksiyonlar i¢in

f(mzrb) _ (bia)a/bf(x)dx (2.27)

< (b1_6a) (sil)s( £ O +3 1 (@) )i

() Grer + rar)

orta nokta tipli integral esitsizligi elde edilir.

Not 2.15. Egsitsizlik (2.27), [49, Theorem 2.3]’ii verir.

Bu boliimiin devaminda, quasi-konveks fonksiyonlar icin orta nokta tipli integral esitsizlik-

leri i¢in bazi quantumsal tahminler hesaplanacaktir.

Teorem 2.16. 0 < ¢ < 1 olmak iizere f : [a,b] - R, (a,b) aralifinda g-
diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve [a,b| araliginda aDgf surekli ve integrallenebilir

olsun. Eger r > 1 icin ’aDq f |r quasi-konveks ise Esitsizlik (2.28) saglanir:

b
qa+b 1
(32 - Gty 1) e (2.28)

<(b-a) Df ()] }-

2
rossn{ Loy a]

Ispat. Denklem (2.13)’iin her iki tarafinin mutlak degerine kuvvet ortalama esitsizligi

uygulansin ve r > 1 igin [a, b] tizerinde |aDq f ‘r nin quasi-konveksligi kullanilirsa,

b
qa+b 1
r(550) - [0 st

< q(b—a)/t Dy f (tb+(1—1t)a)| odgt

—l—q(b—a)/] (l—t) |aDgf (tb+(1—1)a)| odgt
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1 1-
14+q

< qb-a)| [t odg
0

~ =

S =

1
I+qg

x /z |Dof (th+(1—1)a)|" odgt

1
1=

N =

(l —t) ]aqu(thr(l —t)a)|r odgt

1 1=

< qb-a)| [t ody
0

1
-

1
-

y / t [sup {[aDyf (@)|",[aDgf (B)]"}] odyt
0

1
5 —t ()dqf

1
</ (é—t) [sup { oDy (@)|" |eDyf (B)['}] odyt

1
1=

+q(b—a)

‘“\~

~ =

— g(b—a) [sup{|uDyf @) aDuf (B)]'})

T+q 1
X /t odyt +/ (é—t> odgt
0 O
= (b—a) 2 {|aDgf (@)],]aDqof (b)]}
- (g T e e

esitsizligi elde edilir. Bundan dolayi, Esitsizlik (2.28) saglanir ve ispat tamamlanmisg olur.

]
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Sonug 2.17. Teorem 2.16’de ¢ — 1™ alinirsa quasi-konveks fonksiyonlar i¢in

f<a+b) — /f

orta nokta tiplii integral esitsizligi elde edilir.

Dap(if@llr ey @2

Teorem 2.18. 0 < ¢ < 1 olmak iizere f : [a,b] - R, (a,b) aralifinda g-
diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve [a,b| araliginda aDgf strekli ve integrallenebilir

olsun. ¥~ 4 s~! = 1 olmak iizere r > 1 icin eger ‘aDq f ‘r quasi-konveks ise

b
qa+b 1
f( 1+q)_(b_a)/f(x) adqx (230)
q sup{‘ qu a)’y‘aqu(b)’}

1 1
l—q ' 1 \r

1
s
1

(G0) o | (75)
q ot | \T+q

g-orta nokta tipli integral esitsizligi saglanir.

+
‘_\H

-
_Q

Ispat. Denklem (2.13)’iin her iki tarafinin mutlak degerine g-Holder esitsizligi uygulansin

ve r > 1 igin [a, b] iizerinde ‘aDq f ‘r nin quasi-konveksligi kullanilirsa,

1(557) -~ [ 160 e

< q(b—a)/t Dy f (th+(1-1)a)| odyt
0

+q(b—a)

‘_\»—

(l —t> aDgf (tb+ (1 —1)a)| odgt
q

1

+
_Q
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1
-

1

I T .
1 | s [ r
| S Gre) o] |
o 7

q(b— asup{‘qu )| 5 |aDgf (b )‘}
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1
o —

esitsizligi elde edilir. Bu da ispati tamamlar. [

Sonug 2.19. Teorem 2.18’de ¢ — 1™ alinirsa quasi-konveks fonksiyonlar i¢in

f<aJ2rb> B (bla)a/bf(x)dx 2.31)

< (b;a) <si1)5S“P{\f’<a)\,\f’<b)|}

orta nokta tipli integral esitsizligine ulagilir.
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3. (p,q)-HERMITE-HADAMARD ESITSIZLIKLERI ILE
KONVEKS VE QUASI-KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN ORTA
NOKTA TiPLI ESITSIZLIKLERIN (p,q)-QUANTUM
TAHMINLERI

Bu boliimiin alt bolimiiniin ilkinde (p,q)-Hermite-Hadamard esitsizligi ve bu esitsizligin
farkl1 formlar1 ispatlanacaktir. Tkinci boliimde ise (p,q)-orta nokta tipli integral esitsizlik-

leri elde edilecektir. Bu boliimde elde edilen sonuglar calisma [50] ile yayinlanmustir.
3.1. (p,q)-HERMITE-HADAMARD ESITSIZLIKLERI

Bu boliimde, (p, q)-Hermite-Hadamard esitsizliginin dogrusu elde edilip genellestirilmesi
yapilacaktir. Bunun i¢in Sekil 3.1°deki y = f (x) fonksiyonunun grafiginden faydalanacak-

tir.

fx)

h(z)

Sekil 3.1. f(x), h(x) ve k (x) fonksiyonlarinin grafikleri.

Teorem 3.1. ((p,q)-Hermite-Hadamard esitsizligi) f : [a,b] — R, (a,b) aralifinda difer-

ansiyellenebilir konveks bir fonksiyon ve 0 < g < p < 1 olsun. O zaman,

qa+ pb P qf (a) + pf (b)
f( p+q )Sp(b—a) ) adpgr < p+tq

3.1
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esitsizligi saglanir.

Ispat. Sekil 3.1°deki h (x) ve konveks f (x) fonksiyonlarimin grafikleri géz 6niine alinirsa

(a,b) arahiginda f diferansiyellenebilir oldugundan % €

teget dogrusu vardir. Bu teget dogrusu, & (x) = f<M> + f (M) (x— M)

(a,b) noktasinda fonksiyonun

ptq ptq ptq
olarak formiiliize edilebilir. [a,b] aralifinda V x € [a,b] i¢in f konveks oldugundan

b b b
h(x) =f<q;:fl )+f’ (q;i’; ) (x—q;‘;i’; ) < F(x) 3.2)

esitsizligi yazilabilir. Burada, Esitsizlik (3.2)’nin [a, pb+ (1 — p)a] araliginda (p,q)-

integrali alinirsa,

pb+(1—p)a
h(x) odpgx (3.3)
pb+(1—p)a S+ b b b
qga—r—p y [ qa—T P qga—r+p
= + xX— alp.oXx
a/ lf( p+61> f<p+61)( p+q )] e
qa+pb>
=pb-—a
p( )f( s
+ pb ar + pb
qga—-—p qa—-—p
+ /<—) / X gdpox —p(b—a
f p+q / Pq P( ) g
qa+pb> ga+ pb ,(qa+pb)
=pb—a —pb—a
p >f( CI) p-a) Ly (220
a+ pb
f’(qp+]; )( —q)p(b—a)

A () sty (o)

o () oo E (ot A -a)
a+pb a+ pb

=p(b—a)f(qp+z >+f’ (%)

< (po- T (- 122

B qa-+ pb pb+(1-p)a

_p(b—a)f( e )g / F) adygx
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elde edilir. Ote yandan, Sekil 3.1°den (a, f (a)) ve (b, f (b)) noktalarindan gecen dogrunun
denklemi & (x) = f(a) + ]w (x —a) olarak yazilabilir. [a,b] arahiginda f konveks

a

oldugundan her x € [a,b] i¢in

£0) <k(@) = f)+ 20Dy (3.4)

esitsizligi yazilabilir. Burada, Esitsizlik (3.4)’iin [a, pb+ (1 — p) a] arahi@inda g-integrali

alinirsa,

k(x) odpgx 3.5

= pb— )f()+f(b)—f(a) (,,b+7,,)a dyox —ap(b— )
a a —b X alp gX ap( a)

= p-a) fla)—ap(p—a) LD
1)@ »

b—a
<Xt (1755 ot g b (1-p0)

n=0
f(b)—f(a)

+ a

(p—q)p(b

= p(b—a)f(a)—ap(b—a)

. £) 1@ gt pb
= po-as@+ O () B p-a)
_ fb)—fla) (P (b—a)’
= po-aya+ O] ( oo )

2 —da
= plo-a)f@+ () - @) ()

b+(1—p)a

B af(@)+pfb) "
= p(b—a) ptq / f () adpg
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elde edilir. Son olarak, Esitsizlik (3.3) ve Esitsizlik (3.5)’nin kombinasyonu Egitsizlik

3.1)’i verir ve boylece ispat tamamlanir. O]
( y p

Not 3.2. Theorem 3.1°de;

1. Eger p = 1 secilirse, g-Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilir [48, Teorem 6].

2. Eger p=1ve g — 1~ secilirse, klasik Hermite-Hadamard esitsizlgi elde edilir.

Teorem 3.3. f : [a,b] — R, (a,b) aralifinda diferansiyellenebilir konveks bir fonksiyon

ve 0 < g < p <1 olsun. O zaman,

pa+qb\  (p—q)(b—a) ,(pa+qb)
f( p+q )+ p+q / p+q :0)
Pl qf (a)+pf (b)
Spo-a ) T e =T

esitsizligi saglanir.
Ispat. Sekil 3.2°deki h; (x) ve konveks f (x) fonksiyonlarinin grafikleri goz 6niine alinsin.

L

4

a pa+gb b
pt+aq

Sekil 3.2. f(x) ve hj (x) fonksiyonlarnin grafikleri.

(a,b) araliginda f diferansiyellenebilir oldugundan p;—igb € (a,b) noktasinda fonksiyonun

teget dogrusu vardir. Bu teget dogrusu, hj (x) = f (ﬂf—if) + f (p;—izb) (x— pz—igb>
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olarak formiiliize edilebilir. [a,b] aralifinda V x € [a, b] i¢in f konveks oldugundan

b b
hy (x) =f(p;j:f]b> +f (ij:Z ) (x—pgiz ) < f(x) 3.7)

esitsizligi yazilabilir. Dolayisiyla, Esitsizlik (3.7)’nin [a, pb+ (1 — p) a] araliginda (p, q)-

integrali alinirsa,

pb+(1—p)a
/ Iy (%) adpgx (3.8)
pb+(1—p)a

+qgb a-+ gb a+ gb
= ) e () ()] e
J P+q pP+q P+q

pa+qb> pa+qgb ,(pa+qb)
=pb—a —p(b—a
plo=a)r (PER) < po-a Iy (P

b, pb+(1—p)a

pa-4q

+f (—) / X qdp gx
p+q J

pa+qb> pa+gb /<pa+qb)
=p(b—a +—plb—a
p( )f( p+q p( ) p+q ! p+q

+f (%) (p—q)p(b—a)

A q' q'
Tt (15 o gl b (=)0 )

n=0

pa—f—qb) pa-+qgb ,(pa—l—qb)
—plb—a _p(b-a
p( )f( p+q P ) p+q f p+q

wr (P (<p—q>p<b—a>; (Lra+ L, <b—a>)>
(b )f(pa+qb) p(b_a)pa+qbf,(pa+qb)

p+q p+q p+q
pa+qb o (d 9
7 (B p-0pt-0) ¥ (et e (b=
n—=
pa+gb , [ pa+qgb
=rto-ar (58 ) e (557)
(b~a) p+q p+q
ga+ pb pa+qb)
X|pb—a —pb—a
(( ) p+q (b=a) p+q
pa+qb> 1ﬂp—Q)w—%02,(pa+qb)
=pb—a +
4 >f( p+a pta 7\ prg
pb+(1—p)
< F(xX) adpgx
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esitsizligi elde edilir. Son olarak, Esitsizlik (3.5) ve Esitsizlik (3.8)’in kombinasyonu
Esitsizlik (3.6)’y1 verir ve bu da ispat tamamlar. O]

Not 3.4. Theorem 3.3’de p = 1 secilirse Esitsizlik (2.6) g-Hermite-Hadamard esitsizligi
elde edilir.

Teorem 3.5. f : [a,b] — R, (a,b) aralifinda diferansiyellenebilir konveks bir fonksiyon

ve 0 < g < p <1 olsun. O zaman

a+b (p—q)(b—a) ,(a+D
(45)+ g () o
pere qf (a)+pf (b)
Sp(b—a) / ) adpgr < p+aq

a

esitsizligi saglanir.

Ispat. Sekil 3.3’deki i, (x) ve konveks f (x) fonksiyonlarinin grafikleri goz 6niine alinsin.

v

. z = ()

Sekil 3.3. f(x) ve hy (x) fonksiyonlarinin grafikleri.

a, araliginda 1Ieransiyelieneoilir olaugundan ——-—- € a, noktasinda fon s1yonun
b) arahiginda f diferansiyellenebilir oldugundan 2442 ¢ (a, b) noktasinda fonksi

teget dogrusu vardir. Bu teget dogrusu, hy (x) = f (452) + f' (442) (x — <t2) olarak

formiiliize edilebilir. [a,b] araliginda V x € [a, D] igin f konveks oldugundan

h2<x>=f(“§”) +f'(“§") (x_a;b) < f) (3.10)
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esitsizligi yazilabilir. Burada, Esitsizlik (3.10)’un [a, pb+ (1 — p)a] aralifinda (p,q)-
integrali alinirsa,

pb+(1-p)a

/ ho (%) adpgx 3.11)

a
pb+(1—p)a

() o (12 -3
(b_a”(ajztb) L (a;b)

P

pb+(1-pa
( a+b
P

X qdpgx —p(b—a)

o-as(52)-p-a50r (“57)
(

p
y (p<b_a) qa—i—pb_p(b_a)a—f—b)

P+q 2
b —q)(b—a)* , b
=rlo-af (45) + 2L ()
pb+(1—p)a

< / f (x) adp,qx

a

elde edilir. Son olarak, Esitsizlik (3.5) ve Esitsizlik (3.11)’in kombinasyonu Esitsizlik

(3.9)’u verir ve ispat tamamlanur. O
Not 3.6. Teorem 3.5°de e8er p = 1 yazilirsa Esitsizlik (2.9) elde edilir [48, Teorem 9].

Teorem 3.7. (Genellestirilmis (p, ¢)-Hermite-Hadamard Esitsizligi) f : [a,b] — R, (a,b)

aralifinda diferansiyellenebilir konveks bir fonksiyon ve 0 < g < p <1 olsun. O zaman

)

P+q

+gb —q)(b— +qb
L o— f<pa q>+(p a)( a)f,(pa q))

p+q p+q p+q
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o a+b (P_Cl)(b_a) ,(a+b
n= () gt ()
olmak tiizere

. pb+(1—p)a
LK< ——— <
maX{ 1,12, 3} —= p(b—a> / f()C) adpvqx -

a

qf (a)+pf(b)
p+q

(3.12)

esitsizligi dogrudur.

Ispat. Esitsizlik (3.1), Esitsizlik (3.6) ve Esitsizlik (3.9)’un sol taraflarinin maksimum

degeri segilirse Egitsizlik (3.12) elde edilir ve ispat tamamlanir. O

Not 3.8. Teorem 3.7°de, eger p = 1 secilirse Esitsizlik (2.12 elde edilir [48, Teorem 10].

3.2. (p,q)-KALKULUS iCIN ORTA NOKTA TiPLI ESITSIiZLIKLER

Bu boliimde, (p, g)-diferansiyellenebilir konveks ve quasi-konveks fonksiyonlar i¢in (p, g)-
orta nokta tipli integral esitsizlikleri elde edilecektir. Bunun i¢in 6nce su agsagidaki 6nemli

lemmaya ihtiyac duyulacaktir:

Lemma 3.9. f: [a,b] — R, (a,b) aralifinda (p,q)-diferansiyellenebilen konveks bir

fonksiyon olsun. Eger [a, b] arahiginda D, ,f strekli ve integrallenebilir ise

a

+ b 1 pb+(1—p)a

qa-+p

f( P+q >_P(b—a) a/ F) adpgx (3.13)
P

:q(b—a)/t aDp,qf(tb+(1—t)a) od gt
0

1
1
+q(b—a) / (t - ;1) aDpaf tb+(1—1)a) odpt.
P
esitligi saglanir.

Ispat. Denklem (1.32) kullanilirsa,

aDpqf (tb+(1—1)a) (3.14)

flpltb+ (1 =t)a|+ (1 =p)a) = f(qltb+ (1 —1)a]+ (1 —g)a)
(p—q)tb+(1-t)a—d]
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_ f(ptb+ (1= pt)a) — f(gtb+ (1 —gt)a)
t(p—q)(b—a)

elde edilir. Denklem (1.33), Denklem (1.34) ve Denklem (3.14) kullanilarak asagidaki

integral hesaplanirsa,

ptq

q(b—a) / t uDpof (th+(1—1)a) odyqt
0
1

1
—I—q(b—a)/(t—zl) aDpgf tb+ (1 —t)a) odp4t

_p_
ptq

=4(b=a) [ 1 Dygf (b +(1-1)a) odygt
0
1

+q(b—a)/(t—cll> Dy of (th+(1—1)a) odpqt

P

—(b—a) aDpgf (tb+ (1 —t)a) odpqt

+(b—a) / Dpof b+ (1—-1)a) odyqt

1

=4(0=a) [ 1 Dyuf (h+(1-1)a) odyy
0

—(b—a) / Dpaf th+(1—-1)a) odyat
0

P

pt+q

b—a/ aDpgf (tb+(1—t)a) odpqt

[ r (ptb+ l—pt) a)— f(qtb+ (1 —qt)a)
/ : “g)(b—a) 0dp.qt
0

1
1 [ f(pth+ l—pt) a)—f(qgtb+(1—qt)a)
) 50/ ~q)(b—a) ird!
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4

Eﬁf@w+0—pﬂ@—fwm+0—ﬂﬂ@

1
rat-ag / ((r=a)(b-a) it

1
:p%qo/ﬂpm(l—pt)a)—f(qtb+<1—W) 0dp.gt

t t Odpvqt

1 jfuﬂﬂ%l—mﬁo_f@w+ﬂ—ﬂ0@
r=aq)

1
P—9q

qf@w+u—pw>  flatb+(1—g)a)
t
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bulunur. Boylece ispat tamamlanir. [

Not 3.10. Lemma 3.9°de;

1. Eger p = 1 secilirse Denklem (2.13) elde edilir.
2. Eger p=1ve g — 1™ secilirse Denklem (2.15) elde edilir.

Simdi, (p,q)-tiirevin mutlak degerinin konveksligi ve quasi-konveksligi kullanilarak (p, g)-

orta nokta tipli integral esitsizlikleri i¢in bazi quantum tahminleri ispatlanacaktir.
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Teorem 3.11. 0 < ¢ < p < 1 olmak iizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda (p,q)-
diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve [a, b] araliginda aDp of strekli ve integrallenebilir

olsun.

2

p
M (p,q) = ,
(p+9)° (P +pa+q)
My (pog) = P (PP +pa+q*)—p’
2\P,q) = 3 5 N’
(p+4q) (P*+pg+4q°)
2p3
M3 (p,q) = ,
(p+q)° (P*+pg+q?)
My (p.q) = p*+pig+p*? —2p?
4p7q_(+)3(2+ +2
p+q) (P> +pq+q?)
olmak lizere eger ‘C,D paf | konveks ise
b i pb+(1—p)a
qa+p
f( )— / F(xX) .dyox (3.15)
b— alp.q
p+q p(b—a) J

<q(b—a) (|aDp,qf(b)‘M1 (p,q)+ |aDp,qf(a)‘M2 (P761))

+q(b—a) (|aDpqf (b)|M3(p,q) + |aDp.qf (a)|Ma(p,q))

(p,q)-orta nokta tipli integral esitsizligi saglanir.

Ispat. Denklem (3.13)’iin her iki tarafinin mutlak degeri alinsin ve | aDpgf ‘ nin konveksligi

kullanilirsa,

pb+(1—p)a

qa+ pb 1
f( p+q >_p(b—a) / ) adpgx

a

ptq

4(b=0) [ 1 [uDygf (th+(1-1)a)] odpy
0

IA

1

+q(b—a)/ Gl—t) ‘aDp7qf(tb+(l—t)a)| odp 4t

< =) [ 1] 1]Dpat O)] + (-0 |Dpaf @] | oty
0
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1

/<——t> t|aDpof (b)|+ (1 t)\aDMf(a)w odp gt

P P
r+q
0 0

|
1
+q(b—a)|aDpqf (b)] / (Z]—r)t odp gt

ptq

(b= @) Dpf (@) / (5110 ot

rtq

esitsizligi elde edilir. Ayrica, asagidaki (p, ¢)-belirli integralleri kolaylikla hesaplanabilir,

P

P 2
2 p
1" odpgt = =M;(p,q), (3.16)
0/ y (p+9) (P2 +pa+4?)
2 2 2 3
p (p°+prg+q°)—p
/ ()dqu F— ( 3 2 ) > :MZ(p7CI)7 (317)
(p+4q)” (P*+pa+q°)
1 ) 2p3
— =)l odpgt = =M;(p,q), (3.18)
(q i (p+q)° (p*+pg+q?)
4 3 2.2 3
p +pq+pqg-—2p
(‘_f> 1) odpgt = 3, 5 = Ma(p,q).  (3.19)
(p+a)” (P*+pa+q°)

Dolayistyla, Denklem (3.16)-Denklem (3.19) birlikte Esitsizlik (3.15)’1 verir ki bu da

ispati tamamlar. 0

Sonug 3.12. Teorem 3.11°de,

1. Eger p = 1 secilirse Esitsizlik (2.16) elde edilir.
2. Eger p=1ve g— 1~ secilirse konveks fonksiyonlar i¢in Esitsizlik (2.22) elde edilir.

Teorem 3.13. 0 < ¢ < p < 1 olmak iizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda (p,q)-
diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve [a, b] araliginda aDp of strekli ve integrallenebilir

olsun. Teorem 3.11°de tanmimlanan M, (p,q)-Ma(p,q) olmak lizere r > 1 igin eger
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laDpqf | konveks ise

pb+(1-p)a

qa+ pb 1
f< p+q )_P(b—a) / F) adpgx (3.20)

? O\
b—a
=4l )(<p+q>3>

[(} Dy qf ()" M1 (p,q) + |aDpqf (@) M2 (p,q))

a

1
-

1
-

(} Dpqf (b ‘M3p‘1+‘quf |M4P‘1))

(p,q)-orta nokta tipli integral esitsizligi saglanir.

Ispat. Denklem (3.13)’iin her iki tarafinin mutlak degerine kuvvet ortalama esitsizligi uygu-
landiktan sonra r > 1 i¢in |a, b] iizerinde }aD naf ‘r nin konveksligi kullanilirsa Esitsizlik

(3.21) elde edilir. Oyle ki,

. . pb+(1-pla
qa+p /
_ 3.21
f( p+q) plb—a) ) T adp g o
_J
r+q
< q(b—a)/r |aDpqf (th+(1=1)a)| odpgt
0
: 1
+q(b—a)/ (Zl—r) |aDp7qf(tb+(l—t)a)‘ 0dp,qt
7
o
rtq
< g(b—a) /t 0dpqt
0
o, '
ptq
X / [I‘quf )|+ t)‘aDp,qf(a)lr} 0dp.qt
0
1-1
1 | '
+q(b—a) /(5") odp gt
%q

~ =

l_t [I‘ Dpaf ()] +(1=1) |aDpof (a)| ] 0dp.q!
q

X
I _
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1

? \
= b—a
2 )(<p+q>3>

1
( p p v
Pta

p+q
X |aDp7qf(b)\r/t2 odp 4t +\aDp7qf(a)]r/r(l—t) odp.gt
0 0

\

1
r 1
+ |aDp-,qf(b)‘ /(;I_t)todml
D

ptq

1 r

Hobpaf @ [ (3-1)1-1) s

P
rtq

Buradan da Egitsizlik (3.21)’de Denklem (3.16)-Denklem (3.19) birlikte kullanilirsa

istenen Egitsizlik (3.20) elde edilir ki bu da ispati tamamlar. N

Sonug 3.14. Teorem 3.13°de,

1. Eger p = 1 secilirse Esitsizlik (2.23) elde edilir.
2. Eger p=1ve g — 1~ secilirse konveks fonksiyonlar icin Esitsizlik (2.25) elde edilir.

Teorem 3.15. 0 < ¢ < p < 1 olmak iizere f : [a,b] — R, (a,b) aralifinda (p,q)-
diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve [a, b] araliginda aDp o f strekli ve integrallenebilir

olsun. 1 457! = 1 olmak iizere r > 1 i¢in eger ‘QDM f |r konveks ise

pb+(1—p)a

ga+pb 1
f( p+q )_p(b—a) / F) adpgx (3.22)

r \"'( p-q %
<qb-a)| -2 _P=a
=l a)(<p+q) (p”l—q”l))
1

y <p2 |aDp,qf (b> ‘r (p3 + ZPZQ+pq2 _pZ) ‘aDp,qf (a) }r> '
(p+4q)° (p+aq)°

1

1 s

1 s
+q(b_a)+ / (a_t> Odp,qt

P
+q

X <(2pq+q2) |aDp,qf(b)‘r
(p+q)°
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1
+ (P*a+2pq* —2pq —¢* + ) |aDpqf (a) ‘r> |
3
(p+q)
esitsizligi saglanir.

Ispat. Denklem (3.13)’iin her iki tarafinin mutlak deerine (p,q)-Holder egitsizligi uygu-
landiktan sonra r > 1 i¢in [a, D] iizerinde }aDp,q f ’r nin konveksligi kullanilirsa Esitsizlik

(3.22) elde edilir. Oyle ki,

b | pb+(1-pa
qga—r+p
f( p+q) p(b—a) / T adpgr
D
rt+q
< q(b—a)/t (Dpof (th+(1-1)a)| odp gt
0
1
1
+q(b—a)/ (c—]—t) }C,anf(tb—!—(l—t)a)‘ odp 4t
2T
) 1
m 5
< q(b—a) /ts 0dp gt
0
1
P T
p+q
. /\ap,,,qf(zb+(1—t>a)]’ o, of
0
- i s
+q(b—a) /(5_t> 0dp.qt
v+q
1
1 r
X / |aDpof (th+(1—=1)a)|" odpgt
e
, 1
m )
< g(b—a) /ts 0dp gt
0
1
. p ¥
pt+q pt+q
x ‘aDpyqf(b)V/t Odp,qt +‘0Dp,qf(a)|r/(l_t) Odp,qt
0 0
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1
1 S
+q(b—a) /(5_t> odp 4t
o

~|—

1 1
< | Dnaf B [ 1 odpgt +1aDpaf @] [ (1=1) oyt
D

P

ptq ptq

oo () ()

x (pzlaDp,qf(b)V 3+2p2q+pq2—p2>>r

oD a)|” P
(p+aq)° Flelpaf( )|< (p+q)°

1 § 2 r
+q(b—a) /(é—t> ot ((2pq+q)|aDp,qf(b)\

(p+q)’

+q

1

2 2 2 3\ r
P q+2pq~—2pg—q°-+q

-|—|aDp,qf(a)‘r ) )

(p+q)°

Boylece ispat tamamlanir. 0

Sonug 3.16. Teorem 3.15°de,

1. Eger p = 1 secilirse Esitsizlik (2.26)’ya ulagilir.
2. Eger p=1ve g — 1~ secilirse konveks fonksiyonlar icin Esitsizlik (2.27) elde edilir.

Simdi, quasi-konveks fonksiyonlar i¢in bazi1 (p,q)-orta nokta tipli integral esitsizlikleri

elde edilecektir.

Teorem 3.17. 0 < g < p < 1 olmak iizere f : [a,b] — R, (a,b) araliginda (p,q)-
diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve [a, b] araliginda aDp o f strekli ve integrallenebilir

olsun. r > 1 i¢in eger |aDp7qf‘r quasi-konveks ise

b | pb+(1—p)a

a

f(qp+z )—p(b_a) / (X)) adpgx (3.23)
2 2

< Q(b_a) (p fq)g, sup{ aDp,qf(a) ) aDp7qf<b) ‘}

(p,q)-orta nokta tipli integral esitsizligi saglanir.
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Ispat. Denklem (3.13)’iin her iki tarafinin mutlak deZerine kuuvet ortalama esitsizligi

uygulandiktan sonra r > 1 i¢in [a, b] iizerinde ‘aDp,q f ’r nin quasi-konveksligi kullanilirsa,

pb+(1—p)a
110 sty - PO 9@
p(b—a) P p+q
P
pt+q
< q(b—a)/t (Dpaf (th+(1—-1)a)| odp gt
0
1
1
+q(b—a)/ (5”) ‘aDpﬂf(tb—i—(l—t)a)‘ odp 4t
P
: =
ptq
< g(b—a) /t odp 4t
0
k. ¥
p+q
x /z (Dpaf (th+(1—0)a)|" odpgt
0
1-1
1 y "
+q(b—a) /(5_0 0dpqt
=
1
1 . '
X /(a—t) |aDpof (th+(1—1)a)|" odpgt
v+q
: =
p+q
< q(b—a) /t odp 4t
0
1
A G
. , ptq
X SUP{ aDpgf(a) | 5| aDpqf (b) }/t 0dpqt
0
1_,
1 . "
+q(b—a) /(&_I) 0dpqt
p
4
1
1 r
r r 1
X SUP{ aDpvqf(a) ) aDpvqf(b) }/ <5_t> 0dpqt
P
p+q
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= q(b—a)sup{ aDpqf (@) || aDpgf (b) ‘}
> 1
X /t 0dp gt +/ (Cll_t) odp gt
0 P
- A (pzf;s SUP{ Dpqf(a) |+| aDpaqf (b) ‘}

esitsizligi elde edilir. Bu yiizden, Esitsizlik (3.23) saglanir ve ispat tamamlanmig olur.

]

Sonug 3.18. Teorem 3.17°de,

1. Eger p = 1 secilirse Esitsizlik (2.28)’e ulasilir.
2. Eger p=1 ve g — 1™ segersek quasi-konveks fonksiyonlar i¢in Esitsizlik (2.29)

elde edilir.

Teorem 3.19. .0 < ¢ < p < 1 olmak tizere f : [a,b] — R, (a,b) aralifinda g¢-
diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve [a, b] araliginda aDp of strekli ve integrallenebilir

olsun. r~! +s~! = 1 olmak iizere r > 1 icin Eger | aDp.gf ’r quasi-konveks ise,

qa+ pb 1 pb+(1—p)a
f( p+q )_P(b—a) a/ S %) adp g (3.24)
< (b—a)sup{ aDpof (@) ‘, oDy o f (b) ‘}

(p,q)-orta nokta tipli integral esitsizligi saglanir.

Ispat. Denklem (3.13)’iin her iki tarafinin mutlak degerine (p, q)-Holder esitsizligi uygu-

lansin ve r > 1 i¢in [a, D] iizerinde ‘aDpﬂ f |r nin quasi-konveksligi kullanilirsa,

pb+(1—p)a

() adygx— pf(b)+qf(a)

P+q

p(b—a)
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r+q

a(b=a) [ 1Dy (th+(1-1)a)| odpgt
0
1

—|—q(b—a)/ (;]—t) |aDp’qf(tb—|—(1—t)a)‘ odp 4t

rtq

IN

1
I s
rtq

g(b—a) / £ ody ot
0

IN

~ =

_p_
ptq

« / Dpf (th+(1—-0)a)| odpyt

1
s

+q(b—a) /(é”)s 0dp gt

=

| [ JaDpaf i+ (1 -)a)]" odpgt

p

+q

- ((20) " (%))
X (sup{ '
+q(b—a) /(é")s odp 4t

IN

aDpof (a) aDpgf (b)

)

‘:
—
<
—i—‘“U
_Q
N———
~ =

x(sup{ aDp o f (a) rv aDpqf (b) ’}ﬁ)’
= q(b—a)sup{ aDpof (a) ‘; aDp.qf (D) ‘}

1

s+1 s ¥
P+q ps—H_qs—H p+q

1 s 1

L G) v | L)
—_—— t —
) q Opvq p+q

+q

esitsizligi elde edilir: Boylece, Esitsizlik (3.24) ispatlanr.
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Sonug 3.20. Teorem 3.19°de,

1. Eger p = 1 secilirse Esitsizlik (2.30)’e ulasilir.
2. Eger p=1ve g — 1~ limiti alinirsa quasi-konveks fonksiyonlar i¢in Esitsizlik (2.31)
elde edilir.
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4. YENI g-INTEGRAL

Bu boliimde, yeni bir quantum integral tanim1 yapilacaktir. Ayrica Hermite-Hadamard tipli
integral esitsizlikleri bu tanimla ispatlanacaktir. Bu boliimde elde edilen sonuglar ¢alisma

[51] ile yaymnlanmustir.
4.1. YENI g-INTEGRAL TANIMI VE BU TANIMIN OZELLIKLERI

F. H. Jackson, integral tanimini verirken dikdortgenleri kullanmistir. Burada yamuklar

kullanilarak yeni bir quantum inetgral tanimi verilecektir ve g-integral seklinde gosterile-

Y
f(x)

cektir.

0 a bg*+(1-q%)a ba+(1-q)a b

Sekil 4.1. y = f (x) fonksiyonunun grafigi

J:=la,b] CR, J°:=(a,b) aralik ve 0 < g < 1 reel sayis1 olsun. Bir integralin taniminin
tanim kiimesinin alt araliklarinin genisliklerin toplamlari cinsinden ifade edilebilecegi
hatirlanirsa Sekil 4.1°de 4 uzunlugu x = ¢"'b + (1 — q”“) avex=q"b+(1—q¢"a
seritleri arasindaki uzunlugu olarak alinsin, bu da geritlerin daha da incelmesi ve giderek

x — a olmas1 anlamina gelir. Yeni tanim i¢in Sekil 4.1°deki fonksiyonun grafigi géz oniine
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alinsin.

Buna gore, n. yamugun alani,

F(g"o+(1=q"")a) + f(g"b+ (1 —q")a)

A= (1-q)q"(b—a) >

olarak yazilabilir. Integral basit¢e, yamuk pargalarin her birinin toplamidir. Yani bu

yamuklarin alanlar1 toplanarak yeni integral tanimi elde edilir. Oyle ki,

L A
n=0
_ (1—Q)2(b a) ¥ ”f(q"“b—k(l—q"“)a)
+(1_Q)2(b_a) iqnf(qnb+(1_qn)a)
n=0
—q)(b—a
- (1 Q)z( )clino "Hf(anb—l—(l—an)a)
C2aOZ0 Y gp g+ -g)a)
n=0
il (1_q)2(b_a)1 qnf(qnb+<1_qn)a>
n=1
(1_q>2<b_a)’;q"f(q”bJr(l—Q”)a)
- <1_Q)2(b a)é{f(b) f(b)+ iqnf(q”bJr(l—q")a)}
n=1
L+ _q)z(b_a) iq”f(q”b+(1—q”)a)
n=0
_ (1_q)z(b_a)l{—f(b)—Fiqnf(qnb—F(l—qn)Cl)}
q n=0
EOR Y g (1= g')a)
_ a q;;b @) (14+¢q) éq”f(q”b+(l—qn)a)—f(b)]

b
= /f(s) adgs

bulunur. Artik bu son ifade kullanilarak yeni quantum integral tanimi verilebilir:
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Tamm 4.1. f:J — R siirekli bir fonksiyon olsun. 0 < ¢ < 1 i¢in f nin g-integrali:

U+ Y ' F @b+ (1 —g)a)—f(B)| @D

q n=0

b
[ 76) sty = 1700

olarak tanimlanir. Ayrica, x € J igin Eger ¢ € (a,x) ise o zaman J iizerinde f nin g-integrali

X

/f(s) adgs 4.2)
— [ 56) ates — [ 76
(1—¢)(x—a)

2q
(1—g)(c—a)
2q

n=0

(14q) iq"f<q"x+<1—q">a>—f<x>]

(1+4) iq"f<q"c+<1—q">a>—f<c>]

n=0

seklindedir. Genellestirilmis g-integral i¢cin & — oo limit hali alinamaz. Ciinkii,

/f(s) adgs = (l—zqq)oo

0

(1+q) Y ¢'F(¢') —f(°°)]
n=0

toplami (14¢q) Y~ 1q" f (¢") — f (eo) # 0 i¢in in yakinsak olamaz. Bunun yerine

/ f(s 4.3)

t+1

= /qf qs—/f

0
= (1+61)< [anJrzf n—i—t) _ an+i+lf(qn+i+1)

n=0
1— i ) 1— i+1 )
_( 23)@ f(ql)-i—( ;16)1‘1 f(qH_l)
1 1 — i ) 1 — i ) 1— i+1 )
_ ( ‘HI;; Q)qu(qz)_( zj)q f(qz)+( ;];q f(qH'l)
— (lgq)qif(qi)_f_(lz_qCI)qi—i-lf(qi—H)
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elde edilir. Denklem (4.3) yardimiyla,

o] qi

oo

/f(s) adgs = Z /f(s) adgs

0 i:_°°qi+1

_ i ((IEQ)qif(qi)+ (12_6151)qi+1f(qi+1))

[=—o0

[=—o0
integrali elde edilir. Dolayisiyla genellestirilmis g-integral asagidaki gibi tanimlanir:

Tanmm 4.2. 0 < g < 1 igin [0,0) araliginda f nin genellestirilmis g-integrali

© oo q
[£6) adzs = X [ ) adgs =
0 mT >

ile tanimlanair.

Teorem 4.3. f :J — R siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman, g-integralin g-tiirevi

S )+ f(gx+(1—g)a)
Dy /f odgs = > (4.4)

esitligi ile verilir.
Ispat. 11k olarak,

X

/ f(s) adgs

a

(1—g)(x—a)
2q

1+ Y ¢ F g +(1—q")a)— £ ()

n=0

yazilir. Burada, g-integral tanimindan yukaridaki toplamin g-tiirevi alinirsa,

Dy /f
o Um0t
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X (1+q)iq”f(q"er(l—q")a)—f(X)]

1

(1-¢)(x—a)
X{w (1+q) ququr(l— ") )—f(X)]
q n=0
(1-q)(x—a)q
2q
(1+q) Zq”f (g +(1—q”“)a)—f(qH(l—q)a)]}
n=0

o (1+q> .- n n n
= o n;)qf(qxﬂl—q)a)

1 .
_ ;1‘1) Zq"“f(q”“x—k (1_qn+l)a)
n=0

+qf(q/er(l—q)a)—f(X)
2q

qf (x)+qf (gx+(1—q)a)
2q

fx)+ fgx+(1—q)a)
2

elde edilir ve ispat tamamlanir. O

Teorem 4.4. (Degisken Degistirme Ozelligi) f : J — R bir fonksiyon ve 0 < g < 1 olsun.

O zaman,
1

b
/ Flsb+(1—s)a) odgs = — / F(0) adot 4.5)

b—a
0

esitligi dogrudur.

Ispat. g-integral tantmindan,

f(sb+(1—s)a) odgs

/: O\’_‘

Q)( 0)

x |(1+4) qunf([qnl +(1=¢")0lb+(1—-[¢"1+(1-4")0])a)
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—f(1b+(1—-1)a)]

1—gq -
- 24 Zq"f(fJ"b+(1—q")a)—f(b)]
n=0
esitligi yazilir. Bu son 1fade ° ile carpilirsa,
1 1 b

[ Fisb(1-5)a) odgs =5~ [ £(0) udyt

0 a
elde edilir ve ispat tamamlanir. 0

Teorem 4.5. f :J — R siirekli bir fonksiyon olsun. ¢ € (a,x) i¢in

/ oDy f(5) adgs (4.6)

W+ (- g)a)—af () Flae+ (1 - 9)a)
2q

esitligi dogrudur.

Ispat. g-integral tanimu, g-tiirevi ve degisken degistirme dzelligi kullanilirsa, o zaman,
X
/ Dy S

_ /f 1_qs+1— /f 1_W+1_))a%s

_ /(f# dys — / 16 g
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O E L0 st
y D G—a)  (-gaG-a)

- 2
= q"f (61”“C+(1 q"*')a)  flge+(1-g)a)
1+qn;) q) ¢ (c—a) (l—q)q(c—a)]
= Y (@t (g~ (1) a)
q n=0

—f(g'c+(1—qYa)+f (¢ e+ (1—¢""")a)]
+21—q[—f(X)+f(qX+(1—q)a)+f(0)—f(qc+(1—q)a)]

f(x)—f(c) +f(61X+(1—Q)a)—f(qc+(1—q)a)
2 2q

elde edilir ki bu da istenendir. O]

Teorem 4.6. f,g:J — R siirekli fonksiyonlar olsun. O zaman x € J i¢in

X

/[ qs—/f qs—l—/g 4.7)

a
g-integral ozelligi saglanir.
Ispat. g-integral tanimi kullanilirsa,

X

J16)+8@)] adgs

(1-g)(x—a)
2q
{ 14+4) i f(@"x+(1-q")a)+g(¢"x+(1-q")a)]
n=0

—f(x) -2}

_ ﬂ@# (1+q) Y ¢ F(gx+(1—g")a) - f(X)]
q n=0
+(1—q;ﬂ (1+q)iq”g(q”x+(1—qn)a)—g(x)]
q n=0
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- Jro a < Jeo

esitligine ulasilir ve boylece ispat tamamlanir. U

Teorem 4.7. f,g:J — R siirekli fonksiyonlar olsun. O zaman & € R ve x € J i¢in

X

[ @) wdys = / e @“8)

a
esitligi dogrudur.
Ispat. g-integral tammu kullanilirsa,

X

[ (@f) ) adgs

a

_ % (1+q) éqn(af)(q"x+(1—q”)a)—(af)(X)]
_ a(l—cfgﬂ (1_|_q)iq”f(q"x+(1—qn)a)—f(x)]
q n=0

Denklem (4.8) elde edilir. ]

Teorem 4.8. f,g:J — R siirekli fonksiyonlar olsun. O zaman x € J icin g-kismi inte-

grasyon ozelligi,

/f(s) aDy 8(s) «dgs (4.9)

qf (s)g(s)+f(gs+(1—q)a)g(gs+(1—q)a)[*
2q c

X

~ [ slas+(1=0)a) Dy £(5) udgs

olarak ifade edilir.

Ispat. g-tiirev kullanilirsa,

aDyg f(s)g(s)
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f(s)g(s)—flgs+(1—q)a)g(gs+(1—q)a)

(1-¢q)(s—a)
_ f(s)gls)—flgs+(1—q)a)g(gs+(1—q)a)
(1-q)(s—a)
_S8)slgs+(1=q)a)  f(s)g(gs+(1—q)a)
((l;q)((s—a)( )) (1—q)(s—a)
g(s)—glgs+(1—gq)a
L | ey

)f(S)—f(qH(l—q)a)
(1-¢q)(s—a)

= f(s) aDg g(s)+g(gs+(1—q)a) Dy f(s)

+g(gs+(1—q)a

bulunur ve g-integral alinirsa,
X
/ aDyq f(s)g(s) adﬁs
c
X X
— [ £ ) Dy 8(5) adgs + [8as+(1-0)a) uDy F(s) adgs
c c

esitligi elde edilir. Ardindan Denklem (4.6) uygulansin,

qf (s)g(s)+ f(gs+(1—q)a)g(gs+(1—q)a)[*
2q ¢

= [ 16) Dy 8(5) adas + [ glas+(1=a)@) WDy S (s) udgs

ve gerekli diizenleme yapilirsa,

X

/ £(5) oDy g(5) adygs

c

qf (s)g(s)+f(gs+(1—q)a)g(gs+(1—q)a)[*
2q c

X

- [elas+(1-0)a) Dy £(5) s

.
istenen sonug elde edilir. [
Teorem 4.9. [a] = 120" olmak iizere o € R\ {—1} i¢in polinom fonksiyonlarin g-

I—q
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integrali,
X

o oo 1+q® e
/(s—a) adgs —2[a+1]q(x a) (4.10)

a

dir.
Ispat. Polinom fonksiyonlarin g-integrali hesaplanirsa,

X

/ (s—a)” .dgs

a

(1-gq)(x—a)

2q
x <1+q>§0q"<q"x+<1—q">a—a>“—<x—a>°‘]

= <1+q>§q"<q"<x—a>>a—<x—a>“]
N 2 (149 T (q‘”*l)"—(x—a)a]

l 24
_ (-9 ch—aﬂ“ [lq;ggl _1}
() (MY =

bulunur ve Notasyon (1.19) ile birlikte ispat tamamlanir. O

4.2. -HERMITE-HADAMARD ESITSIZLIKLERI

Bu boliimde, konvex fonksiyonlar i¢in g-Hermite-Hadamard tipli inetgral esitsizlikleri elde

edilecektir. 0 < g < 1 i¢in ispatlarda Sekil 2.1°deki grafikten yararlanilacaktir.

Teorem 4.10 (g-Hermite-Hadamard Esitsizligi). f : J — R bir konveks fonksiyon ve

0 < g < 1 olmak iizere

b
+b 1 +f(b
f(az )Sb_a/ﬂx) ad SM (4.11)

esitsizligine g-Hermite-Hadamard integral esitsizligi denir.

Ispat. f, (a,b) iizerinde differansiyellenebilir oldugundan, f nin 432 € (a,b) noktasinda bir

teget dogrusu vardir. Bu teget dogrusunun denklemi, hy (x) = f (452) + £/ (452) (x — 452)
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olarak yazilabilir. Vx € [a,b] i¢in f, [a,D] iizerinde konveks bir fonksiyon oldugundan

Esitsizlik (4.12) yazilabilir (Sekil 2.1). Oyle ki,

=1 (“50) 40 (450) (- 37) <o

Burada, [a, D] iizerinde Esitsizlik (4.12) nin g-integrali alinirsa,

= () o (12 (-2
= mar () s (S) [ (-0 452)
= o-ar(*52)er(5?)

[ (22) (59 -
RNCUICY

b

_ <b—a>f(“§”) < [16) ady

a

b a—>b

+ 5 (b—a)}
(b—a)? <b—a>2]

a

2 2

(4.12)

(4.13)

elde edilir. Ote yandan (a,f(a)) ve (b, f (b)) noktalarindan gecen k(x) = f(a) +

f(b)=f(a) (

b—a

konveks bir fonksiyon oldugundan Egsitsizlik (4.14) yazilabilir (Sekil 2.1). Yani,

f(b) — f(a)

£6) k(@) = f @)+ 221

(x—a).

[a, D] iizerinde Esitsizlik (4.14)’e g-integral tanimi uygulanirsa,

b

/ [ (%) adgx

a
b

< / k(x) adgr

a

72
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b—a

f6) = fla) |
= (b—a)f(a)+ - /(x—a) adgx

fb)—fla) (1-q\ (1+q ’
= (b—a)f(a)+ - (1—q2)< 5 )(x—a)za
_ f(b) - f(a) (b—a)*
= (b-a)f @)+ 55— TCE

bulunur ve gerekli diizenlemelerle birlikte,
. b
(b—a) M > / F) adgr (4.15)

elde edilir. Boylece, Esitsizlik (4.13) ve Esitsizlik (4.15) birlikte Esitsizlik (4.11)’1 verir ve

ispat tamamlanir. O

Not 4.11. Teorem 4.11°de ¢ — 1~ alinirsa konveks fonksiyonlar i¢in klasik Hermite-

Hadamard esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.12. f: [a,b] — R, [a,b] lizerinde differansiyellenebilir konveks bir fonksiyon

ve 0 < g < 1 olmak iizere

f

N

qa+b)+q—l(b—a)f,<qa+b) 4.16)
I1+g¢ l+qg 2 l+g¢g

1
<
- b—a

b
[ g < HOZLE

esitsizligi dogrudur.

Ispat. f, (a,b) iizerinde differansiyellenebilir oldugundan, f nin qf’fqb € (a,b) nok-

tasinda bir teget dogrusu vardir. Bu teget dogrusunun denklemi, A (x) = f (q“+b> +

I+q
il <%+qb> <x - qu;) olarak yazilabilir. f, [a, b] iizerinde konveks bir fonksiyon oldugun-
dan Vx € [a, D] igin Esitsizlik (4.17) yazilabilir (Bakiniz Sekil 2.1):
ga-+b , qa+b) ( qa—i—b)
h(x) = + xX— < f(x). 4.17
W=r (%) e (Y (-2 < @
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Burada, [a, D] iizerinde Esitsizlik (4.17) nin g-integrali alinirsa,

b
[ 16) adgy
/bh(x) ol
_ {f<qajb> (qa+b) (x_qf::)] o
- oo (1) (350) [ i)
(s
[ (5) oo 00

« 1+4a
B _ qa-+b ,(qa+b
= ¢ a>f<1+Q)+f(1+q)

v

(b—a)® (b—a)’

2 1+gq
ve gerekli diizenleme yapilirsa,
qa+b q—l(b—a) (qa—i—b) /
b— + 4.18
( “)f(1+q) 1+q 2 144 Sl (+.18)

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla, Esitsizlik (4.18) ve Esitsizlik (4.15) birlikte Esitsizlik

(4.16)’y1 verir boylece ispat tamamlanmisg olur. 0

Teorem 4.13. f: [a,b] — R, [a,b] iizerinde differansiyellenebilir konveks bir fonksiyon

ve 0 < g < 1 olmak iizere

a+qgb l—gb—a ,(a+qb)
+ 4.19
f(l Q> l+q 2 / l+4g ( )

b
[ 1) st <LOI0)

<
~— b—a 2
a

esitsizligi dogrudur.
Ispat. f, (a,b) iizerinde differansiyellenebilir oldugundan, f nin "11‘1: € (a,b) nok-

tasinda bir teget dogrusu vardir. Bu teget dogrusunun denklemi, 4y (x) = f (“liqu> +
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il <a+qb) <x - a+qb) olarak yazilabilir. f, [a, b] iizerinde konveks bir fonksiyon oldugun-

I+q I+¢
dan V x € [a, b] i¢in Esitsizlik (4.20) yazilabilir (Bakmiz Sekil 2.1):
a-+qb ,<a+qb> ( a+qb)
h — + — < . 4.20
0 =r (D) () (- ) <y, @

[a, D] iizerinde Esitsizlik (4.20)’ye g-integral uygulanirsa,

,
/ F() adgy

> / I (%) adgx

-/ [f<“ﬁf;’> oo (555) (- 525)]

- -0 (S52) o (522) [ (-t 2)

(b—a)’ (b-a)’

a+qb ,<a+qb)
= (b— + .
( a)f(lJrq) f l+g¢ 2 1 l+g¢
bulunur ve gerekli diizenleme yapilirsa,
a+qb 1—q(b—a)* <a—i—qb> /
b—a + 4.21
( )f(lJrq) l+q 2 l+g Sl 21

esitsizligi elde edilir. Esitsizlik (4.15) ve Esitsizlik (4.21) birlikte Esitsizlik (4.19)’ii ispatlar.
O

Teorem 4.14 (Genellestirilmis g-Hermite-Hadamard Esitsizligi). f : [a,b] — R, (a,b)

tizerinde differansiyellenebilir konveks bir fonksiyon olsun. 0 < g < 1 ve

L = f(a;b),

L o= f(qa—i—b)+q—1(b—a)f,(qaz—i—b)7

I+gq I+qg 2 I+g¢g

b l—gb— b
L o= p(9teb) 1zgb=a, fatq
I+g¢g I+q 2 I+gq
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olmak tizere

fla)+f(b)

5 (4.22)

b
1
max {1,215} < = [ £(3) ade <
—da
a

esitsizligi saglanir.

Ispat. Bsitsizlik (4.11), Esitsizlik (4.16), ve Esitsizlik (4.19) un sol taraflarmin maksimum

degeri secilirse Esitsizlik (4.22) elde edilir ve ispat tamamlanmisg olur. [
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5. -INTEGRAL ICIN 7-ESITSIZLIiKLER

B boliimde, klasik integral esitsizliklerinin g-integral i¢in versiyonlar ispatlanacaktir. g-
Young, g-Holder, g-Minkowski esitsizlikleri verildikten sonra bu esitsizlikler yardimiyla
g-Ostrowski tipli integral esitsizlikleri elde edilecektir. Bu boliimde elde edilen sonuglar

calisma [52]’de yer almistir.
5.1. 3-YOUNG, -HOLDER VE 3-MINKOWSKI ESITSIZLIKLERI

Bu boliimde, g-integral iizerinde g-Young, g-Holder ve g-Minkowski esitsizlikleri elde

edilecektir.

Teorem 5.1 (g- Young Esitsizligi). a > 0,b > 0 ve p > 1 icin % + % = 1 olmak iizere

1 p—1 1 r—1
ab< 29 g 11T 5.1)
21pl, 217,
esitsizligi saglanir.
y
b
y=f09
0 a z

Sekil 5.1. y = x” fonksiyonunun grafigi
; .. 1 . . | . .
Ispat. a,b >0 ve p > 1 i¢in S+t = 1 olmak iizere y = xP~" fonksiyonu secilsin ve

y = xP~! fonksiyonunun grafigi Sekil 5.1 goz oniine alinirsa,
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a
_ 1—q 1+gP!
1
5] = /xp adgx :1—q1’ > a’
0
/ 1—q l+grt l—g1+q-!
1 — =T p —
/ 1—gr1 2 l—¢q" 2

yazilabilir. y = x”~! fonksiyonunun grafiginden,

1—q[1+q7" | 1+4!
ab<s;+s = 4|1*4 al +q b
2 1—g?P 1—g"
1 p—1 1 r—1
b4 gty
2[pl, 2[r,
esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur. U

Not 5.2. Esitsizlik (5.1)’de ¢ — 1~ secilirse klasik Young esitsizligi elde edilir [34].

— T cple deg | 1™
Teorem 5.3 (g-Holder Esitsizligi). p > 1 i¢in iy — 1ve

<=

171, = /|f OF od

olmak tlizere,

2[p] 21,

/!f (t)] adgt <

esitsizligi saglanir.

A1, lgll (5.2)

q

secilir ve g-Young esitsizligi kullanilirsa,

FOl el _ 1+ fOF  1+q7 @)
1A, Nell, = 20l Al 20, lell;

(5.3)

esitligi elde edilir. Simdi |a, b] tizerinde Esitsizlik (5.3)’e g-integral uygulanirsa,
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ad
|vnnm(/v O] adgt
b

|f OF wdot + 59— /
2[Pq Hf||” I

2[pl, 21,

IA

bulunur ve buradan,

+
2[pl 211,

171, lgll

/If D adgt <

elde edilerek ispat tamamlanmus olur. [

q

Not 5.4. Esitsizlik (5.2)’de ¢ — 1~ alinirsa klasik Holder esitsizligi elde edilir.

Teorem 5.5 (g-Minkowski Esitsizligi). p > 1 olmak tizere

2[pl 21r]

If+ell, < (171, + st ) (54

q q

esitsizligi saglanir.

Ispat. g-Holder esitsizligi yardimiyla,

If +ellb

b
< /If(t)llf(t)ﬂtg(t)l”_1 adgt +/|g(t)|If(t)Jrg(t)l”_1 adgt

1
2(pl,

b E b
/UﬁW’wﬂ | [ leto

!/v O +80I""" udg

1
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yazilabilir. r(p — 1) = p kullanilirsa,

2[p] 21r]

1f +ell, <

q q

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Not 5.6. Esitsizlik (5.4)’de ¢ — 1~ alinirsa klasik Minkowski esitsizligi elde edilir.

5.2. OSTROWSKI TIPLi -ESITSIZLIKLER

(171, + gl )

Bu boliimde, g-Ostrowski tipli integral esitsizleri ispatlanacaktir. Bunun icin 6nce asagidaki

lemma ispatlanacaktir. Son olarak elde edilen lemma kullanilarak, g-integral i¢cin Ostrowski

tipli integral esitsizlikleri elde edilecektir.

Lemma 5.7. f: [a,b] — R, (a,b) lizerinde g-diferansiyellenebilir bir konveks fonksiyon

ve 0 < g < 1 olsun. O zaman,

X

b—a |
— Z—Iq [af (x) + flgx+ (1 —g)a) — (1 —q)f(gb+ (1 —g)a)]
—ﬁ/bﬂqrm—qm it
esitligi dogrudur.

Ispat. Denklem (4.9) yardimiyla,

X b

X

L at=b) f()+ (gt +(1—g)a—b)f(qr+(1-g)a) b

2q
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(5.6)



b
~ [ Fla+(1-0)a) Dy (=b) udyt

q(b—a) f(x)+(b—a)f(gx+ (1 —qg)a)—(1—-q)(b—a)f(gh+ (1 —q)a)

2q
b
—/f(qt+ (1—g)a) adgt
a
b—a
= 5, W)+ flaxt(1-g)a) = (1-9)f(gh+(1-g)a)
b
—/f(qt+ (1—g)a) odgt
a
esitligi elde edilir ve Denklem (5.6), (b — a) ile boliiniirse ispat tamamlanir. U

Not 5.8. Lemma 5.7°de ¢ — 1~ alinirsa konveks fonksiyonlar icin

X

b
— | [e—arwas [ roa| = 0= [

b—a

a
esitligi elde edilir [37].
Lemma5.9. p > 1ve (a— t)g bir g-binom olmak iizere,

X

1 p+1
/(a—t)g odgt = SrEmp <l—|—q—q(a—§> —(a—x)é’“) (5.7)
q

0 q
esitligi dogrudur.

Ispat. g-binom formiilii ve Denklem (4.10) kullanilirsa,




1 P n(n—1) [p] !
= ) (=D > g aP !
ph o=l 1],
1 P n(n—1) [p] !
+=) (—1)"q 1 g aP !
2 L p—l, [ 1]}
— lp+1(_1)n—l (n=1)(n-2) [p]q’ p_n+1xn
2 = [p—n—+1],!n],!
+1
+1P (_l)n—lq(”’n(”*Z) [p]q' n_lap_n+1xn
2 = [p—n+1],![n],!
p+1 n
q n Ml +l-n X
= -1)"'q 7 p+1nga® (—)
2[p+1]q,§’1( ) K q
1 p+l n n(n—1) p+l-n
e, & VT It
q n=1
p+1
, g ( ) ] L
= ————|la—"= —1|——|(a—x) —1}
2[p+1], q/, 2[p+1], 1
1+gqg 1

o)t +1
a—= a—x)’
2[p+1], 2[p+1], q( q)q a2, ]

_ ! X\ +1
= 3, <1+"‘q(“‘5)q A X )

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Ornek 5.10. p > 1 ve (a— t)é7 g-binom olsun. Bu durumda,

1+g¢

1
[0 v =5
/ 1 2[p+1],

esitligi dogrudur.

Ispat. Denklem (5.7)’de a = 1 ve x = 1 secilirse,

1
IRV (12t
0/(1 t)y odgt 21, <1+q q(l q)

+1
bulunur. Burada, (1 — l>p = <1 — l) (1 — 57) (1 — ﬁ) .. = 0 oldugundan
a)y q q q

p+1

o (1 _ 1)g+l>

q

1+gqg

1
/(1 —1)P dgt = ———
/ 1 2[p+1],
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esitligine ulagilir ve ispat tamamlanir. [

Simdi yukaridaki yardimci sonuglar yardimiyla, g-Ostrowski tipli integral esitsizleri elde

edilecektir.

Teorem 5.11. f: [a,b] — R, (a,b) iizerinde g-diferansiyellenebilir konveks bir fonksiyon

ve Vx € [a,b] igin | 4Dy f(x)’ < M olsun. Vx € [a,b] ve 0 < g < 1 i¢in

‘;—q[qf(x)+f(qx+(1 Q) —(1-Qfgp+(1-qa)] (59
b

—%/f(qﬂr(l —q)a) adgt

< (b—a)M 1+(x——%b)2J

4 (b—a)’

esitsizligi dogrudur.

Ispat. Denklem (5.5)’de mutlak deger kullanilirsa,

'(b—a)

2 [qf (x)+ flgx+(1—q)a) — (1 —q)f(gb+ (1 —q)a)]  (5.10)

b
—/f(qt+(1—q)a) adgt

X
[1r-dl
a

X b
M/(t—a) adgt +M/(b—t) adgt
a X

IA

aDq f (1) aDq f (1)

a dqt

b
X

IN

(1+q)(1—a)?|

- Moy

4 a

(1+4)(t—a)®
2[2]

b

M +(a—b)(t—a)

q

_ M{(x—a)z—i—(b—a) (a;b—xﬂ
1 (x—#)zl

X

= (b—a)’M |-+

4 (b—a)

elde edilir ve Esitsizlik (5.10), (b — a) ile boluiniirse ispat tamamlanmus olur. [
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Not 5.12. Esitsizlik (5.9)’de ¢ — 1 alinirsa Esitsizlik (1.17) elde edilir.

Teorem 5.13. f: 1 C R — R, I° lizerinde g-diferansiyellenebilir konveks bir fonksiyon ve

Vx € I° igin |4Dy f (x)| konveks ve a,b € I olsun. O zaman,
1
2[00+ gt (100 - (-a)f@b+ (-] 1D

b
1
o [ flar+ (1= q)a) udy

R S P R anqﬂb)'
<
203, b—a

g (r—a)P (b —)?

2(3], b—a aDq [ ().

esitsizligi saglanir.
Ispat. Lemma 5.7°de degisken degistirme yontemi kullamlirsa,

X

b
/(t—a) Dy f(1) adit +/(t—b) Dy f() adst (5.12)
1

_ (x—a)z/t Dy fxt+(1—1)a) odgt
0

1
—l—(b—x)z/(t—l) Dy (bt +(1—1)x) odgt.
0

elde edilir. Burada, Denklem (5.5), Denklem (5.12) ve % — 124[5312 = ﬁ esitligi ile birlikte
q q

|aDgf (x)| nin konveksligi dikkate alinirsa,

‘;—q[qf(xwf(qw(l —g)a)— (1-q)flgb+ (1 — g)a)

b

1
—m/f(qlJr(l—Cl)a) adgt
1 : 5
= o [=a) Dy S ) gt + [=) Dy ) it
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aDyg f)|+(1—1)

IN
—
=17
|
2| &
[\®]
5_
VR
~

aDq f(a) > Odqt

aDg f(x)

aDq f(b)'+(1 _t)
1 144
aDy f(x)‘—i— <E_T3]q)

0
1
2
(b—x)? (1 1+4°
L P [(5_2[3] )

q

)
|

oDy [ (a)

oDy f(a)|+ (b—x)*
23] b—a
14+ ¢% (x—a)*+ (b—x)?

20, b

Dg f (%)

elde edilir ve ispat tamamlanir. 0

Sonug¢ 5.14. f: 1 C R — R, I° lizerinde diferansiyellenebilir konveks bir fonksiyon ve

Vx € I° igin |f’ (x)| konveks ve a,b € I olsun. O zaman,

b
1
— t)dt 5.13
F@ -5 [ (5.13)
a
(x—a)*|f (@) + (b—x)*|f (b)| n (x—a)’+(b—x)* 7 )
- 6(b—a) 3(b—a)

esitsizligi saglanir.
Ispat. Esitsizlik (5.11)’de ¢ — 1~ alirsa istenen Esitsizlik (5.13) elde edilir. ]

1 1

Teorem 5.15. f:1CR — Rve |aqu (x)|", I° lizerinde p > 1 olmak iizere S ty=1ve

a,b € I icin g-diferansiyellenebilir konveks fonksiyonlar olsun. O zaman,

2—1q (F () + Flax+ (1 - g)a) — (1 —g)f(gh+ (1 - g)a)] (5.14)
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b
1
o [ Fla+ (1= qa) gt

4[pl, 4lrl,

(x—a)? [ 1+¢” » : N
X{ b—a ([p+1]q> ( Da F(2)| +| aDg f(4) )
(b—x)2 [ 1+gq ’
"h-a ([pﬂ]q) (R

esitsizligi saglanir.

Ispat. Denklem (5.5) ve Denklem (5.12) yardimiyla,

' O lgf0) + 5t (1~ 0)a) — (1~ )b+ (1~ g)a)

—/bf(thr(l—q)a) adgt
1

)2
x a O/t
o7 [

0

bulunur ve g-Holder esitsizliginden,

aDg f(xt+(1—1t)a)| odgt

aDg f(bt+(1—1)x)

0 dql‘

(b—qa) [gf(x) + fgx+ (1 —¢q)a) — (1 —q)f(gb+ (1 —q)a)]

=

b
—/f(qt—l—(l—q)a) adgt

2[pl, 2[r,




~=

+(1_t) aDq f(x)

} odqt

aDg f(b)

. /{

elde edilir. $imdi, Esitsizlik (4.6)’dan

’azzﬂMf@%hﬂqv+U—Qﬁﬁ—(l—@f@b+(b—@aﬂ (5.15)

b
- [Flar+ (1 -ga) wdgt

IN

2, 20,
oy s | apy s\
1+qp 4 q q
: <x‘“>2(z[p—+uq> Tt
g s oy s\
1+q q q
+@_'y<2@+4b> 5 S
B 1_‘_qp71 1_|_qr 1
= |, A,
_(12 1+qp % X ' a ' %
< -a) (W”) (| o0 r| +] 0y 100 )
—_x2 —l+q ’ ' X ' %
o) ([pmq) (| 2 s @] +| oy s0])

sonucuna ulagilir. Dolayisiyla, Esitsizlik (5.15), (b — a) ile boliiniirse ispat tamamlanur.

O

. r O s . .s 1 1
Sonug 5.16. f: 1 CR — R ve |f'(x)|", I° iizerinde p > 1 olmak iizere s tr=1ve

a,b € I icin diferansiyellenebilir konveks fonksiyonlar olsun. O zaman,

/f@ﬁh (5.16)
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(x—a)’
b—a

1 —X 2 r / r
(7 @I +17 @)+ C = (o) o)

1
-

esitsizligi dogrudur.

Ispat. Esitsizlik (5.14)’de ¢ — 1~ alirsa Esitsizlik (5.13) elde edilir ve ispat tamamlanr.
O
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6. -INTEGRAL ICIN 5-GAMA VE §-BETA FONKSIYONLARI

Bu boliimde, g-integral icin g-Gama ve g-Beta fonskiyonlarinin tanimlari, ozellikleri
ile baz1 sonuclar1 elde edilecektir. Bu boliimde elde edilen sonuglar calisma [53] ile

yayinlanmisgtir.

Burada ilk olarak klasik analizde 6nemli bir yere sahip Gama ve Beta fonksiyonlarinin

tanimlar1 asagidaki gibidir:

(o)

I'(z) = /tz_le_tdt, Re(z) >0 6.1)
0

fonksiyonuna Gama fonksiyonu [54] ve
1
B(x,y) = /tx—l (1—1)"'dr, Re(x) > 0,Re () > 0.
0

fonksiyonuna ise Beta fonksiyonu denir [55].

Simdi bu konudaki ¢alismaya Gama fonksiyonunun yeni tanimi ile baglanacaktir.

Tanmm 6.1. Re (x) > 0 olmak iizere 0 < ¢ < 1 i¢in

o)

T(x) = / P odgt (6.2)
0

olarak tanimlanan fonksiyona g-Gama fonksiyonu denir.

Burada, Tanim 6.1°de ¢ — 1~ segilirse, lim,_, ;- I'z(x) = I'(x) klasik Gama fonksiyonu

elde edilir.

Teorem 6.2. 0 < g < 1 icin
ry(1) = —4 (6.3)

esitligi dogrudur.

&9



Ispat. Denklem (1.27),

—t _ __p—qt
D,E; = —E,

ve Denklem (4.6) kullanilarak,

(o)

r(1) = / E; dyt
0

—qt
= —/Dqqu dgt
0

_glimy e E; % +limy o E; ¥ — qE;qO _ Eq—qOJr(l—q)o

2q

sonucuna ulagthr. Ayrica, limy e E; " = limy e % =0ve Eg = 1 oldugu agiktir. Boylece
q

istenen sonuc elde edilir, dyle ki

l+g¢
I7(1)=——.
1) ="
O]
Sonug 6.3. Denklem (6.3)’de ¢ — 17 segilirse I'(1) = 1 elde edilir.
Teorem 6.4. Her Re(x) > 0 i¢in
Tg(x+1) = [x],Ig(x) (6.4)

esitligi dogrudur.

Ispat. Tanim 6.1 kullanilarak ve lim;_c. (thq_ qt) = limy o0 (;—;) = 0 oldugu g6z Oniine
q

alinirsa,

Iz(x+1)

[}

= / r'E; " odgt
0

o5}

= — / r'DyE," odgt
0

2 (e}
g Eg " 4 (qt) Eq "
2q

—qt
+ / E " Dgt" odgt
0 0
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2 oo
glim; . <th;qt> +1imy; oo ((qt)xE;q t) "
—qt
- _ + / E, TDyt" odgt
0

2q
0

[

= /[x]th_lEq_qt odqt = [x]q/tx_lEq_qt odqt
0 0
=[], ITg(x)

elde edilir ki bu da istenendir.

Sonug 6.5. Her n pozitif tamsayisi icin

esitligi saglanir.

Ispat. Esitlik (6.4) ve T'z(1) = %’i kullanilirsa,

Tyn) = [n],Tyln—1)
= [1—1],[n—2], . Tg(1)
l+gq

olur. Oyle ki, bu da istenen sonuctur.

Sonug 6.6. n pozitif tamsay1 olmak iizere

o 14+q (=)
) g U

esitligi dogrudur.

Ispat. n pozitif tamsayis1 i¢in Notasyon (1.25) yani, (1 — q)Z_l = ((]1__;,1))
(6.5) kullanilirsa,
l+q
Ig(n) = 20 [n—1],!
2q (1-¢""

(6.5)

¢ esitligi ve Esitlik
q



bulunur ve bu da ispati1 tamamlar. [
Tanim 6.7. Her Re(x) > 0, Re(y) >0ve 0 < g < 1 i¢in
1/q

Bg(x,y) = /fx_l(l—qt)z_l odgt
0

olarak tanimlanan fonksiyona g-Beta fonksiyonu denir.

Ayrica, Tamim 6.7°de ¢ — 17 segilirse, lim,_, - Bz(x,y) = B(x,y) klasik Beta fonksiyonu
elde edilir.

Teorem 6.8. Her Re(x) > 0 i¢in

(6.6)

esitligi dogrudur.

Ispat. g-integral ve g-Beta fonksiyon tanimlar1 yardimiyla,

1/q
Bq(x,oo) = /lx_l (1—ql‘):; Odqt
0

= —(lzgzq)(qu)};q” (@) g

20 ()

_ (l_qz)q(21+Q) i qn(qnfl)x—l(l_qwrl):

n—-—co

_ xl

—/t qtqodt
0

elde edilir. Her n negatif tamsayis1 i¢in (1 — q”“): =0ve (1 — q‘l])w =0 olur. Simdi
q
E; = (1+(1—g)t); fonksiyonu kullanilarak,

o)

xX— 1 o x—1pT-¢
/ t qt g ()dqt / t Eq ()dql‘
0 0
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elde edilir ve r = (1 — g) u degigken degistirmesi yapilirsa,

)

Bq(x, %) = (1 —q)x/ux_lEq_q” odqu
0

sonucuna ulagilir. Oyle ki g-Gama tanimindan istenen
Bg(x,00) = (1 —¢)"Tg(x)

sonucu elde edilir. L]

Teorem 6.9. Re(x) > 0 ve n pozitif tamsayisi igin

g (I—g)(1—q)y !
Bl ) = =

(6.7)

esitligi saglanir.

Ispat. 11k olarak Re(x) > 0, Re(y) > 0 olmak iizere g-Beta fonksiyonuna Denklem (1.28)

ve Denklem (4.9) g-kismi integrasyon yontemi uygulanirsa,

Bg(x+1,y) (6.8)
l/q
_ /;xu—q;);l odgt

(=]

] [x
= —q/lx_l(l—qt)z odgt =y—qBa(x,y+1)
0

elde edilir. Ote yandan,

Bg(x,y+1) (6.9)
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1

~

q
= [ (1 —qr)) odgt

q
-1 -1
7 (L—qt), (1—¢"t) odgt

I
\.— O\< =]

/4 1/q
- - 1)y Odqt —q¢ /tx(l—ql‘)g1 odgt
0 0
= Bg(x,y)—quq(x—kl,y)

yazilabilir. Denklem (6.8) ve Denklem (6.9) yardimiyla,

¢ ¥,

Bg(x,y+1) = Bg(x,y)— 5] ——1Ba(x,y+1). (6.10)
q
b,
= g\X,y
[X+Y]q lI( )
elde dilir. Ayrica, g-Beta tanimindan
1/q 1/q
d 1+g! 1+¢°!
Bo(x,1) = /tx U odt = e I 6.11)
TS T, 2,

Bg(x,n)
B [n—l]q B N
N [x—f—n—l]q g\
n—1], [n-2]

- [x+n—1] [x+n— ;]B(xn 2)

[n_l]q[n_z]q [l]q

= i o2l et ), 2
R [n—1],n—=2],---[1],

B 2¢°  [x+n—1], [x+n=2] - [x+1],[x],
I A )

20 (I-gq)

(1-¢"")(1-¢"2)---(1—9q)

(1 _qx-i-n—l) (1 _qx+n—2)...(1 _qx—H) (1 _qx)

X
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1+ (1—q)(1—q))"
2q" (I—g")y

yazilir ve bdylece ispat tamamlanir. 0

Teorem 6.10. Her Re (x) > 0,Re (y) > 0 i¢in

(1+q") Tg(0)Tg(y)
(¢ +q~ ) Tg(x+y)

Bqg(x,y) = (6.12)

esitligi saglanir.

Ispat. Re (x) > 0 ve pozitif n tamsayis1 i¢in Esitlik (6.7) kullanilirsa,

Bg(x,n)

14+q ! (1-q)(1-q);"

2q" (1—4")
_ (l_q)l—i—q)‘_1 (1—q)(1—q2)...(1_qn—1)

2¢~ 1(1—qx)(l—qx+1)...(1_qx+n—1)

1+q"
= (1-q) o

y (1=g)" =11 (1—q) (1-¢*) - (1—¢"")

(1-q)(1=¢%)(1=¢ 1) (1=¢") (1—g=1)-- (1 - g T)
B B Uit WLl
2q* (I=g)*" T x+n—1],!
gt 1), e 1],
2¢* x+n—1],!

yazilir. $imdi, Esitlik (6.5) yardimiyla,

(1+¢"") Tg(x)Tg(n)
(¢*+q* ") Tg(x+n)

Bg(x,n) =
esitligine ulagilir ve son esitlikte n = y yazilirsa istenen sonu¢ bulunur. [

Ayrica, Esitlik (6.12)’den g-Beta fonksiyonu simetrik degildir. Fakat Bg(x,y) ile Bg(y,x)

arasinda
1+q17.x

Bg(x,y) = Trq

Bq(y,x)

bagintist kolaylikla goriilebilir.
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezin esasini olusturan ikinci,ii¢iincii, dordiincii, besinci ve altinci boliimlerde elde

edilen sonuclar agagida siralanmustir.

1. ik olarak, g-Hermite-Hadamard esitsizliginin dogrusu ve bu esitsizligin farkli formlari
ispatlanip g-diferansiyellenebilir konveks ve quasi konveks fonksiyonlar i¢in g-orta nokta
tipli esitsizlikleri i¢cin quantum tahminleri elde edilmistir. Bunun yaninda, elde edilen

sonuglarin ¢ — 1~ limit durumu literatiirdeki sonuglart verdigi gosterilmistir.

2. Benzer olarak, (p,q)-Hermite-Hadamard esitsizliginin dogrusu ve bu esitsizligin cesit-
leri ispatlanmustir. (p,q)-diferansiyellenebilir konveks ve quasi konveks fonksiyonlar
icin (p, q)-orta nokta tipli esitsizlikleri i¢in quantum tahminleri elde edilmistir. Bununla
birlikte, elde edilen sonuglarin ¢ — 1~ ve p = 1 olmasi halinde 6nceki sonuglar1 verdigi

saptanmuistir.

3. Quantum integrallere farkli bir bakis agisi ile yeni bir tanim verilip g-integral ile temsil
edilmistir. Bununla birlikte yeni g-integral taniminin 6zellikleri ispatlanmigtir. Ayrica, bu

yeni g-integral yardimi ile g-Hermite-Hadamard integral esitsizlikleri elde edilmistir.

4. Dordiincii boliimde, tanimlanan g-integral icin Young, Holder ve Minkowski tipli
esitsizlikler ispatlanmistir. Bununla birlikte Ostrowski tipli integral esitsizlikleri i¢in

quantum tahminleri elde edilmistir.

5. g-integral kullanilarak g-Gama-Beta fonksiyonlar1 yeniden tanimlanmistir. Ayrica, bu

fonksiyonlarla ilgili 6zellikler, sonuglar ve aralarindaki bagintilar elde edilmistir.

Sonraki calismalarda, bu yeni g-integral i¢in farkli integral esitsizlikleri elde edilebilir.
Ayrica, integral esitsizlikleri i¢in quantumsal tahminlerde bulunulabilir. Bunlarin yaninda,
integral doniisiimleri tanimlanip g-diferansiyel denklemler g-integraller yardimiyla

coziilebilir.
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