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OZET

INTEGRAL ESITSIZLIKLERI VE UYGULAMALARI

Hatice OGULMUS
Diizce Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Doktora Tezi
Danigman: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
Aralik 2021, 113 sayfa

Bu tez iki ana boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, h—konveks fonksiyonlar
icin yeni Hermite-Hadamard esitsizlikleri elde edilmis ve elde edilen sonuglarin
bazi1 Ozel ortalamalar i¢cin uygulamasi yapilmistir.  Ayrica konveks fonksiyonlar
icin Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢eren yeni Hermite-Hadamard-Mercer tipli
esitsizlikler ispatlanmis ve bu esitsizliklerin bazi 6zel ortalamalar icin uygulamasi
yapilmustir. Ikinci boliimde, 6ncelikle yeni bir konvekslik sinifi olan (p, @) —konvekslik
tanimlanmig ve Ozellikleri verilmistir. Ardindan (p, ¢j,) —konveks fonksiyonlar icin
yeni Hermite-Hadamard, Hermite-Hadamard-Fejér, Ostrowski, Jensen ve Jensen-Mercer
tipli esitsizlikler ispatlanmistir.  Son olarak Riemann-Liouville kesirli integralleri
aracih@iyla (p, ¢, ) —konveks fonksiyonlar i¢in yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler
elde edilmistir.

Anahtar sozciikler: Hermite-Hadamard esitsizligi, Jensen-Mercer esitsizligi, Konveks
fonksiyonlar, Ostrowski esitsizligi, Riemann-Liouville kesirli integrali.
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ABSTRACT

INTEGRAL INEQUALITIES AND THEIR APPLICATIONS

Hatice OGULMUS
Diizce University
Institute of Graduate Studies, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
December 2021, 113 pages

This thesis consists of two main parts. In the first part, new Hermite-Hadamard inequalities
for h—convex functions are obtained and the applications of obtained results to some
special means are provided. Besides that, new Hermite-Hadamard-Mercer type inequalities
involving Riemann-Liouville fractional integrals for convex functions are proved, and
their applications to some special means are got. In the second part, a new kind of
convexity called (p, ¢;,) —convexity is defined and its properties are established. Then, new
Hermite-Hadamard,Hermite-Hadamard-Fejér, Ostrowski, Jensen and Jensen-Mercer types
inequalities for (p, ¢;,) —convex functions are proved. Finally, new Hermite-Hadamard
type inequalities for (p, ¢;,) —convex functions via Riemann-Liouville fractional integrals
are obtained.

Keywords: Convex functions, Hermite-Hadamard inequality, Jensen-Mercer inequality,
Ostrowski inequality, Riemann-Liouville fractional integrals.



EXTENDED ABSTRACT
INTEGRAL INEQUALITIES AND THEIR APPLICATIONS

Hatice OGULMUS
Diizce University
Institute of Graduate Studies, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
December 2021, 113 pages

1. INTRODUCTION

The theory of inequalities has great importance in establishing the foundations for
approximation methods. This theory has also been an important subject of study in fields
such as mathematical economics, game theory, mathematical programming, probability and
statistics, thus it has become a rapidly growing discipline. Due to the better understanding
of the usefulness of mathematical inequalities in other branches of science as well as in
various branches of mathematics, the theory of inequalities has attracted the attention of
many researchers in recent years and this theory has improved continuously by new studies.
Many of these studies have concentrated on Jensen, Hermite-Hadamard, Ceby§ev, QGriiss,
Ostrowski inequalities.

One of the topics that has an important role in the theory of inequalities is the convex
functions. According to the researchers, the theory of convex functions developed rapidly
after the two papers published by Jensen in 1905 and 1906. Since convex functions, whose
definition is also an inequality, are closely related to the theory of inequalities, many studies
involving these two theories have been entered the literature.

In the light of these two theories, new integral inequalities are proved in this thesis.
Moreover a new class of (p,@,)—convex functions is introduced and new integral
inequalities for (p, ¢;,) —convex functions are obtained.

2. MATERIAL AND METHODS

An extensive literature search is made for important definitions and theorems that guide
the thesis. First of all, the Riemann-Liouville fractional integral and its properties are
researched. Then, the definitions, histories and properties of convex, s—convex, h—convex,
@—convex and ¢,—convex, p—convex and (p,h)—convex functions are investigated,
respectively. In addition, Hermite-Hadamard, Hermite-Hadamard-Fejér, Ostrowski, Jensen,
Jensen-Mercer inequalities are searched in the literature. By way of this information, new
integral inequalities are proved, and a new kind of convexity is defined in this thesis.
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3. RESULTS AND DISCUSSIONS

Firstly new integral inequalities of Hermite-Hadamard and Hermite-Hadamard-Mercer
types are obtained for A—convex and convex functions, respectively, and their applications
to some special means are provided.

Then a new class of (p,¢,)— convex functions is defined and the properties of this
new convexity class are proved. New integral inequalities of Hermite-Hadamard,
Hermite-Hadamard-Fejér, Ostrowski, Jensen and Jensen-Mercer types are established
for (p, @,)—convex functions. Finally, new Hermite-Hadamard type inequalities for
(p, on)—convex functions with Riemann-Liouville fractional integrals are obtained.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK

In this thesis, a new class of convex functions called (p, ¢;,) —convex functions is defined.
Hermite-Hadamard, Hermite-Hadamard-Fejér, Ostrowski, Jensen and Jensen-Mercer type
inequalities are obtained for convex, h—convex and (p, ¢,)—convex functions. Some
obtained results’ applications to some special means are provided.

In the further studies, new inequalities for (p, ¢;,) —convex functions can be got by using
different fractional intragral operators and other important inequalities in the literature.
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1. GIRIS

Esitsizlik teorisi, yaklagim yontemlerinin temellerini olusturmada biiyiik dneme sahiptir.
19. yiizyilin sonlarindan itibaren giiniimiize kadar matematik ve diger bilim dallarinda
sayisiz esitsizlik kesfedilmis, gelistirilmis ve kullanilmistir. Matematiksel esitsizliklerin,
matematigin ¢esitli dallarinin yani sira diger bilim dallarindaki yararliliginin daha da
1yi anlagilmasiyla, esitsizlik teorisi, son yillarda bir¢ok arastirmacinin dikkatini ¢cekmisg
ve yapilan yeni ¢aligmalarla bu teori siirekli gelisim gostermistir. Bircok arastirmaciya
gore esitsizlikleri formiiller yiginindan sistematik bir disipline doniistiirdiigii kabul edilen
Hardy ve ark. tarafindan 1934’te yayinlanan "Inequalities" kitabi bu alanda c¢aligan
matematikcilere yararli bir referans olmustur [1]. Bu kitabin ardindan, yayinlandiklari
zamana kadar esitsizlikler alaninda yapilmis bircok ¢alismay1 derleyerek okuyucuya sunan
Beckenbach ve Bellman’in [2] kaleme aldig1 "Inequalities" kitab1 ve Mitrinovi¢’in [3]
"Analytic Inequalities" kitab1 arastirmacilar i¢in 6nemli kaynak kitaplar arasinda yerini

almiglardr.

Esitsizlik teorisi, matematiksel ekonomi, oyun teorisi, matematiksel programlama, olasilik
ve istatistik gibi alanlarda da onemli bir ¢aligma konusu olmus, bdylece hizla biiyiiyen bir
disiplin haline gelmistir. Matematiksel analiz ve uygulamalarinin cesitli yonlerini etkileyen
bu teori lizerine pek ¢ok calisma yapilmistir. Bu calismalarin bir¢cogu 6zellikle Jensen,
Hermite-Hadamard, Cebysev, Griiss, Ostrowski esitsizlikleri iizerinde yogunlagmustir.
Bu esitsizlikler ile ilgili giiniimiize kadar gecen siirede pek ¢ok calisma yapilmis, bu
esitsizliklerin bircok genellestirmesi, iyilestirmeleri, uygulamalar1 arastirmacilar tarafindan

ispat edilmistir.

Esitsizlik teorisinde 6nemli bir yere sahip konulardan biri de konveks (disbiikey)
fonksiyonlardir. Pecari¢ ve ark., [4]’te konveks fonksiyonlarla ilgili soyle demistir:
"Unlii Danimarkali matematikgi Jensen tarafindan 1905 ve 1906’da iki makalenin
yaymlanmasindan bu yana, konveks fonksiyonlar teorisi hizli bir gelisme yasadi. Bu,

birkac nedene baglanabilir: Ilk olarak, modern analizdeki bircok alan, dogrudan veya



dolayli olarak konveks fonksiyonlarin uygulamasini icerir; ikincisi, konveks fonksiyonlar
esitsizlik teorisi ile yakindan iligkilidir ve bircok dnemli esitsizlik konveks fonksiyonlarin
uygulamalarinin sonuglaridir." Bu ¢alismada Pecari¢ ve ark. konveks fonksiyonlar
teorisinde esitsizliklerin oynadigi rolii vurgulamis ve konveks fonksiyonlarin taniminin da

aslinda bir esitsizlik olduguna dikkat ¢cekmistir [4].

Konveks fonksiyonlarin sistematik ¢alismasinin baglangici kabul edilen Jensen’in yukarida
bahsedilen eserinden once de konveks fonksiyonlara atifta bulunan sonuglar mevcuttur.
Jensen [5]’te konveks fonksiyonlarla ilgili olarak, "Bana dyle geliyor ki digbiikey fonksiyon
kavrami, pozitif fonksiyon veya artan fonksiyon kadar temeldir. Bunda yanilmiyorsam,
nosyon, gercek fonksiyonlar teorisinin temel aciklamalarinda yerini bulmalidir.” diyerek
konveks fonksiyon kavraminin énemine vurgu yapmistir. Cristescu ve Lupsa, [6]’da
konvekslik fikrinin antik ¢aglardan beri insan zihninde belirdigini ve dogurganliginin,
cok cesitli kavram ve uygulamalara yol actifini belirtmistir. Bununla ilgili olarak
Niculescu ve Persson da, [7]’de "konvekslik, 7 nin degerine iligkin iinlii tahminiyle
baglantili olarak, Arsimet’e (yaklasik MO 250) kadar geri gétiiriilebilen basit ve dogal
bir kavramdir. Arsimet bir digsbiikey seklin cevresinin, onu c¢evreleyen diger herhangi
bir digbiikey seklin ¢evresinden daha kii¢iik oldugu 6nemli gercegini fark etti" demistir.
[8]’de Pachpatte, konveks fonksiyonlarin koklerinin Holder (1889), Stolz (1893) ve
Hadamard’in (1893) temel katkilarinda bulunabilecegini belirtmistir. Ayrica konveks
fonksiyon ifadesine Hermite’in 22 Kasim 1881 yilinda Mathesis Dergisi’ne gonderdigi
mektupta da rastlanmaktadir. Giiniimiize kadar yapilan ¢alismalar incelendiginde, konveks
fonksiyonlarla ilgili bircok calismaya rastlanmaktadir. Ayrica bu caligmalarda yeni
konvekslik tiirleri de literatiire kazandirilmistir. Bu ¢alismalardan bazilar [9], [10], [11],

[12], [13], [14], [15], [16] numaral1 referanslardir.

Asagida bu tez calismasina yon veren bazi 6nemli kavramlar ve tezde kullanilacak bazi
tanim ve teoremlere deginilmistir. Bunun i¢in ilk olarak tezde elde edilen sonuglarda
yararlanilan Riemann-Louville kesirli integrali tanitilmistir. Daha sonra konveks fonksiyon
ve ozellikleri verilmistir. Ardindan konveks fonksiyonlar ile iligkili bazi 6nemli esitsizlikler
ve tezde kullanilacak bazi genel esitsizlikler tanitilmistir. Son olarak da konvekslik

cesitlerinden s—konvekslik, A—konvekslik, ¢ —konvekslik, ¢, —konvekslik, p—konvekslik



ve (p,h) —konvekslik tanimlari, 6zellikleri ve bu konvekslik tiirleri ile elde edilmis baz1

esitsizlikler verilmistir.
1.1. RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLI INTEGRALI

Bu alt boliimde Euler gamma fonksiyonu ve Riemann-Liouville kesirli integralinin
tanimlar1 ve bazi 6zellikleri verilmistir. Kesirli hesap (kesirli integral ve kesirli tiirev
kavramlarimi igcermektedir) keyfi mertebeden integrallerin ve tiirevlerin arastirilmasi ve
uygulamalariyla ilgilenen matematiksel analiz alanidir. Mertebesi tamsay1 olmayan tiirev
ve integrallerin arastirilmasi ile ilgilenen bu alanin tarihi oldukc¢a eskiye dayanmaktadir.
Arastirmalara gore, yarim mertebeden tiirevin ilk kez tartisildigi Leibniz’in L’'Hospital’e
yazdig1 30 Eyliil 1695 tarihli mektup kesirli hesabin baslangici olarak kabul edilmektedir
([17], [18]). Bu konuya katki saglayan bazi 6nemli matematik¢iler arasinda Laplace,
Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Griinwald, Hadamard, Hardy ve Littlewood gibi isimler
bulunmaktadir [17]. Kesirli analiz; fonksiyon teorisi, integral, diferansiyel denklemler ve
diger analiz dallarinin cesitli problemleriyle baglantilarinin yaninda fizik ve miihendislikte
de uygulama alan1 olan karmasik bir konudur ve bu ¢oklu yoniiyle son zamanlarda bir¢cok

arastirmacinin dikkatini cekmektedir.

Kesirli hesabin temel islevlerinden biri, n € Z™ i¢in tamimli n! = n.(n — 1)...2.1 islemini
tamsay1 olmayan degerler ve hatta karmasik degerler i¢in genisletebilmeye olanak saglayan

Euler gamma fonksiyonudur. u € C olmak iizere Euler gamma fonksiyonu
[(u):= /e_TT”_ld’C, Reu >0 (1.1)
0

seklinde tanimlanir [19].

Gamma fonksiyonun bazi 6zellikleri asagidaki gibidir [20]:
nr{a)=1

i)C(u+1)=pur'(u),Reu >0

i) T(n)=m—-1),nez"



I (3)=vw
n-kat integralin ilkelinin hesaplanmasi i¢in bilinen meshur formiil asagidaki gibidir:

él 52 n—l

j / / / F (&) dédE,—1dE,—...dE
000

- _11)!/F(5n)(7—5n)"_1d5n, T>0,neZ"
0

(1.2)

o (oo >0) mertebesindeki Riemann-Liouville kesirli integral kavrami;, F (7)
fonksiyonunun n-kat ilkelinin hesaplanmasini konvoliisyon (evrisim) tipinin tek katl
integraline indirgeyen (1.2) formiiliiniin bir sonucudur. (1.2) esitliginde (n —1)! =T"(n)
olarak alinirsa formiiliin » nin keyfi bir pozitif reel say1 degeri i¢cin genisletilmesi saglanmis
olur [17]. Boylece a pozitif bir reel say1 olmak lizere sirasiyla o mertebeden J%, f ve

J% F Riemann-Liouville kesirli integralleri asagidaki gibi tanimlanir [21]:

Tanmim 1.1. / € L(m,n) olsun.

1
S F (1) ::F—OC)/F(é)(T—é;)a_]dé, T>m (1.3)

ve
JEF /F E—1)% lae, T<n (1.4)

integrallerine sirasiyla & mertebeden sol tarafli ve sag tarafli Riemann-Liouville kesirli

integralleri denir.

Riemann-Liouville kesirli integralleri su 6zellikleri saglar ([21]):
DIe P =0 g s =P a>0,B>0.

IO () =JCF(x)=F (x),a>0



i) £ (x) = ()(—m)ﬁ_1 ve F(x) = (n—x)ﬁ_l, B > 0 kuvvet fonksiyonlar: igin

Riemann-Liouville kesirli integralleri sirasiyla

o _ F(ﬁ) a+p—1

J,m-F—m(x—m) + , a>0 (1.5)
ve

a _ F(ﬁ) a+p—

Jﬁ-m(n—x) L a>0 (1.6)

seklinde bulunur.
1.2. KONVEKS FONKSIYONLAR

Bu alt boliimde ilk olarak konveks fonksiyon tanimi ve 6zellikleri verilmistir. Ardindan
konveks fonksiyonlarin siirekliligi ve diferansiyellenebilirligi ile ilgili teoremlere

deginilmistir.

Tanim 1.2. /, R iizerinde bir aralik olsun. f : I — R fonksiyonu her , Y € I ve A € [0, 1]
icin

FAx+0=)Y)<AF (x)+1-2)F () (1.7)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. (1.7) esitsizligi her y # ) ve
A € (0,1) icin kesin kiigiik ise f ye kesin konveks fonksiyon denir. (1.7) esitsizligi yon
degistirirse F fonksiyonuna konkav fonksiyon denir. Burada her y # ) ve A € (0, 1) i¢in
kesin kiiciik ise / ye kesin konkav fonksiyon denir [22].

Geometrik olarak (1.7) esitsizligi su anlama gelmektedir:

M, M, ve M3, F fonksiyonunun grafigi iizerinde keyfi ii¢ nokta olsun ve M, noktasi M
ve M3 noktalarinin arasinda bulunsun. O halde M, noktas1 M M3 kirisinin iizerinde veya

altinda kalir. Egim olarak ifade edilirse

EgimM1M2 S Egim]\_/[1M3 S EgvimMQM3 (18)

seklinde yazilir. Eger F fonksiyonu kesin konveks ise (1.8) esitsizligi kesin kii¢tik olur.

fonksiyonu konkav ise (1.8) esitsizligi yon degistirir [23].



>
»

>

»

X1 JICz X3 721 )‘Cz ):Cs
(a) (b)
Sekil 1.1. Kiris egimleri a) Konveks fonksiyonda b) Konkav fonksiyonda.

1.2.1. Konveks Fonksiyonlar ile Tlgili Baz1 Ozellikler

Sonug 1.3. Bir / fonksiyonunun / aralig1 iizerinde konveks olmasi olmasi i¢in gerek ve

yeter sart her x, )V € I ve € +n > 0 sartim1 saglayan her €, 1 € R i¢in

r <8x+ny) < eF (x)+nF (V) (1.9)

e+n £+

saglanmasidir [3].

Sonuc¢ 1.4. F : I — R fonksiyonunun / iizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart

her x1, %2, x3 €1 (X1 < X2 < x3) igin

xn F(n) 1
v FGp) 1|=—x)F )+ —-—0n)F ) +0—x)F (x3) >0 (1.10)

x» Fa) 1

esitsiziliginin, diger bir ifadeyle

X2— X3 X1— X2
F < F +=—22F 1.11
(x2) 1 (x1) 1 (x3) (1.11)

esitsizliginin saglanmasidir [4].

Sonug 1.5. Koseleri (21,5 (1)) (12,F (%2)), (X3, F (x3)) olan tiggenin alan

| x F(n) 1
A=3lxw Flp) 1 (1.12)
x F () 1



olarak bulunur. Sekil 1.1 (a) da temsil edilen grafigin fonksiyonu konveks oldugu icin

A > 0 bulunur. Sekil 1.1 (b) de grafik konkav oldugundan A < 0 bulunur [3].

Sonug 1.6. / nin hem konveks hem de konkav olmasi i¢in gerek ve yeter sart B, c € R
icin F (x) = Bx+ ¢ olmasidir.
(1.11) esitsizligi

Fa)—F (o) _ F )~ F (1)
X1— X2 a X2—X3

(0 <x2<x3) (1.13)

seklinde yeniden diizenlenirse asagidaki sonug elde edilir:

F)—rm)
-n

Sonug 1.7. F nin konveks olmasi icin gerek ve yeter sart her n € [ i¢in y — 7

fonksiyonunun / iizerinde azalmayan olmasidir ()} # n) [22].
Tanmim 1.8. (Jensen Konveks Fonksiyon) f : [m,n] — R fonksiyonu her x, Y € [m,n] i¢in

esitsizligini saghiyorsa F ye Jensen anlaminda konveks ya da J—konveks fonksiyon denir

[3].

Teorem 1.9. F fonksiyonu [ iizerinde J—konveks olsun. Her x1, x2,..., Xn €1 ve r; +
r»+ ...+ r, = 1 olacak sekilde her rq, 2, ..., r, € QT icin
n n
FAY i) <Y nf (x) (1.15)
i=1 i=1

vardir [3].

1.2.2. Konveks Fonksiyonlarin Siirekliligi ve Diferansiyellenebilirligi

Tanmm 1.10. (Lipschitz Sart1) / : I — R fonksiyonu verilsin. K € R sayisther x, Y €1
icin

F)—F I <Klx=Y| (1.16)

olacak sekilde varsa [ fonksiyonuna K sabiti i¢in [ aralif1 tizerinde Lipschitz sartin1 saglar

denir [23].



Teorem 1.11. /, R de bir aralik ve F : I — R fonksiyonu konveks olsun. O halde F

fonksiyonu [ iizerindeki her kapali [m, n] aralig1 tizerinde Lipschitz sartin1 saglar [23].

Teorem 1.12. F' () ve ' () swrastyla f fonksiyonunun sol ve sag tiirevleri olmak
tizere, f : I — R fonksiyonu konveks (kesin konveks) ise F'_ () ve F’, (x) vardir ve I°

tizerinde artandir (kesin artandir) [23].

Konveks fonksiyon, genel taniminin diginda tiirevin veya grafiin geometrik 6zelliklerine

gore integral gosterimiyle de tanimlanirlar.

Teorem 1.13. f : [m,n] — R fonksiyonunun konveks (kesin konveks) olmasi i¢in gerek
ve yeter sart artan (kesin artan) bir G : [m,n] — R fonksiyonunun ve ¢ (m < ¢ < n) reel

sayisimin her y (m < x < n) icin

r(x) :F(c)+/g(r)dr (1.17)

olacak sekilde var olmasidir [22].

Teorem 1.14. F, (m,n) aralhiginda diferansiyellenebilir olsun. f nin konveks (kesin

konveks) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f/ nin artan (kesin artan) olmasidir [22].

Teorem 1.15. f”, (m,n) aralifinda var olsun. f nin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter

sart £ (x) > 0 olmasidir. F” () > Oise F kesin konvekstir [22].

Geometrik olarak bakilacak olursa, konveks bir fonksiyonun grafigi iizerindeki herhangi

bir nokta boyunca, grafigin iizerinde veya altinda uzanan bir dogru vardir [23].

1.3. KONVEKS  FONKSIYONLARLA  ILISKILI ONEMLI  BAZI
ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde konveks fonksiyonlar teorisinde bir¢ok uygulamasi bulunan bazi dnemli

esitsizliklere deginilmistir.

Bunlardan ilki Hermite-Hadamard esitsizligidir. Bu esitsizlige ilk olarak Hermite’in
Mathesis Dergisi’ne gonderdigi mektuptan bir boliimiin dergide 1883 yilinda yayinlanmasi

ile rastlanmaktadir ancak Hermite’in bu kisa notundaki dnemli esitsizlik Hermite’in sonucu
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olarak uzun siire anilmamstir. Kompleks fonksiyonlarin tarihi ve teorisi konusunda 6nde
gelen bir uzman olan Beckenbach nottaki ilk esitsizligin 1893’te Hadamard tarafindan
ispatlandigini yazmistir ve o da Hermite’in sonucunun farkinda degildir. Literatiire Hermite
tarafindan kazandirilan ve Hadamard’in da ispatladigi, giiniimiizde Hermite-Hadamard

esitsizligi olarak anilan esitsizlik asagidaki gibidir [24].

Teorem 1.16. (Hermite- Hadamard Esitsizligi) / : I C R — R fonksiyonu reel sayilarin

bir I araliginda konveks fonksiyon, m, n € I ve m < n ise

F(’“”) sn_lmjﬂx)dxs—”m)”(”’ (1.18)

2 2

saglanir. / konkav ise her iki esitsizlik yon degistirir. Bu esitsizlik siirekli konveks bir

fonksiyonun ortalama degerinin tahminini saglar.

(1.18) esitsizliginin genelestirilmesi Fejér tarafindan 1906 yilinda trigonometrik

polinomlari ¢alisirken asagidaki sekilde elde edilmistir [25].

n

Teorem 1.17. (Hermite-Hadamard-Fejér esitsizligi) [ F (x)G (x)dy integrali g6z oniine
m

alinsin. Burada f, (m,n) araliginda konveks bir fonksiyon ve G, ayn1 aralikta pozitif bir

fonksiyon olsun. Ayrica

Gm+1t)=G(n—r1) 0<1t<-(m+n) (1.19)

N =

saglansin, yani ) = G () fonksiyonu, (% (m+n),0) noktasini iceren ve y —eksenine dik

olan dogruya gore simetrik olsun. Bu sartlar altinda asagidaki esitsizlik vardir:

r (’”j”)jgmdx SZP(%)G(x)dx < wzgmdac- (1.20)

(1.20) esitsizliginde y € (m,n) i¢in G () = 1 olarak alinirsa Hermite-Hadamard esitsizligi

elde edilir.

1938 yilinda Ostrowski, literatiirde konveks fonksiyonlar i¢cin pek ¢cok uygulamasi yapilan

asagidaki kullanigh esitsizligi ispatlamistir [26].



Teorem 1.18. (Ostrowski Esitsizligi) F : [m,n] — R fonksiyonu [m,n| araliginda siirekli,
(m,n) araliginda tiirevlenebilen bir fonksiyon ve tiirev fonksiyonu f': (m,n) — R, (m,n)

araliginda sinirly, yani ||F ||, = supycpp ) [F' (X)| < e olsun O halde her x € [m,n] igin

(x—)°
(n—m)*

F(x)- %+

n—lm/F(T)dT < ](n—m)HF’IIw (1.21)

esitsizligi vardir.

1

n—m

(1.21) esitsizligi x € [m,n] noktasindaki f ()) degerinin

S—zx

F (t)dt integral

ortalamasina yaklasimi i¢in bir {ist sinir verir.

Konveksligin alternatif bir tanimi olarak da kullanilabilen, matematik ve istatistikteki
uygulamalariyla 6nemli esitsizliklerden biri olarak literatiirde yerini alan Jensen esitsizligi

asagidaki gibidir.

Teorem 1.19. (Jensen Egsitsizligi) I, reel sayilarda bir aralik ve f : I — R fonksiyonu
konveks olsun. x = (X1, X2,---, Xn) €I" (n >2), p=(p1,Pp2,...,pn) pozitif sirali n 1i (yani
k
pi>0)veP. =Y pi (k=1,2,...,n) ise
i=1

1 & 1 K
F (17 Zl’i%z‘) <5 2 pif (1) (1.22)
ni=1 ni=1
saglanir. f kesin konveks ise (1.22) esitsizligi ¥} = 2 =...= X» disinda kesin kii¢iiktiir

[4].

Jensen’in orjinal ¢aligmalari J—konveks fonksiyonlar ile ilgilidir ((1.14) esitsizligini
saglayan fonksiyonlar). Fakat, (1.14) esitsizligi farkli varsayimlar altinda daha erken
donemlerde ortaya cikmustir . Ornegin, Jensen’in 1905 yilinda makalesinin ekinde belirttigi
gibi Holder 1889 yilinda (1.14) esitsizligini F fonksiyonunun [m,n| arah@inda iki kez
tiirevlenebildigi ve bu aralikta £” () > 0 sartin1 sagladiin1 varsayarak ispatlamigtir. f
fonksiyonu [m, n] aralig1 iizerinde iki kez tiirevlenebilirse o halde y € [m,n] igin F” (x) >0
olmasi / nin [m,n] lizerinde konveks olmasma esdegerdir. Daha sonra Henderson
1895-1896 yillarinda, Holder tarafindan ortaya atilan ayni varsayimlar altinda (1.22)

esitsizligini ispatlamistir. 1875’e kadar geri gidilirse (1.22) esitsizliginin p; = ... = p, icin
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0zel durumu olan

r <%éx> %i (1.23)
formu Grolous tarafindan ispatlanmigtir [4].
2003 yilinda Mercer tarafindan Jensen esitsizliginin bir ¢esidi olarak yeni bir esitsizlik
ispatlanmistir. Bu esitsizlik literatiire Jensen-Mercer esitsizligi olarak girmistir. 11k

olarak esitsizligin ispatinda kullanilacak, Mercer tarafindan elde edilmis Lemma, ardindan

Jensen-Mercer esitsizligi verilmistir [27].

0<x1 <x2<...< xn @ (1 <k <n) pozitif reel sayilar ve ) @ =1 olsun.
k=1

Lemma 1.20. F konveks fonksiyon ise

FOu+xn—20) <FQ)+F (G)—F () (1<k<n) (1.24)

saglanir.

Teorem 1.21. (Jensen-Mercer Esitsizligi) f fonksiyonu J; y1 iceren bir aralikta konveks

fonksiyon ise

F(Xl+ln Zwkxk> <F)+F (xn)— Zka (Xx) (1.25)
k=1 k=1

esitsizligi vardir.

1.4. GENEL ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde tez i¢in gerekli olan bazi temel esitsizlikler verilecektir. Bunun i¢in ilk
olarak basit ortalamalar tanitilip 6zellikleri verilecektir. Ardindan iist (alt) carpimsal
fonksiyon tanimi ve integraller icin iicgen esitsizligi verilip, son olarak Holder ve

Power-mean esitsizligi sunulacaktir.
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1.4.1. Basit ortalamalar

Tanmm 1.22. o = («y,...,0,) pozitif sayilarin bir dizisi olsun. @, ..., ®, sayilarinin

harmonik ortalamast H, ()

Hy, (OC) - 1 (1.26)
L4 +1
geometrik ortalamasi G, ()
Gy (00) = (cu..0)" (1.27)
ve aritmetik ortalamasi A, ()
og...+ 04
Ay () = BT (1.28)
n
olarak tanimlanur.
Teorem 1.23. o = (o, ..., @) pozitif sayilarin keyfi sonlu dizisi igin
min(Qy,...,0,) < H, () <Gy (a) <A, (a) <max(ay,..., Q) (1.29)
saglanir. Esitsizligin saglanmasi icin gerek ve yeter sart o] = ... = ¢, olmasidir [3].

Tamm 1.24. y ve Y pozitif sayilar olmak iizere  ve ) nin logaritmik ortalamas1 L(),))

Y—x

L(x,Y) logV —logx

yXFY

Lx,x) = x

olarak tanimlanir.

Logaritmik ortalamanin aritmetik ve geometrik ortalamay1 ayirdigi

() < L) < 277

bagintist vardir. ¥ # )’ olmasi durumunda esitsizlik kesindir [28].

12
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Tanim 1.25. y ve Y pozitif sayilar, p € R olmak iizere ¥ ve ) nin p—logaritmik ortalamasi

X ,X:y

| (1.33)
yp+1_xp+1 ?
[—<p+1><y—x>} AFY

LP (X ) y ) =
olarak tammlanir. L, ortalamasi p € R de monoton artandir, Lo =1 ve L_| = L dir [24].

Bu ortalamalar

H<G< L<A (1.34)
esitsizligini saglar [24].

Tamim 1.26. J C (0, ) reel sayilarda bir aralik olmak iizere f :J — R™ fonksiyonu her
X, Y €Jigin
FY)<FQ)F () (1.35)

esitsizligini saglaniyorsa / fonksiyonuna alt ¢carpimsal fonksiyon denir. (1.35) esitsizligi

yon degistirirse / fonksiyonuna iist ¢arpimsal fonksiyon denir [29].

Teorem 1.27. (Uggen Esitsizligi) F , reel sayilarin [m, n] alt arahinda siirekli reel degerli

bir fonksiyon olsun. O halde m < n olmak iizere

[rwax| < [1F wlax (136)

esitsizligi saglanir [22].

Analizdeki en 6nemli esitsizliklerden biri de Holder esitsizligidir [3].

Teorem 1.28. (Holder Esitsizligi) o = (o, ..., o) ve B = (B, ..., Bn) pozitif sirali n—liler,
r ve g stfirdan farkli sayilar ve % + % =1,r>1lise
1 1
n r n q n
(Z 0515) (Z ﬁf) > ) oupr (1.37)
k=1 k=1

saglanir. Esitligin saglanmasi icin gerek ve yeter sart A, B negatif olmayan reel sabitler ve

A? +B? > 0 olmak iizere k = 1,...,n icin Aoy = Bﬁkq olmasidir.
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Integral igin Holder esitsizligi asagidaki gibidir [22].

Teorem 1.29. r > 1 ve %—l—cll =1 olsun. F ve G fonksiyonlar1 [m,n] araliginda tanimli

reel fonksiyonlar ve |F|" ve |G|?, [m,n] arahiginda integrallenebilir ise

/'F 2)ldy < /'F )" dx | /n!g(x)l"dx (1.38)

saglanir. Esitligin saglanmasi icin gerek ve yeter sart A ve B sabitler olmak iizere

AlF (x)|" =B|G (x)| esitliginin hemen hemen her yerde saglanmasidr.

Holder esitsizliginin bir sonucu olan Power-mean esitsizligi asagidaki gibidir [30]:
Teorem 1.30. (Power-Mean Esitsizligi) ¢ > 0 olsun. F ve G, [m,n] araliginda tanimli reel

fonksiyonlar, |F | ve |G|?, [m,n] aralifinda integrallenebilir fonksiyonlar ise

_1 1
1q n q

/|F 1ldz < /|F Nax | | [ir@lgwrda | a3
m
esitsizligi gecerlidir.
1.5. FARKLI KONVEKSLIK SINIFLARI

Bu alt boliimde tezde yaralanilan veya genellestirilen bazi konvekslik siniflart tanitilmistir.
Bunlar s—konvekslik, ~—konvekslik, ¢ —konvekslik, ¢, —konvekslik, p—konveksllik ve
(p,h) —konveksliktir. Sirasiyla bu konvekslik siniflarinin tanimi, 6zellikleri ve literatiirde

bu konvekslik cesidi ile ilgili yapilmig calismalar verilmistir.
1.5.1. s—Konvekslik

Literatiirde reel fonksiyonlar i¢cin s—konveksligin (0 < s < 1) bilinen iki tanimi vardir [31].
Tanim 1.31. F : [0,00) — R fonksiyonu her ), ) € [0,0) ve her o, § >0, a*+B° =1
icin

Flax+BY)<a’r (x)+B°F (Y) (1.40)

sartin1 sagliyorsa F ye birinci anlamda s—konveks fonksiyon denir. Bu F € Ks1 ile

gosterilir.
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Tanmm 1.32. F : [0,00) — R fonksiyonu her ), Y € [0,o0) ve her &, B >0, a+ 3 = | igin

(1.40) sartim1 saghyorsa f ye ikinci anlamda s—konveks fonksiyon denir. Bu F € Ks2 ile

gosterilir.

Her iki s—konvekslikte de s = 1 alinirsa f fonksiyonu konveks fonksiyon olur.

s—konveks fonksiyonlarin bazi temel 6zellikleri asagidaki gibidir [31].

Teorem 1.33. 0 < s < 1 olsun

a) F € K! ise f fonksiyonu (0,%0) aralig1 iizerinde azalmayandir ve [ (0T) :=

lim £ (x) < F (0) saglanir.
x—0T

b) I € K? ise F fonksiyonu [0, o) aralig1 iizerinde negatif olmayan bir fonksiyondur.

Sonug 1.34. Yukaridaki sonuglar, genel olarak konveks fonksiyonlar (yani s = 1) icin

gecerli degildir. Ciinkii f : [0,00) — R konveks fonksiyonunun azalmayan ya da negatif

olmayan olmasi gerekmez.

Sonug 1.35. 0 < s < 1 ise / € K? fonksiyonu (0, ) aralig1 iizerinde azalmayandir fakat

[0,00) aralig1 lizerinde azalmayan olmasi gerekmez.

Ornek 1.36. 0 < s < 1 ve m, n, ¢ € R olsun. x € [0, ) icin

m ,X=0
F(x)=
n’*+c ,x>0

olarak tanimlansin. O halde asagidakiler saglanir:

i)nZOvecSmiseFEKs1 olur.

(1.41)

ii)n>0ve c<mise F fonksiyonu (0,e0) aralifinda azalmayandir ama [0, ) araliginda

degildir.
iii)n20veO§c§miseFEKszolur.

ivin>0vec<O0ise F ¢K?olur.
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Teorem 1.37. a) / € K, olsun. (1.40) esitsizliginin her x, Y € [0,), &, B > 0 ve

o’ + B% < 1 durumunda saglanmast igin gerek ve yeter sart F (0) < 0 olmasidir.

b) F € K2 olsun. (1.40) esitsizliginin her x, Y € [0,%), o, B >0 ve &+ < 1 durumunda

saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart f (0) = 0 olmasidir.

Teorem 1.38. a) 0 < s < 1 olsun. f € K2 ve [ (0) =0ise f € K] dir.
b) 0 < 51 < 55 < 1 olsun. FEKSZ2 VeF(O):OiseFEKSZ1 dir.

©)0<s; <sy<lolsun. F €K} ve F (0) <Oise F € K] dir.

Literatiirde s—konveks fonksiyonlar icin elde edilmis baz1 esitsizliklere deginilecektir.

Dragomir ve Fitzpatrick tarafindan s—konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard

esitsizligi agsagidaki sekilde elde edilmistir [32] .

Teorem 1.39. F fonksiyonu I C [0,00) araliginda ikinci anlamda s—konveks olsun. m,

n € I ve m < n alinsin. O halde

2S_1F(m+n> - m/F < F (m S)i‘f( n) (1.42)

esitsizligi saglanir.

Kirmaci ve ark., [33]’te konveks ve ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlarin ¢carpimi
icin baz1 Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler, Alomari ve ark., [12]’de s—konveks
fonsiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafi ile ilgili baz1 yeni esitsizlikler
elde etmistir. Benzer sekilde Ozdemir ve ark., [34]’te ikinci tiirevlerinin mutlak degeri
s—konveks olan fonksiyonlar icin yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler ispatlamisgtir.
Iscan, [35]’te Riemann-Liouville kesirli integraller yoluyla s—konveks fonksiyonlar igin
Hermite-Hadamard tipli ve Simpson tipli yeni esitsizlikler elde etmistir. Wang ve Qi
tarafindan [36]’da n kez diferansiyellenebilen fonksiyonu iceren Riemann-Liouville
kesirli integral 0zdesligi kurulmus ve bu 6zdeslik yardimiyla s—konveks fonksiyonlar
icin Riemann-Liouville kesirli integrallerini iceren Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler

elde edilmistir. [37]°’de Usta ve ark. genellestirilmis kesirli integral operatorlerinin
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yardimiyla birinci ve ikinci tiirevlerinin mutlak degeri s—konveks olan fonksiyonlar i¢in
yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde etmistir. [38]’de Ozcan ve Iscan, daha 6nce
Iscan tarafindan ispatlanmis Holder-Iscan esitsizligini kullanarak s—konveks fonksiyonlar
i¢cin yeni Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri elde etmigtir. [39]’da Set ve ark.,
Riemann-Liouville kesirli integraller yardimiyla ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlar

i¢in yeni Hermite-Hadamard-Fejér tipli esitsizikler ispatlamistir.

[40]’ta Alomari ve ark., ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlar i¢in Ostrowski esitsizligini

asagidaki sekilde elde etmistir:

Teorem 1.40. [ : I C [0,0) — R fonksiyonu / iizerinde diferansiyellenebilir ve m, n € I
ve m < n olmak iizere f’ € L[m,n] olsun. || fonksiyonu [m, n] lizerinde s € (0, 1) sabitleri

i¢in ikinci anlamda s—konveks ve |F ' ()| < M ise her x € [m,n] igin

n 2 2
F(x)—n_lm/,f(u)du < nlfm [("_ml:l(”_” ] (1.43)

saglanir.

Benzer sekilde [40]’ta calisma boyunca s—konveks fonksiyonlar icin cesitli Ostrowski tipli

esitsizlikler elde edilmis ve elde edilen sonuclar bazi 6zel ortalamalar i¢in uygulanmistir.

[41]°de Set ve ark., tiirevlerinin mutlak degeri ikinci anlamda s—konveks olan fonksiyonlar
icin Ostrowski tipli esitsizlikler elde etmistir. Ayrica Set, 2011 yilinda Riemann-Liouville
kesirli integraler yardimiyla ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlar i¢n yeni Ostrowski

tipli esitsizlikler ispatlamustir [42].

2000 yilinda Dragomir ve Fitzpatrick ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlar i¢in Jensen

esitsizligini asagidaki sekilde elde etmistir [43]:

Teorem 1.41. /-, [ iizerinde reel degerli ikinci anlamda s—konveks bir fonksiyon ve s > 0

n
olsun. O halde p; >0, y;€lve Y p;i=1igin
i=1

F (Zpi?(i) <Y piF (1) (1.44)
i=1 i=1
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esitsizligi vardir.

1.5.2. h—Konvekslik

h—konveks fonksiyonlar sinifi ilk olarak 2005 yilinda VaroSanec tarafindan asagidaki

sekilde tanimlanmustir [44]:

Tamm 1.42.  ve J, reel sayilarda araliklar, (0,1) C J ve h:J — R sifirdan farkli negatif
olmayan bir fonksiyon olsun. Eger F : I — R fonksiyonu negatif olmayan fonksiyon ve

hery,Yel, ae(0,1)icin

Flox+(1-a)Y) <h(a)F (x)+h(l-a)F () (1.45)

saglaniyorsa f ye h—konveks fonksiyon denir ve F € SX (h,I) seklinde gosterilir. Eger
(1.45) esitsizligi yon degistirirse f ye h—konkav fonksiyon denir ve f € SV (h,1) ile

gosterilir.

Varosanec tarafindan 2—konveksligin bazi 6zellikleri asagidaki sekilde verilmistir.

Sonug 1.43. £, negatif olmayan fonksiyon ve her a € (0,1) igin & (o) > o olsun. Ornegin
€ <1vey>0igcin he () = x¢ bunu saglar. Eger F , I iizerinde negatif olmayan konveks

fonksiyonise x, Y € I ve a € (0,1) igin

Flax+(1—-a)Y) < af (x)+(1—a)F (V)
(1.46)

IN

h(a)F (x)+h(1—a)F (V)

saglanir. Yani £ € SX (h,I) olur. Benzer sekilde, her o € (0,1) i¢in 2 () < o ise negatif
olmayan her konkav F fonksiyonu SV (h,I) sinifina aittir.

Ornek 1.44. [ ve h, fonksiyonlar1 he () = x&, F (x) = x%, x >0, €, 6 € R olarak
tanimlansin. Sonug 1.43’den ve T >0 ve 0 < o < 1 i¢in F (1) = af7% 4+ (1 — )® —
(7 +1—0)? fonksiyonunun incelenmesiyle; i) 8 € (—eo,0]U[1,00) ve £ < 1 veya ii)
0 € (0,1) ve € < 0 sartlarindan biri saglaniyorsa f fonksiyonu s, —konveks, iii) 6 € (0,1)

ve € > 1 veyaiv) 8 > 1 ve € > 0 sartlarindan biri saglaniyorsa /- fonksiyonu h¢ —konkav

fonksiyon olur.
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Onerme 1.45. h; ve hy bir J arahiginda tanimli negatif olmayan fonksiyonlar ve T € (0, 1)

icin hy (7) < hy (T) olsun.

i) F € SX (hy,I)ise F € SX (hy,I) olur.

ii) F € SV (hy,1) ise F € SV (hy,I) olur.

Onerme 1.46. /, G € SX (h,I) ve 8 > Oise [ +G, 0F € SX (h,I) olur. F, G € SV (h,I)

ve 0 >0ise F +G, 0F €SV (h,I) olur.

[44]’te VaroSanec h—konveksligin bagka ozelliklerini de ispatlamis ve h—konveks

fonksiyonlar i¢cin Schur tipli ve Jensen tipli esitsizlikler elde etmistir.

[45]te Sarikaya ve ark. tarafindan, h—konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard

esitsizligi asagidaki sekilde elde edilmistir.

Teorem 1.47. F € SX (h,I) ve m < n olacak sekilde m, n € I igin F € L[m,n] olsun. O

halde
n 1
1 m+n 1
2h(%)F( > ) = n_mm/F(x)dxs [F(m)+F(n)]o/h(r)dr (1.47)
saglanir.

Ayrica ayni calismada Sarikaya ve ark. iki A—konveks fonksiyon carpimi i¢in yeni

Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde etmistir.

[46]°da Tung, Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla 2—konveks fonksiyonlar

icin Hermite-Hadamard tipli esitsizligi asagidaki sekilde elde etmistir:

Teorem 1.48. f € SX (h,I) ve m < n olacak sekilde m, n € I i¢in f € L[m,n] olsun.

% + é = 1 olmak iizere kesirli integraller yardimiyla 4—konveks fonksiyonlar i¢in

—— 5 [I% (n) + % (m)]
1
< [F(m)+F(n)]/f“_1[h(r)+h(1—r)]dr (1.48)
0
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1
q

2[F (m)+F (n)]
[ar —r+1]

~ =

1
/ (h(2))de
0
esitsizligi vardir.

[14]’te Ali ve ark., genellestirilmis kesirli integralleri kullanarak 2#—konveks fonksiyonlar
icin yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler kurmustur. Ayrica ayni calismada
birinci tiirevinin mutlak degeri A—konveks olan fonsiyonlar i¢in bazi genellestirilmis
trapezoid ve midpoint tipli esitsizlikler ispatlanmustir. [47]’de Latif ve Alomari , R?
diizleminden bir dikdortgen tizerindeki koordinatlarda 4—konveks olan fonksiyonlar i¢in
Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler kurmustur. [48]’de Latif, [49]’da Xi ve Qi, [50]’de
Sarikaya ve ark. ve [51]’de Tung ve ark. h—konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard,
Lazhar ve Simpson tipli esitsizlikler elde etmislerdir. Ayrica [52]’de Bombardelli ve
VaroSanec, h—konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejér tipli esitsizlikleri

ispatlamistir.

[53]’te Tung, tiirevinin mutlak degeri ~A—konveks olan fonksiyonlar icin Ostrowski

esitsizligini su sekilde elde etmistir:

Teorem 1.49. 4 : J C R — R negatif olmayan ve iist carpimsal fonksiyon olsun. f : 1 C
R — R fonksiyonu /¢ iizerinde diferansiyellenebilir, m < n olacak sekilde m, n € I icin
F € L[m,n] ve h(a) > « olsun. Eger |F’| fonksiyonu I iizerinde h—konveks ve x € [m,n]
icin |[F' (x)| < K ise o halde

(1.49)

saglanir.

[54]’te Matloka, kesirli integraller yardimiyla tiirevleri ~—konveks olan fonksiyonlar i¢in

Ostrowski tipli esitsizlikler elde etmistir.
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[13]’te Cortez ve Herndndez, h—konveks fonksiyonlar ve operatér 2—konveks fonksiyonlar

icin Jensen-Mercer esitsizligiyle ilgili yeni sonuglar elde etmistir.
1.5.3. ¢—Konvekslik ve ¢, —Konvekslik

¢—konvekslik tanimina ilk olarak 1999 yilinda Youness’un ¢alismasinda E —konvekslik

adi ile rastlanmaktadir [55].

Tamm 1.50. (E—Konveks Kiimeler) M C R” olsun. Eger bir £ : R" — R" doniisiimii, her
X, YeMve0<t<l1igin

(1-0)E(xX)+1tEQY)eM (1.50)

olacak sekilde varsa M kiimesine E—konveks kiime denir.

Tanim 1.51. M C R” olsun. Eger bir E : R” — R” doniisiimii M kiimesi E—konveks kiime

olacak sekilde var ve f : R" — R fonksiyonu ve her x, Y € M ve 0 < 7 < 1i¢in

FEQ)+(1-1)EQ)) <tf(E(x)+(1—1)F (E(D)) (1.51)

saghiyorsa, f ye M C R" kiimesi iizerinde E—konveks denir. (1.51) esitsizligi yon

degistirirse f ye E—konkav denir.

[6]’da Cristescu ve Lupsa "Non-Connected Convexities and Applications" kitabinda,
Youness’un E—konveks kiime tanimina gore m € M C R" olmak iizere E : R" — R”
doniisiimii her ¥ € M i¢in E ()) = m olarak alinirsa, bostan farkli her M kiimesinin
E—konveks olacagina ve bu nedenle bu tanimin ¢ok genis bir tanim olduguna dikkat
cekmistir. Bu yiizden E—konveks kiime tanimimi asagidaki sekilde yeniden ifade

etmislerdir [6]:

Tamm 1.52. E : R" — R" fonksiyonu verilsin. M C R" kiimesi, her y, Y e Mve 0 < 7<1
i¢in

(1-T)E(x)+TE(Y)eM (1.52)

sagliyorsa M kiimesine E—konveks kiime denir.
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Bu tanimlamalarin ardindan [56]’da Cristescu, reel diizlemde ¢—konvekslik adi ile
Youness’un [55]’te verdigi tanimi, [6] ya gore yeniden diizenleyerek asagidaki sekilde

vermistir:

Tanmm 1.53. [m,n] C R olsun ve @ : [m,n] — [m,n] fonksiyonu verilsin. Bir F : [m,n] — R

fonksiyonu her , Y € [m,n] ve 0 < 7 < 1 igin

Flre)+(0-1e) <t (@(x)+(1-1)F (¢(V)) (1.53)

sartin1 sagliyorsa f ye [m,n] tizerinde ¢—konveks fonksiyon denir.

¢ fonksiyonu birim fonksiyon segilirse yukaridaki tanim klasik konvekslige doniisiir.

Ayni calismada Cristescu, ¢—konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligini
asagidaki sekilde elde etmistir.
Teorem 1.54. ¢ : [m,n] — [m,n] siirekli fonksiyonu i¢in F : [m,n] — R fonksiyonu

¢—konveks ise

esitsizligi vardir.

[57]°de Sarikaya ve ark. tiirevlerinin mutlak degeri ¢ —konveks olan fonksiyonlar i¢in
Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde etmistir. [58]’de Set ve ark. koordinatlar iizerinde
¢—konveks fonksiyonlar1 tanimlamis ve bu fonksiyonlar sinifinin baz1 6zelliklerini
vermigtir. Ardindan bu fonksiyon sinifi i¢cin yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler

elde etmistir.

[59]’da Sarikaya ¢, —konveksligi soyle tanimlamustir. ¢ : [m,n] — [m,n] fonksiyonu

verilsin.

Tamim 1.55. 7, R de bir aralik olsun ve 4 : (0,1) — (0,) fonksiyonu verilsin. f : 1 —
[0,0) fonksiyonu her x, Y € I ve 7 € (0,1) igin

Fte()+(1-1)e) <h(0)F (¢(x))+h(1-1)F (9(})) (1.55)
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esitsizligini sagliyorsa - ye ¢, —konveks fonksiyon denir. (1.55) esitsizligi yon degistirirse

I ye @,—konkav fonksiyon denir.

[59]’da Sarikaya ¢,—konveksligin oOzelliklerini sunmus ve ¢,—konvekslik ig¢in
Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde etmistir. Ayrica [60]ta Sarikaya ¢ > 0 a gore
giiclii ¢,—konveks fonksiyonlari tammmlamis ve 6zelliklerini vermistir. Ayni ¢alismada
Sarikaya i¢ carpim uzaylarinda giiclii ¢, —konveks fonksiyonlarin gosterimini elde etmistir.
[61]’de Sarikaya ve Ozcelik tiirevlerinin mutlak degeri ¢ > 0 sabiti ile gii¢lii ¢, —konveks

fonksiyonlar1 kullanarak yeni integral esitsizlikleri elde etmistir.
1.5.4. p—Konvekslik

Konveks fonksiyonlar sinifinin bir genellestirmesi olan p—konveks fonksiyonlar ilk olarak
Zhang ve Wan tarafindan [62]’de tanimlanmigstir. Bu tanimda p sayisi tek dogal say1 ya da
pay1 ve paydasi tek dogal say1 olan bir rasyonel say1 olarak alinmistir. Zhang ve Wan’in

tanim1 p # —1 oldugu i¢in harmonik fonksiyonlar1 icermemektedir.

Iscan tarafindan p—konveks fonksiyonlar, harmonik konveks fonksiyonlar sinifin1 da
icerecek sekilde p sifirdan farkli bir say1 olmak iizere tanim kiimesi pozitif reel sayilar

kiimesinin bir araligina kisitlanarak asagidaki sekilde yeniden tanimlanmistir [63].

Sonug 1.56. 1 C (0,0) bir reel aralik ve p € R\ {0} ise her x, Y € I ve 7 € [0, 1] i¢in
1
[y +(1-1)YP]r €1 (1.56)

saglanir.

Tamim 1.57. I C (0, ) bir reel aralik ve p € R\ {0} olsun. F : I — R fonksiyonu her ¥,
Yelvertel0,1]igin

F ([ + =) ¥7)p) <ef () +(1 -0 F () (1.57)

sagliyorsa [ ye p—konveks fonksiyon denir. (1.57) esitsizligi yon degistirirse f ye

p—konkav fonksiyon denir.

[63]’te Iscan p—konveks fonksiyon drneklerini asagidaki sekilde sunmustur.
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Ornek 1.58. / : (0,00) =R, F (x)=x”7,p#0ve G:(0,00) = R, G (x) =c, c € Rolsun.

F ve G fonksiyonlart hem p—konveks hem de p—konkavdir.

Ornek 1.59. / : (0,00) » R, f () = x olsun. p < 1 igin / fonksiyonu p—konveks,

p > 1 i¢in p—konkav olur.

Ornek 1.60. / : (0,0) = R, f (x) = x? ve p> 1 olsun. O halde f fonksiyonu

p—konveks fonksiyondur.

Ornek 1.61. f : (0,0) = R, F (x) =1Iny ve p > 1 olsun. O halde / fonksiyonu

p—konveks fonksiyondur.

[64]’te Noor ve ark., Zhang ve Wan’in [62]’deki tanimimi kullanarak diferansiyellenebilir
p—konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard ve Simpson tipli esitsizlikler elde etmistir.
Bunun igin ispatladig iki yeni integral dzdesliginden faydalanmistir. [65]te Iscan,
p—konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi ile ilgili yeni

esitsizlikler elde etmistir.

[66]’da Kunt ve Iscan, kesirli integraller icin Hermite Hadamard esitsizligini asagidaki

sekilde elde etmistir.

Teorem 1.62. f : I C (0,00) — R fonksiyonu p—konveks, p € R\ {0}, & >0vem <n
olmak iizere m, n € I olsun. F € L[m,n] ise Riemann-Liouville kesirli integraller i¢in

asagidaki esitsizlikler saglanir:

1) p>0ise

Py npls
F({m +n } ) < L+l Top o+ (F0G) (07) + T3 - (F 0G) (m?)
T2 2

2 21-0 (pp — mr)* mins
(1.58)
SNAOET0

olur. Burada G (x) = x%, X € [mP,nP] dir.

2) p<Oise

1
) Clatn) [, ‘
F < |: 2 :| ) S 2170{ (mp —np)a Jimp;np+ (F © g> (mp) +Jmp;np_ (F Og) (np>
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(1.59)
F(m)+F (n)

<
- 2

olur. Burada G (x) = x%, X € [nP,mP] dir.

[15]te Kunt ve Iscan, p—konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejér esitsizligini

Papl | p ..
%] " ye gore

kurmugtur. Bunun igin 6ncelikle m, n € (0,0) ve p € R\ {0} i¢in [

p—simetrik fonksiyonu asagidaki gibi tanimlamistir.

Tanmm 1.63. p € R\ {0} olsun. Bir @ : [m,n] C (0,0) — R fonksiyonu, her y € [m,n] igin

<=

1
o) =o ([mp +nP — xP] 5) sagliyorsa @ ya [M} ye gore p—simetrik fonksiyon

denir.

Ornek 1.64. p € R\ {0} olsun. oy, @ : [m,n] C (0,00) — R fonksiyonlar1 ¢ € R i¢in
2
o (x)=cvem(x) = (xp mﬂ*”p> olarak tanimlansin. O halde @;, @, fonksiyonlari

1

[M} ye gore simetriktir.

Ardindan [15]'te p—konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejér esitsizligi

asagidaki sekilde elde edilmistir.

Teorem 1.65. f : 1 C (0,0) — R fonksiyonu p—konveks, p € R\ {0}, m,n€lvem<n
olsun. f € L[m,n| ve @ : [m,n] — R fonksiyonu negatif olmayan, integrallenebilir ve

1
[#} ye gore p—simetrik ise o halde asagidaki esitsizlik elde edilir:

)4 Plp
F<[m —;n])/w Vo ldy < /F 2" dy

(1.60)

VAN

") /w(x)x”‘ldx-

Kunt ve Iscan [16]’da kesirli integral formunda p—konveks fonksiyonlarin

Hermite-Hadamard-Fejér tipli esitsizliklerini elde etmistir.

[67] de Latif, diferansiyellenebilir bir doniisiimii igeren agirlikli yeni bir 6zdeslik ispatlamig

ve bu 6zdeslik yardimiyla p—konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Fejér tipli
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esitsizlikler elde etmigtir. [68]’de Mehreen ve Anwar ilk olarak iistel p—konveks
fonksiyonlar ile ikinci anlamda iistel s—konveks fonksiyonlar1 tanimlamig ve ardindan bu

konvekslik siniflart i¢cin Hermite-Hadamard tipli yeni integral esitsizlikleri elde etmistir.
1.5.5. (p,h)—Konvekslik

Fang ve Shi, yeni bir konvekslik smifi olan (p,h)—konveksligi asagidaki sekilde

tanimlamiglardir [69].

Tanim 1.66. (0,1) C J olmak iizere & : J — R negatif olmayan, sifirdan farkli bir fonksiyon
olsun. Eger f : I — R fonksiyonu negatif olmayan bir fonksiyon ve her x, )V €I ve

a € (0,1) igin
F(fox” +(1=@)¥717) <h(o) F (1) +h(1=a)F () (1.61)

saglaniyorsa F ye (p,h)—konveks fonksiyon denir. Benzer sekide (1.61) esitsizliginde

esitsizlik yon degistirirse f ye (p,h) —konkav fonksiyon denir.
Ornek 1.67. . () = af, € < 1 ve a > 0 olsun. Eger p bir tek say1 ve ¥ > 0 olmak iizere

F (x) = xP? olarak tanimlanirsa

F(lex?+(1-a)I7) < ar (1) +(1-a)r ()
(1.62)

IA

he (o) F (%) +he (1— ) F (V)

olur ve boylece F fonksiyonu (p, ) —konveks fonksiyondur [69].

[69]’da Fang ve Shi, (p,h)—konveks fnksiyonlarin 6zelliklerini vermis ardindan bu

konvekslik sinifi i¢in Schur, Jensen ve Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde etmislerdir.

[70]’te Wengui Yang A = [m,n] x [c,d] € R? olmak iizere A iizerindeki koordinatlarda
(p1,h1) — (p2,h2) —konveks fonksiyonlari tanimlamig ve bu konvekslik sinifi igin
Hermite-Hadamard esitsizlikleri kurmustur. Benzer sekilde Raees ve Anwar, Katugampola
kesirli integrallerini kullanarak koordinat (p1,h;) — (p2,hy) —konveks fonksiyonlar i¢in

Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler olusturmuslardir [71].
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Dinh ve Vo operator (p, h) —konveks fonksiyonlar smifini tanimlamig, bu fonksiyon sinifi
icin Jensen tipli esitsizlikler elde etmistir [72]. Awan ve ark. , [73]’te gii¢lii (p, h) —konveks
fonksiyonlar1 tanimlayip, bu sinifa ait fonksiyonlar icin yeni integral esitsizlikleri elde

etmislerdir.

Bu tez calismasinda, bizlere ilham olan bu tanim ve teoremlerin 1s181nda, ikinci
boliimde h—konveks ve konveks fonksiyonlar i¢in sirasiyla Hermite-Hadamard ve
Hermite-Hadamard-Mercer tipli yeni integral esitsizlikleri elde edilmis ve bazi 6zel

ortalamalar i¢in uygulamalar1 yapilmistir.

Ugiincii boliimde ilk olarak yeni bir konvekslik smifi olan (p, @) —konvekslik
siifi tanimlanmig ve bu yeni konvekslik sinifinin 6zellikleri verilmigstir. Ardindan
(p, n) —konvekslik icin sirasiyla Hermite-Hadamard, Hermite-Hadamard-Fejer,
Ostrowski, Jensen ve Jensen-Mercer tipli yeni integral esitsizlikleri ispatlanmistir. Son
olarak Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla (p, ¢;,) —konveks fonksiyonlar

icin Hermite-Hadamard tipli yeni esitsizlikler elde edilmistir.

Doérdiincii boliimde ise yapilan ¢alismalar 6zetlenmis ve yeni ¢alismalar i¢in Oneriler

sunulmustur.

27



2. HERMITE-HADAMARD VE HERMITE-HADAMARD-MERCER
TIiPLI YENI INTEGRAL ESITSIZLIKLER VE
UYGULAMALARI

Bu boliimde 6nce h—konveks fonksiyonlar i¢in yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler
elde edilmis ve bazi 6zel ortalamalar i¢in uygulamalar yapilmigtir. Daha sonra
Jensen-Mercer esitsizligi ve Riemann-Liouville kesirli integralleri kullanilarak, konveks
fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard-Mercer tipli yeni esitsizlikler ispatlanmis ve

uygulamalar1 yapilmistir.

2.1. —KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN YENI HERMITE-HADAMARD
TIPLI ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde ilk olarak iki lemma ispatlanmis ve bu lemmalar yardimiyla 2—konveks
fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard tipli yeni esitsizlikler elde edilmistir. Son olarak bu

esitsizliklerin bazi 6zel ortalamalar i¢in uygulamasi verilmistir.

Lemma 2.1. /, w: I — R fonksiyonlar1 /° iizerinde diferansiyellenebilir fonksiyonlar,

m, n € I° ve m < nolsun. Eger w', [’ € L[m,n]| ise asagidaki esitlik vardir:

(1) —w (o)) L)
_m / {W/ (J,E:Z) - (Z:,ﬁ)] F(x)dx (2.1)

Ispat. Kismi integrasyon uygulanarak

1
/[w(l—T)—w(f)]F/(Tm+(1—T)n)dT
0
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1 / o ) o
(PO @I Gt (), 02
m—n
0
F (m)+F (n)
= 1)—w(0
w (1) =w(O)]
1 n
—— [ (B2 ) v (=) | (ndx
(n — m) n—m n—m
elde edilir. (2.2) esitliginin her iki tarafi “5* ile carpilirsa (2.1) 6zdesligi bulunmus olur.
[

Sonug 2.2. Lemma 2.1°de w(7) = 7 olarak alinirsa (2.1) esitligi [9]’da Dragomir ve

Agarwal tarafindan ispatlanan (2.1) esitligine doniisiir.

Sonuc 2.3. Lemma 2.1’de w(7) = F(;—j_l) olarak alinirsa (2.1) esitligi [74] te Sarikaya ve

ark. tarafindan elde edilen (3.1) esitligine indirgenir.

Bu lemma kullanilarak asagidaki integral esitsizligi elde edilir.

Teorem 2.4. F,w : I — R fonksiyonlar1 /° iizerinde diferansiyellenebilir fonksiyonlar,
m, n € I° , m < n ve w monoton artan bir fonksiyon olsun. Eger |f’| fonksiyonu [m,n]

aralig1 izerinde h—konveks ise asagidaki esitsizlik saglanir:

(1) - (o =
_ 1 h " X—m " n—x
s ) [ () v ()| roos e
< SR )+ |F 0)]) Ru
Burada 1
Rwﬁh:/[w(l—r)—w(r)] h(2)+h(1—1)]dt 2.4)
0



olarak alinir.

Ispat. Lemma 2.1’in yardimiyla

(2.5)
1
= |2 2m/ (1—1)— F'(tm+(1—1)n)dr
0
1
< nzm/\w (O)||F' (zm+ (1 —1)n)|dT
0
olarak bulunur. |F’| fonksiyonu 2—konveks fonksiyon oldugundan
F (m)+F (n)
o) - wion =
1 n
(X —m r(n—X
— d 2.6
2(n—m)/[ (n—m>+w (n—m)]F(X) X 2.6
m

< = /|w(1—r)—w(r)| [ () [F' (m)|+h(1—7)|F (n)|]dr
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1
+/[w(r) —w(l=0)][h(t) |[F (m)|+h(1—7)|F (n)|]d7 (2.7)

Bl

= P )]+ )

X /[w(l—r)—w(r)]h(r)dt—i— w(t)—w(l—1)|h(t)dT
0

I\J\'—-\_

= P )+ | ) / (1—1)—w(D)][a(c) +h(1—1)]dT
0

saglanir. Boylece ispat tamamlanir. [

Sonug 2.5. Teorem 2.4’i{in varsayimlari altinda w(7) = 7 olarak alinirsa (2.3) esitsizligi

asagidaki esitsizlige doniisiir:

(2.8)

< ”_zm(\F’(m)\+\F’(n)])/(l—2r)[h(r)+h(1—r)]dr.
0

Sonug 2.6. Sonug 2.5’te h(t) = 7 olarak alinirsa (2.8) esitsizligi [9]’da Dragomir ve

Agarwal tarafindan ispatlanan (2.3) esitsizligine indirgenir.

Sonug 2.7. Teorem 2.4’in varsayimlari altinda w (7) = ) olarak alinirsa

,L-OC
I'lo+1

F (m)+F (n) B F(a+12x [Ja+F(n)_|_JO‘_F(m)}'

2 2(n—m)
(2.9)
< % I (m)| + | F' (n ]O/((l—r)o‘—’c“)[h(r)+h(l—r)]d1

elde edilir.

Sonug 2.8. Sonug 2.7°de h(t) = T olarak alinirsa (2.9) esitsizligi [74]’te Sarikaya ve ark.

tarafindan elde edilen Teorem 3’deki (3.5) esitsizligine doniisiir.
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Lemma 2.9. F,w: [ — R fonksiyonlar1 /° iizerinde diferansiyellenebilir doniisiimler,

m, n € I° ve m < nolsun. Eger w', F' € L[m,n]| ise asagidaki esitlik elde edilir:

w(0) [F (m)+F (n)] —2w (%) v (m;)

m+n

1 r (n-X T/ X—m
o | (n—m)F(X)dX+/W (H)F(x)dx (2.10)

1
w(*c)F’(Tm%—(l—’L’)n)dr—/w(l—T)F'(‘L’m—l—(l—’c)n)d‘c .

1

2

Il
—~
S
|
3
SN—
O\N\'—‘ )

Ispat.

3 1
I = /w(r)F'(rer(l—T)n)dr—/w(l—’C)F’(’L‘m%—(l—r)n)dr
0

D=

(2.11)
= h—-Dh
olarak alinsin. Kismi integrasyon yontemi uygulanirsa
1
2
L o= /w(‘c) F (tm+ (1 - t)n)dt
0
>
_ w(t)F (tm+(1—1)n)|? _/w’(r)F(rm+(1 —T)n)d 2.12)
m—n 0o m—n

bulunur ve benzer sekilde

1
L = /w(l—’c)F'(’L'm—i—(l—‘L’)n)d‘L’

D=
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w(l=1)F (tm+ (1 —1)n)

m—n 1 m—n
2
m%—n
w(0)F (m) w(d)F (e 1 —m
R e e L C= L
n—m n—m (n—m) J n—m

;] = w(0)[F (m)+F (n)] _2w(% F(m;n)
- o (2.14)
SR .

bulunur. Son olarak (2.14) esitliginin her iki tarafi (n — m) ile carpilirsa (2.10) dzdesligi
elde edilir. n

Sonu¢ 2.10. Lemma 2.9’da w(7) = 7 olarak segcilirse (2.10) esitligi [11]’de Kirmaci

tarafindan elde edilen Lemma 2.1 6zdesligini verir.

Sonug 2.11. Lemma 2.9’da w(7) = 1"(7—11) olarak segilirse (2.10) esitligi [75] te Sarikaya

ve Yildirim’in elde ettigi (3.1) esitligini verir.

Teorem 2.12. f,w: [ — R fonksiyonlar1 /¢ iizerinde diferansiyellenebilir fonksiyonlar,
m, n € I°, m < nolsun. Eger |f’| fonksiyonu [m,n] aralig1 tizerinde h—konveks ise

asagidaki esitsizlik saglanir:

U+ -2 (5) 7 (257)

m+n

41 /w’(”_")F<x)dx+/2w’("_’”)F(x)dx (2.15)

n—m n—m

w(t)|[(h(1—17)+h(T))dT.

A
=
z
=
5
+
ﬁ\
S
.,
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Ispat. Lemma 2.9 ve || fonksiyonunun ~—konveksligi kullanilarak

'w(O)F(m)+F(n)—2w (%)F(m;—n)

m+n

+,,_1m / W <Z:fi) F(x)dx+ jw’ (”::Z) F(x)dx

IN
o=

(n—m) /|w(r)|\p’(rm+(1—f>n)\dr

=]

1
+/|w(1—r)|]F’(rm+(1—r)n)|dr (2.16)

1

2

IN

(n=m) | [ 1wl [B()]F (m)|+h (1) [F ()] de
0

1
+/|w(1—’c)| [h()|F (m)]| +h (1= 1) [ (n)|] d

1

2

1

= (n—m) (|F' (m)| + {F’(n)|)/|w(f)| (h(1—1)+h(t))dT
0

elde edilir. Ispat tamamlanr. 0

Sonu¢ 2.13. Teorem 2.12’nin varsayimlari altinda w(7) = 7 olarak alinirsa (2.15)

esitsizligi agsagidaki esitsizlige doniisiir:

(n_lm)/nﬂx)dx—F(m;”)

m

(2.17)

1

< (n—m)(\F'(m)y+\F’(n)y)/f[h(r)+h(1—r)]df.
0

Sonug¢ 2.14. Sonug 2.13’te h(t) = 7 alinwrsa (2.17) esitsizligi [11]°de Kirmaci’nin

ispatladig1 Teorem 2.2.’deki esitsizlige indirgenir.
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Sonug 2.15. Teorem 2.12’nin varsayimlari altinda w (1) = alinirsa (2.15) esitsizligi

F(a—H)
asagidaki esitsizlige doniisiir:

20 IF(a—kl)[

oy )78 )| =1 (M)

2

(2.18)

1

< 2% u—m) | (m)| + |F' ()] /Ta (h(7)+h(1—1))dr.
0

Ispat. Teorem 2.12°de w (T) = T—il) alinir ve esitsizligin her iki tarafi 21T (a + 1) ile

I'(a
carpilirsa (2.18) esitsizligi elde edilir. O

2.1.1. Baz1 Ozel Ortalamalar Icin Uygulamalar

Onerme 2.16. m,n € R, 0 ¢ [m,n] ve k € (—o0, —2) U (—1,1] olsun. O halde

n—m mfz, n| 2
H! (m,n)—z_1 (m,n)’ < ( (ljf—g‘)(li—l—Zl) | ) (k+%) (2.19)

esisizligi vardir.

Ispat. Bger Teorem 2.4°te F (x) = %, x>0, w(x) =yx ve h(t) = ¥ olarak segilirse
(burada, giris boliimiindeki Ornek 1.44’e gore f fonksiyonunun h—konveks oldugu agiktir)

L1 172
2 2(n—m)J ¥
m
(2.20)
>
< nzm(‘ )/ (1-217) (l—r)k)dr
0
olup, gerekli matematiksel islemler yapildiginda (2.19) esitsizligi elde edilir. [

Sonug 2.17. Eger (2.19) esitsizliginde k = 1 olarak alinirsa Onerme 2.16, [9]’daki Onerme
(3.3)’e indirgenir.

Onerme 2.18. m,n € R, 0 ¢ [m,n] ve k € (—2,—1)U(—1,1] olsun. O halde

n—m mfz,n*2
Z‘Wmm)—A*ommlg( £i§&2+$’ ><2—%J 2.21)
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esitsizligi vardir.

Ispat. Teorem 2.12°de F (x) = %, x>0, w(y) =y ve h(t) = 1* olarak alinirsa,

2 1 (71
+ /—dx
m+n n—m X
m

(2.22)

< - ||+

)0/1' +(1-0)})dr

elde edilir. Gerekli matematiksel iglemler yapildiginda (2.21) esitsizligi bulunur. [

Sonuc 2.19. Eger (2.21) esitsizliginde k = 1 olarak alinirsa Onerme 2.18, [11]’deki Onerme
(3.4)’e doniisiir.

Onerme 2.20. m,n c R, m < n, k€ (—2,—1)U(—1,1] ve p € [1,) olsun. O halde

(n—m) pA (|mP~",|n|"~!
|LD (m,n) — AP (m,n)| < (k+(1)(k+2) ) (2—%) (2.23)

esitsizligi saglanir.
Ispat. Teorem 2.12°de [ (y) = x?, x >0, w(x) = x ve h(t) = 7* olarak segilirse,
n

P 1
_(m—l—n) N /x”dx
2 n—m

m

(2.24)

< (n—m)p<|m|p_1-i-|n|p1 /T 4 (1-1) )d’c
0

olup, gerekli matematiksel islemler yapildiginda (2.23) esitsizligi elde edilir. U

Sonuc 2.21. Eger (2.23) esitsizliginde k = 1 olarak alimirsa Onerme 2.20, [11]’deki Onerme
(3.1)’e doniisiir.
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2.2. KESIRLI INTEGRALLER YARDIMIYLA KONVEKS FONKSIiYONLAR
ICIN HERMITE-HADAMARD-MERCER TiPLi ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde ilk olarak, kesirli integraller yardimiyla konveks fonksiyonlar icin
Hermite-Hadamard-Mercer esitsizlikleri ispatlanmistir. Ardindan iki lemma ispatlanmis ve
bu lemmalar kullanilarak yeni Hermite-Hadamard-Mercer tipli esitsizlikler elde edilmistir.

Son olarak elde edilen sonuglarin bazi 6zel ortalamalar i¢in uygulamasi yapilmustir.

Teorem 2.22. [ : [m,n] — R konveks bir fonksiyon olsun. O halde her y, ) € [m,n] ve

o > 0 igin
x+Y F((X—f—l) o o
(2.25)
xX+Y
< F(m)—f—F(n)—F(T)
x+Y
F(’"*”‘T)

I 1
(o+1) J¢ F(m+n—yx)+J*

< W[ (m+n-Y) (ernfx)_F(m%—n—y)] (2.26)

F(m4+n—x)+F (m+n-Y)
- 2

F)+r Q)
2

<F (m)+F (n)—

esitsizlikleri vardir.

Ispat. Jensen-Mercer esitsizligi kullamlarak her 1, V| € [m,n] igin

F(m+n—X1+yl) < F(m)+F(n)—F(XI)+F(yl) (2.27)

2 2

yazilir. x, Y € [m,n]vet€[0,1]i¢in )y =tx+(1—7)Yve V) = (1 — 1) x + 1) degisken

degistirmesi yapilirsa

rF (m+n—¥)

(2.28)
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Frx+(1=t)Y)+F (1—-1)x+1))

< F(m)+F (n)— 5

elde edilir. (2.28) esitsizliginin her tarafi 7! ile carpilir ve elde edilen esitsizlik icin [0, 1]

tizerinde 7 ya gore integral alinir ve uygun degisken degistirme yapilirsa

lF (m—f—n—w)
a 2

IN

[P (m) ()

_% 0170‘—1 Fox+(1=1)V)+F (1-1)x +1Y)]dt

(2.29)

Na+1)

20-2)" JEF ) IS ()] 230

F(m+n——) <F(m)+F (n)—

olur ve boylece (2.25)’in birinci esitsizligi ispatlanir. (2.25)’te ikinci esitsizligin ispati i¢in,

ilk olarak F fonksiyonunun konveksligi kullanilirsa 7 € [0, 1] i¢in

F(M) _ F(fx+<1—r>y+(1—r)x+ry>
2 2
(2.31)
Fix+(-0)I)+F(1-1)x+1))
o 2

olur. (2.31) esitsizliginin her iki tarafi 7! ile carpilip [0, 1] aralig1 iizerinde T ya gore

integral alinirsa

é%#) < %/Olfa‘l[F<fx+<1—r)y)+F(<1—f>x+fy>]df
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(2.32)

= g I D)+ ISE ()]

elde edilir ve

(1)L,

2 20— 2)° [J%F(y)ﬂfﬁf(%)} (2.33)

bulunur. (2.33) esitsizliginin her iki tarafina F (m)+ F (n) eklenerek (2.25) esitsizliginin

ikinci kismi bulunur.

Simdi (2.26) esitsizliginin ispat1 i¢in ilk olarak / fonksiyonunun konveksligi kullanilirsa

her x1, V) € [m,n] i¢in

F (m-i—n—x“;yl) _r (m+n—%142rm+n—y1>

(2.34)

IN

[F(m+n—x1)+F (m+n—Y1)]

| =

yazilir. (2.34) esitsizliginde x, Y € [m,n] ve Tt € [0,1] icinm+n— ) =t(m+n—))+
(I-1t)(m+n-=Y) ve m+n—-)Y; = (1—-1t)(m+n—x) + t(m+n—)) degisken
degistirmesi yapilirsa

F (m—i—n—@)

< ZlF(tm+n—x)+(1—-1)(m+n-Y)) (2.35)

SR

+r (1=7)(m+n—x)+t(m+n=J))

bulunur. (2.35) esitsizliginin her iki tarafi 7! ile carpilip [0, 1] aralig1 iizerinde T ya gore

integral alinirsa

lF (m—i—n—ﬂ)
o 2
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< % [/()I’Ea_lF(T(m+n—x)+(l—T) (m+n-Y))dt

1

+ A ’L'alF(’L’(m—i—n—x)—i—(l—’C)(m—kn—y))d’v}

(2.36)
1 m—+n—x -
) WUW_JJ (= (mtn =) " F (u)du
m-+n—yx 1
T v (m+n—yx)—u)*" F(u)du}
m+n—
T [ )
= W [J(ernfy)JrF(m-l‘l’l—X)+J(m+nix)7f<m+n_y)
elde edilir ve buradan
F< —i—n—#)
(2.37)
C(o+1) [ )
W [ (m+n_y)+F(m—f—l’l—X)+J(m+n_x)7f(m+n_y)

esitsizligi bulunurak (2.26) esitsizliginin ilk kismi ispatlanir. Diger yandan F nin

konveksligi kullanilarak

F(timtn—x)+(1-1)(m+n=Y))
(2.38)

IN

tF (m+n—x)+(1—=17)F (m+n-Y)

F((I=t)(m+n—y)+t(m+n-J))
(2.39)

< (1=1)F (m+n—x)+tF (m+n-Y)
yazilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanir ve Jensen-Mercer esitsizligi uygulanirsa

F(tm+n—x)+(1—-1)(m+n=Y)+F (1—=1t)(m+n—x)+t(m+n-1Y))
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< Fm+n—x)+F (im+n=Y)) (2.40)

< 2[F (m)+F ()] =[F () +F V)]

esitsizlikleri elde edilir. (2.40)’1n her tarafi T*~! ile carpilip, [0, 1] aralig1 iizerinde 7 ya
gore integral alinirsa (2.26) nin ikinci ve ligiincii esitsizlikleri elde edilir. Boylece ispat

tamamlanur. O

Sonug 2.23. Teorem 2.22’nin varsayimlari altinda o = 1 alinirsa her x, Y € [m,n] igin

F(m-l-n—ﬂ) < F(m)-I-F(n)—/OlF(fx-l—(l—T)y)df

=) <
(2.41)
< F(m)+F(n)—F<¥)
F(m—l—n—¥> < (yil) /XyF(m—i—n—T)df
(2.42)
< Fmr - ALY

elde edilir. Bu esitsizlikler [76]’da Kian ve Moslehian tarafindan ispatlanan Teorem 2.1°1

Verir.

Benzer sekilde, kesirli integraller i¢in asagidaki Hermite-Hadamard-Mercer esitsizlikleri

de elde edilir:

Teorem 2.24. [ : [m,n] — R fonksiyonu konveks olsun. O halde her x, Y € [m,n] ve

a > 0icin

r (m—f—n—@)

20T (@ 4-1)

< o
- Y-x)
(2.43)
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X J‘(Xmﬂ_wyF(m—l—n—x)+JZ‘m+n_H2y>_F(m—|—n—y)

esitsizlikleri vardir.
Ispat. (2.43) esitsizliklerinin ilk kismini ispatlamak igin (2.34) esitsizliginde x, Y € [m,n]
icin 1 = 3x+ %y ve )| = Z’fo + 3 olarak alinirsa

2F (m—i—n—@)

(2.44)
T 2—17T 2—7T T
< [F (m+n—(§x+7y))+F<m+n—(Tx+5y>)]

elde edilir. Ardindan (2.44) esitsizliginin her iki tarafi %! ile carpilip [0,1] aralig1

tizerinde T ya gore integral alinirsa

gF <m+n—ﬂ>
a 2

1
a—1 T 2—1
< /0 T F<m+n—(§%+7y>)df
1 S .
o—1 (2- T
+/0T F(’"*” ( 5 X+2y)>dr
(2.45)
20 m+n—@ 1
) Wl/my (= (m+n = D) F () du
m+n—y B
+/m+nl+23’((m+n_X)_”)a F(u)dul
2@ [ - _
Y- [J(mﬂx;y):f(m+n y)+J<m+n_7H2y>+F(m+n X)
olur ve
F(m—{—n—ﬂ)
2
(2.46)
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20710 (e + 1)

J¢ _ — J¢
V= 1)° F(m+n-Y)+

o (-2

)+F(m+n_%)

bulunur. Boylece (2.43)’iin ilk kismi ispatlanir. (2.43)’iin ikinci kisminin ispati i¢in ilk

olarak Jensen-Mercer esitsizligi kullanilirsa

T 2—1
F <m+n— (§X+—2 y))

(2.47)

< FW%H(M—{;(ﬁ+%%L(yﬂ

2—71 T
r <m+n— ( 5 x+§y>)
(2.48)
2
< F(m)+F (n)— {TT (x)+§F(y)]
yazilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa
T 2—1 2—-1 T
rF <m+n— (§%+Ty>) +F (m~|—n— (T)H-Ey))

(2.49)

< 2[Fm)+F )] —=F (x)+F ()

bulunur. (2.49) esitsizliginin her iki tarafi %! ile carpilip ardindan [0, 1] aralig1 iizerinde 7
ya gore integral alinirsa (2.43)’iin ikinci esitsizligi de elde edilir ve boylece ispat tamamlanur.

]

Sonug 2.25. Teorem 2.24’te @ = 1 olarak alinirsa (2.43) esitsizligi (2.42) esitsizligine

indirgenir.

Simdi de Hermite-Hadamard-Mercer tipli yeni esitsizliklerin ispatinda kullanilacak olan

asagidaki lemmalar verilsin.

Lemma 2.26. f : I — R fonksiyonu /° aralig1 iizerinde diferansiyellenebilir, m, n € I° ve

m < nolsun. Eger f' € L[m,n] ise her x, Y € [m,n], a > 0 ve T € [0, 1] i¢in agsagidaki
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kesirli integral iceren esitlik vardir:

F(m+n—x)+F (m+n-Y)
2

'a+1) [ o

R S _ o
23— )% eyt =20)+J

o gy b (mEn=Y)| (2.50)

_ 1
= %/ (t*—(1=7)*)F (m+n—(tx+(1-1)Y))dr
0
Ispat.
1
F= [ =0 = (e (1 -9 V)de
1
= /()T“F’(m+n—(rx+(1—r)y))dr
(2.51)
1
—/0 (1= ) (m+n—(tg+ (1 - 7)Y))dr
= L-Dh
olarak alalim. Kismi integrasyon uygulanarak

1
L o= /Orapf(m+n—(rx+(1—r)y))dr

O (mtn— (e +(1-1)Y)|

Y—x 0

(2.52)

—y;._tx/olTa_lF(m-l—n—(Tx-l-(l—T)y))dT

. F(m+”_X) F(Ot—f—l) o
— vy (y_%)a+1J(m+n_x)_F(m—l—n—y)

bulunur. Benzer sekilde

1
L = /O(1—f)“F/(m+n—(fx+(1—f)Jf))
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(1-0)%F (mtn—(tx+(1-1)Y)|

YV—x .
(2.53)
* : a1
+y—x/o (=07 F (mtn—(rx+(1-7)Y))de
_ _Fmtn=Y) T+l
S V- +(y_x)a+1J&+n_y)+F(m+n_%)
elde edilir. Buradan
I = L+D
Fm+n—x)+F (m+n-Y)
X 2.54
I'a+1)
_W [ gnﬂ_wF(ern—x)+J(‘fn+n_x)f(m+n—y)

olarak yazilir. (2.54) esitliginin her iki tarafi ¥ ile carpilirsa istenen elde edilir ve

boylece ispat tamamlanir. [

Sonug 2.27. Lemma 2.26’da o = 1 olarak alinirsa agsagidaki esitlik elde edilir:

m+n—y
F(m4+n—x)+F (m+n-=Y) 1

- 7 / F (u)du

m+n—)

(2.55)
= ¥/01 2t—1)F' (m+n—(tx+(1—1)Y))dr.

Sonuc 2.28. Sonug 2.27°de y = m ve ) = n olarak secilirse (2.55) esitligi [9]’da Dragomir

ve Agarwal tarafindan ispatlanan asagidaki esitlige doniisiir:

Pl L

(2.56)

n—m [! ,
- = /()(21'—1)F((1—1')m+1’b)d7:.
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Lemma 2.29. F : [ — R fonksiyonu /° aralig1 tizerinde diferansiyellenebilir, m, n € I° ve
m < nolsun. Eger f' € L[m,n] ise her x, Y € [m,n], & > 0 ve T € [0, 1] i¢in agsagidaki

kesirli integral iceren esitlik vardir:

20°10 (@ + 1)
- |J? F(m+n—yx)+J% —F (m+n—
DR T R R TS S g
—F (m—i—n—u)
2
(2.57)
Y —x
4
! 2—1 T T 2-7
o / =" i Y = N = -
X/O T {F <m+n ( > x+2y)) r (m+n (2x+ > y))]dr.
Ispat. Lemma 2.26’ya benzer sekilde ispatlanr. [

Sonuc¢ 2.30. Lemma 2.29°da ¥y = m ve ) = n olarak alinirsa (2.57) esitligi [75] te Sarikaya

ve Yildirim tarafindan ispatlanan Lemma 3’e indirgenir.

Teorem 2.31. f : I — R fonksiyonu /° aralig1 iizerinde diferansiyellenebilir, m, n € I°
ve m < n olsun. |F’| fonksiyonu [m,n| aralif1 iizerinde konveks ise her x, Y € [m,n] ve

o > 0 i¢in asagidaki kesirli integral iceren esitsizlik vardir:

‘F(m+n—x)+F(m+n—y)

2
Cloe+1) [ ,
07" [ (m+n_y)+F(m+n—x)+J(m+n_x)_F(m+n—y)}’ (2.58)
Y=x (- [ v F @+ )
= (o+1) (1—27) {\F (m)|[+[F' ()| - 5 }

Ispat. Lemma 2.26’nin ve Jensen-Mercer esitsizliginin yardimiyla

‘F(m+n—x)+F(m+n—y)

2
Cla+1) 1., )
3= )" onnoyyF (R0 HIE L F (mtn— y)}
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IA

IN

X/ 7%= (1 =) |[F (m+n—(zx+(1-1)Y))|dT

+ (=00 [

Y—x

3 (Al +A).

bulunur. A; ve A, hesaplanirsa

Ve

Ay

A

(2.59)

m)|+|F ()| = (z|F )|+ Q=2 |F' (V)])]dT

"m)|+|[F ()| = (e|F )|+ =7)|[F (Y)])]dr

m)|+ |1 (n)] —(TIF’(x)H(l—r)\F’(y)\)}dr}

1

_ (\F’(m)\+\rf<n)y)/02 (1-1)% —1%)dr

1

—{IF’(%)\

/Ozr(l—

1
T)“dr—/2 r““dr]
0

+ |F ()] [/02(1—1’)““5[1—/02(1—1)1“0,’1]} (2.60)

- <\F'<m>\+\F'<n>\>(

1 1
-2
oa+1 oH—l)

, 1 a;ﬂ / 1 a;“
_{|F ()] <(a+1)(a+2)_5+1>+‘F (V) (m_é+1>}
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_{’F’(gm {/; r““dr—ﬁlf(l—r)“dr]

2

o[ a-nsae- [La-nea) | .61

2

1
— (‘F’(m)‘—F‘F/(n)D (Ol;—H_ az—il)

, 1 s , 1 ST
_{|F )l <a—+2_ oi+1> +F )] ((a+1)(a+2) a é+1>}

olarak elde edilir. Son olarak A| ve A; toplandiginda (2.58) esitsizligi bulunur. [

Sonug 2.32. Teorem 2.31’de y = m ve ) = n olarak alinirsa Teorem 2.31, [74]’te Sarikaya

ve ark. tarafindan ispatlanan Teorem 3’ii verir.

Sonug 2.33. Teorem 2.31’de o = 1, ¥ = m ve ) = n olarak alinirsa Teorem 2.31, [9]’da

elde edilen Teorem 2.2’y verir.

Teorem 2.34. F : I — R fonksiyonu /° aralig1 iizerinde diferansiyellenebilir, m, n € I°
ve m < n olsun. |F’| fonksiyonu [m,n| aralig1 iizerinde konveks ise her x, Y € [m,n] ve

o > 0 i¢in asagidaki kesirli integral iceren esitsizlik vardir:

o—1

%w J€m+n—w)+F(m+n_%)+J(<xm+nH>F(m+n—y)
-+ (ren=252) o
S [\F’(m)\—f—\F’(n)‘_ Gl )

Ispat. Lemma 2.29 ve Jensen-Mercer esitsizligi kullamlarak

2971 (a+1
(y_(;)a ) J‘()C ) x+y)+F(m+n—x)+JE‘ . Hy)_F(m—l—n—y)
mrnT mtn—*=5=
—F (m—f—n—@)‘




1
+/r°‘
0

, T 2—71
p(men-(52+2579))

dr} (2.63)

< ?{/Olr“ {|F’(m)‘+}F’(n)‘— (ZET\F’(X)|+§\F’(JJ)})]CZT
+/017a [‘F’(m)‘Jr‘F'(n)]—<%‘F'(x){+¥]/f’(y)‘)]dr}
R R A At
bulunur. Boylece ispat tamamlanir. [

Sonug 2.35. Eger Teorem 2.34’te o = 1 olarak alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

m+n—x

(yix) [ rwdu-r (m+n—¥)

m+n—)

(2.64)
. V-2
A 4

1] oy - OO

2

Teorem 2.36. f : I — R fonksiyonu /° aralif1 iizerinde diferansiyellenebilir, m, n € I° ve
m < nolsun. ¢ > 1 olmak iizere |F’|? fonksiyonu [m,n| aralig1 iizerinde konveks ise her

X, Y € [m,n] ve oo > 0 icin agsagidaki kesirli integral iceren esitsizlik vardir:

227 T(at1) | o N Lge o
¥V-x* J<m+n—"§y)+F< * X)+J<m+nl-§y>F( + y)]
x+Y
—F(m—i—n—T)‘
(2.65)

Yt (1o | e - DI O

= 4(ar+1)7 OF( 1 ) 4 )
/ q / q é
+(‘F’(m)‘q+‘F’(n)|q—|F (%) +43|F (y)|)

1,113
Burada ;+;] =1 dir.
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Ispat. Lemma 2.29’dan ve Holder esitsizligi kullanilarak

2(X—ll—*(a+1)
[ S JOC . B JO( ) -
—F(mﬂ_w)‘
2
Y—x loc / 2—1T T
St {f el o (555
(2.66)

+/01Ta . <m+n_ (§x+2;y)> dT}
P (L e (5702)
+(/01 I (m+n—<§x+2;_fy)) qdf)é}

IN

¢\
dr)

bulunur.  |F’|? fonksiyonunun konveksli§inden dolay:r Jensen-Mercer esitsizligi
kullanilarak
2071 (e + 1)
——a— |7 F(m+n—yx)+J% F(m+n=Y
N AR 2 AT )
—F (m +n— M) ‘
2
y Ly
J— % r
< 2.67
= 72 (((xH— 1)) (267

’ { </01 (‘F/(m)‘qﬂp(””q‘ (Q_TT \F’(x)lq+§\F’(y)\q)> dr)‘l’
" (/o1 (‘F/(mwﬂf/(”ﬂq— (%|F’(%)\"+2;—T\F’(y)\q))dr)‘l’}

- 0-0(n)
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X

/ q / q é
(\F’(m)\q+\F’(n)\q—3’F @) :’F ) >

elde edilir ve boylece ispat tamamlanr. [

Sonu¢ 2.37. Teorem 2.36’da y = m ve ) = n olarak alinirsa (2.65) esitsizligi [75]te

Sarikaya ve ark. tarafindan elde edilen (3.6) esitsizliginin ilk kismina doniigiir.

Sonug 2.38. Teorem 2.36’da or = 1 olarak alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

m+n—x

1 X+
V4 +/_yF(u)du—F(m—|—n— 5 )

Yy—x
4(r+1)

+ (1o - |F'<x>|Q+3|F’<y>|‘1)‘lf] |

<

7] ) (2.68)

/ q ! q
<|F’(m)|q+\F’(n)\"—3|F "+ 17 ()

N =

4

2.2.1. Baz1 Ozel Ortalamalar Icin Uygulamalar

Onerme 2.39. x, Y € [m,n], p € N ve p > 2 olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlik

saglanir:

|L§ (m+n—Y,m+n—x)—AP (m+n—Y,m+n—y)|

(2.69)
Y-x p—1 p=1| _|yr-1 p—1 p=1| _ |yr—1
A <. (i b (i B R P U b i Bl VAR P
Ispat. F (%) = x”, x € Rigin Sonug 2.35 uygulanirsa
| m-+n—x x_|_y »
Py — _AT
(Y =2) / e (m+n 2 >
m+n—)
(2.70)
_ p—1 p—1
< ¥ p}mp1‘+}nl’l‘_‘x \er\y ‘]
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olup buradan basit matematiksel islemlerle

LD (m4n—Y,m+n—x)—AP (m+n—Y,m+n—y)|
(2.71)

< T (| =)

oldugu ispatlanir. [

Onerme 2.40. x, Y € [m,n], p € N ve p > 2 olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlik

vardir:

‘Lg(m—f—n—y,m—l—n—x)—Ap(m+n—y,m—i—n—x)|

Y-x)
4(r+1)

<

\:h—"@

1
(p—1)q (p—1)g\ ¢
<|m,<p1)q+|n,<p1)q_3\%| :'3" ) 2.72)

1

il |%|(p—1)q+3 |y|(p—1)q) q

+ <|m|(p—1)q+|n|(p—l 7

Ispat. F (x) = x?, x € R fonksiyonuna Sonug 2.38 uygulanirsa (2.72) esitsizligi elde
edilir. 0

Onerme 2.41. x, Y € [m,n], 0 ¢ [m,n] olsun. Bu durumda

‘Z_l(m—l—n—y,m—irn—x)—A*l(m—i—n—y,m—l—n—x))

(2.73)
Y — - - - _ _ _
< S EA (Il = 1Rl 2 12 2)
esitsizligi saglanir.
Ispat. F (x) = 9]_5’ x € R igin Sonug 2.35 uygulanirsa
1 m—i—n—xl +y -1
X
—du—|m+n—=——
V=2 / u ( 2 )
m+n—Y)
1 x+\ !
= ln|m+n—x|—ln|m+n—y|—(m—l—n——) (2.74)
(V=2 2
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P
2

Y—x

< =K 22

bulunur. Bu esitsizlikte uygun ortalamalar yerine yazilarak ispat tamamlanir.
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3. (p,¢,) ~-KONVEKSLIK

Bu béliimde ilk olarak yeni bir konvekslik tiirii olan (p, ¢;,) —konvekslik tanimlanmig ve
bazi 6zellikleri ispatlanmigtir. Daha sonra (p, ¢, ) —konvekslik i¢in Hermite-Hadamard,
Hermite-Hadamard-Fejér, Ostrowski, Jensen ve Jensen-Mercer tipli esitsizliler elde
edilmistir. Son olarak Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla (p, ¢, ) —konveks
fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard tipli yeni integral esitsizlikleri bulunmustur. Boliim
boyunca J reel sayilarda bir aralik olmak iizere (0,1) C J, ve @ : [m,n] — [m,n] fonksiyonu

[m,n] C R tizerinde siirekli bir fonksiyon olarak varsayilmustir.
3.1. (p,¢,)~KONVEKSLIK VE OZELLIKLERI

Bu alt boliimde once (p, ¢,)—konveks fonksiyonun tanimi ve daha sonra sagladigi

ozellikler verilmistir.

Tanim 3.1. 4 :J — R fonksiyonu negatif olmayan sifirdan farkl bir fonksiyon ve I C (0, )
reel sayilarda bir aralik ve p € R\ {0} olsun. F : I — R fonksiyonu negatif olmayan bir

fonksiyon ve her y,Y €1, 7€ (0,1) i¢in

F(leg? () + (1= ) ?D)]7) <h (D) F (@ () +h(1—T)F (9(V))  (.1)

sartin1 saghyorsa F fonksiyonuna (p, ¢,)—konveks fonksiyon denir ve F € fsx(p, @y, 1)
seklinde gosterilir. Benzer sekilde 3.1 esitsizliginin isareti ters ¢evrilirse, bu durumda /-~

fonksiyonuna (p, ¢,)—konkav fonksiyon denir ve F € fsv(p, @, 1) seklinde gosterilir.

Sonug 3.2. (3.1) esitsizliginde F fonksiyonu; p = 1 alinirsa @, —konveks fonksiyona,
h(t) = 7° ve p = 1 alimrsa @;—konveks fonksiyona,z(t) = 1 ve p = 1 alinirsa
¢@—Godunova-Levin fonksiyonuna, i(7) = 1 ve p = 1 alinirsa ¢ — P—fonksiyonuna,

¢ (x) = x alinirsa (p,h) —konveks fonksiyona indirgenecektir.
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Lemma 3.3. /2: (0,1) — (0,00) olsun. Eger p € R\ {0} i¢in F,G € fsx(p, @p,I1) ve L >0
ise o halde F + G, AF € fsx(p,@p,I) bulunur. Benzer sekilde f, G € fsv(p, @y, 1) ve
A >0iseohalde F +G, AF € fsv(p,@y,I) bulunur.

Ispat. F,G € fsx(p,on,1) olsun. w(yx) = F () +G(x) olarak alinsin. Bu durumda;

v (Ie9” (1) + (1= ) 9" )7

= 1 ([r0" )+ (1= 9" D)7 ) +G (29" () + (1= ) 9" (W)]7 )

IN

h(T)F (@) +h(1=1)F (¢())
(3.2)

+h(7)G (@ (X)) +h(1-7)G (0 (V)
= h(O)[F (@) +G (@) +h(1=D)[F (¢(V)+G (V)]

= h(Dy(ex)+h(1-1)y(e(Y))

olur ve buradan F + G € fsx(p, @y,1) elde edilirt. AF € fsx(p, @y, 1) oldugu da benzer
sekilde ispat edilir. O

Lemma 3.4. hy,h;: (0,1) — (0,0) fonksiyonlari her T € (0, 1) igin hy(7) < h;(7) olacak
sekilde verilsin. p € R\ {0} olsun. Eger F fonksiyonu (p, ¢;,) —konveks fonksiyon ise /-

fonksiyonu (p, ¢;,, ) —konveks fonksiyondur.

Ispat. F € fsx(p,@n,,I) olsun. Her 3, €I ve 7 € (0,1) igin

r([vo” (o) +(1-0)9" (V)7

IA

ha (D) F (@ (X)) +h(1=7)F (9())) (3.3)

IA

h (D) F (@) +m(1-1)F (¢()))

elde edilir. Buda f € fsx(p, ¢, ,I) demektir. O
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Lemma 3.5. ] bir aralik ve 0 € I ve p > 0 olsun. O halde asagidaki esitsizlikler vardir:

a) F € fsx(p,on,1I), F (0)=0, ¢ (0) =0 ve h fonksiyonu iist carpimsal ise her y,) € I,
o,B>0vea+fB <1igin

r (lee” () +Bo" D7) <h(@)F (@) +h(B)F (9(V)) (B4
saglanir.

b) F € fsv(p,opn,1),F (0) =0,¢(0) =0 ve h fonksiyonu alt carpimsal ise her x,) € I,
o,p>0vea+f <1igin

r ([ee” () +Bo" D7) Zh(@)F (9(0)+h(B)F (9(V))  (33)

saglanir.

Ispat. a) o, >0, a+f =6 < 1olsun. m ve n sayilarm = § ve n = % olacak sekilde

alinsin. Bu durumda m +n = 1 olur ve

F ([we” () +Bo” (V))7)

==

)

nm)F (079 (x)) +h(n)F (679())

- F <[m9(pp (x) +n6o” (V)]

IN

= him)r ([69” (x)+(1-6)9" (0)]7) (3.6)

+h(n)F (1097 (V) +(1-0) 97 (0)]7)

IA

h(m)h(0)F (@ (%)) +h(n)h(6)F (9(I))

IN

h(mO)F (¢ (x))+h(n0)F (¢())
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= h(a)F (e () +r(B)F (¢())

bulunur ve bdylece (3.4) esitsizligi ispatlanir.

b) (3.5) esitsizliginin ispat1 benzer sekilde yapilir.

]

Lemma 3.6. p € R\ {0} olsun. F : [m,n] > R, h:(0,1) — (0,00) ve @ : [m,n] — [m,n]

fonksiyonlari verilsin. O halde asagidaki durumlar esdegerdir:

i) F fonksiyonu [m,n]| iizerinde (p, ¢;,) —konvekstir.

ii) Her x,Y € [m,n] icin, G : [0,1] = R, G(1) = F ([upp (x)+(1—1)@P (:Wﬁ)

fonksiyonu [m,n] aralig1 tizerinde h—konvekstir.

Ispat. [ fonksiyonunun (p, ¢;,) —konveks fonksiyon olsun ve ,) € [m,n], A € (0,1) ve

71, T2 € [0, 1] noktalarr alinsin. O halde

IN

g(;LT] + (1 —A)Tz)

F([0m+ (=) 2) 9 (1) + (1= A7 — (1= A)7) 97 (V)]7)

F(A(ne? (2)+(1—u)e"(Y))

£ (1= 1) (mg? (1) + (1 - 1) ¢? M)]7)
) (I () + (1= ) 9" )]7)
+h(1=A)F ([09" () + (1= 7) 9" (V)]7)

h(A)G(t1)+h(1-21)G (1)

bulunur ve bu G fonksiyonunun 4#—konveks fonksiyon oldugunu verir.
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Tersine G fonksiyonu 2—konveks fonksiyon ise x,) € [m,n], A € (0,1)ve 11 =1, 7, =0

icin

r (e )+ (129" D)) = GAT+(1-2)0)

IN

B(A)G(1)+h(1-2)G(0)
3.8)
= w1 (Io"17) +h(=2)r (Io" D))

= hA)F(e(x)+h(1=2)F (p(Y))

elde edilir. Bu ise f fonksiyonunun (p, ¢ ) —konveks fonksiyon olmasi demektir. Boylece

ispat tamamlanr. O

3.2. (p,9,) -KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN HERMITE-HADAMARD
TIPLI ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde (p, ¢, ) —konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler

ispatlanmistir.

Teorem 3.7. h: (0,1) — (0,00) ve p € R\ {0} i¢in F € fsx(p, @y, 1) fonksiyonlart verilsin.

¢ : [m,n] — [m,n] fonksiyonu monoton olsun. O halde asagidaki esitsizlik saglanir:

1 QP (m) + 9P (n)]7 p on
2h(%)FQ 2 H < )y X
3.9
1
< I (pm)+r (o) [ k().
Ispat. F fonksiyonunun (p, @;,)—konveksligi kullamlarak
QP (m)+ P ()] 7
([ )
_ F('r<pp<m>+<1—r><pp<n>+<1—r><pp<m>+wp<n>]i)
2 2
(3.10)
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< (5) [r (rorm+ =097 })

+F (1(1 =) 9" (m) + 79" (n)] )|

elde edilir. (3.10) esitsizliginin her iki tarafinin 7 ya gore [0, 1] aralig1 tizerinde integrali

F([sof’(m);«pp(n)]i)

< h (%) [/OIF ([r(p” (m)+ (1—1) P (n)]%)dr 3.11)

alinirsa

+ [ #0297 )+ 27 )]

bulunur. (3.11) esitsizliginin birinci integralinde, x = [t¢? (m) + (1 — 1) @7 (n)]% ve ikinci

integralinde y = [(1 — 1) @” (m) 4+ 10" (n)]% degisken degistirme yapilirsa

1 97 (m) + " (n)]?
zh@)F([ 2 ”

= L o 2T )
< x x)dx
QP (n) — P (m) Jo(m)

(3.12)

esitsizligi elde edilir. (3.9) esitsizliginin ikinci kismini ispat etmek i¢in, / fonksiyonunun

(p, on)— konveksligi kullanilirsa, her 7 € (0, 1) i¢in

r([e0” (m)+ (1= @” )7 ) <h (D) F (9(m)+h(1-T)F (p(m)  (3.13)

bulunur. (3.13) esitsizliginin her iki tarafinin 7 ya gore [0, 1] aralig1 iizerinde integrali

alinirsa

1 1
/O F (1eg? (m)+ (1= 1) @ (n)]7 ) dt
(3.14)

1 1
< Flom) [ h@dz+r (o) [ n(1-z)as
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esitsizligine doniisiir. (3.14) esitsizligin birinci kisminda y = [t@? (m)+ (1 — ) @? (n)]%

degisken degistirme yapilirsa

p /‘(P(Vl) —1 /l
F dy < |F m))+ F n h(t)dt (3.15)
7] oy £ GO @)1 (0 )] [ ()
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. 0

Sonuc¢ 3.8. (3.9) esitsizliginde p = 1 alinirsa Sarikaya tarafindan ispatlanan ¢, —konveks

fonksiyon i¢in Hermite- Hadamard tipli esitsizlik elde edilir [59].

Sonug 3.9. (3.9) esitsizliginde p =1 ve 7 € (0, 1) igin i (7) = T alinirsa, (1.54) esitsizligi
elde edilir.

Sonug 3.10. (3.9) esitsizliginde p =1 ve h(t) =1°(s € (0,1)), T € (0, 1) olarak alinirsa
Sarikaya tarafindan ispatlanan ¢;—konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard tipli

esitsizlik elde edilir [59].

Sonug¢ 3.11. (3.9) esitsizliginde p = 1, ¢(x) = x ve 7 € (0,1) igin h(7) = %
alinirsa Dragomir ve ark. tarafindan elde edilen Godunova-Levin fonksiyonlar: icin

Hermite-Hadamard tipli esitsizligin sol tarafi elde edilir [77].

Sonug 3.12. (3.9) esitsizliginde p =1, ¢ () = x ve h(t) =1°(s € (0,1)), 7 € (0,1)
alinirsa (1.42) esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.13. p € R\{0} ve F ve G fonksiyonlan i¢in f € fsx(p,¢p,I), G €

fsx(p, @n,,I) olsun ve m,n € I, m < n olmak iizere f G € L([m,n]) olacak sekilde var

olsun. ¢ fonksiyonu monoton ve hjhy € L([0,1]) olsun. O halde

p o(n) .
) o ¥ DI
(3.16)
1 1
< M, (m,n)/o h (T) by (T)dT+ N, (m,n)/o B (T)ha (1 —7)d7
esitisizigi vardir. Burada
My (m,n) = F (¢ (m))G (@ (m))+F (¢ (n))G(¢(n)) (3.17)
ve
Ny (m,n) =F (¢ (n))G (¢ (m))+F (¢ (m))G(¢(n)) (3.18)
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olarak alinir.

Ispat. F € fsx(p,@n,,I) ve G € fsx(p,@,,I) oldugundan her 7 € [0, 1] i¢in
(1707 () + (1= ) 97 ]F) <y (97 (9 (m)) + b1 (1= D) (p(w)  (3.19)

G ([v9” (m)+(1-7) 9" )7 ) < ha ()G (9(m) +ha(1-7)G (@ () (3.20)

vardir. Tanim gere8i / ve G negatif olmadiklar1 i¢in yukardaki iki esitsizligin ¢arpimindan

F (170 (m)+ (1 =) 97 (n)]7 ) G ([70" (m) + (1~ ) 9" ()]
< (@ (@m)G(m)+h (1-1)h(2)F (9(m)G(p(m) (G2

+hi(Dha(1=1)F (¢ (m))G (¢ (n)) +hi (1 -T)ha (1 =) F (9 (n))G (@ (n))

bulunur. (3.21) esitsizliginin her iki tarafinin 7 ya gore [0, 1] aralig1 iizerinde integrali

alinirsa
1 1 1
| # (iz07 m)+ (1 =2 07 )7 ) G (1297 (m)+ (1 = 7) 97 ()] ) e
1
< Flom)G(pm) [ hi(e)ha(e)ds

@G0 [ (1) (5)an 6.2

0
1
+ (pm)G (o) [ hi(2)ha(1 - 7)dz
1
()G o) [ m (1= ha(1-1)d8

1
esitsizligi elde edilir. (3.22) esitsizliginde x = [t@” (m)+ (1 —1) @” (n)]" degisken
degistirmesi yapildiginda

(n)
e o 2 09 G
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(3.23)

1 1
< Mq,(m,n)/o hl(‘c)hg(‘c)dr—qu)(m,n)/O I (%) (1—7)d7

bulunur. Boylece ispat tamamlanir. [

Sonug 3.14. (3.16) esitsizliginde i () = x ve p = 1 alimirsa [56]’da Cristescu tarafindan
ispatlanan (3) esitsizligi elde edilir [56].

Teorem 3.15. p € R\ {0} olsun. F ve G fonksiyonlari F € fsx(p, @y,1),G € fsx(p, op,1)
ve FG € L([m,n]), (m,n€l,m<n) olacak sekilde var olsun. h € L([0,1]) ve ¢

fonksiyonu monoton olsun. O halde

R ([qﬂ’ () or(e) ;) . ({(,,p e ;)

p ¢(n) bl

< N(,,(m,n)/olhz(r)dr+M¢(m,n)/olh(r)h(1—r)dr

esitsizligi saglanir.

Ispat. <P”(m);r<l>” (n) _ 79" (M)+(21—T)<P” (n) . (1=7)@” (r;)H(P” (n) esitliginden

; ( 2 )+ o200 i) o ({wwm);w )] i)

_ <—T(Pp (m)-|—(;—f) o? (n) n (1—1)@? (’271)+T(Pp (n)} Il)) (3.25)

G <r¢p<m>+<;_f>(pp<n> N <1—r><pp<ga>+r<pp<n>]f‘>)

yazilir. F € fsx(p,on,1), G € fsx(p, @n,1) oldugundan

TP (m) +(1—7) 9? (n) | (1—7) @P (m) + 9P (n)]7
F([ ! s : | )
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IN

IN

» <[r<pp<m>+<;—r> 0" () , (1-7) <pp<;a>+r<pp<n>]5>

1

() [F (1707 o+ =000 @) 1 (10 =)0 )+ 97 1)

i () 6 (w0 i+ (=192 @) 6 (10 - )97 )+ 7 1)

#(5) (107 0n) 1= )07 @1F) 6 ([m97 0n) + 1 =) 0 ()]

#4 (5) £ (100097 on)+-20 @) ) 6 (1= )07 )+ 7 1))

1

L2 (E) h(t)F (p(m))+h(1—1)F (¢ (n))]

(3.26)

x[h(1=7)G (@ (m)) +h(T)F (¢(n))]

<[5 G (@) +h(1 =) (p ()
#(5) (107 0n) 1= )07 @1F) ({597 0n) + 1 =) ()]

e (% . <[(1 1) P (m) + TP (n)]%> G <[(1 — 1) 9P (m) + TQP (n)]%>

%) (1(D) (1 —7)+h (1~ 1) h(2)] My (m.n)

63



bulunur. Yukaridaki esitsizligin 7 ya gore [0, 1] aralig1 izerinde integrali alinirsa ve gerekli

degisken degistirme yapilirsa

o (e et

TG e 2 (09 ()

QP (n) —@P (m) Jom)
(3.27)
< [Fle®m)G(e(m)+F (¢(m)G(e(n))] Olhz(f)df
1
+[F((P(m))g(<P(m))+F(<P(n))g(<P(n))]/O h(t)h(1-1)dt
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [

Sonug 3.16. (3.24) esitsizliginde i (x) = x ve p = 1 alimirsa [56]’da Cristescu tarafindan
ispatlanan (4) esitsizligi elde edilir [56].

3.3. (p,9,) ~-KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN HERMITE-HADAMARD
-FEJER TiPLI ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde ilk olarak [W} ’ ye gore ¢@-p-simetrik fonksiyon tanimi verilmigtir
ve ardindan (p, ¢;,) —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejér tipli esitsizlikler

ispatlanmustir.

Tamm 3.17. p € R\ {0} olsun. @ : [m,n] C (0,00) — R fonksiyonu her y € [m,n]
isin 0 (p() = o 07 0n) + 07 ) - 0 (1)

Sl

) sartin1 sagliyorsa @ fonksiyonuna

==

ye gore ¢-p-simetrik fonksiyon denir.

[ Ll (M)TP” (n) ]

Ornek 3.18. p € R\ {0} olsun. @ : [m,n] C (0,00) — R fonksiyonu s € Ricin @ (}) =
y ¢
1
olarak tanimlansin. O halde @ fonksiyonu [W} " ye gore @-p-simetriktir,

Ornek 3.19. p € R\ {0} olsun. @ : [m,n] C (0,00) — R fonksiyonu @ (x) =

2 1
(xp — w> olarak tanimlansin. Bu durumda @ fonksiyonu [w] "y

@]

gore @-p-simetriktir.
Sonug 3.20. Tanim 3.17°da ¢ () = x olarak alinirsa Tanim 1.63 elde edilir.
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Teorem 3.21. i : (0,1) — (0,) fonksiyonu ve ¢ : [m,n] — [m,n] monoton artan
fonksiyonu verilsin. f : I — R fonksiyonu p € R\ {0}, m,n € I ve m < n olacak sekilde
(p, p)-konveks fonksiyon olsun. Eger F EIL [m,n] ve @ : [m,n] — R fonksiyonu negatif
wp(m);rqﬂ’(n)]

olmayan, integrallenebilir ve "ve gore -p-simetrik fonksiyon ise
y g ye gore @ y

»\ o)
2h1(%)F<{¢ W;"’ (”)] ) /a)(%)x’”dx
®

< o(X)F (x) 2" 'dx
@(m)
(3.28)
o [Flom)+r (o)
= 2
" QP ) —x” N\, ,( 2" =9’ m) -1y
" ¢<4> Mo o)t (o Sgrm )| 2024
esitsizligi vardir.
Ispat. p > 0 olsun. F : I — R fonksiyonu (p, ¢;,)-konveks oldugundan
o (m)+ 7 (n)]
([
., ('upp DRSO IORI0) ) 59

< he) 1 (lzo? tm)+ (1= 9P ] )+ ([(1-2) 9" (m) + 70" ()] ) |

=

yazilir. ® fonksiyonu negatif olmayan, integrallenebilir ve [w] ye gore

¢-p-simetrik fonksiyon oldugu i¢in

o ([797 (m)+(1=1) 9" ()]?) = o ([(1=7) 7 (m) + 79 (W)]7)  (330)

65



esitligi vardir. (3.29) esitsizliginin her iki tarafi @ ([T(p” (m)+(1—1)@? (n)] %> ile carpilir

ve T ya gore [0, 1] aralig1 iizerinde integrali alinirsa

1

/OIF ({q)l’(m);(pl’ (n)} ”) w([f(pp (m)+ (1 - 1) qo”(n)ﬁ)dr

< 1(){[ [o (o m+a-aer )

s ([wp (m)+ (1 —17) P (n)]%ﬂ dt (3.31)

+ [ oo+ (12970}

x £ ([(1=7) " (m) + 9" (m)]7 ) | dz |

olarak bulunur. Yukaridaki esitsizligin birinci ve ikinci integralinde ) =
[toP (m)+ (1 —17) @P (n)]% degisken degistirmesi ve iiglincii integralinde (3.30) 6zdesligi
kullanilip, ¥ = [(1 —7) @? (m) + T” (n)]% degisken degistimesi yapilir ve esitsizligin her

iki tarafi w ile carpilirsa

sty (=27 )

¢(n) 4
/ )w(x)x’” dy

(3.32)

elde edilir. Boylece (3.28) esitsizliginin birinci kismi ispatlanir.

(3.28) esitsizliginin ikinci kisminmi ispatlamak i¢in ilk olarak F/ fonksiyonunun

(p, o) —konveksigi kullanilmistir. Buna gére her 7 € [0, 1] igin

<=

F ([0 m)+ (1= 0" ]2 ) + £ ([(1=1) 9" (m) + 797 ()]
< hE@F (pm)+h(1=)F (p(n) (3.33)
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+h(1=2)F (@(m))+h(T)F (¢ (n))

= [h(1)+h(A=D)]F (¢ (m))+F (¢(n))]

<=

w] ye gore ¢-p-simetrik olmasindan dolay1 (3.33)

1

esitsizliginin her iki tarafi @ ([T(pp (m)+(1—1)¢? (n)]ﬁ) ile carpilirsa

yazilir. ® fonksiyonunun [

r([c0” m)+ (1= 9" (n)]7) @ ([29” (m) + (1= 1) 9" ()]
+1 (11 =) 97 (m) + 79" (n)]7 ) @ ([29” (m) + (1= 7) 9 ()] )

= 1 ([r0"(m)+ (1 - )" 0)]7) @ ([c9? (m)+ (1-2) " (m)]?)  (3.39)
1 ([0=2) 9 (m) + 79 )] ) o ([(1-7) 9 (m) + 797 ()] )

< (@) +h(=D)][F (@(m)+F (9(n)] @ ([r9” (m) +(1-7) 9 (w)]?)

esitsizligi bulunur. (3.34) esitsizliginin her iki tarafinin 7 ye gore [0, 1] aralig1 iizerinde
integrali alinir, gerekli degisken degistirme iglemi yapilir ve ardindan esitsizligin her iki

tarafi w ile carpilirsa

[F (@ (m)+F (¢(n))] (3.35)

" /q:;; Horm oram) (g orom )| 002" ax

elde edilir. Boylece (3.28) esitsizliginin ikinci kismi da ispatlanmis olur ve ispat

tamamlanir.

p < 0 icin de benzer islemler yapilirsa ayni sonug elde edilir. 0
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Sonuc 3.22. (3.28) esitsizliginde h () =x, ¢ (x) =x, p=1ve @ ()) = 1 alinirsa (1.18)
esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.23. (3.28) esitsizliginde i (x) = x, ¢ (x) = x ve p = 1 alinirsa Fejér tarafindan
ispatlanan (1.20) esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.24. (3.28) esitsizliginde 2 () = x ve ¢ (x) = x almrsa (1.60) esitsizligi elde
edilir.

Lemma 3.25. f : I — R fonksiyonu /° iizerinde diferansiyellenebilir, ¢ fonksiyonu
monoton artan olsun ve m,n € I°, m < n, p € R\ {0} olarak alinsin. Eger f’ € L[m,n| ve

o : [m,n] — R fonksiyonu integrallenebilir ise

¢(m) m)
_ (wp(n)—qoﬂ(m))z 336
] .
! s(7) , 1
x cF (797 (m)+(1-7) 9" ()] ) d7
/O[wv<m>+<1—r><pp<n>]lp ( )

esitligi vardir. Burada

J§ o (1Rgr (m)+(1-2)@r ()7 )dA,  Te[0,})
5(t) = (3.37)

~JF o (1Agr(m)+(1-2) 9 )7 )dA, 7€ [§,1]

olarak alinir.

Ispat.

68



) /; {f&w(wwwuxmp(n)]i)da
0 [7gP (m) + (1—7) P (n)]' ™7

1

< ' ([vg” m)+ (1 -7 9 (n)]7 ) | (3.38)

_<§0”(n)—<P”(m)>2

4

" [f:w(w<m>+<1x)wﬁ(n)ﬁ)dz
(292 (m)+ (1=7) @ (n)] 7

< 1! ([eg? (m)+ (1= %) 97 ()7 ) | d
= I, —b.

ifadesi goz Oniine alinsin. /7 ve I esitliklerine kismi integrasyon yontemi uygulanir ve

uygun degisken degistirme yapilirsa

L = _<<Pp(n)—<pp(m)>F<[T(Pp(m)+(1_f)¢p(n)],ﬂ)

p
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ve benzer sekilde

h = {_((Pp(n)_q)p(m))F([T(P”(M)+(1—r)gop(n)]é>

P

<([o(erm+a-nemr)a)}

_((P”(n)—q)”(m))

P

1

1
2

< [ (1007 m)+ (1297 ()7 ) (1707 (m)+ (1~ 2) 7 ()] ) =

2

_ (90” (n) ;@p (m)) (3.40)

2

< ({W(m);rfpp(n)r) /llco([/Mp”(m)”l_’l)@p(”)]}?) dA
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1
P (n)+oP(m) ] P
[yl

X x)xPtdy /
/<p<m> @) o(m)

[wp (n>+2<p1’ (m)} i

o(x)F (x)x" 'dx

olarak bulunur. Buradan /; ifadesinden I ifadesi ¢ikarilirsa

I = LL1—-1L
(3.41)
ot ¥ om+orw]\
= /(P( | o(x)F()x" dx—F { 5 ] o(x) 2" dx
@(m)
elde edilir ve boylece ispat tamamlanr. [

Sonug 3.26. Lemma 3.25’te ¢ ()) = yx olarak alinirsa (3.36) esitligi [15]’te Kunt ve Iscan

tarafindan ispatlanan esitlige doniisiir.

Sonug 3.27. Lemma 3.25’te ¢ (x) = x, p =1 ve ® (x) = 1 olarak alinirsa (3.36) esitligi

[11]°de Kirmac1 tarafindan ispatlanan esitligi verir.

Sonug 3.28. Lemma 3.25’te ¢ (x) = x ve p = 1 olarak alinirsa (3.36) esitligi [78]’da

Sarikaya’nin ispatladig esitlige doniisiir.

Teorem 3.29. [ : I — R fonksiyonu /° iizerinde diferansiyellenebilir, ¢ fonksiyonu
monoton artan, m,n € I°, m < n ve ' € L[m,n] olsun. Eger |['| fonksiyonu [m,n]
aralig1 iizerinde (p, ¢;,) —konveks fonksiyon, p € R\ {0} ve @ : [m,n] — R fonksiyonu

stirekli ise asagidaki esitsizlik vardir:

) " ; N\ o)
/(,, o) F () x" dy—F [(pp( );W)} /w(x)x”‘ldx
¢(m) olm)
(3.42)
< (“”p(”>p"’p( )) ol [ (7. @.1) | (@ (m))] + < (.0, 1) |F (9 ()]
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Burada [|@||., = sup, ¢ |@ ()]

Ql(pa(pvh) = [/é Ih(f) 1dT
0 [rgr (m)+(1—7) 9P (n)]' 7
(3.43)
+[ (1—1)h(7) 147
b [rgP (m)+(1—7) o2 (n)]' 7
[ 2 th(l—1)
(o) = | -4t
0 [zor(m)+(1—-7)gr(n)]'"*
(3.44)

+ﬁ (1-1)h(1—71) 1 ldT]
2 [rP(m)+(1—1) 9P (n)] 7

olarak alinir.

Ispat. Lemma 3.25’ten

@(m)

) ” . ALY
y w(%)F(X)%”IdXFG(PP( e ) [ 0w

((P”(n)—fp”(m))2

p

IN

ds

) [ [ I |@ (1er (m)+ (1= 2) 9 ()] )
O e (m)+(1-t)er(m)' 7

(3.45)

X drt

r' (Teg? (m)+ (1 =) 9" (n)]7 )

o ([Rg? (m)+ (1= 1) 97 ()7 )| ds

1
/1 ff
b rer(m)+(1—-1)er(n)]'

X

F'([vg” (m)+ (1=1) 9" (n)]7)

|
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elde edilir. Ardindan |F’| fonksiyonunun (p, @;) — konveksligi kullanilirsa

(n) P (m)+ 0P (n 7\ ow
/(p w(x)F(x)xpldxF([q) ( );(p ( )] ) /w(x)xpldx
[

o(m) (m)
P(n) — 0P (m)\ 2
< ((P ( )pq’ ( )) o).,
; {/; e[ (@) (@ m)|+h(1=7)[F (9 ()]
0 [c@P (m)+(1—1) 9P (n)]' 7
+/ (1-7)[h(2) |1 (9 <m>>|+h<1—r3|l< (n))ﬂdf}
wl’( )+ —1)r(n)] »
(o) =P (m))? {[ 3 th () d
_ . 1 (3.46)
( P ) ] /0 [t@P (m)+ (1 —1) @P (n)]' "7 '
+/1 (1—7)}1(7) _ldT |F/((P(m))‘
2 [toP (m)+(1—1) P (n))
N /i th(l —1) : it
O [tor(m)+(1—1)9r(n)] "7
N l l—T h(l—T) — dT |F/((P(n))|}
5 [e@r (m)+(1—1)@r (n)]' 7

[

P(n) — 0P (m)\ 2
_ ("’ ( >p*" ( >) @l [ (p, @.h) |F' (¢ (m))] + Q2 (p, 0. 1) |[F' (¢ (n))

bulunur. Boylece ispat tamamlanmais olur. [

Sonug 3.30. Teorem 3.29°da h(x) = x ve @ (x) = x olarak alinirsa (3.42) esitsizligi

[15]’te Kunt ve Iscan tarafindan ispatlanan esitsizlige doniisiir.

Sonug 3.31. Teorem 3.29°da h(x) =, ¢ (x) =%, p =1 ve @ ()) = 1 olarak alinirsa

(3.42) esitsizligi [11]’de Kirmac1’nin ispatladigi esitsizlige indirgenir.

Teorem 3.32. / : I — R fonksiyonu [° iizerinde diferansiyellenebilir, ¢ fonksiyonu
monoton artan, m,n € I°, m < n ve f' € L|m,n] olsun. Eger |F’|? fonksiyonu [m,n] arali1

iizerinde (p, ¢;,) —konveks fonksiyon, g > 1, p € R\ {0} ve @ : [m,n] — R fonksiyonu
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stirekli ise asagidaki esitsizlik vardir:

() . o (m)+ P (n)]”
/(P(m) o(x)F (x)x" " dy F([ > ]

|—
~
S
S
\E
e
)
=
3
&
x

IN

(£

X {93 (P, 1)' " [Qu (p, @, 1) | (@ ()| + Qs (p, @, 0) | (@ (m))]*]

+Q6 (p, @, 1)' 7 [Q (p, 0, 1) |[F' (¢ (m))|" + Qs (p, 9, 1) \F’(m(n))}q}‘lf}-
Burada H(")Hoo = SUPy clm,n] |0O (X)"

T

%9 2 /Oé TR P T o
o - ) [wp(m)+<Tlhfrr)><pp<n>1“ﬁdr’ o
Bt = /05 [rw(m):lzfl—_r;zpp(n)ridt’ o
utnon = J; FERTE L o0
Q (p,@,h) = ; [r¢p(m)(i(_1?i)(zp(n>]lidr’ (3.52)
) Qg(p,@,h)z[l (1=9)r=7) —dt (3.53)

olarak alinir.

Ispat. Lemma 3.25’ten
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¢(m) m)
2
p
(3.54)
{/ . | (tzg? (m)+- (1~ 2) 9 ()7 )| e
0 [tor(m)+(1—1)@r(n)] 7

bulunur. |F’|? fonksiyonunun (p, ¢;,) —konveksligi ve Power-mean esitsizligi kulanilirsa,

(n) P (m)+ 0P (n AL
/(P w(x)ﬂx)x’”dxF({(p ( );90 ( )] ) /w(x)x’”dx
[

o(m) m)

1-1

o7 (n) — @7 (m) \ 2 : T ‘
) ( P ) m{(/o [wp(m>+<1—r)qﬂ?(nﬂ“idT)

1

F' (legr (m)+ (1 =) g7 ()7 )|

X /éf[ ]d‘c q
O e (m)+(1—7)@r (n)] 0

0" (m) — ¢ (m)\? % : e
< (7 >w{(/0 [r<pv<m>+<1—r><pp<n>11pd1>

) ( J Rl ARSI TR dT>5
0 [ (m)+ (1-7) o7 (n)]' 7
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1—-1
W oo
3 [eor (m)+(1—1)r (n)]' 7

) </1 (1-71) [h(r)F’(¢(m))q+h(1T)F/((P(n))q]dry}

; (797 (m) +(1-7) g7 (n)]' "7

olup

IN
A/~
S
=
S
< ||
S
=
g
~
_l\)
£
8

(3.56)

X {(93 (. 0.1)' 7 [Qu (p,0,h) [ (9 (m)["+Qs (p,@.h) [F' (@ (n))|] é

|

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. [

T

+ (Q‘6 (p?(pah))l_é ['Q7 (pa(P7h) ‘F/((p<m))‘q+98 (P;¢7h) ‘F/<(p(n))}q}

Sonug 3.33. Teorem 3.32°te h(y) = x ve @ (x) = x olarak alinirsa (3.47) esitsizligi

[15]’te Kunt ve Iscan tarafindan ispatlanan esitsizlige doniisiir.

Teorem 3.34. / : I — R fonksiyonu [° iizerinde diferansiyellenebilir, ¢ fonksiyonu
monoton artan, m,n € I°, m < nve f' € L|m,n] olsun. Eger |F’|? fonksiyonu [m,n] arali1
tizerinde (p, ¢;,) —konveks fonksiyon, ¢ > 1, p € R\ {0} ve @ : [m,n] — R fonksiyonu

stirekli ise asagidaki esitsizlik vardir:

) ” . I\ o)
/(P w(x)F(x)x’”dxFG(pp( );q)p( )] ) /Mx)xp‘ldx
¢
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+ Q10 (p, 9, h) ( m))|? / T)dt+|F (¢ )|q/1]h(1—7:)d1>;].

Burada [|@||,, = supycppq [@ (X)),

Qo (p,@,h) = (ﬁ( ‘ 1> dr) (3.58)
0 \[rpr(m)+(1—1)pr(n) 7

Qio(p,@,h) = (/1< . 1> dr) (3.59)
2 \[tgr (m)+(1—1)@r (n)]' >

ve %—l— é = 1 olarak alinir.

Ispat. Lemma 3.25 ve Holder esitsizligi kullanilarak

(3.60)
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bulunur. Ardindan |F’|? fonksiyonunun (p, ¢;,) —konveksligi kullanilarak

o(m)

» P »\ o)
/(p()w(x)F(x)x’”dxF({(p (m);(p ( )} ) /w(x)xf”dx
¢

< (P g,

P

1 1—7 i ’
1 ( 11) dr) (3.61)
2 \[t@? (m)+ (1 —7)@P(n)] 7

X

Q9 (p. 9.h) <|F/<<p<m>>\"/02h<r>dr+\F’<<p<n>>}q/02h<1—r>dr)
+Qio(p,@,h) ( m))|? / T)dt+|F (@ ))\q/lh(l—r)dr)q]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. 0

Sonug 3.35. Teorem 3.34’da h()) = x ve @ () = x olarak alinirsa (3.57) esitsizligi

[15]’te Kunt ve Iscan tarafindan ispatlanan esitsizligi verir.

Sonug 3.36. Teorem 3.34’da h(x) =x, ¢(x) =X, p =1 ve o(x) = 1 olarak alinirsa
(3.57) esitsizligi [11]°de Kirmac1” nin elde ettidi esitsizlige doniisiir.
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34. (p,9,) -KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN OSTROWSKI
ESITSIZLIKLER

TIPLI

Bu alt boliimde ilk olarak teoremlerde kullanilacak lemma ispatlanmis ardindan

(p, ) —konveks fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli esitsizlikler elde edilmistir.

Lemma 3.37. [ : I — R fonksiyonu [° iizerinde diferansiyellenebilir, ¢ fonksiyonu

monoton artan olsun ve m,n € I°, m < n, p € R\ {0} olarak alinsin. Eger ' € L[m,n] ise

¢(n)
PO~ oyt [ F (W du

drt

/IrF' (Ir0” () + (1= 7) 97 (m)] )
) e )+ (1= )9 ()] 7

/IM' (Iror 1)+ (1=7) 9" (””’1’>df}
b lrer G+ (1= er ()

esitligi vardir.

Ispat. Kismi integrasyon uygulanarak

1
p(@? (n) — P (m))

drt

/1rf' (Ir” 1)+ (1 =) 97 (m)?)

x {(rp” (x) — ¢ (m))? -
o lter(x)+(1—1)er(m)

~ (@ —9" () [ =

Lor ! ([ror () + (1= 1) @7 (””;)df}
o lter()+(1—-1)er(n)] »

1

(3.62)

(3.63)

- Gy (@7 ) = 9" ) F (0(0)) + (9" (1) = 9" GO F (1)

(97 () =97
1

~ (0 ()= 0" m) [ F (120" (0)+(1 =) 9 (m))? ) de
0
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1
(@’ =" (@) [ 1 (Ie0" )+ (1= 1) 9" <n>]i)dr}
0

bulunur. Ardindan u = [7@” () — (1 —1) @? (m)]ll’ degisken degistirmesi yapilirsa

1
(@ (n) — @7 (m))

{F (0(2)) (9" ()~ 9" (m)
1 1
(@’ ) =" m) [ 1 ([z0” (1)~ (1=) 9" (m)]?) d
0
1
~ (@)= 9" () [ F ([t Gy~ (1= )97 (m)]7 ) dr} (3.64)
0

1
(@7 (n) — @P (m))

o(x) o(n)
< F @GN ) =97 (m) = [ F () pu ™ du= [ F () pu~
@(m) ¢(x)
olur. Boylece ispat tamamlanir. [

Sonug 3.38. Lemma 3.37°de ¢ () = x ve p = 1 olarak alinirsa (3.62) esitligi [10]’da

Cerone ve Dragomir tarafindan ispatlanan (2.1) esitligine indirgenir.

Sonug 3.39. Lemma 3.37°de ¢ () = x olarak almirsa (3.62) esitligi [63]’te Iscan’m elde

ettigi Lemma 1°deki esitlige doniisiir.

Teorem 3.40. [ : I — R fonksiyonu /° iizerinde diferansiyellenebilir, ¢ fonksiyonu
monoton artan, m,n € I°, m < n ve F' € L[m,n] olsun. Eger |F’| fonksiyonu [m,n]

aralig1 tizerinde (p, ¢;,) —konveks fonksiyon ve p € R\ {0} ise asagidaki esitsizlik vardir:

o(n)
F(p(x) - P / F () uP ™ du

(3.65)
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x {((P” () =" (M) [|F (@ ()| ¥ (om0, 1)+ |F' (@ (m)) [ W2 (o, m3 0, 1)

(97 (1) = 0" () [[F (9 )21 (. 9. 1) + | F (9 (m)| W2 (.3 9,)] }

Burada

1

W (x,m:@.h) = / oh(7) —dt (3.66)
o [toP () +(A—7)er(m)] 7
1

W, (g, m.h) = / wh{1-7) _dt (3.67)

5 [tor () + (1—1) P (m)]' 7

Th(71)
2P () + (1—7) @P (m)] 7

¥ (x,n;0,h) = / dt (3.68)
0

veE

W, (1,1, h) :/ ch(1-7) _dt (3.69)
5 ltor () +(1—1)@r(n)]' 7

olarak alinir.

Ispat. Lemma 3.37 kullanilarak

Ler ([eg? () + (1 -7 7 (m)] )

(97 (x) — @ (m))? 1
{ 0/ [toP (x)+(1—1) @ (m)])' "7

art

df}

Ler! ([v0r (1) + (1= 7) 97 (n)]7)
~ (" (1)~ 9" (1))
0/ [to? (X) +(1—7) 97 (n)]

(3.70)

|

1
p(@? (n) — P (m))

IN
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{ /1 (i7" () + (1= 7) 7 (m)] )
b e+ (1= erm)'

1

/ ([0 (1) + (1= 7) 97 ()] )
L 1r><pp<>]1

yazilir. |F'| fonksiyonunun (p, ¢;,) —konveksligi kullanilarak

¢(n)
F(o(x))— ( P / F(t)t’~ldr

(07 () 07 ()2 /Irwmm GDI+R1=D)|F ()],
b e+ -Derm)'

tlh(t)[F (¢ (x)|+h(1—7)[F'(e ())]dr}
(1-7)pr(n)] 7

=
S
=
S
+

(3.71)

1
+(9” (n) — 9" (x))* [lF’((p(x))/ th(7) dt
[Te? (x) +(1—1) @P (n)]
1
+F (o] [ =) df”
o [tor () +(1—=1)r(n)] ~»
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< { (97 (1) = 0" (m)) [|F (9 (0) |21 (.15 0, ) + | F (9 (m))| W2 (.3 9,)]

+ (97 (n) = @ (O [|F (@ ) ¥t (X,m590.1) + [F' (9 (n))] 2 (x,n;fp,h)}}

elde edilir. Ispat tamamlanr. [

Sonug 3.41. Teorem 3.40'ta @ (x) = x. h(x) = x* (s € (0,1]), |F' (x)| <M (x € [m,n])
ve p = 1 olarak alinirsa (3.65) esitsizligi [40]’ta Alomari ve ark. tarafindan elde edilen

(2.1) esitsizligine doniisiir.

Sonu¢ 3.42. F : I — R fonksiyonu /° iizerinde diferansiyellenebilir, ¢ fonksiyonu
monoton artan olsun. m,n € I°, m < n olmak iizere f’ € L[m,n] olarak verilsin.
h:J C R — R fonksiyonu negatif olmayan, tist carpimsal fonksiyon ve i()) > x olsun.
Eger |/ /| fonksiyonu [m, n] aralig1 iizerinde (p, ¢;,) —konveks, p € R\ {0} ve |F'(x)| <M

ise asagidaki esitsizlik vardir:

¢(n)
- P w)uP'du
FOW) g e | T
¢(m)
M
p (97 (n) — @7 (m)
(3.72)
< { (97 () = 97 () [W3 (3,3 0,) + W (3,3 0, )
(97 (1) — 9 () [¥3 (2759, ) + Wa (3,5 0, 1)}
Burada
! 2
s (. m;@.h) = / ") —dt (3.73)
o [P () +(—7)@r(m)] 7
! 2
W, (x,m;@,h) = / h(e—7) —dt (3.74)
) lror () + (1 =) (m)' 7
! 2
Y3 (x,n9.h) = / h() dt (3.75)

S [eer (1) +(1—1) P (n)]' 7
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veE

1 )
V4 (i) = | G dr (3.76)

olarak alinir.

Sonug 3.43. Yukaridaki (3.72) esitsizliginde ¢ (x) = x ve p = 1 olarak alinirsa esitsizlik,

[53]’te Tung tarafindan bulunan (2.1) esitsizligine indirgenir.

Teorem 3.44. [ : I — R fonksiyonu [° iizerinde diferansiyellenebilir, ¢ fonksiyonu
monoton artan ve m,n € I°, m < n olacak sekilde f " € L[m,n] olsun. Eger |F’|? fonksiyonu
[m,n] aralig1 iizerinde (p, ¢, ) —konveks fonksiyon, ¢ > 1 ve p € R\ {0} ise asagidaki

esitsizlik vardir:

¢(n)
FOW) - o arim [ F @ tau
@(m)

1
= oo (n)—er(m)

{0 (1) 97 (m)? (%1 (s .1))'

Q=

< [|F (@ CO)"¥1 (s 9, 1)+ | (@ (m))| P2 (x.mi @ )] (3.77)
+ (07 )= 97 (1)) (¥1 (zm9,1)"

<[ (@GO 1 G ) |1 (o ()| (s 0.}

Ispat. Lemma 3.37 yardimiyla

(3.78)
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1

o[

r(p/’

)+ (1-7) 97 (n)]7)

df}

b lrer () —(1—1)er ()~
yazilir. (3.78)’de Power-mean esitsizligi kullanilarak
¢(n)
14 1
F(o(x))— / F(u)uP " du
00D~ g | £

/lr P (v (=9t )
X i T
) Eer )+ (1-5)er(m)'

1

-1
+((97 (n)— 9” (x))? d Ldt
( ><0/[wp<x)+(1f)<pp(n)]lp )
Lol (rer )+ (1 -Derm)7)| \°
- dt
o lter(x)+(1—=1)er(n)] »

bulunur. (3.79) esitsizliginde |F’|? fonksiyonunun (p, @) —konveksligi kullanilirsa

@(n)
FOU) ~ gy arg | T 0
¢(m)

85



Q=

y ( /1 th () |[F' (¢ ()| + th(1-7) |F (@ (m))| dr)
; [c@? (1) + (1 —1) @7 (m))' 7

1 1-
+((97 () — 9" (x))? : -dt
( )(0/ [P (2)+(1—7) 9P (n)] "7 )

X(/Irh 0 (1) |‘1+rh<1 r)F'«p())da)q
[tg? () +(1—7) @7 ()] "7

0

1
(3.80)

1
1 q
h(l—
—|-‘F/ ‘q/ ‘ %) rdt
b [rer () +(1—-2) 9P (n)]' "7

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [

Sonug 3.45. Teorem 3.44’da @ (x)=x, h(x)=x* (s € (0,1)), |[F'(x)| <M (x € [m,n])
ve p = 1 alinirsa (3.77) esitsizligi [40]’ta Alomari ve ark. elde ettigi (2.3) esitsizligini verir.

Sonug 3.46. Teorem 3.44’da ¢ () = x ve h()) = x alnirsa (3.77) esitsizligi [63]'te

Iscan’n ispatladig1 (6) esitsizligini verir.
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Sonu¢ 3.47. F : I — R fonksiyonu [° iizerinde diferansiyellenebilir, ¢ fonksiyonu
monoton artan ve m,n € I°, m < n olacak sekilde f’ € L[m,n] olsun. h: J CR — R
fonksiyonunun negatif olmayan, iist carpimsal fonksiyon ve A()) > x oldugu varsayilsin.
Eger |F’|? fonksiyonu [m,n] aralig1 iizerinde (p,@,) —konveks, ¢ > 1, p € R\ {0} ve
|F'(x)] < M ise asagidaki esitsizlik vardir:

¢(n)
F(@(x))—(P,,(n)f(pp(m) / F(u)uP~\du
¢(m)

< M
— p(er(n) — P (m))

{(0” )~ 07 m)) (%1 (o .1)'
(3.81)

=

X [¥3 (x,m; @,h) +W4 (x,m;Q,h)]

1

+ (97 (m) - 9" (X)) (¥ (x5 9,1))" @

1
(3 (,m; 9,h) + ¥ (x,n;qnh)]q}

Sonug 3.48. Sonug (3.47)’da @ (x) = x ve p = 1 alinirsa (3.81) esitsizligi [53]’te Tung

tarafindan ispatlanan (2.4) esitsizligini verir.

Teorem 3.49. f : I — R fonksiyonu [° iizerinde diferansiyellenebilir, ¢ fonksiyonu
monoton artan, m,n € I°, m < n ve ' € L[m,n] olsun. Eger |F’|? fonksiyonu [m,n]
araligi tizerinde (p, ¢, ) —konveks fonksiyon, ¢ > 1 ve p € R\ {0} ise asagidaki esitsizlik

vardir:

o(n)
F(o(x))— P /F(u)up_ldu

S ) g () L@ (0= 9" () (5 (s, 1)

Q=

|

x [|F'(<P(%))|q+}F'(fp(m))lq]/h(f)dr (3.82)
0
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Burada %+%I =1ve

1 r
Ws (g, m;0,1) = /( ! 1 ,) dr (3.83)
o \Tor(x)+(1—1)9r(m) »
1 r
W (g,n;0,1) = /( ! 1 1) dt (3.84)
o \[ter(x)+(1—-1)0r(n)] »

olarak alinir.

Ispat. 11k olarak Lemma (3.37) ve Holder esitsizliginden,

¢(n)
p—1
F(o(x )/F(u)u du
@(m)
_ 1
— p(eP(n)—@P(m))
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elde edilir. Ardindan |F'|? fonksiyonunun (p, ¢;,) —konveksligi kullanilir ve degisken

degistirme yapilirsa

o(n)
- P u 1 u
FOW) = ot orim /p()p d
®(m)
1
(9 (n) — @7 (m))
! N
<4 (97 (1) ( ) o
o/ [ToP (% l—f)qﬂ’( )"
(3.86)

1 0
x| [|F 1+ |F ))|q}/h(r)d7:

0

! N
(07 ()~ 9" ()" /( : 11) dr
o \[te?(x)+(1—1)¢?(n)]

1 '
< | [|F" (@O)|"+|F' (¢ (m)|"] /m)df

0

bulunur. Ispat tamamlanr. -

Sonug 3.50. Teorem 3.49°da @ (x) = x, h(x) = x° (s € (0,1]), |F' (x)| <M (x € [m,n])
ve p = 1 alinirsa (3.82) esitsizligi [40]’ta Alomari ve ark. tarafindan elde edilen (2.2)
esitsizligini verir.

Sonug 3.51. Teorem 3.49’da ¢ (x) = x ve h(y) = x alinirsa (3.82) esitsizligi [63]’te

Iscan’1n ispatladig1 Teorem 6’daki esitsizligi verir.

3.5. (p,9,)—~KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN JENSEN VE
JENSEN-MERCER TIPLI ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde (p, ¢,) —konvekslik yardimiyla ilk olarak Jensen tipli esitsizlik elde

edilmistir. Ardindan aynm: konvekslik i¢in Jensen-Mercer tipli esitsizlikler ispatlanmigtr.
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Teorem 3.52. wy,wy,...,w; (k > 2) pozitif reel sayilar olsun. Eger & negatif olmayan iist

carpimsal fonksiyon ve F € fsx(p, @p,1), p € R\ {0} ise asagidaki esitsizlik saglanir:

1

F Wi

k % k W
i_Zl wiQ (%i)] < ;h <Vl_/k) F (o)) (3.87)

k
Burada Wy, = ¥ w; dir. Eger A alt carpimsal fonksiyonsa ve f € fsv(p, @y, 1) ise (3.87)
i=1
esitsizligi yon degistirir.
Ispat. [ € fsx(p,@u,I) oldugunu varsayalim. k =2 i¢in T = ;[V_/lz olarak alinirsa (3.87)
esitsizligi (3.1)’deki (p, ¢, )-konvekslik tanimindan saglanir. (3.87) esitsizliginin (k — 1)

icin dogru oldugunu varsayalim. ()1, X2,---, Xx) V& (W1, w2, ...,wy) sirali k—lileri i¢in

1 & » _Wk k=1, %
F _ w;©P (¥ = F K P 4 P ;
W & ie” () Wi ? () + Y gy, 9" ()
- 1
Wi Wil wi :
= F _* P o 4 ;
Wi ? 00+ Sy Loy, @7 ()

IA
>
TN

|3
~——
ﬁ
aS)
g

IA
=
/I\
~——
ﬁ
AS)
g

(3.88)




N (W‘;kl) n (ujk”il) F(o(0)

olur. & fonksiyonunun iist carpimsalligi kullanilarak

1

& ’
F Ao wio” (x
e & i )]
Wi Wi—1
< h|— h| — _
< ()@ en(B) et
(3.89)
Wk—2 wi
p(2) o)+ th () (o)
k "
= nl 2L l
,_Zl (Wk)F(w(x))
bulunur. Boylece ispat tamamlanir. [
Sonug 3.53. Teorem 3.52°te Wy = 1 alinirsa (3.87) esitsizligi
k » k
FLIXwio! ()| | <Y hw)F (o) (3.90)
i=1 i=1

esitsizligine doniisiir.
Sonug 3.54. Teorem 3.52°de ¢ () = x olarak alinirsa (3.87) esitsizligi [69]’daki (4.1)
esitsizligine doniisiir.

Sonug 3.55. Sonug 3.53’de p= 1,9 (x) = x ve h(x) = x* (s € (0,1]) olarak alinirsa
(3.87) esitsizligi (1.44) esitsizligine doniisiir.

Lemma 3.56. 0 < y; < y» < ... < xx ve h: J — (0,00) fonksiyonu J iizerinde negatif
olmayan fonksiyon olsun. ¢+ =1 ve h(a) +h(fB) <1 olacak sekilde o, B € [0, 1]
verilsin. ¢ : [m,n| — [m,n] fonksiyonu monoton olsun. [ aralig: iizerinde tanimli her

(p, n) —konveks F fonksiyonu igin

=

)

F (lo” o)+ () — 0" ()
(3.91)
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< F(o()+F (o) —F (9 (x:))

esitsizligi saglanir. Eger F fonksiyonu (p, ¢;,) —konkav ve o + 3 = 1 olacak sekilde her
o, B el0,1]icinh(a)+h(B)>1ise (3.91) esitsizligi yon degistirir.

Ispat. 0 < y1 < jp <..< xrolsunve a+ B =1ve h(a)+h(B) < 1 olacak sekilde a,
B € 10,1] verilsin. ¢ ();) = [@” (1) + ¢” (xx) — ©* (x,)]% olarak yazilsin. Bu durumda
O V)P + P (i) = 0P (x1) + @ (xx) elde edilir. Bu esitlikten ¢ ()))?, P () ile
07 (x1), ©” () ciftlerinin ayn1 orta noktaya sahip oldugu goriiliir. O halde 1 <i <k

icin @7 (7:) = a9 (1) + B (k) ve @7 (Vi) = Bo” (x1) + @ (%) saglayan bir a,
B €[0,1] vardir. F fonksiyonunun (p, ¢;,) —konveksligi kullanilarak

Flo)) = r(1Bo” (u)+ae” ()" )

< h(B)F (9 (1) +h(a) F (¢ ()
< (I=h(a)F (¢ (x1)+A—h(B))F (¢ (%))
(3.92)
= FeCn)+F (@) —[h(a)F (@ (1) +h(B)F (@ ()]
< FloGu)+F (o))~ | (lag? ) +Bo (u))7) |
= F(e()+F (@(u)—F (e ()
bulunur. Boylece ispat tamamlanir. [

Sonug 3.57. Lemma 3.56’da p = 1 ve ¢ () = x olarak alinirsa (3.91) esitsizligi [79]’da

Alomari’nin ispatladigi (2.1) esitsizligine doniisiir.

Teorem 3.58. / : J — (0,00) fonksiyonu J iizerinde negatif olmayan, iist carpimsal ve
@ : [m,n] — [m,n] fonksiyonu monoton artan olsun. 0 < x; < x2 < ... < Xk» W1, W2, eeey Wi

k k
(k > 2) pozitif reel sayilar, W, = Y w; ve Y h (%’() < 1 olsun. Eger [ fonksiyonu
i=1 i=1
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. k .
) - ’ 1)j= )
(p, on) —konveks, p € R\ {0} ise her sonlu artan (x;);_, € [m,n] dizisi i¢in

d

< P+ (oG- L h () (o)

k ’
o” (1) +oF () — Wik ; wi? (Xi)] )

(3.93)

esitsizligi saglanir. Eger F fonksiyonu (p, ¢;,) —konkav, i fonksiyonu alt carpimsal ve

k
Y h (%) > 1 ise (3.93) esitsizligi yon degistirir.
i=1

. k

Ispat. Wi,k _Zl w; = 1 oldugundan
1=

F (

o (

yazilir.  (3.94) esitliginin ikinci kisminda, ilk olarak Teorem 3.52°de verilen

k ’
o” (1) + 0" () — Wi,k ; wi QP (xi)] )

(3.94)

k

Y 2P () + 0 () — 0 <xi>>] )

i=1 Wk

(p, ) —konveks foksiyonlar igin Jensen esitsizligi ardindan Lemma 3.56 uygulanirsa

Y Y (1) + 0" () — 7 oa-))] )

IA
™~
=

k

(ﬁ) r (0? G +07 () — o7 ()17
(

IN
™~
>

) (oG +F (00w) — F (0 ()] (3.95)

elde edilir. Ispat tamamlanr. 0



Sonug 3.59. Teorem 3.58’de Wy, = 1 alinirsa (3.93) esitsizligi

p

k
F e (u)+e (n) — Zwmp” xi)

(3.96)

M»

< Fle)+F (@)=Y hw)F (o))

1

~.

esitsizligine doniisiir.

Sonug 3.60. Teorem 3.58’de p =1 ve ¢ (x) = x olarak almirsa (3.93) esitsizligi

Alomari’nin ispatladigi

1 k
r <X1 + Xk — Wkigwiﬂci)

(3.97)

k Wi
< o+ -5 ) F e

h—konveks fonksiyonlar i¢cin Jensen-Mercer esitsizligine indirgenir [79].

Sonug 3.61. Sonu¢ 3.96’dap=1, ¢ (x) = x ve h(a) = o olarak alinirsa (3.96) esitsizligi

Mercer’in ispatladigi (1.25) esitsizligine doniisiir.

3.6. RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLI INTEGRALLER YARDIMIYLA
(p,0,)~KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN HERMITE-HADAMARD
TIPLI ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde Riemann-Liouville kesirli integraller kullanilarak, (p, ;) —konveks

fonksiyonlar icin yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir.

Teorem 3.62. . : (0,1) — (0,0) fonksiyonu verilsin. ¢ fonksiyonu monoton artan, f :
I — R fonksiyonu negatif olmayan ve p € R\ {0}, m,n € I ve m < n olacak gekilde
(p, op)-konveks fonksiyon olsun. Eger F € L[m,n]| ise kesirli integraller i¢in asagidaki

esitsizlikler vardir:
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1. p>0ise x € [m”,n”] olmak iizere @ (}) = x% icin

F([(p”(m);@”(n)}fl’>

1 T(o+1)
: ’“(2) (7 (n) — 7 (m))°

(3.98)
X 7% e (Fo@ () (@7 () +9%, - (F 0@ (1)) (0" (m)
1 1
< (5) @(F ((m) +1 (o)) [+ (h(z)+h(1 1)) dn
0
esitsizligi vardir.
2. p<O0ise x € [n?,mP”] olmak iizere @ (}) = x% icin
o7 (m) + ¢ (n)] 7
A([Teee))
1 T(o+1)
= ’“(2) (7 (m) — g7 (m))°
(3.99)

x [18, (F 0@ () (97 (m) +7%, . (F 0@ (1)) (9" (n)

Y h(t)+h(1—1))dr

|
=
N
0|
~——
)
‘ﬁ
S
g
_l’_
‘ﬁ
S
S
S

esitsizligi vardir.

Ispat. ¢ fonksiyonu monoton artan bir fonksiyon olsun. p > 0 oldugunu kabul edelim. f

fonksiyonunun (p, ¢, ) —konveksligi kullanilarak

r (V @) T’y )} ) <h (1) (@) +F (9(W)) (3.100)

2 2

1

yazilir. ~ (3.100) esitsizliginde @ (x) = [to? (m)+(1—17)@? (n)]? ve @(Y) =

o—1

[(1—1) QP (m)+ TP (n)]% degisken degistirmesi yapilir, esitsizligin her iki tarafi ©
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ile carpilir ve ardindan [0, 1] aralig1 iizerinde T ya gore integral alinirsa

/]T.“F ({qﬂ’ (m) 0" (0) ;,> o

< lz(%) [/r“ﬁ(hwpon)+(1»qu(nﬂé)dr (3.101)

1
+ (2 (10 =097 (m) + 07 <n>]i)dr]

0

bulunur. Yukaridaki esitsizlikte gerekli matematiksel islemler yapilirsa, ¥ € [m”,n”] olmak

lizere @ () = )ﬁ icin

Ly (lsol’(m);«pp(n)]é)
)

®7(n) a—1
1 ¢’ (n)—x L 1
e Lp</m> o) ) g
@ (n) a—1
X —¢"(m) : !
i oo <"”><pp<n><pp<m>d”] .
| | ¢ (n) , -
= 1(3) oo (,,p(/m @ e

< h (1> Lle+1) (3.103)



oldugu bulunur. Boylece birinci esitsizlik ispatlanir. Esitsizligin ikinci kisminin ispat1 ig¢in

F nin (p, ¢;) —konveksliginden

r([e0” (m)+ (1= @” )7 ) +1 (1= 1) 9" (m) + 7" (w)]7)
(3.104)

< (D) +h(1=20)(F (¢ (m))+F (¢(n)))

yazilir. (3.104) esitsizliginin her iki tarafi %! ile carpilir ve ardindan [0, 1] aralig1 iizerinde

T ya gore integral alinirsa

1

[ (Ie07 m)+ (1= ) @7 ()7 ) dr

0

1

+/r‘“F (11 =) 97 (m) + 79? ()]? ) d= (3.105)
0

1
= (F(<P(m))+F(<P(n)))/T“_1(h(f)+h(1—f))df
0

bulunur. Bu esitsizlikte gerekli matematiksel iglemler yapilirsa, x € [m”,n”] olmak iizere

@ (1) = 17 icin

(3.106)
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elde edilir. (3.106) esitsizliginin her iki tarafi 4 (%) o ile carpilirsa

1 T(o+1)
" (z) (7 (n) — 7 (m))°

< I e (F 2 @) (97 (m) +98% - (F o @) (97 (m))] (3.107)
1 1
< h<§) alF (pm)+F (9) [+ (h(z)+h(1-7))ds
0

oldugu goriiliir. Boylece (3.98) esitsizliginin ikinci kismi da ispatlanmus olur.

(3.98) esitsizliginin ispatinda, ¢ fonksiyonu monoton artan bir fonksiyon olmak iizere

1
p < 0i¢in benzer ispat basamaklari uygulanirsa y € [n?,m”] olmak iizere @ (x) = x 7 igin

F({‘Pp(m);‘l’p(”)]’l’)

(3.108)
X [JE e (Fo@) (97 (m) 472, (Fo@) (¢ ()]
1 1
< a(3) et @) +r (@m) 0/ <1 (h(2) 4 h(1 - 7))de
oldugu goriiliir. [

Benzer sekilde yukaridaki teoremde ¢ fonksiyonu monoton azalan alinirsa p > 0 i¢in

(3.99) esitsizligi ve p < 0 icin de (3.98) esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.63. 4 : (0,1) — (0,00) fonksiyonu verilsin. ¢ fonksiyonu monoton artan,
F,G : I — R fonksiyonu negatif olmayan ve p € R\ {0}, m,n € I ve m < n olacak
sekilde (p, @,)-konveks fonksiyonlar olsun. Eger f,G € L[m,n]| ise kesirli integraller

icin asagidaki esitsizlikler vardir:
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1. p> 0ise x € [mP,n”] olmak iizere® () = x% icin

I'a)
(97 (n) — @ (m))*

X opimyt (F 0 @) (97 (1)) (Go@) (97 (n))

8 (F 0®) (97 () (Go0) (¢ (m)) (3.109)
1
< P (pm)Glo(m)+F ()G (@) [+ [ (x) 1 (1-7)]d
0
1
£2[F (9(m)G (9 (n) + )] [« h(@)h(1-7)a
0

esitsizligi saglanir.

2. p<Oise x € [n”,mP] olmak iizere @ (}) = x% icin

I - (F0@) (97 (1)) (Go@) (97 ()| (3.110)
1
< [F (@m)G(9(m)+F (¢(n)G /r“ V2 (1) + 12 (1 - 1)] dt
0
1
+2[F (9(m)G (9 (n) + /Ta h(t)h(1—1)d
0

Ispat. ¢ fonksiyonu monoton artan bir fonksiyon olsun. p > 0 oldugunu kabul edelim. f

ve G fonksiyonlarinin (p, ¢, ) — konveksliginden
F([v0” (m)+ (1= 1) @” ()] ) <h(D)F (9(m) +h(1=7)F (9(n)  G.111)
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veE

G ([eg” (m)+(1-7) 9" ()]7 ) S A(T)G(@(m) +h(1-D)G(p(n)  (B.112)

yazilir. (3.111) ve (3.112) esitsizliklerinden

F ([0 (m)+ (1 =) 97 (n)]7 ) G ([79” (m) + (1~ 7) 9" ()]
< D F (9(m)G (@ (m) +h (1= 2)F (9(m)G (9 (n) G.113)

+h(D)h(1=T)[F (@ (m))G (@ (n)+F (¢ (n))G (@ (m))]

bulunur. Benzer sekilde

F (10 =29 (m)+ 70" )]7) G (11 - 7) 97 (m) + 0 (1))
< 1= (9(m)G (9 (m)+h (D) F (9(n)G(9(n)) (3.114)

+h(D)h(1=T)[F (@ (n)G (@ (m))+F (¢ (m))G (¢ (n))]

bulunur. (3.113) ve (3.114) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa

F ([w" (m) +(1—-1)@” (n)ﬁ) g <[T(p” (m)+(1—1) 9P (n)]%)
1 (11 =) 9" (m) + 70" (1)]7) G (1(1- %) 9" (m) + 79" (n)] )
(3.115)

< [R@+r A=0)][F (9(m)G(p(m))+F (¢ (n)G (¢ (n))

+2h () h(1 =) [F (@ (m))G (¢ (n)) +F (¢(n))G (¢ (m))]
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olur. Bu son esitsizlikte esisizligin her iki tarafi 7%~ ! ile arpilip [0, 1] arahig1 iizerinde T

ya gore integral alinirsa

1
[ (07 o)+ (1= 2) 97 0))7) G ([ (m) + (1= 1) 97 (u)] ) d
0

1
2 (10 =097 )+ 707 ()7 G ([(1 = 1) 97 (m) + 797 ()] ) dv
" (3.116)

< [F(@m)G(p(m)+1 (9m)G(pm)] [ *~! [0 (7)+h* (1-1)]dT

S—__

1
+2[F (9 (m))G (9 (n)) + 1/ra (e)h(1—1)d
0

elde edilir. (3.116) esitsizliginde uygun degisken degistirme ve gerekli matematiksel

1
islemler yapilirsa y € [m”,n”] olmak iizere @ ()) = x? i¢cin

¢ (n)
[ 107 =2 (r 0®@) (1) (Go @) (1)
P (m)

1
(9 (n) — @7 (m))* {
¢

oF(
=/

oP(m)

n)
X — " (m)]* (F o®) (%) (Go®) (%) dx]

(3.117)

< [Flem)G(p(m)+F (@m)G(pm)] [ *! [ (v)+h* (1-1)]d7

S— _

1
201 (@(m))G (9 (n) + / (2 (1 1)d
0

olup buradan

['(a)
(97 (n) — @ (m))*

< 12y (F0@) (07 (1) (G0 @) (97 (n)
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1%, (F o) (7 (m)) (G0 @) (97 (m))] (3.118)
1
< 1 (@m)G(om)+7 (@) Glpm)] [+ [ (1) + 4 (1-7)] de
0

1
+2[F(<P(M))Q(<P(n))+F(@(ﬂ))g(fp(M))]/T“lh(f)h(l—f)df
0

elde edilir ve (3.109)’un ispat1 tamamlanir. (3.110)’un ispatinda, ¢ fonksiyonu monoton
artan bir fonksiyon olmak iizere p < O icin benzer ispat basamaklar1 uygulanirsa y €

[nP,mP] olacak sekilde @ (x) = x , icin

I'(a)
(97 (m) — P (n))*

< [12, 1+ (F o) (97 (m) (G o @) (¢ (m))

I - (F0@) (97 (1)) (G0 @) (@7 ()| (3.119)
1
< (F@m)G(om)+F (@) G (o)) [+ [ (1) + 4 (1-7)] de
0

1
+2[F(<P(m))9(<P(n))+F(¢(n))g(¢(m))]/T“_lh(f)h(l—T)df
0

oldugu elde edilir. 0

Benzer sekilde yukaridaki teoremde ¢ fonksiyonu monoton azalan alinirsa p > 0 icin

(3.110) esitsizligi ve p < 0 icin de (3.109) esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.64. (3.109) esitsizliginde ¢ (x) = x, p = 1 () = x olarak alinirsa esitsizlik,

[80]°de Chen tarafindan ispatlanan Teorem 2.1°1 verir.

Teorem 3.65. 1 : (0,1) — (0,0) fonksiyonu verilsin. ¢ fonksiyonu monoton artan, F :
I — R fonksiyonu negatif olmayan ve p € R\ {0}, m,n € I ve m < n olacak sekilde
(p, on) —konveks fonksiyon olsun. Eger F € L|m,n] ise kesirli integraller i¢in agagidaki

esitsizlikler vardir:
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1
1. p> 0ise x € [mP,n”] olmak iizere® (x) = x 7 i¢in

')
(97 (n) — @r (m))*

1
< P o)+ (o) [+ (0 +h (1~ 7))
0
2 1 ;
< P (pm)+F (p(m) ——— ( / hqmdr)
(ar—r+1)7 0
esitsizlikleri vardir. Burada % + % =1dir.

1
2. p<O0ise x € [n?,m”] olmak iizere @ (}) = x 7 i¢in

')
(o (n) — o (m))*

1 q
< [F((p(m))+F(<p<n)>]; (/h"(r)dr)

(ar—r+ 1)%

esitsizlikleri vardir. Burada % + é =1dir.

Ispat. ¢ fonksiyonu monoton artan bir fonksiyon ve p > 0 olsun.

(p, @) —konveksliginden

F ([ (m)+ (1 =) 97 (m)]7)

IN

B F (@ (m)+h(1=%)F (@(n))
r([0=2)9" (m)+ 70" ()7)

< h(1=1)F (9 (m))+h(T)F (¢ (n))
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[Jgp(m)+ (F o®) (97 (n) + 70y, (F o®@) (9 (m))

(3.120)

78, e (F o®) (P (m) +7%, (F o®) (¢ ()

(3.121)

F nin

(3.122)

(3.123)



yazilir. Bu iki esitsizlik taraf tarafa toplanirsa

F([v0” (m)+ (1= @” )7 ) + 1 ([(1-7) 9" (m) + 79 ()]7)
(3.124)

< [Fem)+r (@@)]h(t)+hr(1-1)]

bulunur. (3.124) esitsizliginde her iki taraf %! ile carpilip ardindan [0, 1] aralig1 tizerinde

T ya gore integral alinirsa

1
[ (07 o)+ (1 = 7) 9 ()7 ) ax
0

1
—i—/TalF([(l—T) ©? (m) + 19" (n)]ll7>df (3.125)
0
1
< [F(p(m) /r“ Hn(t)+h(1—1)]dt
0

olup bu integrallerde uygun degisken degistirme ve gerekli matematiksel islemler yapilirsa

X € [mP,nP] olmak tizere @ () = x% icin

(P (n)r_((fpza (m))* [Jgp(m)+ (Fo@)(9” (n))+](‘;‘p(n), (F ow) (@ (m))

(3.126)

1
< [F (¢(m) /ral 0 +h(1—1)dt
0

bulunur. Boylece (3.120) esitsizliginin birinci kismi ispatlanir. ikinci kismin ispat1 igin

Holder esitsizligi kullanirsa

1
[F(<P(m))+F(<P(n))]/T“1 (1) +h(1-1)]dT
0

1

— [ (p(m) +F (@(n)) /r“‘lh(r)dr+/r0‘_lh(1 _1)dr
' (3.127)
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1
< I (em)+r o)l | [ (=)
0

T

1
oldugu goriiliir. [h? (1 — 7)d7t integralinde u = 1 — 7 degisken degistirmesi ve ardindan
0

basit matematiksel islemlerle

1
(F (@(m)+F (9(m)] [+ [h(e) +h(1 - 7)) dr
0 (3.128)
__A&V
(ar—r+1)

< [Flem)+1 (@(n))]

~|=

| v
/ 1 () dt
0

elde edilir ve (3.120) esitsizligi ispatlanir. Benzer sekilde (3.121)’un ispatinda, ¢
fonksiyonu monoton artan bir fonksiyon olmak iizere p < 0 icin ) € [n”,m”] olacak

sekilde @ (y) = x7 icin

(o7 (n)r—(?pi’ (m))® vty (F @) (9 () +75, - ( 0 @) (9" (1)

1

< I m)+F (pom)] [« () +h(1 - 7))de (3.129)
0

) 1 ;

< F(@m)+F (o)) o | [

(ar—r+1)7 0
oldugu bulunur. O

Benzer sekilde yukaridaki teoremde ¢ fonksiyonu monoton azalan alinirsa p > 0 icin

(3.121) esitsizligi ve p < 0 i¢in de (3.120) esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.66. (3.120) esitsizliginde ¢ ()) = x ve p = 1 olarak alinirsa (1.48) esitsizligi

elde edilir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Giiniimiizde artik sistematik bir disiplin olan esitsizlikler teorisi ve analizdeki bir¢ok
alanda uygulamasi olan ve esitsizlik teorisi ile olan yakin iligkisi olan konveks fonksiyonlar
teorisi kullanilarak gecmisten giiniimiize bir¢cok calisma yapilmistir ve yapilmaya devam

etmektedir.

Bu tezde, matematik ve diger disiplinlerde kullanilan bu iki 6nemli teoriden ilham alarak
gecmiste elde edilen esitsizlikleri genelleyen yeni integral esitsizlikleri elde edilmistir ve
literatiire yeni bir konvekslik sinifi kazandirilmistir. Bu baglamda, tezin temelini olugturan

ikinci ve {i¢iincii boliimlerde elde edilen sonuclar asagidaki gibidir:

1. Ikinci boliimde, ispatlanan iki lemma kullanilarak s—konveks fonksiyonlar igin
Hermite-Hadamard tipli yeni esitsizlikler elde edilmistir. Bu esitsizliklerin bazi1 6zel
ortalamalar i¢in uygulamasi yapilmistir. Elde edilen sonuclar literatiirde daha 6nce elde

edilmis bazi ¢calismalarin genellestirilmis hallerini vermistir.

2. Ayrica, Jensen-Mercer esitsizligi ve Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla
daha Once elde edilmis bazi esitsizlikleri genellestiren yeni Hermite-Hadamard-Mercer
tipli esitsizlikler ispatlanmistir. Elde edilen sonuglar kullanilarak bazi 6zel ortalamalar icin

uygulamalar yapilmisgtir.

3. Ugiincii boliimde, Oncelikle konveks, h—konveks, p—konveks, ¢@—konveks,
¢,—konveks, (p,h)—konveks fonksiyonlar sinifin1 genellestiren yeni (p, ¢;,) —konveks

fonksiyonlar sinifi tantmlanmistir ve 6zellikleri sunulmustur.

4. Ardindan, bu yeni konvekslik sinifina ait fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard,
Hermite-Hadamard-Fejér, Ostrowski, Jensen ve Jensen-Mercer tipli esitsizlikler elde
edilmistir. Son olarak Riemann-Liouville kesirli integralleri kullanilarak, (p, ¢;,) —konveks

fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli yeni esitsizlikler ispatlanmustir.
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Gelecek caligsmalarda, ikinci bolimde elde edilen sonuglarin farkli kesirli integral
operatorleri kullanilarak genellestirilmesi saglanabilir. ~ Ayrica (p, ¢;,) —konveks

fonksiyonlar i¢in farkl tipte yeni esitsizlikler elde edilebilir.
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