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OZET

KONVEKSE YAKIN FONKSiYONLARIN GENELLESTIRILMESI

Oya MERT
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Doktora Tezi
Danisman: Prof. Dr. Ismet YILDIZ
Ocak 2018, 46 sayfa

Bu calisma ii¢ bolimden olusmaktadir. Birinci bolimde, kompleks degiskenli
fonksiyonlarm tanim bdlgeleri hakkinda genel tanimlar sekilsel olarak gdsterilmistir.
Analitik ve yalinkat fonksiyonlar i¢in tanim ve teoremler verildikten sonra yalinkat
fonksiyonlarm temel 6zellikleri ve alt smiflarindan da kisaca bahsedilmistir. Ikinci
bolimde, harmonik fonksiyonlar ile ilgili temel kavram, tanim ve teoremlerden
bahsedildikten sonra harmonik yalinkat fonksiyonlarin bazi alt siniflar1 ve bu siniflarin
temel Ozellikleri verilmistir. Yapilan ¢alismanin iiglincii bolimii ise tez c¢alismasinin
esas boliimiinii  olusturmaktadir. f = h(z)+g(z)  seklinde tanmmlanan harmonik
fonksiyonlarin genel Ozellikleri kuantum matematiginin temel Ozelliklerinden
faydalanarak analitik kismi ¢ - yildizil olan harmonik fonksiyonlar i¢cin bu 6zellikleri

gercekledigi gosterilmeye calisiimaktadir. Ayrica ¢- konvekse yakin fonksiyonlar da
s0z konusu 6zelliklerle ifade edilmeye caligilmistir.

Anahtar sozciikler: Analitik, Harmonik fonksiyonlar, Harmonik yalinkat fonksiyonlar,
Yalinkat, Yildizil.
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ABSTRACT

A GENERALIZATION OF CLOSE TO CONVEX FUNCTIONS

Oya MERT
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ismet YILDIZ
January 2018, 46 pages

This work consists of three chapters. In the first chapter, common definitions about
domain of complex variable functions are shown in shape. After basic definitions and
theorems are given for analytic and univalent function theory, fundamental properties of
univalent functions and their subclasses are mentioned shortly in this chapter. In the
second chapter, after harmonic functions and the related basic concepts, definitions and
theorems are mentioned. Some subclasses of harmonic univalent functions and the
fundamental properties of its subclasses are given. The third chapter, performed in this
study, is the main part of this thesis. Our aim is to show that common properties of
harmonic functions defined by f = h(z)+ g(z) form are satisfied by ¢ - starlike harmonic
functions as used general properties of quantum calculus. Also, ¢- close to convex

functions are tried to be expressed with these properties.

Keywords: Analytic, Harmonic functions, Harmonic univalent functions, Starlike,
Univalent.



EXTENDED ABSTRACT

A GENERALIZATION OF CLOSE TO CONVEX FUNCTIONS

Oya MERT
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ismet YILDIZ
January 2018, 46 pages

1. INTRODUCTION

Let’s show set A as the class of functions normalized by f(0)=0 and f’(0)=1 in the

unit disk D={zeC:|z/<1}. The functions f(z) in A have the power series

representation f(z) = Z—l—Zakzk , z€D. The images of the functions defined in this form
k=2

indicate starlike, close to starlike, convex or close to convex sets. In this way, images of
functions shown in different sets are also called as univalent functions when they are
analytical and one to one. This class is indicated by S . Close to convex functions within

these sets are among the most interesting sets in recent period.

Let take a f function is analytic in |z| <1ldomain, f(z)<€ A is said to be close-to-convex

/
if there exists g(z)eK such that Re f /EZ; >0,zeD or g(z)eS such that
g z
zf'(z) . )
Re T >0,zeD. Class of close to convex functions is shown as C.
g zZ

There are some reports related to close to convex functions such that one of them is the
study of Goodman and Saff [1]. The standard definition of the close to convex function
includes a complex numeric factor that is occasionally mistakenly replaced by 1.
Experts in the field know that this change can not be done without actually changing the

class, but obvious reasons for it actually seem to be missing in the literature. Their goal

X1



is to fill this void, and in doing so we lead to a new coefficient problem solved for n =2

but open for n> 2.

The study performed by Kowalczyk and Les- Bomba consider the subclass of close to
convex classes [2]. They show the relationship between their class and the appropriate
subordination. Moreover, they provide sufficient conditions for the coefficient estimates
and the functions to which the investigated class belongs. After all, they get the
distortion and growth theorems. The results obtained are a generalization of the results

previously obtained by Gao and Zhou [3].

Another study is based on close to convex univalent functions. It was done by O. R.
Maxwell [4]. He shows that the normalized functions of class K have coefficients that
validate the Biberbach hypothesis and that we will have Study-type theory that is
similar to a theoretical one because of Caratheodory. In addition to introducing a
function class, he can call it near the star functions; They carry the same relation
because it is close to the convex functions of Kaplan and because the analytic functions
of Robertson seem to be a star in one direction, convex to a certain extent in their

analytical functions. [5], [6].

Next study is that Janowski type close-to-convex functions are associated with conic
regions. This related study with close to convex functions of analytic functions was
introduced by Noor and Malik [7]. This study includes some geometric features such as
sufficiency criteria, coefficient estimates, arc length, growth rate of coefficients of the

Taylor series, and integral preservation properties of these functions for defined families

8].

Finally, Pran Nath Chicra introduced new subclasses of class close to convex functions.
It has been proven that all alpha close to convex functions are close to convex and there
are a few coefficient inequalities for « close to convex functions and an integral

formula for forming these functions [9].

In this thesis, new definitions were made using ¢- calculus for close to convex

functions and auxiliary theorems and theorems were reached in the light of these new

definitions.

Xii



2. MATERIAL AND METHODS

We used the Duren’s book for harmonic functions in the plane [10]. In addition, the
studies about harmonic mappings where the order of co-analytical part is close to
convex function of order »,b€C/{0} ¢- Harmonic Mappings for which Analytic Part
is ¢— Convex Functions and many other studies of Yasar Polatoglu are used in main

materials of thesis. Also, a great deal of the basic aspects of quantum calculus was
followed up the book of Kac and Cheung [11]. Most of these properties are used for

given class.

We benefit from the coefficient inequality, the growth theorem, distortion theorem and
subordination principal for harmonic mappings with analytic parts close to convex

functions.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS

Main results obtained in this dissertation are given Section 3. We introduce the

definition of ¢ - calculus and give some properties of it. New definitions for the theory
of univalent analytic functions have been reported by considering ¢ — calculus methods.
We reported that common properties of harmonic functions defined by f = h(z)+ g(z)
form were satisfied by ¢- close to convex functions as used general properties of

quantum calculus.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK

The goal of this dissertation is to apply the theory of ¢ —calculus for the close to convex

functions. In this PhD study, subclasses of planar harmonic transformations are also

studied in detail.
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1. GIRIS

Schlicht (Yalinkat) fonksiyonlar teorisi, kompleks degiskenli fonksiyonlarin en 6nemli
konularindan biri olmustur. Bu teoride gelistirilen yontemler ve bulunan sonuglar
matematigin bir¢ok alaninda uygulamaya sahiptir. Ozellikle uygulamali matematikte
ters smir deger problemlerin ¢oziimiinde, niikleer fizikte, akiskanlar mekaniginde ve

olasilik-istatistik gibi bir¢ok alanda uygulamaya sahiptir.

Bu teorinin temelleri, Riemann Doniisiim Teoremi ile birlikte Koebe’nin normalize
edilmis yalinkat bir fonksiyonun kendisinin ve birinci tiirevinin modiilleri iizerindeki
smirlarin  varligmi ispatladigi 1907 yilindaki calismasi ve Biebarch’in bu tiir
fonksiyonlarm ikinci katsayilar1 icin 1916 yilinda elde ettigi katsayilar kestirimine
dayanir  [12-14]. Bu tahmin S smifindaki  her bir fonksiyonun (f€S),
f (z):z—l—Zakzk seklinde Taylor acilimi var ise, fonksiyonun herbir terimindeki
k=2
katsayilar igin |a,|<n esitsizligini sagladigim1 iddia eder. Uzun yillar boyunca
matematikcileri ugrastiran bu problem, 1984 yilinda Louis de Branges tarafindan
tim «, katsayilar1 i¢in ispat yapilmistir ancak bu ¢oziimle birlikte birtakim yeni

problemlerde ortaya ¢ikmistir. Bu ylizden, giinlimiiz arastirmalar1 i¢in hala bu teoriden

aktif olarak yararlanilmaktadir.

Yalinkat fonksiyonlar teorisi ¢ok ve genis karmasik oldugundan bazi kolaylastiric
kisitlamalar yapmak gerekir.‘‘Her basit baglantili bolgesini, birim diski {izerine birebir

olarak resmeden bir tek f analitik fonksiyonunun var oldugunu’’ ifade eden {inlii

Riemann Doniisiim Teoremi ile D bdlgesi yerine D birim diskini alabiliriz [12].

Genelde D birim diskinde analitik, yalinkat ve normallestirilmis yani f(0)= f'(0)—1=0
kosullar1 saglaniyor ise f fonksiyonuna normalize edilmis fonksiyon denir [15]. Bu

kosullar ile belirtilen fonksiyonlarin sinifi S ile gosterilir. S olarak gosterilen yalinkat
fonksiyonlar smifinin bazi alt siniflar1 iizerine de g¢alismalar yapilmistir. Bu siniflar

feS ve f(D) orjine gore yildizil bolge ise bu tiir fonksiyonlar yildizil fonksiyonlar



olarak adlandirilir ve §" ile gosterilir. Eger €S ve f(D)konveks bir bolge ise bu tiir

fonksiyonlara konveks fonksiyonlar denir ve bu fonksiyonlarm sinift X ile gosterilir

[16].

S*siifin1 kapsayan ve basit bir geometrik tanima sahip s sinifinin ilging bir alt sinifi

zf'(z)
g(2)

da konvekse-yakin fonksiyonlardir. feS olmak {izere Re >0,z€D olacak

sekilde bir ge C varsa feS fonksiyonuna konvekse-yakin fonksiyon adi verilir ve bu

tiir fonksiyonlarin sinifi C ile gosterilir. Bu smif, 1952 yilinda W. Kaplan tarafindan
gelistirilmistir [5]. Ayn1 zamanda, Kaplan biitlin konvekse yakin fonksiyonlarin yalinkat

oldugunu da kanitlamistir.

Ayrica konvekse yakin fonksiyonlarin ¢oziimiinde kullanilan ¢— kalkiiliis (calculus)

S~ f(x%)

yontemi su sekilde izah edilebilir.
(x—xp)

ifadesinde fonksiyondaki degisimin,

degiskendeki degisime orani gz Oniine alinsin. Eger x sayis1 x, sayisma yaklasirken

af

bu oranin limiti (eger varsa) f fonksiyonununx=x, noktasimndaki d—tﬁrev tanimini
X

verdigi goriiliir. Bununla beraber, eger x=g¢x, ya da x=x,+#4 ise limit almmamaz.
Burada ¢, 1 sayisindan # ise 0 sayisindan farkl sabit sayilardir. Bu tanim bizi kuantum

kalkiiliise yonlendiren bir aragtir.

Kuantum kalkiiliis ( ¢—analiz) bazen limitsiz kalkiiliis anlamima gelir, limit notasyonu

olmaksizin geleneksel infinitezimal (sonsuz kiiclik veya Olclilemeyecek kadar kiiciik)

kalkiiliise esdeger bir anlama sahiptir. Kuantum kalkiiliis genel olarak ¢— kalkiiliis ve
h—kalkiiliis olarak tanimlanir [11]. ¢—kuantum sabitini ifade ederken % da Planck
sabitini temsil eder. Son zamanlarda ¢—kalkiiliis (analiz) ¢ok sayida matematik¢inin

dikkatini ¢ekmistir. Bu ilgi, fizik ve matematigin ¢esitli alanlarinda uygulanabilir

olmasindan kaynaklanmaktadir. ¢— kalkiiliisin uygulanmas1 Jackson tarafindan
baslatilmistir [17], [18]. Ik olarak ¢— integral ve ¢— tiirevi sistematik bir yoldan elde
etmistir ve daha sonra g —analizin geometrik uygulamalarini kuantum gruplar tizerindeki
calismara uygulamistir. ¢— kalkiiliisiin uygulamalarina yonelik detayli ¢aligmalar de

bulunabilir [11]. Bu tez ¢calismasinda sadece ¢ — kalkiiliis ile ilgilenecegiz.



Bu tanimlardan yola ¢ikarak ¢— fark operatoriiniin (¢ogunlukla hipergeometrik serilerde

f(2)—-f(q2)
(=9)z

ozelligini kullanarak konveks fonksiyonlar smifin1 genellestirmeye calisacagiz. Bu

ve kuantum fiziginde Onemli rol oynamaktadir) D, f(z)= ,z € B—{0}

calismada hedefledigimiz nokta kuantum kalkiiliisi kullanarak yeni bir yalinkat
fonksiyon sinifi tanimlamak ve o smif iizerinde baz1 6zelliklerin saglandigini gostererek
onu genellestirmeye c¢aligmaktir. Bunu yaparken growth (genisleme), distortion
(blizilme) teoremlerini ve Sabordinasyon prensibi gibi temel teoremlerden ve

tanimlardan faydalanacagiz.



2. KOMPLEKS DEGISKENLI FONKSIYONLAR

Bu boliimde kompleks degiskenli fonksiyonlarin tanim bolgeleri ile ilgili temel tanimlar

verilecektir.

2.1. TANIM BOLGELERIi

2.1.1. Basit Baglantih Bolge

Tanim 2.1.1. Baslangic ve bitim noktalar1 ayn1 olan ve kendi kendini kesmeyen bir

egriye basit baglantili kapali egri denir. Bu egrinin kapattigi bolgeye de basit baglantili

bdlge denir.
¥
—T]
//’ \
A
//
/
x
D N ™\
Basit baglantili egri
\\ ———’/
Basit baglantili bolge

Sekil 2.1. Basit baglantili bolge.

2.1.2. Cok Baglantih Bolge

Tamm 2.1.2. Baslangi¢ ve bitim noktalar1 ayni1 olan ve kendi kendini kesen egriye ¢ok

baglantili kapali egri denir. Bu egrinin kapattigi bolgeye de ¢ok baglantili bélge denir.



1 *\\
v N
A W\
) U
/ / x
/\ Cok baglantili egri
D| TN
/// < .
- Cok baglantili bolge
\5\

Sekil 2.2. Cok baglantil1 bolge.

2.2. ANALITIiK FONKSiYONLAR

Tanim 2.2.1. Kompleks degerli bir f fonksiyonu z, € C noktasinda

f(z0) = lim O~ LE)

z—2Zy z _Z()
tirevine sahipse diferansiyellenebilirdir. Ayni f fonksiyonu z, noktasmnin
komsulugundaki her noktada diferansiyellenebilir ise 2z, noktasinda analitiktir.
(Yani zynoktasinda tiirevi varsa analitiktir). Bolgenin her z, noktasi i¢in analitik ise

fonksiyon bolgede analitiktir denir [15].

Teorem 2.2.2. w= f(z)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu basit baglantili bir D bdlgesinde
tanimlanmis bir fonksiyon, u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlari da birinci mertebeden kismi
tiirevleri olan siirekli fonksiyonlar olsun. Bu durumda f(z) nin D bolgesinde analitik
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul D bolgesinin tiim noktalarinda

Ou_O u_ B

ox 9y’ dy  ox
denklemlerini saglamasidir [17]. Bu denklemlere Cauchy-Riemann denklemleri

denilmektedir.



Teorem 2.2.3. (Cauchy-Tiirev Formiilii) / pozitif yonlii basit kapali ~ egrisi i¢inde

ve lizerinde analitik bir fonksiyon olsun. Eger z,, ~ egrisinin i¢inde bir nokta ise

n! (Z)
fn(ZO):z_Tri mdz n=0,12...
8 0

“dir [19].
Cauchy-Tiirev formiiliiniin en Onemli sonuclarindan biri; Eger f fonksiyonu z,

noktasinda diferansiyellenebilir ise her mertebeden tiireve sahiptir (Reel degiskenli

fonksiyonlardan ayrilan en biiytiik 6zellik) ve z, merkezli acik diskinde yakinsak olan

e (n)
fO=3 =y, a -G

|
=0 n:

seklinde Taylor Serisi’ne sahiptir.

2.2.1. Yalinkat Fonksiyonlar

Tamm 2.2.4. Basit baglantili bir b c C bolgesindeki her z,z, € D i¢in z = z, oldugunda
f(z))= f(z,)(ya da z; =z, & f(z)= f(z,)) bire bir olma kosulu gergekleniyor ise f
fonksiyonuna D bdlgesinde yalinkat fonksiyon denir [15]. Boylece w= f(z) fonksiyonu

bir D bolgesinde yalinkat ise D yi birebir olarak bagka bir bolgeye doniistiiriir. Yalinkat

fonksiyon sinift S ile gosterilmektedir.

D bolgesinde yalinkat olan bir f(z) fonksiyonu , D nin her alt bélgesinde de yalinkattir.

Eger f,z, noktasmin bir komsulugunda yalinkat ise f ye yerel yalinkat fonksiyon
denir.

Teorem 2.2.5. Analitik bir f fonksiyonunun z, noktasinda yerel yalinkat olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul f’(z,) = 0 olmasidir [20].

Ayrica f’(zy)=0 kosulu f(z) fonksiyonunun yalkathg: i¢in gerek sarttir fakat yeterli

degildir. Yani f analitik fonksiyonu yalinkat ise f’(z,) = 0. Tersi daima dogru degildir.

Tanim 2.2.6. (Konform Déniisiim) z,€ DcC olan analitik bir f fonksiyonu
icin f'(zy) = 0 kosulu saglansin. Eger bir doniisim z, € D noktasindan gecen iki diizgiin
egri arasindaki a¢min biiyiikliiglinii, agisin1 ve yOniinii koruyorsa bu doniisiime bu
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noktada konform doniisim denir. Eger bir f fonksiyonu 4cC bdlgesinin tiim

noktalarinda konform ise f fonksiyonu 4 bolgesinde konformdur denir [20].

Teorem 2.2.7. f fonksiyonunun analitik oldugu her z noktasinda f'(z))=0 kosulu

saglaniyorsa, f(z) fonksiyonu konformdur [15].

Dolayisiyla bir bolgede analitik ve yalinkat bir fonksiyon konformdur. En 6nemli
konform doéniisiimlerden biri Mobius doniistimiidiir. Bu doniisim a,b,c,d kompleks

sabitler olmak tizere;

az+b
cz+d

w= f(z)= , ad —bc=0

Genisletilmis kompleks diizlemi (C, = CuU{oo})kendi iizerine konform olarak resmeder.

z diizlemindeki D bolgesini w diizlemindeki D, boélgesi iizerine resmeden f

fonksiyonunun varligi Riemann tarafindan ortaya atilmistir ancak Koebe tarafindan

genisletilerek analitik ve yalinkat fonksiyonlar i¢in asagidaki sekilde ifade edilmistir.

Teorem 2.2.8. B cC basit baglantili bélge ve z, € Bolsun. Bu durumda f(z,)=0 ve
f'(zy)>0 kosullarmi saglayan ve B yi D birim diski iizerine resmeden tek bir B — D

konform doniistimii vardir [13].
2.2.2. Yahnkat Fonksiyon Simiflar

Bu boliimde, yalinkat fonksiyonlarmin bazi 6zel alt simiflarint olusturan yildizil,
konveks, konvekse yakin fonksiyonlar ve X - spirallike (\ -sarmal) fonksiyonlarin genel

ozelliklerini verecegiz.

Tanim 2.2.9. Basit baglantili bir D cC bdlgesinde ve bu bdlge icerisinden bir z, € D
noktas1 ele alalim. Eger z, noktasim1 her ze< D noktasina birlestiren dogru pargasi

bolgenin sinirini bir noktada kesiyorsa D bdlgesine z, noktasina gore yildizildir denir.

Tanim 2.2.10. 7 fonksiyonu yalinkat ve F = f(D) goriintii bolgesi orjine gore yildizil
bolge ise yani weF igin 0<¢<lolmak iizere e Fise f(z)fonksiyonuna yildizil

fonksiyon denir. Yildizil fonksiyon sinifi S ile gosterilmektedir [16].



Tanim 2.2.11. Basit baglantili bir D cC bolgesinin herhangi iki noktasini birlestiren

dogru parcasi tamamen D boélgesi icinde kaliyorsa D bolgesine konvekstir denir [16].

f fonksiyonu yalinkat ve F = f(D) gorintii bolgesi konveks bolge ise yani 0<¢<1
olmak iizere w;,w, € F icin m +(1—1)w, € F kosulu gercekleniyor ise f fonksiyonuna

konveks fonksiyon denir. Konveks fonksiyonlar sinifi K ile gosterilmektedir.

Tanmm 2.2.12. p(0)=1 ve p(z)=1+ p,z+ p,z> +... D birim diskinde analitik olmak {izere
Rep(z) >0 sartin1 saglayan fonksiyonlarm olusturdugu smifa pozitif gercel kisimhi

fonksiyonlar denir. Bu sinif P sembolii ile gosterilir.

P smifina ait 6nemli bir fonksiyon 6rnegi z e D igin p(z):Tr—Z dir. Bu fonksiyon, D
—Z

birim diskini sag yarim diizlem iizerine resmeden bir konform doniisiimdiir. Bu
fonksiyon smifina ait tiim esitsizliklerde esitligi veren fonksiyon oldugundan ekstremal

fonksiyon olarak adlandirilir.

Teorem 2.2.13. w=p(z)=1+ p,z+ p,z° +..fonksiyonu P sinifina ait ise asagidaki

ifadeler dogrudur.

(i) 0 <t < 2w olmak lizere p(e"z) fonksiyonu da P simifina aittir.

(i) |p,| <2 dir.

(iii) [p'(2)| < m 2 ~ esitsizligi gergeklenir.

—lzb

Teorem 2.2.14. (Maksimum Modiil Prensibi) Kompleks diizlemde smirli bir A

bolgesi ve sabit olmayan f fonksiyonu da bu bolgenin sinirmda siirekli ve iginde

analitik olsun. Bu durumda | f (z)| maksimum degerini A bolgesinin smirinda alir [21].
Maksimum modiil prensibi % fonksiyonu i¢in diislintildiigiinde minumum modiil

prensibi elde edilir.

Teorem 2.2.15. (Minimum Prensibi) Kompleks diizlemde smirl bir A bolgesi f(z)

de bu bolge de sabit olmayan bir fonksiyon olsun. Ayrica f(z) fonksiyonunun A



bolgesinin i¢inde analitik, smirinda siirekli oldugunu varsayalim. Bu durumda | f (z)|

minimum degerini A bdlgesinin sinirinda alir [21].
Maksimum prensibinin 6nemli sonuglarindan birisi Schwarz lemmasidir.

Tamm 2.2.16. ¢ fonksiyonu D={zeC:|z<1}birim diskinde analitik ¢(0)=0 ve
vV zeD i¢in |<z>(z)| <1 kosullarini gercekleyen fonksiyonlarin cimlesi Schwarz fonksiyon

sinift olarak adlandirilir ve Q ile gosterilir.

Yardimer Teorem 2.2.17. (Schwarz lemmasi) ¢ fonksiyonu ]D):{ze<C:|z|<1} birim
diskinde analitik, ¢(0)=0 olsun. Eger D birim diskinde |¢(z)|<1 ise bu durumda
¢'(0)| <1 ve |¢(z)|<|<| dir [22]. Esitlik sadece 0<% olmak tizere o(z)=¢"’z fonksiyonu

icin saglanir.

Geometrik fonksiyonlar teorisinin Onemli prensiplerinden biri de Sabordinasyon
ilkesidir. Sabordinasyon kavrami ilk olarak Lindel6f tarafindan olusturulmasina ragmen
terim olarak ilk kez kullananlar Littlewood ve Rogosinski olmustur [23-27].
Sabordinasyon iizerine yapilan ¢alismalar 6zellikle Miller ve Mocanu’nun makalesiyle

birlikte kompleks analize 6nemli katkilar sunmustur [28].

Tamm 2.2.18. f(z) ve g(z) fonksiyonlar1 D birim diskinde analitik iki fonksiyon ve
w(z) € olsun. Her ze D i¢in  f(z) = g(w(z)) esitligi ger¢ekleniyor ise f(z) fonksiyonu

g(z) fonksiyonuna sabordinedir denir ve f < g veya f(z)< g(z)seklinde gosterilir [19].
Yardimci Teorem 2.2.19. f < g ise f(0)=g(0)ve f(D)cC g(D)dir [20].

Yalinkat fonksiyonlarmin bazi 6zel alt smniflar1 pozitif gergel kisimli fonksiyonlar

yardimiyla asagidaki teoremlerle verilebilir.

Teorem 2.2.20. 7:D — C analitik £(0)=0ve f'(0)=1olsun. Bu durumda,

')

f(n) eSS &z e

cP

gergeklenir.



Teorem 2.2.21. f:D — C analitik £(0)=0ve f'(0)=1olsun. Bu durumda,

f(z)eK<:>1+zf/:(Z) epP
(2)
gergeklenir.
={f, D de analitik, f(z) = z—l—ianz", Re(l+z J}/:((Z)) >0:[16].
n=2 z

Tamim 2.2.22. Bir s fonksiyonu |z[ <1 bdlgesinde analitik olmak tizere Re{ )
gz

f(ﬂ

olacak sekilde konveks bir g fonksiyonu veya Re{zf ((Z))
g\z

} > 0 esitsizligini saglayan

yildizil bir g fonksiyonu varsa f fonksiyonuna konvekse-yakin fonksiyon adi verilir

[20]. Konvekse yakin fonksiyonlar sinifi C ile gosterilmektedir.

Tamim 2.2.23. f(z) fonksiyonu f(0)=0, f'(0)=1 kosullarmi sagliyorsa ve f(z), |2/ <1

dairesinde konvekse yakin ise f(z) e C dir.
Yalmkat fonksiyonlarin alt sniflar1 icin asagidaki kapsama bagmtis1 yazilabilir.

KcS'cccs

Bu bagmtidan anlagilacag1 iizere, her konveks fonksiyon yildizildir. Her yildizil

fonksiyon konvekse-yakindir. Her konvekse yakin fonksiyon yalinkattir. Bu sartlari

saglayan en tipik 0rnek olan f(z)= ﬁ Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyon yildizil

oldugu gibi ayn1 zamanda konvekse-yakin fonksiyondur.

Tamm 2.2.24. f(z)=z+a,z> +.. fonksiyonu D birim diskinde tanimli analitik bir

f()

fonksiyon olsun. === 0 ve || <§ olmak tizere;

R%ax#“@

_ﬂ@}>0’zem

esitsizligini saglayan fonksiyona X -spirallike (\ -sarmal) fonksiyon denir.

Tamm 2.2.25. f(z)=z+a,z> +.. fonksiyonu D birim diskinde tanimli analitik bir
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fonksiyon olsun.

Re {L/(Z)} >
f(2)

kosulunu sagliyorsa, bu fonksiyona « mertebeli yildizil fonksiyon denir [16]. Bu

sekildeki fonksiyonlarin kiimesi S™(«) ile gosterilir.

Ayn1 f fonksiyonu i¢in

2f"(2)
Re{l—l— f/(z) }>0¢

kosulu saglaniyorsa, bu fonksiyona « mertebeli konveks fonksiyon denir [16]. Bu

sekildeki fonksiyonlarin kiimesi X («)ile gosterilir.

2.2.3. Yalnkat Fonksiyonlarin Temel Ozellikleri

S smifina ait 6nemli fonksiyonlardan biri de Koebe fonksiyonu olarak adlandirilan

z

==

fonksiyonudur. Koebe fonksiyonunun rotasyon fonksiyonu 6c Rolmak

z

uzere ky(z)= - seklinde tanimlanur.

1—¢'z

Simdi 1916 yilinda Bieberbach tarafindan ortaya atilmis ancak 1984 yilinda De Branges
tarafindan ispatlanan 6nemli bir teoremi verelim [29].

Teorem 2.2.26. (Bieberbach — Brange Teorem) Eger fecS fonksiyonu ze D igin
f(z)= Z—I—Zakzk , zeD ise k=23,.. igin |¢|<k dir. f Koebe fonksiyonun bir

k=2

rotasyonu ancak ve ancak & >2igin || = k esitligiyle verilir [14].

la,| <2 esitsizligi S smifina ait fonksiyonlarda 6nemli teoremlerin elde edilmesine

zemin hazirlamistir. Bu teoremlerden biri 1/4 Koebe teoremidir.
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Teorem 2.2.27. (Koebe Dortte Bir Teoremi) f < Sise f(D)2 Dy, dir. Yani § simnifinin
icindeki her fonksiyonun deger kﬁmesi{k:|k|§ﬂ dairesini kapsar. Bu sonu¢ Koebe

fonksiyonunun rotasyonlari igin kesindir. Ayrica, N f(D)= Dy, dir [13].
fes
Teorem 2.2.28. (Biikiilme Teoremi) Her bir f €S ve z< Digin

1=z 14|
e e P
(1+]2]) (SIE)

esitsizligi saglanir [20].

Teorem 2.2.29. (Biiyiime Teoremi) Her bir f €S ve ze Digin ;

4

(1+]el)

4

<|f@l<———
(1)

esitsizligi saglanir [20].

Biiyliime ve biikiilme teoremlerinin birlestirilmesi ile elde edilen asagidaki teorem bazi

durumlar i¢in daha kullanish olmaktadir.

Teorem 2.2.30. Her bir f €S ve ze Digin;

1=l |z 1+
1|2 =] f2) |~ 1-]]

Yukaridaki ifade, Teorem 2.2.27, Teorem 2.2.28, Teorem 2.2.29 ve Teorem 2.2.30 i¢in

z

esitlik hali f(z)—

o fonksiyonunda gecerlidir.
—Z

Teorem 2.2.31. Eger f(z)=z+a,z"+.. D birim diskinde yildizil fonksiyon ise o

zaman;

la,|<n,(n=23,.)

Eger f(z)=z+a,z* +... D birim diskinde tek yildizil fonksiyon veya konveks fonksiyon
1S€ 0 zaman;

|a,|<1,(n=23,.)
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dir. Esitliklerin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

z

f@)=—", f(Z)=ﬁ,f(2)= (BeR)

1—ePs —e 1—e®z

olmasidir.

Jf(z%) tek fonksiyonunun yildizil fonksiyon olmasindan dolayi, eger f(z)<g(z) ve
g(z)=z+a,z> +.. D birim diskinde yildizil fonksiyon ise o zaman |a,|<n,(n=2,3,..)

yazilabilir [30].

Teorem 2.2.32. Eger f(z)=z+a,z” +.. D birim diskinde konvekse yakin fonksiyon ise

0 zaman;

la,|<n,(n=23,.)

dir.

Tamm 2.2.33. F, S smifinin bos olmayan bir alt smifi olsun. F smifinda her

fonksiyon D. ') dairesinde yildizil olacak sekilde en biiyik " (F) pozitif sayisi olsun.

Bu sayiya, F sinifinin yildizillik yarigcapi denir.

Tamm 2.2.34. F smifindaki her fonksiyon D, . dairesinde konveks olacak sekilde en

biiytik r (F) pozitif sayis1 olsun. Bu sayiya, Fsmifinin konvekslik yaricapr denir.
n<2-+3 pozitif sayisi i¢in alman her fes fonksiyonu |zj<p diskini konveks bir
bolgeye doniistiiriir ancak p>2-+3 i¢in bu durum yanhstir [16]. Buradaki
r(S)=2—-+3=0,267...say1s1 S smifinmn konvekslik yarigapidir. s smifinda konvekse

yakin fonksiyonlar i¢in konvekse yakinlik yaricapr 0.80 oldugu bilinmektedir [31].
Ayrica, r*(S):tanh%:OﬁSS...say1s1 da s smifinin yildizillik yaricap1 olarak

bilinmektedir.
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3. HARMONIK FONKSIiYONLAR

Bu boliimde reel ve kompleks harmonik fonksiyonlar1 tanimlayip, harmonik yalinkat
fonksiyonlarm smaiflar1 ve bu siniflara ait baz1 6nemli 6zellikleri verecegiz. Bu boliimde

verilen bilgiler kaynaginda bulunabilir [10].

3.1. GENEL BIiLGIiLER

Tamm 3.1.1. D, C kompleks diizleminde bir bolge ve wu(z) =u(x,y) fonksiyonu D
bolgesinde ikinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip reel degerli bir fonksiyon
2 2
olsun. Her ze D noktasi i¢in Au:%Jr%:O ile verilen Laplace denklemini
X ly
saglayan u(x,y) fonksiyonuna D de reel degerli harmonik fonksiyon denir.
u(z) =u(x,y) ve v(z)=v(x,y) fonksiyonlar1 bir D bolgesinde reel harmonik ise yani

Au) =u,, + 0 ve AW)=v,+ 0 Laplace denklemlerini  sagliyorsa

Uypy = Viy =

f(z)=u(z)+iv(z) fonksiyonuna D bolgesinde kompleks degerli harmonik fonksiyon ya
da kisaca harmoniktir denir. f=u+iv kompleks harmonik fonksiyonu xy-
diizlemindeki bir D bdlgesini, wv— diizlemindeki bir @ bolgesine bire bir olarak
dontistiiriiyorsa f fonksiyonuna D bélgesinde harmonik doniistim (harmonik yalinkat
fonksiyon) denir. Bu tanima goére, kompleks degerli harmonik yalinkat bir fonksiyon
reel ve imajiner kistmlar1 harmonik olan ve bir bdlgeyi bire bir harmonik olarak
dontistiiren bir fonksiyondur. Bu fonksiyonlar analitik olmak zorunda degildir. Bu
yilizden analitik yalinkat fonksiyonlar i¢in gegerli olan bazi 6zellikler harmonik yalinkat

fonksiyonlar i¢cin gegerli degildir.

Kisaca ozetlersek, analitik fonksiyonlar bileske altinda korunmasima ragmen, harmonik

fonksiyonlar korunmaz. Yani, f harmonik, ¢ analitik fonksiyonu i¢in fo¢ harmonik
olmasina ragmen, oo f harmonik olmas1 gerekmez. Analitik fonksiyonlarin smifi cebir

olusturmasina ragmen, harmonik fonksiyonlarin smifi cebir olusturmaz. Harmonik bir
doniisiimiin tersi harmonik olmak zorunda degildir. Harmonik doniigiimlerin smir

davranislar1 konform doniistimlerin smir davranisindan ¢ok daha karmasiktir. Bunlara
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ilaveten, konform doniistimlerin bilinen teorisi harmonik dontistimlere uygulanabilir.

Tamm 3.1.2. D, C kompleks diizleminde bir bodlge ve f=u-+iv bu bolgede

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun Jakobiyen matrisi

ux vX
J(2)= 3 =U Y, U,

y Vy
seklinde tanimlanir. Eger /' fonksiyonu analitik ise f fonksiyonunun Jakobiyeni
I () =) +0,) =@
formunda elde edilir.
Teorem 3.1.3. Harmonik bir fonksiyonunun z, noktasinin bir komsulugunda yerel

yalinkat olmasi i¢in gerek ve yeter sart J,(z,) =0 olmasidir [32].

Lewy teoremine gore, bir harmonik fonksiyon ya yon- koruyan ya da yon-degistiren
olur. f fonksiyonunun yalinkat oldugu D bdlgesi boyunca harmonik doniisiim
J;(z)>0 ise yon koruyan ya da J,(2)<0 ise yon degistirendir denir. Konform

fonksiyonlar yon koruyan fonksiyonlardir.

Sonuc 3.1.4. f=h+g fonksiyonunun yerel yalinkat ve ydon-koruyan olmasi i¢in gerekli

ve yeterli kosul

J,@=e[ -|g'@ >0 (zeD)

esitsizligi ile verilir [33]. Benzer sekilde,

_ ||‘i/8|| <1 (zeD)

1]
/.

esitsizligi saglanir. Konform olmasi gerekmeyen harmonik doniisiimlerin en basit

ornekleri |o| = |3 olmak iizere,

f(@)=o0z+~+0z
seklindeki afin doniistimlerdir. ~=0 oldugunda afin doniistimler dogrusal doniisim
haline gelir. Harmonik doniistimler bir afin doniisiim oldugundan onlarin her bileskesi

harmoniktir, yani eger / harmonik ise of +~+8/ seklinde yazilabilir.

2

Diger 6nemli bir 6rnek f(z):z—l—%? fonksiyonudur. Bu fonksiyon D agik birim
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diskini |w|:% cemberi ile ¢evrelenmis li¢ uclu bir egrisel liggen (hiposikloid) i¢ine

resmeder. Bu fonksiyonun yalinkathgini dogrulamak icin D birim diski icerisinden

alman z ve z, noktalar1 i¢in f(z)= f(z,) oldugunu farzedelim. Bu durumda
(f+5)-5) =2 -2)

esitligi elde edilir. Bu esitlik, |z +z|<2 oldugundan dolayr z =z, olmadikca

imkansizdir. Boylece f (z):z—l—l?’ fonksiyonu her »>2 i¢cin yalinkat olur.
n

n=2 ve n=31¢in f(z)=z +lE” dontistimii altinda birim diskin goriintiileri Sekil 2.3 ile
n

gosterilmistir.  Sekildeki egriler esmerkezli c¢emberler ve merkezil 1sinlarin

goriintiilerinden olusmaktadir.

= .J’.

|
.

Sekil 2.3. f(z)=z +lE” doniisiimiiniin swrastyla n=2 ve n=3 i¢in resmi.
n

3.2. BAZI TEMEL OZELLIiKLER

Tanmm 3.1.5. Kompleks analizde, z = x+iy olmak iizere,

9
oz 2

o 1o .0 9
Ox Oy

o _1{o .0 _1fo .0
oz 2

Ox lay
ile gosterilen iki basit diferansiyel operatorler sik¢a kullanilacaktir. Kompleks degerli

A

f(z) fonksiyonu i¢in ;zo esitligi Cauchy-Riemann denklemlerini yazmanin bagka
Z

bir yoludur. f fonksiyonu i¢in Laplace denklemi
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Ir

Af =4
/ 0z0z

seklinde yazilabilir. Boylece siirekli ikinci kismi tiirevlere sahip f fonksiyonlari i¢in

+ harmoniktir & & analitiktir
Z

A

onermesinin dogrulugu aciktir. Eger f(z) fonksiyonu analitik ise 0 f'(z) bilinen
Z

tiirevdir. aﬂ ve % operatorleri lineerdir ve onlar diferansiyel operatorlerin genel
Z Z

ozelliklerine sahiptirler. Ornegin, ¢arpim ve boliim kurallarn1 saglarlar.

2
_(f )—f + E
9 f | of .08
oz [ Oz o ]

seklindedir ve % operatorii icin de benzer esitlikler yazilabilir. Ozel bir esitlik olan
Z

[6_f]‘ _of
0z) oz
esitligi iki tiirevi birbirine baglar. Ayrica,
o o
df =—dx+—=d
4 Ox x+8y 4
diferansiyeli,
o S iz
df =—dz
/= 0z +8z
o Of of : .
olarak yazilabilir. 5% ¢ & notasyonlar1 yerine sirasiyla f, ve f gosterimlerini
z Z

kullanmak daha uygundur. Bileske fonksiyonlarin tiirevleri i¢in zincir kurali asagidaki

gibi tiiretilebilir. Eger w= f(z) ve z=g(() seklinde ise 0 zaman s = fog olmak lizere

w=h(C) seklinde olur.

Jg Jg
dz=22 a0+ %y
¢ ¢ ¢ ¢
ve
a7 =98 40 1 98 41— 28 4 198 ¢

esitlikleri yerlerine yazildiktan sonra,
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dh— 3f o

dg
—=d + g4
P ¢ Q

g 4
dC+22dC o o

2| aC g+

elde edilir. Boylece,

Oh_0f0g O dg  Oh_0f dg , I g
o 0z 0C 9z oC 9L 0z aC 9z G

elde edilir.

f=u+iv, D bolgesinde diferansiyellenebilir fonksiyonu i¢in

fo=s=in) ve £ =3{h+i)

esitliklikleri diistiniilerek,

f = (u +v )+;(vx —uy) , |- :%(ux —vy)+é(vx +uy)
olur. O zaman, f fonksiyonunun Jakobiyeni

2 2

f-

Jr(@)=uw, —u,y, =

I
seklinde yazilabilir.

| 1 | oldugunda f yerel yalinkat ve yon-koruyan ve

< | f;| oldugunda ise yalinkat ve yon-degistirendir. J,(z)>0 iken f,(z)=0 dir.

w= f(z) yon koruyan doniigiimleri i¢in

(/2= |fz

esitsizligi yazilir. Bu kesin esitsizlik, f nin sonsuz kii¢lik bir gemberi biiyiik eksenin

kiiciik eksene orani

o

+

T

D, =

o

o

olan sonsuz kiigiik elipslere dontistirdiigiinii geometrik olarak belirtir. D=D,(z), =z

noktasinda f fonksiyonu dilatasyonu (genislemesi) olarak adlandirilir. Acik bir sekilde

goriliir ki 1< D,(2) <oo dir.

Tanim 3.1.6. K, 1<K <oco olacak sekilde bir sabit say1 olmak {izere ve eger verilen bir
bolgenin tiimiinde D,(z) <K esitsizligini sagliyor ise yon koruyan f homeomorfizmasi-

na kuazi (hemen hemen) konformal ya da K -kuazi konformal doniisiim denir.
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Tamm 3.1.7. ., = f./f, oranma f nin birinci kompleks dilatasyonu (genislemesi)
denir. Buradan, eger f yOn koruyan ise O§|uf(z)|<l olur. D,(z)<K olmasi i¢in
gerekli ve yeterli kosul |M ; (z)| <(K-1)/(K+1) esitsizliginin saglanmasidir. Bu durumda,

yon koruyan bir homeomorfizmanm kuazi (hemen hemen) konformal olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul |uf|§k<l esitsizliginin saglanmasidir. f doniisimiiniin

konformal olmast i¢in ., =0 olmasi gerekli ve yeterlidir [34], [35].

Tanum 3.1.8. vfzz/ /. oranmna f nin ikinci kompleks dilatasyonu (genislemesi)
denir. Harmonik doniigtimler teorisinde v, ikinci kompleks dilatasyonu (genislemesi),
n, birinci kompleks dilatasyonuna (geniglemesine) gore daha kullanighdir. |vf| =|M f|
oldugundan dolay1, f nin kuazi (hemen hemen) konformal olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul |vf (z)| <k <1 olmasidur.

Teorem 3.1.9. f fonksiyonu bir DcC bolgesinde ikinci mertebeden siirekli kismi

tirevlere sahip kompleks degerli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun J,(z)>0
olacak sekilde D bolgesinde yerel yalinkat oldugunu kabul edelim. Bu takdirde, f
f

z

fonksiyonunun harmonik olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul w=v, === fonksiyonunun
D bolgesinde analitik olmasidir [36].

Ispat: 7 fonksiyonunun J +(2)>0 olacak sekilde D bolgesinde yerel yalinkat oldugunu

|

kabul edelim. w=“%= /. =w/. esitliginin z e gore diferansiyeli

o

f_?z =fzw+ fow:
seklindedir. Eger f, D bolgesinde harmonik ise,
o’ f

1
_ = :—A :0
/: 0z0z 4 /

esitligi elde edilir. Boylece w. =0 sonucu bulunur. Bu ise w fonksiyonunun D

bolgesinde analitik oldugunu gostertir.



Tersine, eger w, D bdlgesinde analitik ise w. =0 olup f.=f.w olur. f
fonksiyonunun J,(z)>0 olacak sekilde D bdlgesinde yerel yalinkat oldugundan her
ze D igin |w(z)| <1 dir. f.. = f.w esitligi ancak f. =0 olmas1 durumunda gergeklesir.

Buise f fonksiyonunun D bolgesinde harmonik oldugu anlamina gelmektedir.

Bu terorem yon koruyan f harmonik yalinkat doniisiimiin ikinci kompleks dilatasyonu

(genislemesi) olan w:i fonksiyonunun modiiliiniin 1 den daha kiigiik bir analitik

z

fonksiyon oldugunu belirtir. Bu nedenle w=Jz fonksiyonuna f fonksiyonunun

z

analitik dilatasyonu (genislemesi) veya kisaca genislemesi de denilir. Ayrica w(z)=0

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul f fonksiyonunun analitik olmasidir.

3.3. HARMONIK YALINKAT FONKSIiYONLARIN S,, VE SOH SINIFLARI

Bu kisimda harmonik yalinkat fonksiyonlarin alt smiflar1 ve bu siniflara ait bazi temel

Ozellikler verilecektir.

Basit baglantili bir D c C bolgesinde, kompleks degerli f harmonik fonksiyonu, # ve
g fonksiyonlar1 D bolgesinde analitik olmak {izere f = h+g¢ bi¢iminde yazilir ve tek

olan bu yazilisa f fonksiyonunun standart gésterimi denir [33].

Eger s harmonik ise f, nin analitik oldugunu biliyoruz. D bdlgesinde analitik bir &
fonksiyonu i¢in 4'=f, dir. g=f—h olsun ve s fonksiyonunun tanimi geregi D

bolgesinde

g =f—h =0

z

olur. Boylece g fonksiyonu D bdlgesinde analitiktir. Bu gdsterimin tekligi hem analitik

hem de anti analitik yani analitik fonksiyonun eslenigi olan fonksiyonunun sabit olmasi

gercegine baghdir. Eger f reel degerli ise 24, f fonksiyonunun analitik tamamlayicisi
olmak {izere, gosterim imajiner bir ek sabite kadar yani f=h+h=Re{2h} esitligine

kadar indirgenir.
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D birim diskinde # ve g analitik fonksiyonlarmnin seri a¢ilimlar

h(z) =Zanz" ve g(z)= anz”
n=0 n=1
olmak iizere, D birim diskinde ydon koruyan harmonik f=#h+g harmonik yalmkat
fonksiyonu igin |g'(z)|<|A'(z)| dir. Bu durum #'(z)=0 oldugunu gdsterir. Bu sebepten

otlirti, #(0)=0 ve 4'(0)=1 almak genelligi bozmayacaktir. Boylece D birim diskinde

f(2)=h(z)+g(z) = Z—G-Zanzn —I—anz"

n=2 n=1

ozelliginde yon koruyan f=h+g harmonik yalinkat doniisiimlerin smifi s, ile
gosterilir. g/(0)=0 kosulunu saglayan f=#h+geS, fonksiyonlarimn smifi da s9 ile
gosterilir.
Yukarida verilen tanimlamalar altinda fonksiyon alt siniflar1 arasinda

scsycs,
kapsama bagntis1 yazilabilir.

Tanmm 3.1.10. F, D bdlgesinde tanimli analitik fonksiyonlarm bir ailesi olsun. F

ailesindeki her{f,} dizisi D bolgesinin her kompakt alt kiimesinde diizgiin yakinsak bir

alt diziye sahip ise F ailesine normal aile denir.

Tamm 3.1.11. F, D bolgesinde tanimli fonksiyonlarin bir ailesi olsun. F ailesindeki

her yakmsak {f,} dizisi yine F ailesinde bir fonksiyona yakinsiyor ise F ailesine

kompakttir denir.

Teorem 3.1.12. s}, smifi normal ve kompakttir [33].

Teorem 3.1.13. f=h+gesy fonksiyonlari igin |5, g%dir [33].
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3.4. HARMONIK YILDIZIL FONKSIYONLAR

Tanim 3.1.14. feS, yon- koruyan harmonik bir donlisim olsun. Eger
f doniisiimiiniin goriintii bolgesi orijine gore yildizil olan fonksiyona yildizildir denilir
ve bu fonksiyonlarin sinifi §;, ile gosterilir. S;, smifina ait bir f fonksiyonu D birim

diski i¢inde ise harmonik yildizil fonksiyon adi verilir. Bu tanim, geometrik olarak,
gorlintiiniin tamaminin orijinden gorilebilir oldugu anlamma gelmektedir. Harmonik

yildiz1l fonksiyon analitik olarak

.8 -
fes, o %(arg fre")) >0

gosterimine sahiptir.

Tamm 3.1.15. D birim diski icinde yon koruyan harmonik yalinkat f=#+g yildizil

fonksiyonu i¢in z=re",|

z|=r>1,0§6§2n,0§u<1 olmak tizere

0 0y _ 0 0y _ zh/(z)—zg/(z)
%(argf(re )) = Im%(logf(re )) = Remz a,

bagintis1 saglantyorsa f fonksiyonuna o mertebeli harmonik yildizil fonksiyon denir.

o mertebeli harmonik yildizil fonksiyon sinifi S, () ile gosterilir.

Teorem 3.1.16. 7 < SY ise f=h+g yildizil fonksiyonunun katsayilar1 » = 2,3,...i¢in

|a |<(2n+1)(n—|—1)
"= 6
|b |<(2n—1)(n—1)
"= 6
e

esitsizlikleri saglanir [6].

Teorem 3.1.17. feS, ise f=h+g yidiz1l fonksiyonlar: i¢in katsay1 bagmtilari

n=273,..1¢in
1
|an| <§(2n2 —l—l)
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] <5 (20 +1)

esitsizlikleri saglanir [10]. Bu simirlar en iyi siirlardir ve esitlik hali hi¢bir fonksiyon
icin miimkiin degildir.

Teorem 3.1.18. Her yildizil f < s), fonksiyonu igin

1 3r—l—r3

)<=,
|f( )|_ 3 (1—7")3

(z|=r<n

esitsizligi saglanir [10]. Bu smirlar en iyi smirlardir ve esitlik hali harmonik Koebe
fonksiyonu k, olmasi durumunda miimkiindiir.
3.5. HARMONIK KONVEKS FONKSIYONLAR

Tanmmm 3.1.19. Eger feS, ise f doniisimiiniin goriintii bdlgesi konveks olan
fonksiyon K, ile gosterilir. K, sinifina ait f fonksiyonu D birim diski i¢inde ise

harmonik konveks fonksiyon adi verilir. Harmonik konveks fonksiyon analitik olarak

>0,z=ré,0<0<2m,0<r<1

feKy, @%arg[%argf(reie)

gosterimine sahiptir.

Tamm 3.1.20. D birim diski igcinde yon koruyan harmonik yalinkat f=#+g konveks

fonksiyonu i¢in z=re",|

z|=r>1,0§6§2n,0§u<1 olmak tizere

O] (0 . a2k @+ (2)+27g"(2)+28'(2)
00 {arg[ae Sre )]} =Re zh'(2) —zg'(2) =

bagintis1 saglaniyorsa f fonksiyonuna o mertebeli harmonik konveks fonksiyon denir.

]

o mertebeli harmonik konveks fonksiyon smifi K, («) ile gosterilir.

23



4. KONVEKSE YAKIN FONKSiYONLAR

Tezimizin bu bolimii analitik kismi ¢—yildizil olan harmonik fonksiyonlarin
gergekledigi ozellikleri arastrmaktir. Bunun i¢cin Kuantum matematigi ( ¢— Calculus)
yontemlerini analitik fonksiyonlar teorisine yeni tanimlar vererek insa edecegiz. Bu
yontemleri yalinkat fonksiyonlar teorisine ilk olarak M. E. H. Ismail, E. Merkes ve D.
Steyr tarafindan ‘‘A Generalization of Starlike Functions (Complex Variable Theory
Applications, vol. 14, pp. 77-84, 1990)’’ makalesinde kullanilmistir [37]. Daha sonra
ele alinmayan bu yontem Misirli matematik¢i M. K. Aouf ve T. M. Seoudy tarafindan
2016 yilinda ‘‘Coefficient Estimates of New Classes of ¢— Starlike and ¢— Convex
Functions of Complex Order, (Journal of Mathematical Inequalities, vol. 10, no. 1,
2016), makalesiyle giindeme gelmistir [38]. Daha sonra Sarita Agarwal, Meslina Darus,
Yasar Polatoglu ve Hatice Esra Ozkan bu konu iizerinde ¢alismalar yapmuistir. Tezin bu
bolimii Polonya’da ‘‘Conference on Analytic Functions and Related Topics’’
konferansindan benim tarafimdan sunulup konferansa katilanlar tarafindan hi¢ bir hata

ve tenkite ugramadan tam bir onay almistir.

Bu calismada, diizlemsel harmonik doniisiimlerin alt smiflarmi inceleyecegiz. D birim

diskinde i(z) ve g(z) analitik fonksiyonlarmin seri agilimlar

hz)=z —|—Zanzn ve g(z)= anzn
n=2 n=1

olmak iizere diizlemde harmonik tasvirler /' = h(z)+ g(z) seklinde gosterilirler. Burada
h(z), f fonksiyonunun analitik kismi1 ve g(z) fonksiyonuda f fonksiyonunun ko-

analitik kismidir. Eger

14z
1—

lineer olmayan kismi diferansiyel denkleminin ¢oziimii |wq(z)|<l ve w,(z)<h

kosullar1 altinda f =h(z)+g(z) ve h(z) fonksiyonu da g¢-—yildizil fonksiyon olacak
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sekilde saglaniyorsa, bu smif analitik kismi ¢ - yildizil olan ¢— harmonik doniisiim

olarak adlandirilir. Burada D, i(z) = 7 =hgz) _ f, ve D, g(z)= 8()—glez) _ 1o qe(0,1).
(1—q)z (1—9)z
Boyle fonksiyonlarin smiflarin1 SHS () ile gdsterecegiz.
* — * D g(Z) 1 + z
— — . _ 9
SHS™ (q)={f = h(z)+g(2):h(z) €S, w,(2) = e W, (2) <h l—qZ}

q

seklinde tanimlanan fonksiyon sinifini ve ayrica

D,g(z)
G = lg(z) EAim = p(2),p(z) €P(q),f(z) €K(q) ]
q

sinifinin incelenmesini ele alacagiz.

Burada

Dq (quf(z))

e =p(2),p(2)€P(q)]
q

K, :lf(z) €4:

seklinde tanimlanir.
q — fark operatori
f(2)— f(qz)
D = B
0 f(2) 1) ,ze B\{0}
seklinde tanimlanir [39],[40]. Eger 0B ise |¢|<1 igin sifir noktasinda tanimlanan
g— tirev operatori

qu(o): lim f(zqn)n_f(o),ZEB\{O}

n—00 zq

limit var oldugunda saglanir ve z ye bagh degildir. Ayrica,

D, f(0)=D, .f(0)
esitligini yazmak miimkiindiir. ¢ — fark operatoriiniin tanimini1 kullanarak asagidaki

genel kurallar1 yazabiliriz [11], [40], [11].
e f(z)=:z" fonksiyonu i¢in

1—g" a
_ n__ n
D,f(z)=D,z" = " z
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ise boylece

1—q"
l—q

Zn—]

o0
f()=z+az2* +a;z° +..+a,z" +...:>qu(2):1+2%

n=2

e BCC olmak flizere ¢-—geometrik kiime iizerinde tanimli f(z)ve g(z)

fonksiyonlar1 i¢in tiim z€B degerlerinde f ve g fonksiyonlarmin ¢ — tiirevleri
1) D, (af (2) £bg(2)) = aD, f(z)*+bD,g(z) , a ve b reel veya kompleks sabitler

i) D,(f(2)g(2)) = g(2)D, f(2)+ f(g2)D,g(z)

f(z)) _ 8D,/ (2)~ f(2)D,8(2)

.
) 2y 2()2(@)

,8(2)g(gz) =0

V) [ f@0d==0-0 " 10"
0 n=0
e 4 diferansiyel
d, f(z)= f(2)— f(gz) ise

f@)=f@) ,
i—qz

D, 1=/ ® _ 1@ 1)

d,z (1—¢)z - dqf(Z) -

olur.

e Cok degiskenli f(x;,x,,x5,....x;,%;,,,....,x,) reel siirekli fonksiyonlarin ¢ kismi

tiirevleri bir x; degiskeni i¢in

f(-;) _Eq,xif()_é)

Dq,xif(x) = (- Q)xl-

,x; =0, qE(O,l)

[, S )],y = 1im Dy, /(D)

x;=0
Eq,xif(;) = S (X520, X3 X155 X, 41 n X))
dk
Burada —.- operatorii yerine D kullanacagiz.
d k,x

k
qx

Q, D birim diskinde bulunan ¢(z) fonksiyonlar ailesi olsun. Her bir z € D noktasi i¢in
0(0)=0 Ve |d(z)| <1 saglansmn. p(z)=1+ p,z+ p,z° +... formunda yazilan fonksiyonlar

ailesi P(q)ile gosterilsin. p(z) € P(q) fonksiyonu asagidaki esitligi saglar.
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<

1
p(z)—— ,z€D

l—¢q

I—q

g €(0,1) bir reel sayidir. A, D birim diskinde bulunan ve her bir z< D noktasi i¢in
f(0)=0 ve f'(0)=1 kosullarin1 saglayan f fonksiyonlar ailesi olsun. f(z), A nin bir
elemani olsun. Eger f(z)€ A, p(z) € P(q) olmak iizere

D/

=p(2),z€D
/()
kosulunu gergekler ise 0 zaman f(z) fonksiyonuna ¢ yildizil fonksiyon denir ve S; ile

gosterilir. f,(z) ve f,(z), A nin elemanlar1 olsunlar. Eger f,(z) = £,(¢d(z)) olacak sekilde
bir &(z)eQ fonksiyonu var ise f(z), f,(z)fonksiyonuna sabordinedir denir ve
fi(2)= fr(z)1le gosterilir [24]. f(z)< f>,(z) olmas1 icin gerekli ve yeterli kosul
AO)=f0)ve  £(D)C (D). Bu  kapsama D, ={z:|z|<r,0<r<1}  bolgesinde

f1(D,)C £,(D,)olduguna isaret etmektedir.

Teorem 4.1.1. f(z) fonksiyonu g — y1ldizil fonksiyon alalim o zaman

i =q
logg ™! logg ™!
r r
| el —
(l—l—qr) q (l—qr) q
1—-q l—¢
111 roeg 111 s
1 —r] r <|p,ra] <L +r] r
1+ — |9 - _ 1+
r[1+qr (H—qr)Tq r{l—gr (l_qu‘f

olur [41].

Teorem 4.1.2. Sabit olmayan kompleks degerli f fonksiyonu harmoniktir ve D birim

diski tizerinde yon koruyan olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul ' fonksiyonunun

w2 f. =1, (4.1)

lineer olmayan eliptik kismi diferansiyel denkleminin ¢6ziimii olmasidir.

Ispat: = Burada,

f. =D, f(z)= % 72 =D,g(s)=

Denklem (3.1) in z gore tiirevi alinirsa,

g(z) —g(gz2)
(I-q)z
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_ o,w
7= Faw o+ £, 42)

Eger f, D birim diski lizerinde harmonik ise o zaman

1 10°f
—:—A = — :0
U= 2 / 2 9207

ve f =0 dir. Esitlik (4.2) yeniden yazilirsa,

(4.3)

d,w _

0z

f. 0

0
elde edilir bu da gosterir ki ~- =0 yani w,(2) analitiktir
4

. TP .\ 0
« Diger taraftan, w,(z) D birim diski iizerinde analitik alalim. O zaman, 6"_W =0 dir.
Z

Boylece, esitlik (4.2)

fo. = faw,(2) (4.4)

formuna indirgenir.

w, (2) nin tanimini kullanarak ve ayrica |wq (z)| <1 alindiginda

(4.5)

l—|wq(z)| =0

elde edilir.

Esitlik (4.4) ve (4.5) birlikte diisiiniildiiglinde,

=

w, (2)|

f=

JT;Z = Z?Wq (Z) =

l—wq(z)|=0

.

0
_ ) 4.6
(1—w,(2)) (4.6)

Boylece 7. =0 olur. Esitlik (4.6), f fonksiyonunun harmonik oldugunu gosterir.

Teorem 4.1.3. p(z) € P(q) olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

14z
1—gz

p(z) <

dir.
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Ispat: = p(z) € P(¢q) ele alalim. Bu durumda,

<1L:>|p(z)—m|<m 4.7)
—-q

1
p(z)— q
elde edilir ki burada

1 1 1
—=m&Sl-gq=—=1-—=gq
1—¢q m m

Boylece 1(z) = - p(z)—1, D birim diskinde modiilii en cok 1 dir.
m

1 1—m
W) -0 G PED=C)

d2)=——=——"= (4.8)

TR0 e o

m m
®(0)=0, |d(z)| <1 dir. Schwarz yardimc1 teoremini kullanarak

o) <] (4.9)

yazilir. Boylece, Denklem (4.8) ve Esitsizlik (4.9) kullanilarak,
o) =—LDL__ 4y = pay=— 2D (4.10)

P(Z)(l—;)Jrl 1—(1—;)¢(Z)

14z
= p(z) <
1—gz

elde edilmis olur.

«<Farzedelim ki p(z) analitik olsun ve p(0)=1 ve p(z) <lli kosullarini saglasin. O
iy

halde,

1+6(2)

PO < ) = —
— ¢ 1—(1——)d(z)
m

1—m+ md(z)
1—(1- D))
m

= p(z)—m=

460
m
1+1—7m¢(2)
m

= p(z)—m=m

29



1—m

o)
:|p(z)—m|: m—ml_ <m
1+ 200

= p(z) € P(q)
Yardimci Teorem 4.1.4. |q|¢l olmak tlizere B, ¢ geometrik kiime lizerinde f(z)reel

veya kompleks degerli olarak tanimlanan bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

D,f(2)
D,(log f () = =% ~=

dir.

Ispat: ¢— fark operatoriiniin tanimini kullanarak,

1
log /(2) ~log f(q2) _ log [(4z)~log f(2) _ g[f(qZ)]h

D, log /(2) = L E=2 ) L
! 1
_ 1(g2)— f) ) qu(z)]h
=1 1+ "L =1 1+h——
°g[ e ] TG

D,f(2)

h— 0 i¢in limit alindiginda, D, (log f(2)) = G elde edilir.

(2)

Yardimci Teorem 4.1.5. (I. S. Jack) D birim diskinde ¢(z),(0) =0 kosulunu saglayan

analitik bir fonksiyon olsun. Eger |6(z)] maksimum degerini bir z, € D noktasindaki
|z2|=r cemberi iizerinde alirsa o zaman m>1 olacak sekilde z,D,(zy) =md(z,) esitligi

yazilir [42].

Ispat: ¢— fark operatériiniin tanimii ve Jack yardimei teoremini kullanarak,

b(2) = b(gz) _ 6(2) = (z) =

D,o(z) = 2,
z—qz z—2zg
z — z, i¢in limit alindiginda,
lim 6(2) = D,0(z0) = lim 2E =2 _ g1z

z—z, z—z, 0

Boylece,

ZOqu)(ZO) = 20'(z9) = md(zy)
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elde edilir. Bu da ispatin tamamlandigini gosterir.

Teorem 4.1.6. f = h(z)+ g(z) fonksiyonu SHS"(g) smifinin bir elemani olsun. Bu

durumda,
&2) < b] 1+ z
h(z) 1—qz
dir.
Ispat:
g(z) —b 1+ ¢(2) (411)

h(z) ' 1—qd(z)

fonksiyonunu tanimlayalim. &(z) analitiktir ve

8@) |y 1400

=p = 0)=0
W | T go0) O

kosulunu gercekler simdi her z D igin |¢(z)| <1 oldugunu gosterelim.

1+z
—qz

w(z) =
lineer doniisiimii, merkezi

Cor )_(041(1+2qr2 )’Oéz(l+qr ))
1—qg°r 1— q 72

ve yarigapi

|b | a + q)r
1 _

olan birim diskine resmeder.

Sabordinasyon ilkesini ve SHS"(¢) smifinin tanimini kullanarak,

(D) =] D) |D,g)  |nla+qr” )|_|b|(1+q ) e “.12)
D) |D2)  1-g** |7 1-¢r

Denklem (4.11) in g — tiirevi alindiginda

2(z)|  hgz)D,g(z)—g(qz)D h(z) 1+ d(z2)
3 = =D, (b —/ )=
h(z) h(z)h(qz) —qd(z)
D,g(z) _ ] 1+d(2) N (1+¢)zD,o(2) h(z) (4.13)
D, h(2) 1—qd(z)  (1—qd(2))(1—qd(gz)) zD,h(z)
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elde edilir.

h(z)eSJ oldugundan dolay1 S; siifinin tammmindan

hz) _1-¢
zD,h(z) AN

dir. Boylece Denklem (4.13)

g(2)

1+ d(gz) n (1+q)zD,o(2) l—gq
h(z)

1—gd(gz)  (1—qd(2))(1—gd(gz)) & +1

-

(4.14)

q

seklinde yeniden yazilir.

Simdi |¢(z,)| =1 olacak sekilde birim diskte bir z, elemaninin oldugunu farz edelim.

g — Jack yardimc1 teoremini kullanarak

Doglz) _, [146(gz) (+q)md(z) l'e—q v, (D)
D, h(z,) 1=qd(gzy)  (1—qd(z0))1—gb(gzp)) € +1

Elde edilen denklem, Denklem (4.12) ile ¢eliski ihtiva eder. Boylece birim diskte

alinan her z elemani i¢in |¢(z)| <1 dir. Sonug olarak

g(2) <h 14z
h(z) 1—qz

elde edilmis olur.

Sonu¢ 4.1.7. /= h(z)+g(z) fonksiyonu SHS"(¢) smifinin bir elemani olsun. Bu

durumda,
=g =g
! logq" logq"
—r r 1+r r
|b]|1—|—qr I+q SIg(z)|§|b]|l—qr I+g (4'15)
(l—l—qr) q (l—qr) q
Ispat:
1
w(z) = b, tz
1—gz
lineer doniisiimii, merkezi
a(1+¢r?) ay(l+gr?)
C(r)=( 5 )

1—qg°r 1—g*r

ve yaricapi
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olan birim diskine resmeder.

|b |(l+q)r

1_

Sabordinasyon ilkesini ve SHS"(¢) smifinin tanimini kullanarak,

D,8(2) |D,8() ||+ _ [ala+q)r

D,h(z) |D h(z)

lqr

_1_

esitsizligini yazabiliriz ve liggen esitsizliklerini kullanarak

e

|g(z)|<|b|

1+r

elde edilir.

H—qr |h(z)|

! 1—gr

_Df@ _(+gr )| (1—|—q)r

2,2
qr

f(2) 1—g¢°r | 1—g*r
esitsizliginden yararlanarak
1—r <Re Zqu(Z) < 1+
I4-gr f@) )T 1=¢r
sonucu elde edilir.
D,f(z) o
L = rLlog|/(2)

z r—
f(2) or

esitligini kullanarak Denklem (4.15) e ulasiriz.

Sonug¢ 4.1.8. f =h(z)+ g(z) fonksiyonu SHS"(¢) smifinin bir elemani olsun. Bu

durumda,
1-q
1 1 2 logg ™!
—r r
|b] |7[1 + qu Itg
(H—qr) q
elde edilir.
Ispat:
1—
|br[——

1+gr

esitsizliginden yola ¢ikarak,

<|p,2()| <[n|

<|w (Z)| |b|
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1+r

[l—l—r

(4.16)



1—r < |Dqg(z)| <| ]| 1+r

4.17
Ia|1+qr_|th(z)|_ a (4.17)
esitsizligini yazabiliriz.
1—-q 1—¢
(1 logq" 114 logq"
—r r r r
7[1+qu g §|D"h(z)|§7 l—qr] Lig (4.18)
(l—l—qr) q (l—qr) q
Esitsizlik (4.17) ve (4.18) carpildiginda, Denklem (4.16) elde edilir. Bu denklem
Teorem 4.1.1 ve SHS"(¢) smifinm tanimmim basit bir sonucudur.
Sonug¢ 4.1.9. f =h(z)+g(z) fonksiyonu SHS"(¢) smifinm bir eleman1 icin Heinz
esitsizligi,
2 2 2 2 2 2 2
|th(z)| +|Dq g(z)| = |th(z)| —|—|wq (z)| |th(z)| = |th(z)| a —|—|wq (z)| )
1—q 2
logg™!
(+gr) +]B" (1= ) [1 1=~ r .
> - - e (4.19)
e (A e
Ispat: ¢— yildizil fonksiyonlar i¢in biliyoruz ki
ma =g
. logg ™! - logg ™!
—r r r r
Iy <|p,h()| <]
1 Itg 1 1—- g
tar (H—qr) q v (l—qr) q
esitsizligi mevcuttur.
Ayrica daha onceden kullandigimiz
1—r 1+r
|b]| - §|wq(z)| §|b]|1—qr (4.20)
esitsizligini de ele alarak
1— 7Y 1+7)
1+|b]|2 ( r)2§1+|wq(z)|2§1+|b]|2 (+I")2
(1 + qr) (1 — qr)
esitsizligini yazabiliriz.
Ayrica,
D,g(2)
_ 4 _
w,(2) = Y = |Dq g(z)| = |th(z)||wq (z)|
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2 2 2
:>|Dqg(z)| :|th(z)| |wq (z)|

Denkleminin her iki yanina |th(z)|2 terimi eklenip ortak parenteze alinirsa;
|th(z)|2 +|p, g(z)|2 — |th(z)|2 +|th(z)|2 Iw, (z)|2

2 2
= |th(z)| [l—|—|wq (z)| ]
esitligi elde edilir.
L) +nf (1-r)

2 (
1+|wq (z)| > o

esitsizligini kullanarak,

|th(z)|2 +|p, g(z)|2 — |th(z)|2 —|—|th(2)|2 Iw, (z)|2

= |th(z)|2 [1 + |Wq (z)|2 ]

2
> |th(z)|

(1+4r) +[n[" <1—r>2J
(1+4r)’

esitsizligi ve ayrica

(1+gr) +|pf (1=r) 1 1=r | &

2 1
(1+ar) PR gy

>

sonucu elde edilmistir.

Sonug¢ 4.1.10. f = h(z)+ g(z) fonksiyonu SHS"(¢) smifinm bir elemani olsun. Bu

durumda,

Fy(4,B,C,D,q,r) < ‘Jf (2)
q

< K(4.8,C.D.q,r) (4.21)
esitsizligini yazabiliriz. Burada,

1—¢q 2

logg ™'

111 A—Br)(C+ Dr

E(AsBsCstqsr): 7[ +r] 4 I+q ( (1_'_)( )2 )
(1—gr)q qr

1—gr
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7

logg ™!
FyLBC.D.qur) 1[11+— rr] - (A+Br)(C:rDr)
1 (14+qr) ¢ (1=ar)

Buradaki 4, B, C ve D katsayilar1 A=1+|b|, B=|b|—¢q, C=1-|p|, D=|b|+q¢ seklinde

tanimlanir.
Ispat:
2 2 2 2
1, @|=lpgh) ~[p,g@f =D (1= ) | (4.22)
1—- 1
ve ayrica, |py |ﬁ < |wq (Z)| < |b]|1jqrr
esitsizliklerinden yola ¢ikarak,
1—M< [1—|w (Z)|2] <1_M
gy U TN (g

(A + Br)(C = Dr)
(1-gr)

(A — Br)(C = Dr)
(1+gr)’

< [1 ~|w, (z)|2] <

Fy(4,B,C,D,q,r) < ‘Jf (2)| < F(A4,B.C.D,q,7)
q

1—q =
. 10gq*‘ " logqﬂ
—r r tr a
_[ <|D h(z)| <|= ]
1 ] e P, B o
N 1) AR (B
burada
1—-q 2
—1
F(ABCDq’”):l 1+r , logg (A—Br)(C—I-Dr)
1 bt A ) b r 1_qr (1_qr)1+7q (1+q’")2
1—q 2
logg ™!
11— r (4+Br)(C~Dr)
1+gqgr) g B
dir.
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Sonug¢ 4.1.11. f = h(z)+ g(z) fonksiyonu SHS"(¢) smifinm bir elemani olsun. Bu

durumda,

FZ(A’Bsqsr)§|f| SE(C,D,Q,I")

A=1-|p| , B=q+b|, C=1+b|, D=q—|p]

longl
%
I+q |d‘12|

(C—Dr)(l—l—r)

RC.D.gr)= [ o]
r\l—qr

(1—gr)a

longl
%
I+q
(H—qr) q

1+r
1—gr

(A — Br)(l — r)
r(l —qr)(l —l—qr)

EMﬂ%ﬂ=f

Ispat:

1—
| rr <|w, @[ <|n|

14+¢

esitsizligini ele alarak,

|b]|(l—|—r) b (l—r)
1—(1_—qr)§(1—|wq(z)|)§1—|(l|+—qr)

esitsizligini yazabiliriz.

(- f]) ~ (g + 1)) 1—a]) +(a +[or])r

= (1_|Wq(z)|) = |

(1 — qr) (1 + qr)
Genel diizenlemeler yaparak,
A— Br A+ Br
(i—ar) (1=]wy @) < (I+qr)
ve
B[ (1-r) [ (1+7)
A (e <(1+|w,(2)) <1+ ]
esitsizliklerini buluruz. Buradan,
(1-+]6r]) + (o) (1+[0]) (g =[]}
I s R
C+Dr C—-Dr
(l+ar) = [+l < (1-gr)
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(|th(z)| _|Dqg(z)|)|dqz| = |dqf| < (|th(z)| +|Dqg(z)|)|dqz|
|th(z) —w, (z)th(z)||dqz| < |dq f| < |th(z) +w, (z)th(z)||dqz|
|th(z)”(l —w, (z))quz| <ld, 1] < |th(z)”(l +w, (z))quz|
Bu esitligin her iki tarafinin ¢ — integrali alindiginda Denklem (4.23) elde edilir.

=g
logq"

C—Dr)(1+
F}(Cstq!r):f( r)( 2 r) - I+q |qu|
r(l—qr) (l—qr)T
1-q
logg ™!
B (A—Br)(l—r) r
BB [ e (ar) s g
q
Teorem 4.1.12. Eger f(z) €K, ise
LD/ 1 (4.24)
o g '
Ispat: 2D (4.25)

f (z)  1-qd(2)
seklinde tanimlanan denklemde,

f(2)=z+a,z* +a;2° +..., Ve
2 3

1-¢* 1-¢° 3
D, f(z)=z+a, z° +ay z7 .,
1—q 1—q
oldugundan dolayz,
D
SO L h0)=0
@ LT 10

olur. Her zeD igin |¢(z)| <1 oldugunu gosterelim. Verilenin aksine, z, €D igin |d(zy)| =1

olsun. Sabordinasyon ilkesini ve K(g) smifinin tanimini kullanarak,

D, (D, f(z)) 1+qr| (1+q)r
426
N B ‘ ek (4.26)

A(r) = lf(Z) H|(14g2)

Diger teraftan, ¢ - tiirev, Teorem 4.1.3 ve Denklem 4.25 kullanilarak,
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(qu)Dq(D”f(Z)):q[ ! ]+l°g"_] Zqu>(z)+[1_ l"g"_]J (4.27)

D,f(2) 1—qo()]  1-q 1-qo(z) | T 1-gq

g —Jack lemmay1 Denklem (4.27) de kullanarak

| 4logg”!

l—q

7 A(r)

(HqZO)Dq(qu(zO)):q[ 1 J+1ogq-1 2D, ()

D, f(zy) 1—gd(z)) =g 1—4gd(z,)

elde edilir. Bu, Denklem (4.26) ile geliski yaratir bdylece tiimz €D igin |¢(z)| <1 olur.

Teorem 4.1.13. Eger f(z) €K, ise 0 zaman

I-¢q I-¢q

logg™! logg™!
r r
N VC E —— (4.28)
(I+gr) ¢ (I—gr) 1
.. ANy . D, f(2) 1 . :
Bu siirlar keskindir ¢linkii ekstremal fonksiyon ZW e diferansiyel
z —qz

denkleminin ¢oziimiidiir.

ispat: w(z) =

1 A o A . 1
lineer dontistimii, merkezi C(r) = — Ve yarigapi p(r) = qrz 5
1—gz 1—q°r 1 r

|z| =  olan birim diskine resmeder. Teroem 4.1.3 ve sabordinasyon ilkesini kullanarak

asagidaki esitsizligi yazabiliriz,

IN

D, f(2) 1 | ar
DR (4.29)

Esitsizlik (4.29) asagidaki formda yeniden yazilabilir.

L < Relre? Dut (r,eie) < (4.30)
14-gr f(rele) 1—gr
Diger yandan,
D, fre" 9 .
Re rele—; (r(efe)) =rot tog] (") (4.31)

Esitsizlik (4.30) ve (4.31) birlikte diistiniildiigiinde asagidaki esitsizligi yazabiliriz,

1 8q 5
—1 !
i+q) -0, Og‘f(re )

1
r(l —qr)

< (4.32)
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Esitsizlik (4.32) nin her iki yaninin ¢ — integrali alindiginda, Denklem (4.28) elde edilir.

-
Uyan 4.1.14. Jim 7__1 oldugundan dolay: Denklem (4.28)
g—1 qu

<|f(z |_

(1+) )

konveks fonksiyonlar i¢in biiylime teoremi olarak bilinir.

Uyar1 4.1.15. Eger f(z) €K, ise 0 zaman

]—q2
qzlogq ] |D f(Z|< 1—ql")

_ 1-¢’
(1—|—ql") q logq I} (433)

dir.
Bu smirlar keskindir c¢linkii ekstremal fonksiyon ¢-— diferansiyel denkleminin

¢Ozimiidir.

2
1+gr (14— ) disk

ispat: lineer doniistimii merkezi C(r):1 S~ Ve yarigapi p(r)—
4

1—gz

lizerinden |z|= r olan birim diske resmeder. Sabordinasyon ilkesini ve K, kullanilarak,

Dg(D,1@) 1+g?|_( (1+4)r
D, f(2) 1-¢*r ‘

yazilir. Teorem 4.1.13 de kullandigimiz ayni teknikle,

Itg 1 <—qlog‘Dfre )‘ Itg 1 (4.34)

q l+gr q l—gr

Esitsizlik (4.34) in her iki tarafindan ¢ — integral almarak Esitsizlik (4.33) elde edilmis

olur.

1—
Uyan 4.1.16. hmz—q =2 oldugundan dolay1 Esitsizlik (4.33),
¢—1 ¢~ logg

A+r 7 <[/ <a-r"

elde edilir. Bu bu konveks fonksiyonlar i¢in biikiilme teoremi olarak bilinir.
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Teorem 4.1.17. Eger g(z) €C, ise 0 zaman

1 2

—q
q*logg™! ] |Dqg(z)| l—l—r) (l—qr)

(1-r)(1+ar) Al 435)

D,g(z) _1+:z
qu(z) 1—gz

Bu sinirlar keskindir ¢iinkii ekstremal fonksiyon , q— diferansiyel

denkleminin ¢6ziimiidiir. Bu sartlar altinda f(z), ¢— konveks fonksiyondur.

Ispat: C, smifinin tanimini ve Teorem 4.1.3 kullanilarak,

Dg(z) 1tz IDqu 1+qr| (+a)r

qu(z) 1—gz |Df z) 1—¢*r |

=p@)&

1+qr|Df z)<|p,g(z |< rr|qu(z)|

esitsizligi elde edilir. Boylece Denklem (4.35) elde edilir.

Teorem 4.1.18. Eger g(z) €C, ise 0 zaman

g(z) 14z
P e (4.36)
olur.
Ispat: g(z)eC, ise 0 zaman
Dyg(z) |Dyg(z) 144r?|_ (1—|—q)r
A 1 0,1 4.37
(= lDf(Z) (e 1| S/ @ K@ (o) (437)

g(z) _1+6(2)
f(2) 1-6(z)

esitliginde, ¢(z) analitiktir ve ¢(0)=0dr. Simdi her zeD igin |§(2)| <1

oldugunu gosterelim. Farzedelim ki z, €D igin |¢(z))|=1 olsun. Diger taraftan,

)| _ 1+¢(z)]:\
@) 1-q0(z)
g@|_slez)  (1+a)Do(z)  f(2)
Nr@) flaz) (1-g0(2))(1-q0(qz)) D, f (2)
Dqg(zo) B 1—|—d)(qzo) (1+q)ZODq¢(ZO) f(Zo)

— 4,
D,f(z0) 1-40(qz) (1-q9(z0))(1-qd(qz0)) 2004 f (20) (39
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g— Jack lemma ve Teorem (4.1.12) kullanilarak,

Dqg(zo) _
qu(ZO)

Lolg) | (rgmiln)  1ogr
1=46(42) (1_q¢(20))(1_51¢(6]20))l—l—qreie

yazilir. Bu, Esitsizlik (4.37) ile geliskidir ve bdylece tiimz €D i¢in |¢(z)| <1 olur. Dikkat

_ %2 D
edersek, denklemde bulunan 1# carpani ZL(Z) sinir degerinin tersidir.
1+ qrele D,g (Z)
Sonug: 4.1.19. Eger g(z) €C, ise 0 zaman,
l-¢ l-¢
logq" ! logq" m
r —r r r
Itg 1+gr §|g(z)|§ Itq l—gr (4.39)
(l—l—qr) q (l—qr) q
Ispat: Teorem 4.1.18. kullanilarak,
l-¢
1—r |logg! < g(z) < I+r
14+ gr f(z)| 1—gqr
17 (2) 2 <Jea)| <[ 2] 2L
I+gr - 1—gqr

Bu adim da Teorem 4.1.13. kullanilarak Denklem (4.39) elde edilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Analitik kismi1 ¢—yildizil olan harmonik fonksiyonlarmn gergekledigi o6zellikler
derinlemesine incelenmistir. Yalinkat analitik fonksiyonlar teorisi icin kuantum
matematigi (¢— Calculus) yontemlerini ele alarak yeni tanimlamalar tez kapsaminda
yapilmistir. Bu doktora calismasinda, diizlemsel harmonik doniisiimlerin alt smiflari
detayl bir sekilde incelenmistir. ¢ -harmonik doniisiim i¢in

D,g(z) 1+z

W, (Z) _<b]

D, h(z) 1—gz

SHS™(q)={f = h(z) +g(2):h(z) € S,,, w,(2) = !

D,g(z)

C, =18(2)e4: qu(z)

= p(2), p(2) €P(q).f(2) €K(q)

seklinde belirtilen fonksiyon smiflarinin incelenmesi yapilmistir.

Bu calismanin devaminda ¢ - konvekse yakin fonksiyonlarin alt smiflar1 ve diger

siniflar icinde yalinkat fonksiyonlar i¢in kullanilan temel esitsizliklerden faydalanarak
yeni denklem ve esitsizlikler elde edilebilir. Bu sonuglar1 elde ederken benzer olarak

sabordinasyon ilkesi, biiylime, biikiilme teoremlerinden yararlanilir.

Bu tezde elde edilen sonuclar bilimsel kongrelerde sunulmus ve makale formatna

getirilerek alan indeksli dergilere gonderilmistir.

Tezin esas kismi olan Boliim 3’te elde edilen sonuglar Romanya’da diizenlenen 12"
International Symposium on Geometric Function Theory and Applications” adl
kongrede sozel olarak sunulmus ve tam metin olarak basilmistir, ayrica, Polonya da
diizenlenen “XVIII™ Conference on Analytic Functions and Related Topics” ve
Tiirkiye’de diizenlenmis bircok konferansta yine bdliim 3 den elde ettigimiz sonuglar
1s1¢inda yeni kavramlar ve teoremler iizerine yapilar insa etmekteyiz. Burdan elde
ettigimiz sonuglar, ‘“Sarajevo Journal of Mathematics” dergisinde ve ‘‘Hacettepe
Journal of Mathematics and Statistics” dergisinde yaymlanmistir. Basim bilgileri

sirasiyla [A. 2.] ve [A. 1.] de bulunabilir
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