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SIMGELER

0 Kompleks sayilar kiimesi

[ Reel sayilar kiimesi

a Tamsayilar kiimesi

[ Dogal sayilar kiimesi

il Riemann Kiiresi

a Uzatilmis iist yar1 diizle

7 Homojen olmayan lineer dontisiimler kiimesi

54 | lizerinde tersine ¢evrilebilir ikiye iki matris

Va Temel(tamlik) bolge

A ~ grubunun ayni ¢ift z, ve z, sabit noktalarina
sahip
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D, Merkezi orijin olan r yarigaplh agik disk
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f (D) D diskinin f fonksiyonu altindaki goriintiisii
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|m{ f } f fonksiyonun imajiner(sanal) kisim
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S~ Starlike fonksiyonlarin sinifi

S* (g) a dereceden starlike fonksiyonlarin sinifi
Konveks fonksiyonlarin sinifi

C(a) a dereceden konveks fonksiyonlarin sinifi

M D birim diskinde meromorf univalent
fonksiyonlarin sinifi

MS” D birim diskinde meromorf inivalent starlike

fonksiyonlarin sinifi
MC D birim diskinde meromorf tinivalent konveks
fonksiyonlarin sinifi



D birim diskinde « dereceden meromorf
fonksiyonlarin sinifi

D birim diskinde « dereceden meromorf starlike
fonksiyonlarin sinifi

D birim diskinde « dereceden meromorf konvekse
yakin fonksiyonlarin sinifi

M fonksiyon smifinin alt sinifi

Pochhammer sembolii

A= {Z ell: |Z| > l} de taniml1 analitik ve Uinivalent

fonksiyonlarin sinifi



OZET

MEROMORF FONKSiYONLARIN KONVEKSE YAKIN FONKSiYONLARA
DONUSTURULMESI

Hasan SAHIN
Diizce Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisi, Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi
Danisman: Prof. Dr. Ismet YILDIZ
Haziran 2022, 130 sayfa

Bu tez ¢alismasinda birim diskte meromorf bir fonksiyonun tiirevlerinin konveks ve
starlike olmas1 hakkinda genel bagintilarini adi tiirev operatorii yardimiyla verilmistir ve
bu fonksiyonun konveks ve starlike olmasi {izerine baz1 bagntilar1 bulunmustur. Bunun
icin Oncelikle tinivalent fonksiyonlarin birim diskindeki konveks ve starlike olmasi ile
ilgili kavramlar tanitilmig, ardindan tinivalent bir fonksiyonun hangi kosullarda konveks
ve starlike oldugu ve aralarinda ne tiir iliskiler oldugu tizerine ¢aligmalar yapilmustir.
Delinmis birim diskteki analitik ve tinivalent meromorf fonksiyonlarin bu 6zellikleri ve
bu fonksiyonlarin konveks, konvekse yakin ve starlike olmasi icin gerekli ve yeterli
kosullar aragtirtlmigtir. Meromorf fonksiyona sahip olmak igin gerekli formdan

bahsedilerek f (z) fonksiyonu i¢in karmagik analitik doniisimler incelenmistir.

f(Z): fgléj)) olacak sekilde h(z)#0 kosulu saglayan bir fonksiyondur. Birim D

diskindeki f ve g nin analitik fonksiyonlari i¢in, Hadamard ¢arpimi ve lineer operatorler
yardimiyla fonksiyonlar arasinda subordinasyon ilkesini kullanarak meromorf analitik

fonksiyon smifi meromorf fonksiyon smifiit M yi ve M ab (a,ﬂ;h) alt siiflarimm
gosterir. Son olarak sonug ve tavsiyeler yer verilmistir.

Anahtar sozciikler: Hadamard carpimi, Konvekse yakin fonksiyon, Meromorf
fonksiyon, Starlike fonksiyon, Univalent fonksiyon.
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ABSTRACT

CONVERSION OF MEROMORPHIC FUNCTIONS TO CLOSE TO CONVEX
FUNCTIONS

Hasan SAHIN
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematic
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ismet YILDIZ
June 2022, 130 pages

We give general relations about starlike and convex of the derivatives of a meromorphic
function in the unit disk with the help of the ordinary derivative operator and to find some
relations on the starlike and convex of these function. For this, firstly, the concepts related
to the starlike and convex of univalent functions in the unit disk were introduced, and
then studies were carried out on the conditions under which a univalent function is starlike
and convex, close to convex and what kind of relations there are between starlike, convex
and close to convex. These properties of analytic and univalent meromorphic functions
in the drilled unit disk and the necessary and sufficient conditions for these functions to
be starlike and convex are investigated. Moreover it is mentioned that meromorphic
functions are univalent functions that are analytical everywhere. Complex analytic

transformations were investigated by mentioning the necessary form for f (z)to have
. . . . _9(z2) - .
meromorphic function. It is a function f(z)—mz) that satisfies the condition h(z) =0
. For analytic functions of f and g in the D unit disk, f(z) shows the meromorphic
function class M with and subclasses of M ,, («,;h) the meromorphic analytical

function class using the subordination principle between functions with the help of
Hadamard product and linear operators. In this way proves is provided. Finally,
conclusions and recommendations are given.

Keywords: Close to convex, Hadamard product, Meromorphic function, Starlike,
Univalent function.
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EXTENDED ABSTRACT

CONVERSION OF MEROMORPHIC FUNCTIONS TO CLOSE TO CONVEX
FUNCTIONS

Hasan SAHIN
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematic
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ismet YILDIZ
June 2022, 130 pages

1. INTRODUCTION
The theory of geometric functions is a special branch of complex analysis that deals with

the geometric properties of analytic functions f(z), that is Dcl (D;tD), the

relationship between analysis and geometry. This theory first emerged in 1851 with G.
Bernard Riemann's theorem, known as the "Riemann transformation theorem™ in the
literature, which showed the existence of an analytic function f which depicts a simply
connected subregion of the complex plane on D; its region. However, this theorem did

not find much application in theory until the beginning of the 20th century, since it was
not useful according to some researchers and its importance was not well understood by
some. So much so that Koebe gave this theorem for analytical and univalent functions in
1907, Gronwall's proof of the field theorem in 1914, and the coefficient estimation for
normalized functions introduced by Bieberbach in 1916 and the results of this estimation,
the application area to the theory of geometric functions and He also initiated the
emergence of the theory of univalent functions, which is an important branch of this
theory. In these years, the problems established on the structure of univalent functions
were popular topics of that period.

One of the important problem situations in the theory of geometric functions is to
investigate whether the given analytic function is univalent. The main problem here is the
question "Can necessary and sufficient conditions or conditions be obtained for a function
to belong to class S?". Different researchers in this field from past to present tried to find
answers to this question and tried to find the criteria or conditions of being univalent.
The desired purpose of the univalent criteria is to prove that this function is univalent for
a given function in accordance with sufficient conditions. Therefore, it is aimed to obtain
uniformity criteria according to the difference of functions or defined regions. In addition
to the necessary and sufficient condition problems for the functions defined in the unit
disk, the problem of determining the necessary and sufficient conditions for the
meromorphic functions defined in the closed unit disk, outside the unit disk and in the
drilled open unit disk has arisen. It has created such an important problem in providing
the necessary and sufficient conditions for meromorph functions. Adequacy problems for
meromorphic functions, or in other words, the criterion of being univalent, were first
given by Nehari (1949), Aksent'ev (1958) and Becker (1973). Later, between 1981 and
1991, Lewandowski (1981), Miazga and Wesolowski (1991) made important
contributions to this subject.

2. MATERIAL AND METHODS
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Let the h(z) analytic functions with h(0)=1 be class A. D =D" {0} open unit
disk is analytic. Hence;
Reh(z) >0 (zeD).
We can say that f(z) and g(z) analytically in the unit disk D, f is subordined to g and
writtenas f < g;

f(z)<g(2) (z€U).
If D has an analytical function of v(z), itis v(z) <|z| and f (z) = g(v(z)) . Also, if the g
function is univalent in unit disk D then
f(2)<g(z)< f(0)=g(0) and f(D)=g(D) (zeD).
Let the h(z) analytic functions with h(0)=1 be class A. D =D" {0} analytic on
the open unit disk and where
Reh(z) >0 (zeD).
If U has an analytical function, then we can write v(z) <|z| and f(z) = g(v(z)) (zeD")
. Also, if function g(2) is univalent in D then
f(z)<g(z) < f(0)=g(0) and f(D)cgD) (zeD’)
Let he A and
Reh(z)<1+a (zeD, a>0).
If feM,,(a+LAB;h) then f eM ,(a B:h) and f,, (e 3;2) =0 with the condition
(zeD).

a-1

@+D) (@ i)+ oy (@ i) =5 3 80 (1K @+ 1 ) ) (612)

i=0
=af, (a+1 7)), (feM).
feM, (ax+1 5;h) and let's suppose that

Z(fa,,b(a1ﬂ;z))
fop(a, B;2) .
Then v(z) is analytical within unit disk D, v(0)=1 , from there
f.o(ax+1,B3;2)
fa,b(a’ﬂ;z) .

Here if we take the logarithmic derivative of both sides with respect to z and use, we
obtain

v(z)=—

a+l-v(2)=a

(@) 2(fl,(@+1572))
a+l-v(z)  f,(252)

v(z)+

and from (if replaced « +1)
2V'(2)
a+1-v(z)
From there with the application of equation now we get
v(z)<h(z) (zeD)

(K@ p)f) (2)
- fa,b(a’ﬂ;z) .

v(z) + <h (zeD)

s(2)
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If we create it, S(z) provides the analytical s(0) =1 condition inD .
From

f.p (a2 B;2)s8(2) =—al’K(a+1 B) f (z) + (1+ ) 1°K (e, B) f (2).
By differentiating both sides , according to z and
2( 1)y, i) - az(1°K(@+1 A1) (2)
' s(z) = :
f.o(a B:2) fon(a, B:2)
Because of this equations we obtain the equation
') 2(I"K@+1B)f) (2)
a+1-v(z) f.o(a+1, B;2)
and f eP,,(a+1 B;h). Re{a+1-v(z)} >0 is obtained. We get the results from
s(z) < h(z) (zeD),
This equation implies thatitis f eM _ (a, S;h).

zs '(z)+£a +1+

s(z)+ <h(z) (zeD),

3. CONCLUSION AND OUTLOOK
f(z)eM forzinunitdisc D, f(z)=0 and p<0,

zf "(2)
Re| —|1+———= | |>p.
t'(2)
In this case, we obtained for each (z D),

—Re[Zf—(Z)J >1(2p+3—«/4p2 —p+9).
f(z) ) 4
If we take r =1 in the following result is obtained:

If f(z)eM C(%j then it becomes f (z)eM S*(%j.

f (z) is in the form of f(z):(1 : 7 In D, itisseenthat f(z)#0 isameromorphic
-z

function from the Laurent expansion. On the other hand
_2'(z) _1+z
f(z) 1-z

n 2
(14 zf "(2) :1+22 .
f'(z) ) 1-z
Moreorever a new subclass formedby M aclass, M ,, («, 8;h)are presented. Itis given

subclasses are created. At the same time, the subordination method and the Hadamard
product were used. It was investigated by mentioning the necessary form of complex
analytic transformations to have meromorphic function.

and
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1. GIRIS

Kompleks sayilar hi¢ kimse tarafindan kesfedilmistir fakat bu sayilarin varligr ve ilk
tartismalar1 XVI. ylizyil da ortaya atilmistir. O dénemin amatdr matematikgileri polinom
denklemlerini kesirler i¢geren denklemler ile ¢6zmeye ¢aligirken pozitif tamsayilar disinda

say1 kiimeleri olmas1 gerekliligini ve bu ¢0zliimii iceren sayilarin varligini kabul etmek

zorunda kalmiglardir. x*+2x+2=0 ve x®=6x+4 denklemlerinin ¢dziimii igin

kullanilmasi gereken 1+ J-1 ve 3’/ 2+-2 + 3’/ 2-J-2 ¢Oziim kiimesi bu matematikgiler

arasinda hayretle karsilanmistir. Ciinkii karesi negatif olan J—1 , ﬁ gibi sayilarin
olmadi kanaati o zamana kadar hiikkiim stirmiistiir. Boyle ifade edilen sayilar yalnizca
birinin hayal giiciine dayalidir. Belirli bir siire bu hayali sayilar gelisim gosterememistir,
bunun baslica nedeni iSe matematikgilerin gergek sayilar ilizerinde ¢alismakta 1srarli ve
bir o kadar da inat¢1 olmasidir. Bu sekilde takip eden yiizyillar igerisinde say1 kavrami
gelisim gostermis; pozitif tam sayilara rasyonel sayilar, negatif sayilar ve irrasyonel
sayilar eklenerek sayilar kiimesi yavas yavas ve 1srarla biiylimiistiir. XVIII. yiizyilda
Alman matematik¢i Carl Friedrich Gaussun s6zde hayali (sanal) sayilart yada simdiki
kullanimda kompleks sayilart mantikli ve tutarli bir temele dayandirarak reel (gergel) say1
sisteminin bir genislemesi olarak ifade ederek sayir kavraminda c¢ok biiytik ilerlemeler
kaydetmistir (Dernek, 2013).

Carl Friedrich Gauss ve Fransiz matematik¢i Augustin Louis Cauchy nin ¢aligmalari ile
elde etmis olduklar1 yeni sonuglar sayesinde matematikte genis ve degerli bir yeri olan bu
sayilar talihsiz "sanal" ismi ile ylizyillar boyu ¢agirilmislardir. Baslangicta \/—_1 sayisint

gizlemek i¢in "i " sembolii kullanilmistir.

Geometrik fonksiyon teorisi ise analitik fonksiyonlarin geometrik 6zelliklerini ele alan
ve inceleyen, kompleks fonksiyon teorisinin 6nemli dallarindan biridir. Yani, kompleks
degiskenli W= f(z) fonksiyonunun analitik 6zellikleri ile bir U = igerisindeki

goriintii kiimesinin geometrik 6zellikleri arasindaki iliskiyi bulmayi igerir.

Kokenleri 19. yiizyilla kadar dayanmakta olup, siirekli olarak ortaya ¢ikan yeni

uygulamalar ile gelismektedir. Bu gelisimin temel taslar1 ilk olarak 1907 yilinda Koebe



tarafindan calisilan tinivalent (yalinkat) fonksiyon teorisi ile olusturulmustur (Koebe,
1907). Bu alanda ilk 6nemli makalelerin ortaya ¢iktigi XX. yiizyilda, P. Koebe (1907),
I.W. Alexander (1915), L. Bieberbach (1916) a borglu olunan, karmasik analizin ayr1 bir

dal1 olan tinivalent fonksiyonlar olarak belirlenmistir.

Analitik fonksiyonlar1 ve konformal doniistimleri ilgi ¢ekici bulan ve bu alanda ¢alismis
olann Riemann'in aksine Weierstrass kuvvet serilerini kullanarak fonksiyonlarin temelini
olusturan teoriyi kurmustur. Bieberbach varsayimi analitik fonksiyon teorisinin bu iki
bakis acisin dayanmaktadir yani bir fonksiyon i¢in hem Seri olarak hem de doniistim
olarak ele almistir. Boylece Bierberbach konformal doniisiimler ilizerine calismalar
yaparak serinin ilk katsayisimi sifir almig, ikinci katsayisini ise bir kabul ederek
katsayilarin  biiyiikligli iizerine incelemelerde bulunmustur. Kompleks diizlemin
baglantili ve agik bir alt kiimesi olan bir D bélgesindeki f fonksiyonu eger herhangi bir
degeri birden fazla olacak sekilde almiyorsa yani tek degerli ise bu fonksiyon D

bolgesinde tinivalent fonksiyon olarak adlandirilmistir. Segilen bir f fonksiyonunun D
bolgesindeki goriintii kiimesi f (D) bolgesini konformal olarak doniistiiriilmiis olur.

Kompleks fonksiyonlar teorisinde bu sekilde konformal doniisiimler {izerine en detayh
calisan ilk kisi Riemanndir. Riemann 1851 deki doktora tezinde, Riemann Dontisim
Teoremi olarak bilinen teoreminde; kompleks diizlemin herhangi bir basit baglantili alt
bélgesi D nin |z|<1 birim diskine konformal olarak déniistiiriilebilecegini belirtmistir. Bu
teoremden elde edilen doniisiimiin birebir ve ayn1 zamanda analitik olmas1 zorunludur.

1907 de Koebe, Riemannin bu savindan yola ¢ikarak buradaki bir f doniisiimiiniin eger
D bolgesinde bir z,noktast igin f(z,)=0ve f'(z,)>1 kosullarini sagladigi durumlar

icin tek olacagini kesfetmistir. Bu sekilde bir iinivalent fonksiyonun tersi de iinivalent

oldugundan burada secilen birim diskte {inivalent fonksiyonlar: arastirmak ilgi duyulan
bir konu olmustur. Birim disk D de f (0) =0 ve f'(O) =1 seklinde normalize edilmis

olan fonksiyonlarin sinifi S ile gosterilmistir. f fonksiyonunun Taylor agilimi

f (Z) = Z::z a,2" formundadir. Bu formda yazilan fonksiyonlarm goriintiileri cesitli
geometriler ve klasik karakterizasyonlar tamimlar. Ornegin eger f fonksiyonu |z <1 birim

diskinde iinivalent ve normalize edilmis analitik fonksiyon ise |W| <k diskini igerir

(Ozgiil, 2014).



Univalent fonksiyonlar teorisi yiizyilin basinda sekillenmeye baslamistir. Tek degerli
fonksiyon kavrami, analitik fonksiyonlarin geometrik teorisinde merkezi bir rol
istlenmistir ve bu alanda 1907 tarihli ilk makale P. Koebe ye aittir (Koebe,1907). 1907

yilinda Koebe, |W| < diskininher f €S fonksiyonunun araliginda yer aldig1 mutlak bir

x >0 sabitinin varhigmi kanitlamistir. k¥ =1/4 degeri birkag y1l sonra Bieberbach (1913,
1915, 1916) tarafindan belirlendi. Koebe (1909) ayrica |f (Z)| icin sadece |z| ye baglt

olarak pozitif list ve alt sinirlarin varligin1 kanitlayarak biikiilme (distortion) teoreminin
ilkel bir formunu ispatlamistir. Pick (1916) yaptigi ¢alismada bu fonksiyon ile ilgili bazi
sonuglar elde etmistir. Univalent fonksiyonlar calismasina Plemelj (1913) , Gronwall
(1915) ve Faber (1916) tarafindan devam edilmistir. Gronwall (1915) alan teoremini 1914
te insa etmis ve Bieberbach (1915,1916) bunu |a2|£2 yi ispatlamak i¢in Koebe nin
genigleme ve bikiilme teoremlerinin keskin bigimleriyle birlikte uygulamistir. Ayni
zamanda, Gronwall (1916) genisleme (growth) ve biikiilme (distortion) teoremlerini
ispatsiz olarak ifade etmistir. Faber (1916,1920) x =1/4 olduguna dair bir baska ispat
daha elde etmistir. Bieberbach (1919) doniisiim teoreminin ilkel bigimini elde etmis ancak
keskin siir Goluzinin 1936 daki c¢alismasina kadar belirsiz kalmistir. Landau (1916),
tinivalent fonksiyon teorisi {izerine iyi bilinen kii¢iik kitabinda bu erken sonuglarin zarif
bir agiklamasini yapmistir. Baska bir erken agiklama ise ayn1 donemde ¢alismalarini
genisleterek devam eden Bieberbachin (1921) kitabinda yer almistir.

Bieberbach varsayimi zengin ve devam eden bir tarihe sahiptir. Bieberbach (1916) S

icerisindeki maksimum|an|degeri icin A, yerine Kk, gosterimini kullanmastir.

Bieberbach (1916) k, =2 oldugunu kanitladiktan sonra, bir dipnotta gegici olarak

-

onerdigi " Dass k, > n zeigt das Beispiel 2nz". Vielleicht ist iiberhaupt k, =n" ifadesini

inlii varsayiminin kaynagi olarak kullanmustir.
Birkag y1l sonra, Loewner (1923) yarik doniisiimlerinin parametrik temsilini gelistirilmis
ve bunu |a3| < 3 {i kanitlamak i¢in uygulamistir. Bir karmagik degiskenin fonksiyonlarinin

geometrik teorisinden elde edilen sonuglarin genisletilmesi sorunu ilk kez H. Cartan

tarafindan 1933 te yayinlanan P. Montel kitabindaki ekte formiile edilmistir (Cartan,

1993). Dordiincii katsay1, Garabedian ve Schiffer (1955) in nihayet |a4| < 4| degisken



bir yontemle kanitladigi 1955 yilina kadar pek ¢ok ¢abadan sonra sonu¢ vermistir.
Kanitlar1 oldukga zordur, ancak 5 yil sonra Charzyski ve Schiffer (1960) nispeten daha

basit iki kanit bulmustur.

Bu alanda ¢alisilan baska bir ispat ise alan teorisinin dogrudan bir uzantisi olan Grunsky
esitsizliklerini temel almistir. Bu kesif, Grunskynin 1939 da tanittigt Grunsky
esitsizliklerine yeni dikkatleri yoneltmistir. 1960 dan beri, Grunsky esitsizlikleri, Milin

teorisi (Milin, 1971) ve FitzGeraldin (1972) in tiim n igin |a,|<./7/6n oldugunu
kanitlamas1 da dahil olmak iizere, bir dizi 6énemli ilerlemenin temelini olusturmustur.

1968'de Pederson ve Ozawa (1969) Grunsky esitsizliklerini |a6| <6 y1 kamtlamak igin

kullanmigtir. Birkag yil sonra, Pederson ve Schiffer (1972), |a5|35 kanitlamak i¢in

Grunsky esitsizliklerinin bir genellemesi olan Garabedyen Schiffer esitsizliklerini

uygulamistir.

Bu 6nemli konu lizerinde 6ncii olan ¢alismalardan bazilar1 Z. Nehari (1952), L. V. Ahlfors
(1973), Ch. Pommerenke (1975), A.W. Goodman (1983), P. L. Duren (1983), D. J.
Hallenbeck ve T. H. MacGregor (1984), S. S. Miller ve P. T. Mocanu (1969) ve P. T.
Mocanu, T. Bulboaca ve Gr. St. Séldgean (1999) gibi makalelerde bulunmaktadir.

Bieberbach varsayiminin birgok matematik¢iye uzun yillar boyu bu sekilde ¢alisma alani
saglamis ve bu alanda farkli ispatlar olusturulmasi i¢in uzun zamanlar {izerinde ¢aligilan
onemli bir konu haline gelmistir. Bu uzun siire¢ sonunda 1985 yilinda Fransiz

matematikei olan lois de Branges Loewner teorisini kullanarak tiim tiim n=2,3,4,.... i¢in
|an| <N esitsizliginin genel ispatin1 elde ederek probleme son noktaya koymustur. Bu

¢Ozilim ile varsayimin iizerindeki ¢caligmalar devam etmis ve bir¢ok yeni problem durumu
ortaya ¢cikmigtir. Elde edilen S smifi igin; alt siniflar, katsayilarin farkli tahminleri,
Genisleme ve biikiilme teoremleri ve kullanim alanlari, yaricap problemleri, komsuluk
kavrami, diferensiyel operatorleri subordinasyon gibi 6nemli yeni konularin ortaya

¢tkmasina zemin hazirlamistir.

Geometrik fonksiyonlar teorisinin igerisinde bulunan énemli problem durumlarindan bir
tanesi ise verilen analitik fonksiyonun iinivalent olup olmadiginin arastirilmasidir.
Buradaki temel problem ise " Bir fonksiyonun S siifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart
yada sartlar elde edilebilir mi?" sorusudur. Bu soru iizerine ge¢misten giinlimiize bu

alandaki farklr arastirmacilar cevaplar bulmaya ¢alismislar ve tinivalent olma kriterleri ya



da sartlar1 bulmaya calismislardir.

Univalentlik kriterlerinde istenilen amag ise yeter sartlar dogrultusunda verilen bir
fonksiyon i¢in bu fonksiyonun iinivalent oldugunu ispatlamaktir. Bundan dolay1
fonksiyonlarin yada tanimli bolgelerin farkli olma durumlarina gore tinivalentlik kriterleri
elde edilmesi amaglanmistir. Bu ¢alismalar paralelinde starlike ve konveks fonksiyon
kavraminin birim daire igerisinde analitik fonksiyonlara genellestirilmesi Robertson
(1937, 1941, 1945, 1953) ve Goodman (1950) ¢alismalarindan elde edilmistir. Devam
eden calismalar 1s18inda Blakley (1962), Sakaguchi (1962), Hummel (1966), Ozaki
(1941), Nunokawa (1987) ve daha bir¢ok arastirmact analitik fonksiyonlarin starlike ve

konveksligi lizerine ¢aligmalar yapmuslardir.

Birim disk i¢erisinde tanmli olan fonksiyonlar i¢in gerek ve yeter sart problemlerinin yani
sira kapal1 birim diskte, birim diskin disinda ve delinmis agik birim diskte tanimli olan
meromorf fonksiyonlar i¢in de gerek ve yeter sartlar1 belirleme problemi olugmustur.
Meromorf fonksiyonlar i¢in gerek ve yeter sartlar1 saglamakta bir o kadar énemli bir
problem durumu olusturmustur. Meromorf fonksiyonlar i¢in yeterlilik problemleri veya
baska bir deyisle ilinivalent olma kriteri ilk olarak Nehari (1949), Aksent’ev (1958) ve
Becker (1973) tarafindan verilmistir. Pommerenke (1963), Miller (1970), Clunie (1959),
Nunokawa ve Ahuja (2001) gibi bir¢ok arastirmact yine meromorf foknsiyonlar tizerine
calismalar yapmislardir. Birim disk {izerinde meromorf fonksiyonlarin starlike ve
konveks olma ozellikleri ile ilgili bagintilar ise ilk olarak Royster (1963) tarafindan
verilmistir. Daha sonra ise Aouf ve Hossen (1993), Liu ve Owa (1998) ve ¢ok sayida
arastirmaci konu iizerine farkli caligmalar olusturmuslardir. 1981 ile 1991 yillar1 arasinda
Lewandowski (1981), Miazga ve Wesolowski (1991) bu konuya 6nemli katkilarda

bulunmuslardir.

Bu tez caligmasinda meromorf fonksiyonlarin her yerde analitik olan {inivalent
fonksiyonlar olmasi i¢in gerek ve yeter sartlardan bahsedilmistir. Bunun i¢in oncelikle
tinivalent (yalinkat) fonksiyonlarin birim diski icerisinde starlike ve konveksligi ile ilgili
kavramlar tanitilmig, ardindan {inivalent bir fonksiyonun starlike ve konveks oldugu
kosullarda konveks, konvekse yakin ve starlike arasinda ne tiir iligkiler oldugu iizerinde

caligmalar yapilmistir.

Delinmis birim diskteki analitik ve {inivalent meromorf fonksiyonlarin bu 6zellikleri ve

bu fonksiyonlarin konvekse yakin ve starlike olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar



arastirilmigtir. f (Z) nin meromorf fonksiyona sahip olmast i¢in gerekli formdan

bahsedilerek karmasik analitik doniisiimler incelenmistir. Birim diskteki meromorf bir
fonksiyonun tiirevlerinin konvekse yakin ve starlike olmasi ile ilgili genel bagintilar1 adi
tiirev operatorii yardimiyla verilmis ve bu fonksiyonun konvekse yakin ve starlike olmasi
tizerinde baz1 bagintilar bulunmustur. Meromorf analitik fonksiyon sinifinin alt siniflari,
Hadamard c¢arpimi ve lineer operatdrler yardimiyla fonksiyonlar arasindaki

subordinasyon ilkesi kullanilarak gdsterilmistir.



2. KOMPLEKS DEGISKENLi FONKSiYONLAR

Kompleks degiskenli fonksiyonlara genel bir bakis acisi katarak hedeflenen bilgilerin
ifade edilmesi i¢gin Oncelikle temel tanim ve teorilere ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu baglamda

literatiir taramasi ile ihtiya¢ duyulan tanim ve teoremler ikinci boliimde verilmistir.

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

2.1.1. Tanim (Kompleks Say1)

X ve y reel sayilar ve i sanal (imaginery) say1 olarak tanimlanirsa z =X+Iiy bi¢iminde

ifade edilen sayilara kompleks say1 denir. Burada i* = -1 seklinde tanimlanir. Kompleks

sayilar kiimesi [] ile ifade edilir. Bu kiime,
0 ={z=x+iy:xel,yel}
seklinde ifade edilir. Burada [J *ile [ arasinda dogal bir doniisiim ve baglant1 vardur.

Burada x z nin reel kismidir ve Re { Z} seklinde ifade edilir y ise sanal kisimdir ve Im {Z}

seklinde ifade edilir. z=x+iy ve w=a+ib seklinde iki kompleks say1 i¢in aritmetik

islemler su sekildedir:

Toplama: z+w=(x+iy)+(a+ib)=(x+a)+i(y+b),
Cikarma: z—w=(x+iy)—(a+ib)=(x—a)+i(y—b),

Carpma: zZW=(Xx+iy).(a+ib)=xa+iya+ixb+i’yb=(xa—yb)i(ya+xb),

Bolme: — — = - —=—— ——
w a+ib a+iba-ib a“+b a‘+b

Z X+ily x+iya-ib xa+yb .ya+xb( ¢0)

Eslenigi: z=X+1y iseZ = x—1iy seklinde ifade edilir,
Modiilii: z=X+1y ise |Z| =X+ y’ile gosterilir.
2.1.2. Tamim (Kompleks Sayinin Kutupsal Gosterimi)

Kutup ekseni x eksenine ve O kutbu baslangi¢ noktasina (orijine) denk olacak bigimde

7



secildigini diigiiniirsek bu sekilde X, Y, r ve 8 arasindaki bagint1 X =rcosé ve y = rsing

dir. Bu esitlikler sifirdan farkli bir z=X+1y sayisinin
z=x=(rcos#)+i(rsind)

biciminde gosterilmesine kompleks olan z sayisi i¢in kutupsal gosterim denir.

[

» x
0 ¥ kutup ekseni

Sekil 2.1. Kompleks diizlemde kutupsal koordinatlar.

2.1.3. Tanim (¢-Komsulugu)

z, €[l noktasi verilmis olsun. B(z,, &)= {Z el :|z—z,|< g} kiimesinde aldigimiz bir z,

noktasi i¢in ¢ komgulugu vardir denir.

2.1.4. Tamim (i¢ Nokta)

Acl herhangi bir kiime ve z;, € A olmak iizere z, noktasinin ¢ komsulugu secilen A

kiimesinde ise z, noktasina i¢ nokta denir.

2.1.5. Tanim (D1s Nokta)
Acll altkiimesi verilsin. A kiimesinin tiimleyeninin bir i¢ noktasina A kiimesinin bir dis
noktasi denir. A kiimesinin dist biitin dis noktalardan olusur ve (U — A)O seklinde

gosterilir.



2.1.6. Tanim (Y1@1lma Noktasi)

aell olsun. anin here > 0komsuluguna ait olan A kiimesi i¢in sonsuz eleman varsa,

a Yya A kiimesi i¢in y1gilma noktas1 ad1 verilir.

2.1.7. Tanim (Kapanis Noktasi)

Ac(] alt kiimesi olsun. Ayn1 zamanda bir Z €[l noktasi i¢in e§er z noktasinin her
boslugunda A kiimesinin en az bir eleman1 varsa, z noktasina A kiimesinin kapanis

noktasi denir.

2.1.8. Tamim (Kutup Noktasi, Sifir Noktalar)

f fonksiyonu z =z, noktasinda analitik degil fakat lim(z—z,)" f (z)=A=0 olan bir

nell” seklindeki say1 mevcut ise 0 zaman z =z, noktasma f fonksiyonu i¢in bir kutup
noktas1 adi verilir. Bu sekilde elde edilecek olan ve verilen ifadeyi saglayan en kiigiik

nell " sayisia kutup noktasinin mertebesi denir. Mertebesi bir olarak verilen kutup

noktasina ise basit kutup noktasi adi verilir. z, €[] noktasinda bir analitik nokta olan f
fonksiyonu igin f (z,)=0 iken f(z)=(z-z,)" g(z) verilen kosulu saglayan pozitif bir
n tamsayisi ve g(z,)=0 iken z; noktasinda analitik olan bir g fonksiyonu oldugunu

biliyorsak o zaman z, noktasi bu f fonksiyonu i¢in basit sifirdir denir.

2.1.9. Tanim (Acik Kiime)

Bir z, noktasinin secilen bir komusulugu tiimii ile kiime igerisinde bulunuyorsa, z,

noktasina kompleks diizlemdeki segilen kiimenin bir i¢ noktast denir. Eger bu kiimenin

her z noktasi bir i¢ noktaysa bu kiimeye agik kiime denir.

Sekil 2.2. Acik kiime.



2.1.10. Tamim (Baglantih Kiime)

Kompleks sayilar kiimesi [ igerisinden segilen Z, Y ve A kiimeleri bu kiimenin alt
kiimleri olarak segilmis olsun. Eger ANZz=d, AnNnY =, AcYuZ ve
ANY NZ #Dseklinde Y ve Z gibi ayrik, agik ve bos olmayan iki kiime yoksa, Ac[]

kiimesi baglantili bir kiimedir denir ve diger durumlarda baglantisizdir denir. Diger bir

tabirle bir kiime igerisindeki herhangi z, ve z,nokta cifti tiimiiyle verilen kiime i¢inde

kalan sonlu sayida dogru pargasi ile birlestiriliyorsa baglantilidir denir.

Sekil 2.3. Baglantili kiime.

2.1.11. Tamim (Bolge)

Kompleks olan bir diizlem i¢in verilen kiime hem ac¢ik hem de baglantili kiime ise bu

kiimeye bolge denir.

2.1.12. Tamim (Basit Baglantih Kiime)

Ac seklinde segilen bir A kiimesi i¢in A kiimesi ic¢indeki herhangi iki noktay:
birlestiren biitiin yollar yine kiime igerisinde kaliyorsa bu A kiimesi i¢in basit baglantili

kiime adi1 verilir.

2.1.13. Tamim (Seri)
a +a,+a,+a,+..+a,+a  +..
seklinde ifadelere seri ad1 verilir. &,a,,... sayillarinin her birine bu serinin terimleri
denir.Bir seriyi ifade etmek i¢in
a+a,+a,+a,+..= ian
n1
seklinde kullanilir (Kadioglu ve Kamali, 1998).
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2.1.14. Tammm (Rezidii)

Segilen tek degerli bir f fonksiyonu i¢in [ iginde ve z =z noktas1 disindaki, L[l
igerisinde ve tizerinde analitik olsun. O zaman f fonksiyonunun z =z, noktasindaki

Laurent a¢ilimini

0

f(z):ian(z—zo)" +>'b,(z-2,)"

n=0 n=0

seklindedir. Elde edilen bu ac¢ilimda seklinde bulunan terimlerin katsayisi f

Zy

fonksiyonunun z —z,noktasindaki rezidiisii (kalintr) olarak ifade edilir ve
Rez(f,z,)
ile gosterilir.
Rez(f,z,)=h

seklinde tanimlanir. Bu rezidii(kalint1) ayn1 zamanda

b, _d f(z)dz

27 2
integrali yardimiyla da hesaplanabilir.

Verilen bu nokta basit kutup noktasi ise

f(z)=

+ay+a,(2—2))+a,(2—2y) *+..
z-1,

seklinde agilimi elde edilir ve

b =lim[(z-2,) f(z)]

7-74

ifade edilen limit degeri ile de rezidii (kalint1) hesaplanabilir.

2.1.15. Tamim (Yakinsakhk)

Kompleks sayilar igerisinden segilen bir {z,} dizisi ve z, €[] verilmis olsun. Her ¢ >0

say1st igin N >n,oldugunda |z, —z,| < ¢ olacak sekilde segilen bir n, dogal sayis1 varsa
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demek z, — z, veya limz, =z, seklinde ifade edilmesi anlamina gelir.

2.1.16. Tamim (Diizgiin Yakinsakhk)

Verilen bir { f } dizisii¢in AcO ve f :A—[ seklinde verilmis olsun. Eger V& >0 ve

ayni zamanda biitlin z e Adegeri i¢in N = n,alindiginda

f.(2)-f(z)<e

olacak bicimden,dogal sayis1 varsa, {f,} fonksiyon dizisi f fonksiyonuna diizgiin

yakinsaktir denir.

2.1.17. Tamim (Siireklilik)
Acl, f:A—1 fonksiyon ve z, € A olacak sekilde bir f fonksiyonu segilmis olsun.
& > Oolacak sekilde keyfi olarak segilen z < A Ve |z, —z,| < & igin |f, (2)— f (z)| < & byle

bir 5( z,,£)>0 sayist mevcut olursa f fonksiyonu z,noktasinda siireklidir.

2.1.18. Tamim (Parcah Siireklilik)

Acl ve f:A—I[] seklinde tanimlanan bir fonksiyon i¢in f fonksiyonunun A

tizerindeki stireksizlik nokta sayisi eger sonlu ise f fonksiyonuna A iizerinde pargali

stirekli bir fonksiyondur denir (Baki, 1985).

2.2. Tanim (Analitik Fonksiyon )

Kompleks degiskenli ve kompleks degerli bir f fonksiyonu i¢in z, €[] noktasinin bir

komsulugunda tanimlanmis olsun. O zaman

lim f (Z) —f (ZO)

-1 Z—ZO
limiti varsa, bu fonksiyona z, noktasinda differansiyellenebilir denir. Eger f (z),2,

noktasinin bir komsulugunda differansiyellenebilirse, f ve z, noktasinda analitik

fonksiyondur (Duren, 1977).
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2.3. Tamim (Cift ve Tek Fonksiyonlar)

Acl] olmak iizere X € A oldugu zaman — X € A oluyorsa bu kiime i¢in simetrik kiime

ifadesi kullanilir. Burada A simetrik kiime olsun ve f:A—[] igin her Xe A igin
f (—x) = f (x) oluyorsa f fonksiyonuna ¢ift fonksiyon denir. Eger f (—x)=—f (x) oluyor
ise f fonksiyonu tek fonksiyon olarak adlandirilir.

2.3.1. Teorem (Schwarz Lemmasi)

f:D={z:|7] <1} —[ analitik ve z eDigin |f(z)|<1 ve f(0)=0 olsun. Burada z eD

noktalari i¢in |f(z)| < |Z|ve|f (0)| <lolur. Ustelik Z, eD(ZO # O)igin |f(ZO)| = |ZO|

ise c, |C| =1 ozelliginde bir sabit olmak iizere f (Z) = CZ bi¢imindedir.

Ispat
E, z#0 ise
9(2) =1 z
f'(0), z=0 ise

seklinde bir fonksiyon ele alalim. O zaman g, D —{0} kiimesi tlizerinde analitik olur ve
ayn1 zamanda D de siireklidir. Bundan dolay1 g fonksiyonu, D de analitiktir denir.

Simdi 0 <r <1 olmak iizere, D, ={z:|z|<r} =D kiimesini ele alirsak g fonksiyonu

D, de analitik olacagindan dolay1 |Z| =T lizerinde

@)

z

<

(2.1)

l9(2) =

1
r

seklinde ifade edilir. Béylece D, iizerinde | f (Z)| < |Z| / r sonucu elde edilir. Buradan r =1

icin | f(z)|<|z| seklinde elde edilir. Ayni zamanda |g (0)| <Zolur. Bu sayede | f '(0)|<1

olur. Eger z, = Oigin, | f(2,)|<|z,|ise denklem (2.1) den |g(z,)|=1elde edilir. Ustelik

elde edilen bu deger D, 'nin i¢indeki maksimum deger olur. O halde g fonksiyonu D,
de sabittir. Bu sabitlik ise r degerinden bagimsiz olarak gergeklesir. O halde elde edilen

(2.1) den D de |g (Z)| =1ve |f(z)/z|=1olur yani |f(z)|=|z| seklinde bulunur. Boylece
|C| =1lolmak iizere f(z)=czolur.
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2.3.2. Tanim (Bieberbach Tahmini)

S sinifindaki f (z) fonksiyonu

f()=z+a,2° +a, 2 +a,2* +a;2° +...=z+ > a 2"

n=2
acilimina sahiptir. Bieberbach, n > 2 igin
|a, l<n

oldugunu sdylemistir. Bu esitsizlik Bieberbach tahmini olarak adlandirilir.

2.3.3. Tanim (Cauchy-Riemann esitligi)

f:D—0, D iizerinde analitik olsun. Eger f (Z) = u(z)+ iV(Z)yazarsak, uvev, f nin

gercek parcalart ile goriintli pargalari olusturur, sirasiyla, Cauchy-Riemann esitligini

uygularsak

U _ OV g u_ oV
ox oy oy  ox

Tersine, eger U:D =[] ve v:D—>[ seklinde devam edersek

u_ vy du__ov

X oy oy  ox
buradan u+iv:D —[1 u D iizerinde analitik denir.
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3. UNIVALENT FONKSiYONLAR

Bu kavram i¢in c¢esitli baska terimler kullanilmaktadir. Bu nedenle iinivalent
fonksiyonlara "simple™ veya "schlicht" denir. Ruslar bu tiir fonksiyonlar igin tek tabaka
anlamina gelen “odnolistni” adimi1 vermislerdir. Esas olarak D de diizenli (analitik,

holomorfik) olan iinivalent fonksiyonlarla ilgidir.

Univalent fonksiyonlar ilk olarak Alexander (1915) tarafindan tamtilmistir. Nevanlinna
(1921) da bu konuda detayli arastirmalar yapmistir. Daha sonra, iinivalent fonksiyonlar
Marx (1932), Strohhacker (1933), McGregor (1975) ve daha bir¢ok aragtirmaci tarafindan
incelenmistir. Birim ¢emberde meromorf fonksiyonlar hakkinda; Pommerenke (1963),
Miller (1970), Nunokawa ve Ahuja (2001) ve diger bir¢ok arastirmaci. Birim ¢emberdeki
meromorf fonksiyonlarin lineer dontisiimleri ilk olarak Royster (1963) tarafindan
verilmigtir. Daha sonra Liu ve Owa (1998) ve bir¢ok arastirmact bu konu iizerinde

calismislardir.

19. ylizyilin ortalarinda Weierstrass, Mittag-Leffler ve Picard tarafindan yiiriitiilen
caligmalar, meromorf fonksiyonlar teorisinin sistematik c¢alismalarmin baslangici
olmustur. Weierstrass, Mittag-Leffler teoremleri, tam ve meromorf fonksiyonlarin
yapilarinin  genel bir tanimmi saglar. Weierstrass tarafindan olusturulan tam
fonksiyonlarin sonsuz bir ¢carpim ile temsili, bu fonksiyonlarin 6zellikleri lizerine yapilan

caligmalarin temelini olusturmaktadir (Gonchar vd., 2001). Sonug olarak, tek degerlilik

terimi, f(Z) nin de diizenli oldugu c¢agrisimi tasir. Ancak bu 6g8eyi tanima dahil
etmiyoruz ¢iinkii bircok durumda f (Z) nin D de basit bir kutba sahip olmasina izin
verecegiz (eger f (Z) tinivalent ise, daha yiiksek bir kutba veya D de birden fazla kutba
sahip olamaz).

Univalent fonksiyonlar teorisi o kadar genis ve karmasiktir ki, bazi basitlestirici
varsayimlar gereklidir. En belirgin olani, keyfi D alanini uygun olanla degistirmektir ve

en ¢ekici se¢im birim disk D : |z| < 1.
Temel bir 6rnek olarak, D birim diskindeki f (Z) = (l+ 22) fonksiyonunu ele alalim. Bu
fonksiyonun D deki tek degerliligini geometrik zeminlerde gormek kolaydir. Gergekten
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de 1+z birim diski saga kaydirir ve 14z nin karesini almanin etkisini gorsellestirmek

kolaydir. Ayni tiir argiiman, W= (1+ 23) 'in D de {inivalent olmadigin1 gosterir. ¢ (Z) D

de diizenliyse, D de yakinsak olan bir Maclaurin agilimina sahiptir.

3.1. Tammm (Univalent Fonksiyon )

D kompleks bolgesi i¢cin D bolgesi lizerinde birebir olan bir f fonksiyonuna

tinivalent(yalinkat) fonksiyon denir. Burada segilen z,, z,noktalarinda f (Zl);t f(ZZ)

kosulunu saglamas1 gerekir.

3.2. Tamm (Lokal Univalent Fonksiyon )

Eger z, €D noktasinin uygun bir komsulugunda f fonksiyonu tinivalent ise, f ye lokal

tinivalent fonksiyon denir. f analitik fonksiyonu i¢in f '(ZO) =0 sart1, z,noktasinda lokal

tinivalentlige denktir. Bir analitik {inivalent fonksiyon a¢1 koruma 6zelliginden dolay1

konform doniisiim olarak adlandirilir (Bernardi, 1969).

3.3. Tamim (Periyodik Fonksiyon)

Kompleks diizlem istiinde verilen her noktada tanimli ve gergek sayilar da lineer

bagimsiz vektorler olan w, ve W, karmasik sayilar olmak suretiyle iki periyoda haiz olan
fonksiyon cifte periyodik fonksiyon olarak ifade edilir. Tiim karmasik z sayilarinin f

fonksiyonunda w, ve w, periyotlari
f(z+w)="f(z+w,)="f(2)

seklinde gosterilir.

3.4. Tanmm (Meromorf Fonksiyon)

Bir D bolgesi igerisinde kutup noktasindan baska singiiler noktas1 bulunmayan fonksiyon
tiirine denir (San, 1973).
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3.5. Teorem (S Simif1)

f(0)=0, f'(0)=1 sartlarim saglayan D {ze[l :|z|<T} birim diskinde analitik ve

univalent olan

f(2)=z+> a,z"
n=2

biciminde Taylor agilimina sahiptir. Bu sekildeki fonksiyonlarin sinifi S ile gosterilir.

Diger bir deyisle
S={f:D—0 :f analitik ve inivalent D tzerinde, f (0)=0, f'(0)=1}
seklinde ifade edilir. Burada f €S smifi i¢in Taylor agilim1
f(z)=z+a8,2"+a,2° +..., 7| <1,

seklindeki formda olacak ve a, €] ,n=2,3,4,... olarak secilmistir.

3.6. Tamim (M ve £ Simifi)

D birim diskinde
1 2 3 n
f(z)==+az+a,2" +a,2° +..+a,2" +...
z

agilimina sahip olan iinivalent ve meromorf f ( Z) fonksiyonlarinin sinift M ile gosterilir
ve [ =0 U{ow} bigiminde olmak iizere 1°—D= {Z || >1} bolgesinde iinivalent ve

meromorf olan

b

b b
Z)=z+b + 2+ 4.+t
g( ) 0 7 Z2 Zn

bicimindeki g (Z) fonksiyonunun sinifi X ile gosterilir.

3.7. Tanmim (Starlike Bolge)

B < [J bir bolge olmak iizere secilen bir y noktasi i¢in y e Bolsun. Eger burada Y

noktasini B nin iginde herhangi bir X noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen B

17



nin i¢inde kaliyorsa B ye y noktasina gore starlike bolge denir. Daha genel bir ifade

edecek olursak B bolgesinin her bir noktasi y noktasindan goriilebilir.

Sekil 3.1. Starlike bolge.

Yukarida verilen sekilde goriildiigii gibi bir B bolgesi y noktasina gore satarlike olarak
ifade edilir ancak B bolgesi X noktasina gore starlike degildir. Ciinkii B bolgesi
icerisindeki herhangi bir nokta ile X noktasini birbirine baglayan dogru pargasi bolge

icerisinde kalmamaktadir.

3.8. Tanim (Starlike Fonksiyon)

f eSolsun. f(D)orjine gore starlike ise f (z)fonksiyonuna starlike fonksiyon denir

ve starlike fonksiyonlarm smifi S”ile gosterilir (Tuneski, 2007).
Ornek

k(z)=——

> seklinde verilen Koebe fonksiyonu igin logk'(z) fonksiyonu starlike

fonsiyondur (Duren ve Mclaughlin, 1972).

3.8.1. Lemma
fes, A=f(D),D: ={Z:|Z| <r <1} ve Ar = f (ISr)olsun. Eger A orjine gore starlike

ise Arde ayni nokta i¢in starlikedir. Her r <1igin tersine diisiiniirsek A orjine gore

starlike ise A da verilen ayni noktaya gore starlikedir.

18



ispat

EgerzeDise f(z)eA ve A starlike oldugundan 0<t<1licin tf(z)eAdir.
g(z)=f7(tf(z)) fonksiyonu D de analitik ve |z|<ligin g(0)=0, |g9(z)|<1dir.

Schwarz Lemmasindan || <1 igin
9@ <[
yazilir. Farz edelim ki z, € D: olsun. Burada
f(z)eAr ve |g(z)|=|f7(tf () <|z|<r
bulunur. Eger 2, = f 7 (tf (z,)) alirsak
|Z,|<1 ve f(z,)=tF(z)eAr

bulunur. Bu halde, f(z)e A iken tf(z,) Ar olupAr orijine gore starlikedir. W™ eD

noktast bazi Ar ler de olusacagindan lemmanin tersi agiktir. Bu durumda
7 =f" (W*)
ters goriintiisii de r =|z’| ozelligine sahip Dr lerde ihtiva edilir.

3.8.2. Lemma

f €S fonksiyonunun starlike olmasi i¢in gerek ve yeter sart |Z| =r <1 olacak sekilde

Re 2 (2) >0
f@

biitiin z ler igin

olmasidir.

Ispat

z#0 iken arg f (Z) nin secilen dzel bir dali i¢in

log f (z)=In|f(z)|+iarg f(2)
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seklinde yazabiliriz. z =re" alirsak

0
—log f
75'°91(2)

_iff'(z) . 0 0
T _|80argf(z)+aeln|f(z)|

yazilir. Buradan da

0 _ zf '(2)
%arg f(z)= Re{—f ) }

elde edilir. 3.8.1. Lemmaya gore 0<r <lolmak tizere f, D, de starlike iken f
fonksiyonu D bolgesinde de starlikedir ve terside olursa da dogrudur. Bdylece
-7 <0< rolmak iizere z=re"cemberi boyunca herhangi bir 6zel daldaki starlike

fonksiyon i¢in arg f (z) azalamaz. Aksi halde w= f (Z) ye karsilik gelen yarigap vektorii

tekrar doniis yapacak ve ayni yari¢ap birden daha ¢ok noktadan Ar nin sinirint kesiyor

Re m >0
f(z) )

dir. Bununla birlikte D =Re(zf / f) harmonik fonksiyonuna maksimum modiil teoremi

olur. Boylece |Z| =r <1 igin

uygulandiginda esitligin olamayacagi elde edilir. Bu ylizden |Z| =r <ligin

Re {w} >0
f(2)

olur.Bu durumda arg f (Z) devamli artandir ve starlikedir. 3.8.1. lemmadan elde
ettigimiz S sinifina ait olan f fonksiyonunun (|z| < 1) starlike olmasi i¢in gerek ve yeter

sart1

0 B zf '(2)
%arg f(z)= Re{ ) }>0

oldugu gosterilmistir. Eger f(z)=a,z+a,z> +a,z° +... fonksiyonu D de analitik ise

yukaridaki esitsizlik f fonksiyonunun starlike olmasi igin sarttir. Fakat f(z)=z

ornegindeki gibi linvalent olmayabilir.
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3.9. Tanmim (Konveks Bolge)

Her z,,z, € A noktalar1 i¢in bu noktalar: birlestiren dogru pargas: A bolgesinde kaliyorsa

boyle bolgelere konveks bolge denir.

Sekil 3.2. Konveks bolge.

Sekil 3.3. Konveks olmayan bolge.

3.10. Tamim (Konveks Fonksiyon)

D de analitik bir fonksiyon olan f fonksiyonunun f (D) goriintii kiimesini olusturan
konveks bir bolge olusuyor ise f fonksiyonu D de konveks olarak ifade edilir. S sinifina

ait konveks fonksiyonlarin sinifi C ile gosterilir.

Verilen bir konveks bolge secilen her noktasina gore starlike ise konveks fonksiyon sinifi

starlike fonksiyonlar1 kapsar.

Ornek

1+z
f (Z) = 1 (| z| < 1) fonksiyonunun konveks fonksiyon olugunu inceleyelim.

f (z) = 1+z =W dersek buradan,
1
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wW—-wz=l1l+z=>w-1=wz+2

=w-1=z(w+1)

olur. Elde edilen esitlikte w=u +iv doniisiimii yaparsak,

u+iv-1
u+iv+1

<1=|u—1+iv|<u+1+iv|

= u—-1+iv|<|u+1+iv]

= (U=1)" +v2 <(u+1)" +v?

=S U -2u+1+V2 <U®+2u+1+V°
=-2u<2u

=4u>0
=u>0

elde edilir. Bu sekilde elde edilen bolge doniistimiiniin sag yar1 diizlemdir. u >0 seklinde

reel kismu elde edilen f (Z) fonksiyonunun konveks oldugu gosterilmis olur.

A

v
c

D Iuaichalaiet Al S

Sekil 3.4. u>0 doniisiimde konveks bolge.
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3.10.1. Lemma

f €S olsun. f (D) nin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart verilen biitiin I € (O,l)
igin f (D, )nin konveks olmasidir.

Ispat

A= f(D),Ar = f (Dr) olmak iizere farz edelim ki A Kkonvekstir. w;,w, € A, olacak

sekilde segilen farkli iki nokta oldugu durumda 0 <t <1 igin
tw, +(1-t)w,
dogru pargasmnin A, igerisinde oldugunu gostermemiz gerekir.
7, = f7(w) ve z, = f7(w,)

olsun. z,,z, €D, olup |Zl| S|Zz| olarak kabul edilsin. A'nin konveksliginden dolay1 D ' nin

W(z):tf([i}}(l_t)f(z) (0<t<1)

ZZ
altindaki gériintiisiinii A igerir. Bu durumda g ()= f*(w (z))fonksiyonu D de analitik
olarak ifade edilir ve |g(z)| <1ve g (0) = 0 seklinde Schwarz Lemmasindaki aksiyomlar:
saglar. Bdylece |2| <ligin|g(z)|<|z| yazilir. Buradan

|g(22)|=‘f‘1(tw1+(1—t)wz)‘£|zz|<r... (3.1)

olur. A, — Aoldugundan verilen her t €(0,1)igin

f(z)=tw, +(1-t)w,
olacak sekilde z, € Dnoktast vardir. Fakat (3.1) esitligi icin

‘ fr(f (zl))‘ <|z|<rveya z, €D,

oldugunu gosterir. Boylece W, + (:I.—'[)W2 'min tim noktalar1 A dedir. Tersine diger
durum i¢in her 0 <r <1 igin A, konveksi i¢in A da konvekstir. Gergekten de w, ve w,,A

da herhangi farkli iki nokta olarak seilsin. z, = f (W, ) ve z, = f (W, ) nin her ikisi de
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D, de olacak sekilde r segilirse A, = f (D, ),w, ve w, noktalarinimn her ikisini de ve bu

sekilde 0<t<lolmak iizere W, + (1—'[)W2 dogru parcasinin tiim noktalari igerir.

A, < Aoldugundan dolay:r burada verilen dogru pargast A icerisinde bulunur yani alt

kimesidir.

3.10.2. Lemma

f €S olsun. f fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart |Z| <1 igin

Re{l+m} >0
f'(2)

olarak gosterilmesidir.

Ispat

3.10.1. Lemmadan f nin konveks olmasi igin gerek ve yeter sart I e (0,1) icin A, nin
konveks olmasidir. Bu ifadenin geometrik yorumu ise f fonksiyonunun geometrik
doniisiimii C, : {Z =re’,0<r<1,0<6< 27[} ¢emberinin yonii saat yoniiniin ters yoni
olan I, basit kapali egrileri tizerine doniistiiriir. w= f (z)de T, egrisinin tegetinin egim

acist @ 1se

0= 6’+%+arg f'(2)
yazilir ve 0 >0 sart1 ile konveks fonksiyon karakterize edilir. Yani,

1+a—a‘9arg f '(re”’)>0

veya

zf "(2)
f'(2)

1+ Re >0

seklinde gosterilir.
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Sekil 3.5. Dontisiim sekli.
[, egrisinin egriligi T ile gosterilirse f (Dr ) nin konveksligi

T:d_a):da)/de
ds ds/d@

ds d
ve a0 > 0 oldugundan d_aQ) > 0olma sart1 T > 0olmasini ifade eder ve terside dogrudur

(Gonzalez, 1992).

3.11. Tammim (Konvekse Yakin Fonksiyon)

f €S oldugunu varsayalim. Her z e Digin

Re{ f '(Z)} > Oyada
9'(2)

f(z)

arg——= <z
9'(2)] 2

olacak sekilde D de konveks g(z)fonksiyonu bulunabiliyorsa, f fonksiyonuna D de
konvekse yakin (close to convex) fonksiyon denir. Konvekse yakin olan fonksiyolarin

siifi ise C(a) ile gosterilir.
Bu fonksiyon tiirii ilk olarak 1952 yilinda ¢alisilmis ve Kaplan tarafindan ispatlanarak
ifade edilmistir.
Starlike, konveks, S siifi igerisindeki fonksiyonlar arasinda
S"cCcS
seklinde bir bagint1 bulunmaktadir.

zf '(2)
f(2)

Bir f eSfonksiyonu a(0<a<1) olmak iizere Re{ }>a,(|z|<1)sartm1
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sagladigt durumda f fonksiyonun « mertebeden starlike oldugu sodylenir ve bu

fonksiyonun sinifi ise S (a ) seklinde gosterilir.

zf "(2)
f'(2)

a mertebeden konveks fonksiyon denir ve bu fonksiyonlarin sinifi ise C(a) ile gosterilir.

Eger bir f fonksiyonu Re {1+ } >a, (| z| < 1) sart1 ile saglaniyorsa bu fonksiyona

3.12. Tamim (Koebe Fonksiyonu)

S smifina dahil olan,

K(2)=—2— =24222+32° +42" +..= z+y az"

(1-2)°

seklinde toplami elde edilen fonksiyon Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyon D birim

diskini [ —(—oo,—z} bolgesi lizerine bire bir doniisiimiinii gergeklestirir.

D v {Re{z}>0} MERYCXY MERYEET

Sekil 3.6. Koebe fonksiyonununD diizleminden 0 \( ,-1/4] ye déniisiimii.

Ornek: S sinifina ait baz1 doniisiimler ve bu doniisiimlerin goriintii kiimelerinin déniisiim
bolgeleri;
i. Ozdes doniisim, f(z)=2z;

ii. D'yi{Re{z}>-1/2} yanm diizlemine esleyen f(Z)=ﬁ=Z+ZZ+23+...

iii. D yi [1/2©)ve (-o,-1/2] iki yanm diizleme  esleyen

f(z):l_z22 =7+2°+2°+...
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iv. D 'yiyatay serit {—7:/4 <Im{z} < ﬂ/4} iizerine esleyen f (Z) :%Iog:r_z Ve

v. D 'yikardioidin i¢ kismina esleyen f (Z) = —% 7% = %[1— (1— Z)ZJ :
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4. MODULER GRUP TEORISi

Bu béliimde homojen olmayan lineer déniisiimler ve Oklid olmayan geometri hakkinda
gerekli tanim ve teoremler verilmistir. Fonksiyon teorisi lizerine lineer doniisiimler ile

ilgili bilgiler verilerek yapilan ¢aligma iizerinede daha derin bir inceleme elde edilmistir.

4.1. Homojen Olmayan Lineer Doniisiimler

4.1.1. Tanim

] reel sayilar kiimesinde bir cisim (bolge), [ kompleks sayilar kiimesin ve 0 ise
Riemann kiiresi olsun. Homojen olmayan lineer doniisiimler (o ile hesaplamak igin

olagan kurallarla birlikte ) donligiimii,

az+b
cz+d

L:0 50, zow=L(z2)= (4.1)

ad —bc # 0 parametrelerini saglayan a,b,C,d €[] seklinde olur. Biitiin homojen olmayan

lineer doniigiimler kiimesi " ile ifade edilmistir.

4.1.2. Homojen olmayan Lineer Déniisiimlerin Onemli Ozellikleri
L € / ’nin tersi alabilir ve ters dontistiimi

dw-b

L0 50, woz=L w) =
—cw+a

seklinde gosterilir. ~ fonksiyonlarin birlesimi altinda bir grup ifade eder. Ayrica L e &/
, Zell ve z#-d/c ig¢in holomorftur. Z=0 ve z=-d/cden elde edilen durumlar

olagan sonuglar verir. Buradan L € ~ agiy1 muhafaza eder denir yani ag¢i durumunu

korunur. Dahasi, ~, [J * nin kendi iizerine tiim a¢1 koruma doniistimlerinin kiimesi

A

olarak karakterize edilebilir. Son olarak L € - ¢gemberi muhafaza eder yani < ,[l ’ nin

cemberini kendi lizerine dontistiirtir.
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4.1.3. Homojen Olmayan Lineer Déoniisiimlerin Sabit Noktalarina Gore

Siniflandirilmasi

Eger L e ~ birim doniisimi degilse, o zaman L genelde en fazla iki sabit noktalidir.

Le & ’nin ig¢ farkh ] noktasinin goriintlileri ile benzersiz bir sekilde belirlendigi

sonucuna varilir. Bunlar keyfi olarak belirtilebilir:
Z, H>W,Z, >W,,Z; > W,
ve doniisiim asagidaki sekilde gerceklestirilebilir

W_Wl.WS_lez_Zl.Z3_Zl
W—-w, W,—-W, 2z-2z, Z,—-17,

(4.2)

uygun doniistimlerle c daki degisimi bu sekilde ifade edilebilir. Eger (4.2) yi ¢ozersek
W igin L yi (4.1) formunda bulabiliriz. ifade edecek olursak;

-7, 13—

: =D(z,z2,,2,,2 4.3
1-2, 7,12, (2:2,,2,,2) “.3)

dort nokta olan z,,7,,Z,,Z igin dortlii noktada capraz oran olarak ifade edilir. (4.2) den,

dort noktanin tiimii ayn1 dogrusal doniisiim L € ~ sine tabi tutulursa ¢apraz orandan
(4.3) gecersiz kaldig1 sonucuna varilir. Devam eden agiklama L e < ile ilgili sabit

noktalar ele alinacaktir.

4.1.4. Teorem

L e ~ iki ayrik sabit nokta igin z;,z, €[] normal formuna sahip

L(z)-2 2574 aen 2201
L(z)-z, ~z-1z, R

seklinde ifade edilir. L € -/ sabit nokta igin z, €[l ve o normal formuna sahip
L(z)-z,=4(z-7), A€l ,A%0]

seklinde ifade edilir. Le -/ bir sabit nokta i¢in z, €[l normal formuna sahip

= +a,aecl vea#0

seklinde ifade edilir. Yukarida ortaya ¢ikan A # 0,1 katsayisma L nin ¢arpani denir. Eger
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A pozitif ise L ye hiperbolik denir, eger |2| =1 ise eliptik olur. Bir lineer doniisiim

dontisiim sadece bir sabit noktas1 varsa parabol olarak adlandirilir.

4.1.5. Oklid Geometrisi Disinda Homojen Olmayan Reel Katsayih Lineer

Doniisiimler

Eger a,b,c,d €[l ve ad —bc>0ve L reel ekseni (sonsuz dahil) kendi iizerine esler ve

benzer sekilde L iist yarim, diizlem 7 kendi iizerine doniistiiriir. Ozelliklerle L gergek
eksene dik olan 7 deki (dikey yarim ¢izgiler dahil) yarim daire kiimesine doniistiiriir.
Bunlar1 noktalari tist yarim diizlemin noktalar1 olan bir geometrinin diiz gizgileri olarak
tanimlarsak bir 6klid olmayan(Non Euclidian=N. E) geometrisinin Poincare's modelini
alir: Bunun anlami iki 6klid olmayan ¢izgi arasindaki aciy1 kesisme noktasinda oklid

tanjantlart arasindaki o6klid agisidir. z,,z, € # noktalar1 arasindaki N. E mesafe
5(2,,2,) yi tanimlamak igin E-dairenin gergek eksenine dik olan z,ve z, den oo,ve oo,
gergek noktalarini dikkate aliyoruz. oo, ve co,noktas1 o,z ,Z,,,"'un bu daire iizerinde
doniistimlii olarak birbirini izleyecegi sekilde devam etmektedir. O zaman tanimlanan

5(2,,2,)=logD(z,,2,,0,,,)

Reel pozitif logaritmalar ile elde edilir. Bu se¢im bu dért parcayi( o, , z,, Z,, 0, ) dogrusal
bir dénﬁsﬁmle(O,l,/i,OO) eslestirirse miimkiin olur. Isin, segment ve daire kavramlari
oklid geometrisinde oldugu gibi kullanilmstir.

Eger K, merkezi uve yarigcap: r olan bir N. E dairesi ise, x doniisiimiiniin altindaki

goruntusu

Z—>wW= £ , (z, p'niin karmagik kongriianti)

w = 0 merkezli bir 6klid dairesi, zZ = i lizerinden N.E cizgileri, yaklagik w = 0 iizerinden

oklid cizgileri, gercek z ekseni bir 6klid dairesi ilizerinde yaklasik w = 0 olarak eslenir ve
dogrusal doniistimler altindaki ¢arpraz oranin degismezligi, K goriintiisiiniin bir 6klid

dairesi oldugunu gosterir, ancak 6klid merkezi ve yarigap1 farklidir.

z,ve z, ~ deki iki ayri noktaise -/ de esit N. E mesafeli nokta kiimesi segmentin N.

E dik agiortaylayicisi olan bir N. E ¢izgisidir. Bunu z,ve z, yi gercek eksenin iizerinde
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ayn1 yiikseklikte bir ¢ift nokta iizerine esleyerek goriiyoruz. lyi bilindigi gibi,
distindiigiimiiz dontisiimler, # nin kendisiyle uyumlu doniisiimlerinin kiimesi ile

ortlismektedir.

4.2. Homojen Lineer( Dogrusal) Doniisiimler

4.2.1. Tamim

/", [] lizerinde tersine ¢evrilebilir ikiye iki matris grubu olsun:
A:(a ’g},a,ﬂ,y,éeﬂ ve det|A|=ad-pBy.
v

Dahasi L, homojen lineer doniisiimler dedigimiz kendi tizerine [/ dahil edilebilir dogrusal

doniistimler grubu olsun. Her A €./ i¢in elde edilen doniisiim

L,:0?2 0% z>w=Az

L' ye ait ve buradan A.z,Anin Z= (wl] el)? siitununa sahip matris {iriiniidiir ve buradan
a)Z

Wl
W= olur.
WZ

/> L, A—>L,seklinde yazilabiliyorsa o zaman .7/ =L seklinde yazilan bir

izomorfizma olur. Gelecekte, matrisler ve homojen dogrusal doniisiimleri i¢in ayni

gosterimi kullanacagiz. Eger
z'=sz, w'=sw ve |s|#0
olursa o zaman
W'=sAs'z'
seklinde kurabiliriz.
4.2.2. Homojen Lineer Doniisiimlerin Jordan Normal Formu

A, B €./ iki matrisi i¢in eger ayn1 kokten tiiremisler ise esittirler denir ve egerbirs e .~/

: , a . . :
ise 0 zaman B =sAs™ olur. A :( ’gj € .7/ 6z degerinin bu karakteristik polinomunun
Y
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kokleri

gp(x) =det(xI - A)=x* —(a+ ) x+ad - By

10
sifir degillerdir ve sadece A nin esdegerlik sinifina baglidir (1 birim matrisi | = (0 J

olarak alinir).

4.2.3. Teorem

Farkli 6z degerleri A, 4, 0lan esdeger matris smiflarmin her biri tam olarak iki diyagonal

o a6 )

matris igerir, bunlar

seklinde ifade edilir.

Ispat

C()l (02

1 1 2 1
= 1 L= 2
) [0

2 2

bdyle bir siifin A matrisinin dogrusal olarak bagimsiz 6z vektorleridir. Yani,
Az =4z, Vv=12

O zaman

o @)
S =( T (4.4)
w, ,

sAs™ :(ﬂl O]
0 4

elde edilmis olur. Karakterize islemi acik¢a saglanmis olur.

seklindeki A dontistimiinden

4.2.4. Teorem

1
Farkli olan ve tam olarak bir 6zlere sahip olan esdeger Al matris siniflari ( j

0 4
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matrisi igerir ve A, sayisi ile karakterize edilir.

Ispat

0
@

@’ o 1)*
.o ) a p . ) e o 1
Eger z7=| | A= matrisinin simifinin 6z vektorii ise o zamans =

) y o ®, 0

olur ve eger @) # 0 yada s =1olursa yada bunun disinda ikinci bir durumda eger ) =0
(R | o
olursa A nin doniisiimii SAS™ = 0 4 olacak sekilde alinan g" =y /@) yada g =4
degerleri icin elde edilmis olur. Iki durumdan dolay1 8~ #0ve A= Al olur. Baska bir
N 10 o Z : .
doniisimde 0 5 seklindeki matrisin anlami 0 4 olur. Bu sekilde karakterize

edildigi anlasilmis olur. {M } simiflar tek 6z deger A ya sahiptir , 6z uzay: ise [ ° dir.

Ozetle elde edilen ispatta {M} den farkli es deger matris siniflar1 6z degerlerine gore

belirlenir.

4.2.5. Homojen ve inhomojen (Homojen Olmayan) Lineer Déoniisiimler Arasindaki

Baginti

a
4

homomorfizma olur(« €[] olarak segilen birimde «al €.7/). Eger kendini modiiler

'Bj ve A>Aiz>w=A(z)= Lo \{0} gekirdegi ile
o yZ+0

Q.S > ,A=(

matrislerin .~/" grubu ile simirlandirirsa

A:[a 'Bje.’/*, |A|:a5—,b’]/:l,
y o

buradan ¢ niin gekirdegi {il} olur. Ayni zamanda
R =R FES TR

A matrisinin iki farkl 6z degeri olan 4,4, degerlerine sahip oldugunu varsayarsak, 0

zaman degisimler z'=sz, w'=sw 4.2.3. teoremdeki s matrisinin doniisiimii ile w = Az

igerisinde
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ya da
;W — W, =ﬂz(a)22w1_w120)2)'
—wW, + W, = A, (—a);a)l + a)lla)z)
0 zaman
Doz Hew, a)li_zli ﬂzzzz
@, W, W, w,

elde edilen esitliklerden homojen olmayan doniistimler i¢in buldugumuz esitlik

w = Az nin normal formu:

W—2z -2 .
L=] 1 efer w:Ve w? =0Yyada
g 2 >
wW—2, z-1,

? =0 olursa

w-z,=4(z-1)

esitligi elde edilir. A’nin ¢arpanlarindan A = A ve sabit noktalar1 z, ve z, dir. Esitlikten

aw + fw, = A0

Az = 1,z"yada
e {7wf+5w2”=%wz”

sabit noktalar1 ve 6z degerler arasinda elde edilen iligki;

ﬁveﬂvzyzv+5, v=12.
z

\2

A, =a+

Bu esitlikler arasindaki iliskilerden bir tanesi @)Ve @, =0durumlart igin
saglanmamaktadir. 4 # Oigin #Amatrisi 1A= Aseklinde ifade edilir. u4 ve ud, igin

elde edilen 6z degerler A ya esittir. Bu sekilde ispat saglanmis olur.

34



4.2.6. Teorem

a . i . .
Eger A:( gj matrisi A, ve A, iki farkl1 6z degerli ve lineer bagimsiz 6z vektorler
/4

1 2
10) w _
( i]ve[ 12] ise, 0 zaman A doniisiimiiniin de iki farkli sabit noktasi
w w
2 2

ve carpimlart A = % seklinde olur.

Eger A J,gibi tek 6z degere sahip ise o zaman 4.2.4. teorem ispatindan s ifadesini
kullanarak benzer isleme karsilik gelen normal formu verilir. Bu durumda sabit z,
noktasi igin

z,=oi¢inAy=ayada z, #oi¢in 4, =y2,+0 (4.5)

seklinde elde edilir.

4.2.7. Aym Sabit Noktalar ile Déniisiimler

Tim Ae grubunun sirastyla ayni ¢ift z,vez,sabit noktalara veya aym tek sabit
noktaya sahip oldugunu diisiinelim. Konjugrasyon yolu ile bu grubun ya sabit nokta ¢ifti
sifir olan tim A€ ~ grubu o yada tek(sabit) nokta « i¢in A€ &/ grubuna izomorf

oldugunu goriiyoruz. Ayrica normal formlar bu grubun izomorfunun ya tiim A €[] " nin
carpimsal grubu ya da o €[ nin katki grubu ile gosteririz. Daha kesin olarak bu goriisler

4.2.8. teorem igerisinde ifade edilmektedir.

4.2.8. Teorem

Ortak bir sabit nokta ¢iftine sahip bir grup homojen olmayan lineer doniisiim izomorftur

ve toplama grubuna gore aralarindaki iliski yine izomorftur.
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4.3. Modiiler Grup Ve Sabit Noktalar

4.3.1. Tamim ve Siiflandirma

Homojen bir modiiler doniisiim elemanlar1 rasyonel say1 olan ve determinant1 bir olan
homojen bir dogrusal doniisiimdiir. Bir grup homojen modiiler doniisiim yaparsa

unimodiiler matris grubu iizerine izomorf olur. Burada

{2 2)

@ homomorfizmasindan elde ettigimiz inhomojen modiiler grup

a,b,c,del] ad-bc=1}

1::{5\|Ael"}.

olur. AeT elemanlari homojen olmayan

Cz+

a
Burada eger A= (
C

b _
dj olursa A:z— az+b

modiiler doniisiim olarak adlandirilir. Bu doniisiimler Gist yar1 dizlem -~ reel eksen [J

ve rasyonel sayilar kiimesi [ seklinde korunur. I'veT arasindaki izomorf iliskisi

r/{s1) =T

a
seklinde gosterilir. Eger A:(

]e I"ise 0 zaman Kkarakteristik polinom
c

a;x d b Xszz_tr(A)x+l, tr(A) =a+d kokleri

¢A(x)=det[

a+d 1
/'{1'2 :Tiz (a+d)2—4

A A, =1. Budurumda 6z deger A ve A, cebirsel tamsayidir ve bunlar ya rasyonel sayilarin

2

] alaninda ya da quadratik(karesel) sayr alaninda [] ( (a+d) 4) bulunur. [J > nun

birimleri £lve A4, =1 oldugundan ya 4 =4, =1yada a+d=2yadaa+d=-2 ise
A =74,=-1 olur. Bu da a+dnin herhangi bir degerini takiben A ,[ igerisinde

degildir. Biitiin diger durumlar i¢in iki 6z degerin farkli olmasi1 gerekir. Sonug¢ olarak

verilen durumlar i¢in elde edilmistir.

I. Parabolik durum: Verilen sabit terimleri 4, =1 ya da A, = —1seklinde secilirse

36



burada elde edilen durum igin |a + d| = 2 oldugunda parabol olusur.

ii. Eliptik durum iizerinde: [J (i) nin elde edilmesi igin segilecek olan a+d =0,
A, ==i seklinde elde edilir. Burada A=A, /4 seklinde olmasi i¢in A =-1olur.

Bu da eliptik (modiiler) doniisiimii belirler.

iii. Eliptik durum iizerinde: [ (+=3)icin |a+d| =1, p=ez% olarak alinirsa
A,=p yada A,=—p " olur. Burada garpim birim kiip kék olur ve modiiler
dontisiim eliptik olarak elde edilir.

Iv. Hiperbolik durum: Verilen ihtimaller dahilinde kalan ihtimal son olarak
|a+d| >2i¢in elde edilen sonuglarla 06z deger ve ¢arpanlar gergek
quadratik(karesel) say1 alanindaki birimlerdir. A ¢arpani pozitif ve A4 A4, =1ligin
A=A,12 =2 seklinde ifade edilir (dolayisiyla doniisim gercekten de
hiperboliktir).

Simdi es degerlik kavramma ihtiyacimiz vardir: Modiiler T grubu altinda iki nokta

2,2, €l] denir. A(Zl) = Z,ile homojen olmayan bir modiiler déniisim varsa Ael

olarak ifade edilir. Bunun bir es degerlik iliskisi tanimladig1 agiktir. K iizerinde ikinci

dereceden bir say1 K alaninin [ iizerinde ayrimmi verir. Bunun i¢in 0, o=a/a,

integrali ile &, @, K "nin temsilini verir. O zaman diskriminant A(®) yi tamimlarsak,

oo — oL,
A (CO) — 1772 2771 i|
{ N (e, a,)
seklinde elde edilmis olur. Burada asal, payda da birlesme ve normu, rasyonel say1 olarak

kabul edilen olan e, a, nin en biiyiik ortak béleni(a;,@,) nin normudur. A(@)nin K

tamsayilar1 olarak gosterilmesinden bagimsiz oldugu agiktir. A(a)) ayni zamanda @ Nnin

bir kdk oldugu ve katsayilari rasyonel olmayan tamsayilar olan quadratik (karesel)
polinom ayrimidir. Ortak bélen yani polinom
(ax—a)(apx—er) 1

= a,ax— (oo + oo, ) X+ aa |
N(al,az) N(al,az)[ 2742 ( 12 1 2) 1 1:|

Verilen siniflandirma 6zelliklerine gore modiiler doniisiimler ve 6zelliklerini incelemeye

37



devam edilecektir.

4.3.2. Parabolik Sonug¢

_ a b
Modiiler doniisiimleri Ael”, Az( d]el" ve |a+d| =2ile elde edilen sonuclar1
C
incelenmeye devam edilecektir.

4.3.3. Teorem

I.  Sabit noktalarin kiimesi rasyonel sayilar ve o i¢in tutarlidir.

ii. Aym sabit noktaya sahip AcT', T igerisinde tek bir sabit nokta o ile modiiler

doniisiim grubunun birlesimi ile sonsuz bir dongiisel siklik grubu olusturur.

iii.  Tiim rasyonel sayilar modiiler I' grubu altinda o'a es degerdir.

Ispat

a b _ a+d
Eger A:( dj el |a+ d| =2 ve ¢c=0 ise 0 zaman sadece 6z deger olur. (4.5)
C

a-d -
formiiliinden elde ederiz ki rasyonel nokta olarak S A nin tek sabit noktasidir. Eger

10D
bdyle ise ¢ =0olacak sekilde bir se¢im yaparsak o zaman A= i[O Jolur. Standart

doniisiim ile

1 0} _
u= ,u:z—>z+1
11

dontisiimii yapacak olursak, bu sekilde A=Ubelde edilmis olur. T°,b el doniisiimleri
sabit noktada o ile paraboliktir, yani tek sabit noktalar1 sonsuzdur; U tarafindan tiretilen

sonsuz bir dongiisel grup olustururlar. En biiyiik ortak bolen (a',C')zliIe verilen

! ’

: . a
rasyonel bir nokta i¢in S = ( .
C

!

j matrisi ile b’,d" €[] icin a’d’ —b’c’ =1olacak sekilde

kurulmustur. Her seyden once ispati kanitlayan §(OO) =a'/c'4.3.3. teoremdeki iigiincii

iddianin ispatin takip eder. Ayrica

A=sustel
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ise Asabit nokta olarak verilen a'/c' noktasina sahiptir ve paraboliktir. Dolayisiyla bir

a'/c’ ifade edilen (4.3.3. teoremdeki) birinci iddianin ispatin1 kanitlayan sabit bir nokta

olarak ortaya c¢ikar. Dahast S el ile sonsuz ve birlesen gruptur. Bu iddia (4.3.3.

teoremdeki) ikinci iddianin ispat1 verir.

4.3.4. Gauss Say1 Alanlar1 Uzerine Eliptik Olma Durum

- = a
Modiiler doniisiimler AT ile [
C

b
dj eI ve a+d =0takip eden 6zelliklere sahiptir.

4.3.5. Teorem

i.  Bir sabit nokta kiimesi — , d*>=—1(modc) ile ciftlerden olusur, bunlar [J (I)
icerisinde, diskriminanti -4 olan sayilardir.

ii. Aym sabit noktay iceren A eI ikinci dereceden dongiisel grubu ifade eder.

iii. Tim sayilar %ED (I) ile d*=-1(modc), c>Omodiler grup T altinda
esdegerdir.

Ispat

Teorem de verilen ikinci iddiaytr A =-1 i¢in birazdan kanitlayacagiz. Burada 6ncelikle

birinci kismi ispatlayalim; A nim sabit noktalar A, ==i formiili ile 2,,=cz,+d

+i—d

degerlerinden hesaplanir. Boylece 7, = ve a=-d olunca devam eden

ad —bc=1 oldugundand® =-1(modc) elde edilir. Sonu¢ olarak egerC,d €[l ve

d? =-1(modc) ise 0 zaman matris

tamsayilardan olusur ve determinanti bir olur ayn1 zamanda trace(izi) sifir'dir, A'nin sabit

noktalari olur. Ispatin birinci iddiasi saglanmis olur. sayilar1 ile

d? =—1(mod c) sifir polinomlar: olarak ifade edilir ve
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2

b:_1+d
C

icin CX* +2dx—b

—bc=1+d’olursa ebob(b,c,2d)=1 bu yiizden -4 diskriminantma sahiptir. Sonug

di-d
c

olarak tersini diisiiniirsek; el (I) ortak bolenleri ¢,d,d"el] olmadan

diskriminant1 -4 verilmis olsun. Eger y =(di—d,c) ise —4= (Zid'C/ N ( }/))2 ve boylece
dc=%N () olur. Eger 7/d" asalsa, 0 zaman 7z/cve z/d de bu sekilde olur ve 7/y ve
7/y" de bu sekilde ifade edilir. Burada ebob(c,d,d")=1olur. Buda d’=+1 ve boylece
N(7)=zcolur. Ozellikle y|+i—doldugunda bu c=%N(y)/N(xi—d)=1+d® ve
boylece d?=-1(modc) elde ederek birinci iddiay ispatlamis oluruz. Simdi {igiincii

iddiay1 ispatlayalim; biitin AeT ve tr(A)=0 birlesimi i¢in (T’ igerisinde) T' nun

0 -1\- 1
T= T:z>——.
1 0 Z

4.3.6. Birim Kiipkokler Uzerinde Eliptik Olma Durumlari

standart doniisiimii ile

- — . a b
Modiiler doniisim Ael ile Az( djel‘ ve |[a+d|=1 devam eden teoremde
c
dontisiimiimiiz ile teorem ispatimizi elde edelim.

4.3.7. Teorem

I.  Sabit nokta kiimesi sayi ¢iftlerinden olusur;

pil _d
c

ell (p) iled®+d +1=0(modc);

. U ( ,0) nin diskriminanti -3 olan sayilardir.

iv.  Sabit noktalarm formlarinin tigiincii dereceden doniisiim gruplart AeT ¢iftleridir.

v. Biitlin sayilar

p;d el (p) ile d*+d +1=0(modc) c>0,
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modiiler I’ grubunun altinda es degerdir.
Ispat
Birim kiiplerin ¢arpimi ikinci iddianin ispatini verir. Simdi birinci teoremi ispatlayalim.

Eger AcT ve |a+d|=1 verilirse genel bir ¢oziim icin a+d =-1olur. A nim sabit

pil_d

6z eger hesabindan hesaplarsak 4, = p™* olur. Boylece a= —(1+d) bu
c

noktasi

da ad—bc=1 ve d”+d+1=0(modc)olur. Tersine ¢,d e[} igin d*+d+1=0(modc)

burada elde edilen matris

d?+d+1
c d
_ pil _ d
tamsayilarindan olusur ve determinanti, trace(iz)=1 ve Asabit noktasi olur. Bu
C

da birinci iddiay kanitlar. Sayilar

+1
P =4 e 47 + +1=0(modc)
c
olan polinom kokleri
2
b:—w icin oX? +(1+2d)x—b
c
+1
diskriminanti -3 olur, £ —d sayist icin ebob(c,1+ 2d,b):1 ve ayni zamanda
c
- .. . d,p_d . . ! .
diskriminant -3 olur. Tersine ell (p) verilmis olsun. ¢,d,d" €[l genel bolenler
- . - - - d’p_d . - ]
haricinde diskriminant -3 olsun (= — <[] (p) dahil olsun). Eger 7y =(d'p—-d,c) o
dc(p-p))
zaman —3:[#j boylece dc=N(y) olur. Ugiincii iddiay: ispatlayacak
v

olursak; biitin AeTigin [tr(A)|=1birlesimi (T igerisinde) R yada R standart

doniisiimii igin
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olur.

4.3.8. Hiperbolik Olma Durumu

_ a b
Modiiler donisim Ael’ ile A= ( d] ell ve |a + d| >2 seklinde oldugunda
C

hiperbolik durum elde edilmis olur.

4.4. Ana Noktalar Ve iliskiler

4.4.1. Teorem (Ana Noktalar)

1
T :KO :J in dordinci derecesi ve sonsuz derecede U :(0 :J nun elemanlar

tarafindan homojen modiiler grup olusturur. Homojen olmayan modiiler grup ise sonsuz
. I = -1
mertebeli T:z-—>z+1ve ikinci dereceden T :Z—>— doniisiimleri tarafindan
yA

olusturulur.

Ispat

a
Eger A:(

Jel“ve k el ise 0 zaman
c

|C| < |a| oldugunu varsayalim. (Ciinkii bu A i¢in dogru degilse, TA ile baslariz.) c=0 ise

A=+u® . Bununla birlikte c#0ise oklid algoritmasindan a ve ¢' den (degistirilmis

bigimde):
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a=0QC+h, —C=Qqf+1,, =0, +0, ..., (-1)"r_ =q,r,+0
r, =+lile biter ¢iinkii (a,¢)=1 olur. A tarafindan

Tu™*T..Tu™®

6n garpimi igin @, €[] de +u™ elde ederiz. Bu durumdalc| > [a| dahil,

A=T"u*Tu*Tu®T..Tu*Tu%~

m=0,12 ya da 3; q,,0,0,0,-0,, €] Ve 004,000, €] olur. T icin
ispatimiz tamamlanmis olur.
4.4.2. liskilerin Tanimlanmasi
uve T, I'grubunu olusturdugundan T ve R =R daha onceki ispatimizdan u=-TR
olur.Takip eden teoremde bu durumun ispati1 verilmistir
4.4.3. Teorem
I' modiiler grubu ile iliskili olarak kurulan T ve R, igin;
T*=R’=1 RT?2=T%R,
ve I'igin iligkilerin tanimlanmasini ifade eder.
Ispat

I' modiiler grubu ile iliskili olarak kurulan T ve R, arasindaki iliskiler ifade edilir. Farz

edelim ki kisitlama olmadan verilmis keyfi bir iligki verilsin,
THRAT“RET“RE..TYRAT"™ =1, U, a, €[] .
Elde edilen doniistimleri uygularsak
TURAT“RE“T SR, TWRHT " = |

&,6,,=0123, o,=1yada2, ve n>0. Burada uygun bir T ¢arpimindan sonra elde

n+1

edecegimiz

s=RAT.R®T =T“, o, =1yada2, @=012,3 ve n>0.
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a -b
Bununla birlikte boyle bir iliski n >1 i¢in uygun olmaz. Gergekten de eger s = [ q J
—C

seklinde bir kiime alirsak, s giriglerinin n >1 i¢in kosullarinin
a,b,c,d>0veb+c>0
ya da

a,b,c,d<0veb+c<0

sagladigim1 ve T¢ iizerinde a =0,1,2,3 girislerinin olmadigini gosteririz. Elde edilen

sonu¢ sadece N = 0i¢in olasidir. s i¢in verilen esitlikler i¢in

RT = 1 0
-1 1
Ve
R12T__1 -1
o0 1
3 a -by.. . .
Eger s =( q J icin dogru ise o zaman,
—C

RJS:[ : _bj
—(a+c) b+d)’
. a+c —(b+d
RTs :—( e ( d )]
biitiin n >1 olan sler i¢in ima edilir. Elde edilen esitlik i¢in
TPoRe T
homojen olmayan I modiiler grubu ile iliskilerin tanimlanmasinda kullanilir. Bundan

dolayr T? =1 i¢in 6nemsiz hale doniisiir (Schoeneberg, 1974).

4.4.4. Teorem

Ikinci ve iiciincii dereceden déngiisel gruplarin 6zgiin olusumlar1 icin T grubu izomorftur.

Farkli ispat yontemi i¢in Klein ve Fricke (1890) incelenebilir.
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4.5. Temel Bolge Ve Ozellikleri

Bundan boyle gergek eksenin rasyonel noktalari ve simdi ico sembolii tercih ettigimiz o

noktasi, list yar1 diizleme bitisik olacaktir. Bu uzatilmus iist yar1 diizlem .~ “ile , degisken

7 ile gosterilecektir.

4.5.1. Temel Bolge

./~ nin T grubu altinda .~ " es degeri siiflarinin her bir sinifindan tam olarak bir nokta

iceriyorsa, ./ kiimesine .~ i¢in modiiler T grubunun temel kiimesi denir.

} }
L I B 112 !

Sekil 4.1. Fundamental (tamlik) bolgesi.

-/ bolgesi temel bolge olarak adlandirilirsa
7 nun ./ nin bir sinir noktasi oldugunu ima eder.

Re(r < 1)
2

U{T||T|=1,—%S ReTSO}

45.2. Teorem

= {r|r e,

,|T|>1}u{ioo}u{r|Rer=—%,|r|21}

7" igin T nun temel bdlgesidir.
Ispat

Ilk olarak T altindaki her bir denklik simifinin bir temsilcisi oldugunun ispatini

saglayalim.
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a b
Bu amagla A :( dj eI’ ve 7 € # igin formiile edecek olursak;
C

Imﬂ(r =M.
|Cr+d|

Im(z) >0 ile sabit bir zigin cz+d,c,d €[], [ de bir latis olusturur. Béylece |cz+d|

pozitif bir minumum degere sahiptir.
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5. ELIPTIiK FONKSIYONLAR

Bu boliimde genel eliptik fonksiynlar teorisinin sistematik gelismesi i¢in onemli olan
temel soyut cebir ve kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisinin kavramlarina kisaca
deginilecektir. Weierstrass Faktor teoremi, Mittag Leffler kismi kesir teoremi gibi
kompleks fonksiyonlar teorisindeki gelismeler i¢in 6nemli olan baz1 teorilere ispatlarina
deginilmeden yer verilecektir. Son olarak da genel fonksiyon fikirlerinden, periyodik
fonksiyon smifinin genel 6zellikleri ve periyodlarinin sinif 6zellikleri herhangi bir sinif

iysinin formuna degindirilmeden incelenecektir.

5.1. Soyut Cebir Kavramlari

5.1.1. Tanim

Eger baz1 A ve B kiimelerinin elemanlar1 arasinda bazi bagntilar varsa, B kiimesinin A

kiimesi ile baglantili oldugu sdylenir. X A ve YeB olmak lizere , R, sembolii ile

gosterilir.
5.1.2. Tamim

Eger asagida verilen sartlar bir | R, bagitsini i¢in saglaniyorsa bu baginti denklik
bagintis1 olarak adlandirilir:

i. 4Ry (Yansima)

. R, ise { R, (Simetrik)

. (R, ve (R, ise R, dir. (Gecisme)

5.1.3. Tanim

Eger G, a’e=e’a=a ozelligini sagliyorsa bir e eleman igeriyorsa ve G her bir a elemani
icina’h =e ozelligi bir b € G i¢in saglaniyorsa, G grubu birlesme 6zelligi olan temel bir
islem altinda (s6yle ki herhangi bir a,b€G cifti icin a’h € G) kapali olan elemanlar

kiimesi olarak ifade edilir.
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Not: Eger a’h=e, b°a=¢eise b =a 'seklinde gosterilir.

5.1.4. Tanim

nm o n;:

G grubundan alinan bir alt kiime S eger kendisi de islemi i¢in grup 6zelliklerini

sagliyorsa, S ye G nin bir alt grubu denir.

5.1.5. Tanim
Herbir a,beG cifti icin degismeli (soyle kia’h=b"a) 6zelligini saglayan G grubu,

Abelian (degismeli) gruptur.

5.1.6. Tanim

Bir K alan1 genellikle toplama islemi olarak verilen islem altinda bir Abelian gruptur ve
K nin bos olmayan elemanlari altunda farkli bir islem olarak verilen ¢garpma islemi altinda

da degismeli gruptur. K nin elemanlar1 genel dagilma 6zelligi saglar:

a(b+c):ab+ac

(a+b)c=ac+bc.

5.2. Denklik, Seritler ve Hiicreler
5.2.1. Tamim

Eger 2z, ve z,herhangi iki kompleks say1 olmak iizere 2w sabit bir kompleks sayr m de
bir tamsay1 iken z, —z, =m2wesitligini sagliyorsa mod2w ye gére z,, z, in dengidir

denir ve z, = z,(mod 2w) seklinde ifade edilir.

5.2.2. Tamim

Eger z, ve z, herhangi iki kompleks say1 olmak tizere 2w, ve 2w, iki kompleks say1 ve
m ile n tamsayilar iken z, —z, =m2w, +m2w, esitligini sagliyorsa ve z, nin z, e denk

oldugu soylenir ve

z, = z,(mod 2w, 2w, )

seklinde gosterilir.
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Not: Eger 2wveya 2w, ve 2w, nceden verilirse, onlar kisaca

Zy

4

seklinde yazilir. Denklik esit bir bagintidir. Eger z, =z,,2, =z ise mz, +nz, =mz; +nz,
(m ve n tamsay1 olmak iizere) bagintis1 da saglanir.

Not: iki say1, eger onlarla ilgili olan iki paralel ¢izgiler arasindaki alan, z den gegen dogru
dahil ama z+2w dan gegen dogru dahil olmamak iizere, genellikle bir serit olarak

adlandirilir. Tiim bu diizlem  Z,2+2w,z+2.2w,£2.3W,... dogrultusundaki paralel

dogrular ile paralel seritlere boliinebilir.
5.2.3. Tamm
Z,2+2W,Z+2W, +2W,,Z+2W, kdse noktalarina sahip olan agik paralelekenar (z) de

Z+2W, Z+2W, + 2w, , 2+ 2w, koselerine sahip hiicre olarak ifade eder. Bu hiicrede
Z4+2W,Z2+2W, +2wW, ve z+2W +2W,,z+2W, kenarlar1 c¢ikartilir. Tim diizlem

z+m2w, £n2w,de kdseleri olan hiicrelere ayrilabilir.

5.2.4. Teorem

Z,,Z,+2W ve onlarla birlesen dogru iizerindeki bir nokta
Z=12,+62w, 0<O<1
seklinde yazilir ve ispat1 koordinat tanimindan gelmektedir.
5.2.5. Teorem
Z,+m2w ve z,+(m+1)2wdahil oldugu dogru lizerindeki bir nokta, bir noktaya
z' =7,+62w (mod 2w) denktir. Burada 0< & <1 ’dir.
Ispat
Diyelim ki

Z, Z,+M2w ve z+(m +l) 2w nin dahil oldugu dogru iizerinde herhangi bir nokta olsun.
O zaman

Z=7,+m2w+602w, 0<6<1
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Z' =m2w olsun. Sonug olarak
z =7'(mod 2w)

olur.
5.2.6. Teorem
(z,) hiicresindeki herhangi bir z noktasi, 0<6 <1 i=1,2oldugunda

Z=127,+6,2W, +6,2w,
seklinde ifade edilir.
Ispat
Diyelim ki késeleri (z,,2,,2,2,) da paralelkenar olan (z, ) hiicresinin kenarlarina paralel

olarak ¢izilsin. Sonra colur. Bu yiizden

Z=—7y+7,+0,2W, + 7 ,+6,2W,
Z=127,+6,2w06,2w, .
Burada 0<6 <1 (i=12).

Z, +2W, Z,+2W, + 2w,

Zy Z, Zy+2W,

Sekil 5.1. (z,,2,,2, 7, ) Paralelkenart.

Tiim kompleks diizlemdeki herhangi bir z noktasi z,, hiicresinde bir z'(mod 2w, 2w, )

noktasina denktir.
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ispat
Diyelimki késeleri (z,,2,,2,2,) olan paralelkenar z, hiicresine kenarlar parelel olarak

cizilsin. Bundan dolay1

Z,42=2+1,
burada z, =z, +(m+6,) 2w, ve z, =z, +(n+6,)2w, olur. Sonug olarak

z2=72+12,-12,

=7, +6,2W, +6,2W, + 2w, +n2w,
=Z'+m2w, +n2w,
olur. Bundan dolay1
z=27'(mod 2w;, 2w, )

seklinde edilde edilir. Yukaridaki denklikler modn tamsayili J, cebirinin dogrudan bir

genellemesidir.

5.3. Kompleks Fonksiyonlar Teorisinin Tlgili Kavramlar

5.3.1. Tamim

Eger f'(z) verilen D bolgesinde her noktada tanimli ise tek degerli f(z) fonksiyonu D

bolgesinde analitiktir.

5.3.2. Tamim

Verilen bir bolgedeki esasli teklikleri olmayan tek degerli bir fonksiyon meromorf

fonksiyon olarak tanimlanir.
Ozellikler
I.  Meromorf foknisyon bir alan olusturur.
Il.  Bir meromorf fonksiyon bolgede sonlu sayida sifirlara ya da kutuplara sahiptir.

lii.  Kapali bir kompleks diizlemde meromorf olan bir fonksiyon sadece sonlu sayida

kutuplara veya sifirlara sahiptir.

iv. Meromorf fonksiyonlarin tiirevleri de bir meromorf fonksiyondur ve meromorf
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fonksiyonlarin alaninda bir elemandir.

v. Meromorf fonksiyonun tersi yine bir meromorf fonksiyondur.

5.3.3. Teorem (Mittag Leffler Teoremi)

Eger herhangi sonlu veya sonsuz {z, } noktalar kiimesi z, noktalari da dahil tanimlanmig

olan limit noktalarina sahip degil ise (ana boliimii Gk[ j) kesinlikle tanimlanmis

k

{Zn} noktalarinda tanimlanmis ana boliim ile kutup noktalarma sahip meromorf
fonksiyon vardir. Eger Mg (z) bu sekilde bir fonksiyon ise en genel fonksiyonun

kutuplari ve ana bolimii M, (z) olan
M(z)=M,(z)+G(z)
seklindedir ve G(z) herhangi bir integral fonksiyonudur.

Not: M (z) fonksiyonunda uygun ana bolimdeki kutuplarin goriiniir olmasi i¢in kismi

kesirlerine ayristirma yontemi uygulanmistir. Weierstrass eliptik fonksiyonlar teorisinde
yapilan genel arastirmalar da, tanimlanan Mittag-Leffler teoreminde ifade edilen ile
benzerlik gosterir. Bu yiizden bu teorem burada verilmistir. Kompleks fonksiyonlar

teorisi ile ilgili herhangi bir ¢calisma da ispat1 bulunabilir.

5.3.4. Tanim

Integral fonksiyonu olarak da bilinen bir fonksiyon tiim acik kompleks diizlemde
analitiktir. Integral fonksiyonunun sonsuz disinda tekilligi yoktur.

5.3.5. Tanim (Weierstrass Faktor Teoremi)

Eger herhangi sonlu veya sonsuz noktalar kiimesi olan {zn} tanimli sonlu limit

noktalarina sahip degil ve bu her bir nokta tanimli, sirali pozitif tamsayilar ise kesinlikle

tanimlanmis noktada tanimli derecede sifirlara sahip bir integral fonksiyonu vardir. Eger

G, (z) bu tip bir fonksiyon ise G, (z)ile birlikte belirli derecede sifirlari olan en genel

fonksiyon

G(2)=¢€""G,(z)
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seklinde yazilir. Burada h(z) herhangi bir integral fonksiyonudur. G (z)fonksiyonu basit

belirli derecede sifirlarin carpimi olarak agilabilir.

5.3.6. Tamim

Eger P(z)=) a,z" seklinde yazilirsa P(z) ye n. dereceden polinom denir.

r=0

5.3.7. Tamim

Eger R(z)=¥ foknisyonu i¢in Q(z) ve P(z) polinom ise o zaman R(z) rasyonel

(2)

fonkisyon olarak tanimlanir.

5.3.8. Tamm (Rasyonel Fonksiyonlarin Ozellikleri)

Vi.

Vii.

Tiim rasyonel fonksiyonlar kiimesi bir alandir.

Rasyonel fonksiyon f (z)igin her zaman kutup noktalarinin sayisi bir sifir veya r.

Dereceden bir kutup, r sifirlar1 veya kutuplar1 olarak hesaplandiginda sifirlariin

sayis1 esittir.
Rasyonel bir fonksiyon kismi kesirlerine ayristirilarak yazilir.

Eger f(z), e, desifirlari ve S, de kutup noktalari olan rasyonel bir fonksiyon ise

seklinde yazilir. Burada c bir sabittir.
Rasyonel fonksiyonlarin tiirevleri de bir rasyonle fonksiyondur.

Rasyonel fonksiyonlar herhangi bir nokta i¢in kuvvet serisinin agilimi olarak

yazilir.
f(z) ve g(z) iki rasyonel fonksiyonu F[f(z),g(z)]=0 cebir bagintisini saglar.

Burada F[x, y]x vey ye bagli bir polinomdur.
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5.3.9. Tamim

P(w,z)=0 ise w ve z deki bir fonksiyonun u = f (z) nin cebirsel bir fonksiyonu oldugu

sOylenir.

Not: Bir cebirsel fonksiyon, kutuplarin yanmi sira bazi dal noktalarima sahip kapali

kompleks diizlemde bir meromorf fonksiyondur.
5.3.10. Tamim

Cebirsel olmayan bir fonksiyona askin fonksiyon denir. Kapali kompleks diizlemde en az

bir temel tekillige sahip olan bir fonksiyona askin fonksiyon (transcendental) denir.

5.4. Periyodik Fonksiyonun Genel Ozellikleri

5.4.1. Tanim

Bir f(z) fonksiyon D bolgesinide tammlanirsa ve eger tim z,z,eD igin
f(z)="f(z,)ise D ‘deki z, ] z, =m2w en az bir 2w (m bir tamsay1) i¢in f (z) periyod

olarak 2wile periyodik bir fonksiyon oldugu séylenir.
Ornek: exp(z+2zi)=expz.
( 27i j
expm| z+—— |=expmz.
m
sinm(z+2zi)=sinz.

sinzl—”(z+l):sin2|—”z.

i . 2 . 27i
Acikca expz, expmz, sinzve SlnTﬂZ periyodik fonksiyonlarinin 271, % 27 ve |

seklinde periyodlar1 vardir.

Not: Herhangi bir f (z)fonksiyonuigin f(z+0)= f(z)olur. Yani f(z)sifir periyodu

olan bir fonksiyon olarak kabul edilebilir. Boylece sifir periyodunun kabul edilmesi
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periyodik fonksiyonlarin sinifin1 genel olarak fonksiyonlarinkiyle ayni yapar. Boylece
tamim bir totoloji haline gelir. Dolayisiyla 2w =0 durumu gelecekteki tartismalarda

dislanacaktir. Herhangi bir sayi, sabit bir fonksiyonun periyodu olarak alinabilir.

5.4.2. Teorem

Eger f(z) ve g(z)aym periyodda iki periyodik fonksiyon ise o zaman f (z)£g(z),
f(z).0(z), f(z)/9(2) (g (z)= O)aym periyodlu periyodik fonksiyonlar olur.

Ispat

Periyodik fonksiyonlarin tanimin1 dogrudan sonucudur.

5.4.3. Teorem
Tiim es periyodik fonksiyonlarin kiimesi bir alan olusturur.
Ispat

Tiim sabit sayilar es periyodik fonksiyonlar sinifinda {iyeler olarak da goriilebilir bu

teorem 5.4.2. teoreminden gelir.

5.4.4. Teorem

Bir periyodik fonksiyonun tiirevi ayni1 periyod veya periyodlarla ayni periyodik bir
fonksiyondur.

Ispat

f (z) periyodu 2w ile periyodik olan bir fonksiyon olsun. O zaman
f(z+2w)=f(z)
f'(z+2w)=f'(z)

elde edilir. Dolayisiyla bir periyodik fonksiyonun tiievide ayni bdlge icerisinde yer alir.

5.5. Dogal Periyodlarin Genel Ozellikleri

5.5.1. Teorem

Eger 2w, f(z) fonksiyonunun bir periyodu ise o zaman m2w de f(z)nin bir

periyodudur ve burada m herhangi bir tam sayidir.
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ispat

m herhangi bir tamsay1 olsun.
f(z+2w)=f (z +m-1 2W+2W)
f(z+2w)=f <z+m_—l ZW)

= f (2+F2 ZW)

=f(2).
m herhangi bir negatif tamsay1 olsun. O zaman
f(z—m2w)=f(z-m2w+2w)= f(z).

Periyod kiimesi Q ={m2w} sonsuzdur.

5.5.2. Teorem

Periyodik f (z) fonksiyonunun periyodlarmin kiimesi2w;, 2w,, 2w, seklinde olsun. O

n
zaman Z m, 2w, ( m, tamsay1 olmak iizere) fonksiyonun periyodudur.
r=1

Ispat

f (Z+Zm,2wr] = f (z +>.m,2w, +lele
r=1 r=2

= f(z+im,2w,j
r=2

=f(2)

ispat tamamlanmis olur.

5.5.3. Teorem

Toplama islemi altinda Q formundaki periyodlarin kiimesi Abelian (degismeli) grup
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olusturur.
ispat

5.5.2. Teoremden ispat elde edilir.

5.5.4. Teorem

Sabit olmayan f (z) periyodik meromorf fonksiyonu Q periyodlarimnin kiimesi bos bir
dizi (sequence) igermez.

Ispat

Miimkiinse {2w,}, Qigerisinde bos bir dizi olsun. O zaman F(z)= f(2)-f(z,), 2,
sabit nokta olsun. F(z) meromorf fonksiyondur. Bu nedenle z=1z,+2w, (n=12,3,...)
i¢in F(z) =0, F(z) 'nin noktalar1 {z,+2w} "nin limiti z, olur Dolayisiylaz,, F(z) nin
sabit olmayan bir meromorf fonksiyon oldugu varsayimia aykiri olan f(z) nin temel

tekilligidir. Bu sekilde teorem kurulmus olur.

5.5.5. Teorem

Sabit olmayan bir periyodik meromorf fonksiyonun Q periyodlarinin kiimesi sonlu bir

limit noktasina sahip olamaz.
Ispat

Eger Q periyod kiimesi « sonlu limit noktasina sahipse o zaman limiti « olan («

limitli) {20} dizisi vardir. Bununla beraber {2(w, —w,_, )} dizisi Q nin alt kiimesidir

ve ayrica bos bir dizidir. Bu 5.5.4. teoremine aykiridir ve gelisir.

5.5.6. Teorem

2w, ve 2w, sabit olmayan periyodik bir meromorf fonksiyonun iki periyodu ise ve éwz
1

2

2w,
gercekse,
2w,

1

rasyonel sayidir.

Ispat
(0 2w) m nin biitiin integral degerleri i¢in 0, 2w, katilan ¢izgi tizerinde bir aralik kiimesi
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2W, . - - Ce e
olsun. 2—2 gergek oldugundan2w, nin n nin integral degerleri i¢in ¢izgi tizerinde olmasi
Wl

W,

gerekir. m2w, = n2w, olmasi durumunda, orani rasyonel birsayidir. Herhangi bir

W

m ,n degeri iginm2w, = n2w, olursa, {Z'} noktalarinin kiimesi {n2w,}(mod 2w, )de

esdegerligi olur ve (0,2w,) arasinda kalan noktalarin hepsinin belirgin olmasi gerekir.

Aksi taktir de

!

Z, =7, ,m #Nn,
n 2w, = n,2w, ,(mod 2w, ).

Bu da bir 6nceki durumu agiklar. O zaman sonsuz sinirlanmis {Z,']} kiimesinin limit

noktasina gelmesi gerekir. Fakat {z,} kiimesi 5.5.5. teoreme aykir1 bir noktasi olan Q

alt kiimesidir. Bu durumda bu miimkiin degildir. Dolayisiyla % orani rasyonel sayidir.
Wl

5.6. Eliptik Fonksiyonlarin Genel Teorisi

Burada eliptik fonksiyonlarin sistematik teorisi, eliptik fonksiyonlarmn genel teorisi

cebirsel 6zelliklere ve onlarin karsilig1 cebirsel bagintilar incelenecektir.

5.6.1. Tanim (Eliptik Fonksiyon)

Acik z diizlemindeki ¢ift periyodlu meromorf fonksiyonlara eliptik fonksiyon denir.

5.6.2. Tamim (Eliptik Fonksiyonlarin Derecesi)

Eliptik fonksiyonlarin bir periyod hiicresindeki sifirlarinin ve ya kutuplarinin sayisi

(cokluklar hesaba katilir) eliptik fonksiyonlarin derecesi olarak bilinir.

5.6.3. Teorem

Herhangi iki es periyodik eliptik fonksiyonlarin toplami, farki, carpimi ve boliimii yine

ayni periyotta eliptik bir fonksiyondur.
Ispat

f.(z+2w)=f,(z), 2w=2w, ve i =1 2olsun. Bundan dolay:
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f(z+2w)£ f,(z+2w)=f (2)£f,(z),
f.(z+2w).f,(z+2w)=f,(2).f,(2),
f.(z+2w)/ f,(z+2w)=f (z)/ f,(z).

Tim meromorf fonksiyonlar kiimesi bir bélge olusturdugundan tekrar f,(z)+ f,(z),
f.(z).f,(z), f.(z)/ f,(z)meromorf ve periyodiktir. Periyodlar1 2w,ve 2w,dir. Bu

yiizden onlar ayni periyoddaki eliptik fonksiyonlardir.

5.6.4. Teorem

Tiim es eliptik fonksiyonlar kiimesi bir bolge olusturur.

Ispat

Sabit fonksiyon herhangi bir periyod da periyodik fonksiyon olarak diistintildiiglinde es
periyodik fonksiyonlar grubuna ait olarak alinabilir. Sabit fonksiyon carpmada birim
eleman bir ve toplamada sifir olacaktir. Sonug olarak 5.6.3. teoreme gore es periyodik

eliptik fonsiyonlar bir bolge olusturur.

Sonug: Es periyodik eliptik fonksiyonlarin rasyonel bir fonksiyonu ayni periyod da bir
eliptik fonksiyondur.

5.6.5. Teorem

Eliptik fonksiyonlarin tiirevleri ayn1 periyod da yine eliptik fonksiyondur.

Ispat

Meromorf fonksiyonlarin tiirevleri yine meromorf fonksiyon oldugundan ve bunlarin
periyodik fonksiyonlar1 yine aymi periyodda periyodiktir. Eliptik fonksiyonlarin
logaritmik tiirevleri de eliptik fonksiyondur. Tiirevler ve logaritmik tlirevleride eliptik

fonksiyonlarin bolgesindedir. Sabit olmayan elektrik fonksiyonlar sinifi bos degildir.

5.7. Eliptik Fonksiyonlar Hakkinda Genel Teoremler

Genel teoremlerin incelenmesi i¢in 0<arg(2w,/2w,)<z olan temel periyodlar

secilmistir.
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5.7.1. Teorem

Eliptik fonksiyon f (z)nin integrali sabittir.
ispat
Bir hiicrede f (z) nin tekilligi olmadiginda| f (z)| < K olurve K herhangi bir sabittir. Bu

yiizden | f (z)| < K agik bir kompleks diizlemde ve f (z) dolayisiyla Liouville teoreminde

bir sabittir. Bu durum Liouville teoreminin 6zel bir durumudur ve bazi zamanlar Liouville
teoremi olarak kullanilir. Bu teorem asagida verilen farkli formlarda da belirtilmis

olabilir.
I.  Bir hiicrede kutubu olmayan eliptik bir fonksiyon bir sabittir.

ii. Derecesi sifir olan eliptik fonksiyon sadece sabittir.

5.7.2. Teorem

Eger eliptik f (z) fonksiyonunun bir kutbu olan £ ve asal bolimii z =/ de g[%}
Z —

oldugunda diger noktalar £'larda f(z)nin bir kutup noktasi olursa o zaman asal

boliimleri z= 4 de g (L) olur. Burada S’ = 4(mod 2w,, 2w, ) olarak ifade edilir.

Ispat

z = f komsulugunda f (z) fonksiyonu

t)=o( ;2 )+Pa-p)

formunda alinabilir. Burada P(z—£) £ komsulugunda analitiktir.

Diyelim ki w=2mw, +2nw, oldugunda S’ = S +Wolsun. Eger z', #' nin komgulugunda

bir nokta olursa, z' =z +wve

f(z’):f(z+w)=f(z):g(—j+P(z—ﬂ):g[ ,1ﬂ,)+P(z’—ﬂ')olur. Burada

P(z'-p'), ' de analitiktir.
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j+P(z’—ﬁ') iken B’ asal boliimii z= /" de g( ! ,jolan f(z)

2-p

, 1
)-9( 5

nin bir kutup noktasi olur.

5.7.3. Teorem

Eger bir hiicrede iki es eliptik fonksiyon f (z) ve f,(z) varsa

I. ayrt ayr1 kutuplarda asal boliimleri ayni olan ayni kutuplara sahipse sabit bir sekilde
farklilik gosterirler.

ii. aym sifirlara ve ayni kutuplara sahip ise (onlarin ¢okluklari da hesaplandiginda)

sabit bir faktore gore farklilik gosterirler.
Ispat
f (z) ve f,(z)fonksiyonlari es periyodik oldugunda ayni hiicre agina sahip olurlar 5.7.1.
teoreminden dolayr f(z)-f(z) vef(z)/f(z) aym periyotlar ile eliptik
fonksiyonlardir. Yani aynii hiicre aagina sahiptirler.
Bu yiizden bu hiicrede (i) sartina gore f (z)— f,(z)ve (ii) sartina gore f (z)/ f,(z)nin
kutuplari yoktur. Bu yiizden Liouville teoremine gore (i) sartini saglayan f (z)- f,(z)

ve (ii) sartim saglayan f (z)/ f,(z) sabittir. Bu yiizden
f(z)-f,(z)=c ve f(z)=cf,(z)
olur c bir sabittir.

5.7.4. Teorem

Eliptik bir fonksiyonun bir hiicrede sadece sabit sayida sifirlar1 ve kutup noktalar1 vardir.

Ispat

Aksi takdirde limit noktasi veya sifir noktalar1 veya kutuplar1 fonksiyonun bir esas
tekilligi olur. Boylece fonksiyon meromorf olmaktan cikar ve eliptik olur.Bu yiizden

teorem ispatlanmigtir.
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5.7.5. Teorem

Eger eliptik f (z) fonksiyonun ¢evre uzunlugu P olan z, hiicresinde analitik ise o zaman
j f(2)dz=0
P

olur.
ispat

Eger f(z+2w)= f(z) ve f(z+2w,)= f(z) olursa burada islemler i¢in

Zo+2W, Zo+2W +2W, Zg+2W, Zy
[f@dz= [ f@dz+ | f@dz+ [ f@dz+ | f(2)dz
P Zy Zo+2W, Zg+2W +2W, Z9+2W,

Zp+2W, Zo+2W,

= | t@dz+ [ f@+2w)d(z+2w)

7y Zy
7 |
+j f(z+2w,)d (z+2w,)+ j f (z)dz
7p+2W, 25+2W,
Zp+2W, Zy+2W,

= J' {f(z)-f(z+2w,)}dz+ _[ {f(z+2w,)— f(2)}dz

=0
elde edilir.
5.7.6. Teorem

(z,) hiicresindeki tiim kutuplara uyan f(z) eliptik fonksiyonunun kalanlar1 toplami

sifira esittir.
Ispat
i. Eger bir (z,) hiicresinde ¢evre uzunlugu herhangi bir f (z) kutbunu gegmiyorsa

Cauchy teoreminden dolay1 bir hiicrede kutuplara gdre kalanlarin toplami
1
— | f(2)dz
27i ~F[ (@)

esittir ve bu da 5.7.5 teoreminden dolay1 sifira esittir.
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ii. Egerbir (z,) hiicresinin ¢evre uzunlugu herhangi bir kutubu ve f (z) kutuplarin

gegiyorsa bu durumda baska bir (z,+c) hiicresi, burada |c|olabildigince kiigiik

alinir, yeni bir hiicrede ¢evre uzun olmayan bir kutup olarak elde edilir. Sonra

(z,+c) hiicresindeki kalanlarin toplaminda (i) den dolay: sifira esit olur. Bu

yiizden bir (z,) hiicresinde f (z) kalanlarimn toplamu sifir olur.

5.7.7. Teorem

Birinci mertebeden sabit olmayan eliptik fonksiyon tanimli degildir.

Ispat

Eger bir hiicrede asal boliimii £ kutup noktasinda A/z — f olan birinci mertebeden eliptik

bir fonksiyon £ basit bir kutuba sahipse bu hiicredeki £ 'daki kalan A ya esittir ve bu

da 5.7.6. teoreme terstir.

Not: Bu teorem farkli bir sekilde sdyle verilebilir; her sabit olmayan eliptik bir fonksiyon
en az derecesi iki olan kurtuba veya bir hiicrede iki basit kutuplara sahip olmalidir veya

sabit olmayan eliptik fonksiyonun derecesi ikiden biiyiik veya iki esittir.

5.7.8. Teorem

Bir hiicredeki f (Z) eliptik fonksiyonunun sifirlarinin sayisi kutuplarinin sayisina esittir

cokluklar1 hesaba alinmistir.
Ispat
f (z) eliptik bir fonksiyon oldugundan f'(z)/f(z), f(z)ile aym periyoda sahip eliptik

bir fonksiyondur. 5.7.5. teoremden dolay1

0- L[1Oy,
2ris (2)

=P 'deki tekilliklerde ]; ((Z)) kalanlarinin toplamina
z

= f (z) 'nin sifirlarinin sayis1— f (z) 'nin kutuplarinin sayisi.

Bu yiizden f(z) fonksiyonun sifirlarmin sayisi f(z) kutuplarmin sayisina esittir.

Eliptik fonksiyonlarin derecelerinin bu tanimi bir hiicredeki sifirlarinin sayisi veya
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kutuplarinin sayisi1 olarak esittir.

5.7.9. Teorem

Mertebesi r olan eliptik bir fonksiyon bir hiicredeki her ¢ degerini tam olarak r defa

oldugunu varsayar. Burada ¢ karmasik birsayidir.

ispat

Diyelimki f (z) fonksiyon eliptik bir fonksiyon olsun f (z)—c de f(z) ile aym sayida
kutuba sahip eliptik bir fonksiyondur. Bu yiizden f (z)—c bir hiicrede tam olarak r tane

sifira sahiptir. Yani f (z) bir hiicredeki ¢ degerinin tam olarak r defa oldugunu varsayar.

5.7.10. Teorem
Eger bir hiicrede o, ve B (1=1,2,3...,r) sifirlar ve sirayla eliptik fonsiyonlarin kutuplar
ise

Zr:ai :Zr:ﬁi (mod 2w, 2w, )

olur. Burada her kutup ¢oklugun gosterdigi kadar hesaplanir.
Ispat

Analizde rezidii(kalint1) teoreminden

25 P%dz (P herhangi bir cokluk)

1 {f“ 2t'(2) dz;““f”““z 74, . fw 4, . I 2#(2) dz}

27“ 4 f (Z) Z5+2W f (Z) 29 +2W +2W, f (Z) Z5+2W, f (Z)
~ 1 Zo+2W f’(Z) Zy+2W, f’(Z)
_2_7“{ ;[ {z—(z+2w,)} Q) dz + ;[ {z+2w, -z} Q) dz}

Z+2W, ¢4 p+2W ¢
:i_ 2w, I @) dz —-2w, I f (Z)dz
27i f(2) . f(2)

_ 1 22w, Zo+2w
_g{ZWl[Iog f(z)]ZO 2w, [log f(Z)]ZO }
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= %(Mzimwl —4zin'w, )

=m2w, +2nw,. (n=-n')

Sonug olarak » ;=Y B (mod 2w, 2w, ) elde edilir. Bu teorem Liouville teoreminden
i=1 i=1

gelir.
5.7.11. Teorem
Eger bir hiicrede are mertebeden eliptik fonksiyon i¢in ¢’ ve ¢” herhangi sonlu veya

sonsuz karmagik say1 ve ¢ ile o (1=1,2,3...,r)swrasiyla f(z)=c' ve f(z)=c"olan

noktalar ise Zr:ai' = Zr:ai”(mod 2w;, 2w, ) olur.

i=1 i=1
Ispat
i. Diyelimki ¢' ve c"sonsuz olsun. Ispat1 bir 6nceki 5.7.10. teoreminden gelir.
ii. Diyelim ki ¢’ ve c"ikiside sonlu ve esit olmasm. f(z)-c’ ve f(z)-c"

fonksiyonlar1 kutuplant g, £,,..., 5. de olan eliptik fonksiyonlardir. Bu yiizden

Zr:ai' = iﬁ, = Zr:ai”( mod 2w, 2w, )
i=1 i=1 i=1
olur. Bundan dolay1

Zr:a{ = Zr:ai”( mod 2w, 2w, )

i=1 i=1
elde ederiz.
iii. Diyelim ki ¢’ ve c"ikiside sonlu ve esit veya ikiside sonsuz olsun. Bu durum
agiktir.
5.7.12. Teorem

Mertebesi iki olan eliptik bir f (z) fonksiyonu f (s—z)= f (z) bagntis1 saglar. Burada

2
s=)_f ve 3. bir hiicrede f (z) kutuplardir.

r=1
Ispat
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Eliptik fonksiyonu su sekilde diisiinelim.
F(z)=1(2)-f(z)
f (z,) herhangi z =z degeri i¢in sonludur. Agikca bu durum S ve p,noktalariF (z)

nin kutuplar1 ve z,'in F(z) nin sifir olmasindan olusur. Diyelim ki z,, F(z) nin farkli

bir sifir1 olsun. Bu ylizden
2,+2, =4+, (mod2w,2w,)
sonu¢ olarak
f(B+pB—2)="1(z,)=F(z,)+f (2,)=f (z,)
Bu yilizden
F(B+p—2)=1(2)

olur. Eger z,, f (Z) nin bir kutup noktasi ise ispat benzer sekilde olur.

5.7.13. Teorem

Eger bir hiicrede g, ve B, mertebesi iki olan eliptik bir fonksiyonun farkli iki kutubu ise

Brb Brbr

B+5 Bth
2 2 '

,—2 +W +W,, > 2

noktalar1 f'(z) nin sifir noktalari olur.
Ispat

f (z) fonksiyonu g ve B, basit kutba sahip oldugunda f’(z) her bir g ve g, icin ift,

bir kutuba sahip olur. Bu yilizden mertebesi dordiincti dereceden olan eliptik bir

fonksiyondur ve dort tane sifir1 olmak zorundadir. 5.7.12. teoreminden dolay1

f(s—z)=f(z) olur ve burada s = g + g, dir.
Bu yiizden —f'(s—z)= f'(z)dir. Ayrica s = z/2oldugu zaman

Bt b

—f'(s/2)=f'(s/2) olur yani f'(s/2)=0dur. Bu yiizden >

noktast f'(z) nin bir

S
sifir1 olmak zorundadir. Simdi Z = > +W,
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oldugunu goriiriiz. Snug oarak

f’(§+wl)=0
2
b+ p5

. . . . S
olur. Yani BCE +W, noktasi f'(z)nin farkli bir sifiridir.Benzer sekilde > +W, +W,ve

S . . . . .
> +W, 'nin f'(z) nin sifirlart oldugu ispatlanabilir. Sonug olarak teorem ispatlanmistir.

5.7.14. Teorem

Her yarim periyod bir sifirdir veya tek derecenin bir kutu, bu ve tek eliptik fonksiyondur.

Ispat

Diyelimki w, tek eliptik f (z) fonksiyonunun yarim bir periyod olsun. Sonra
f(w)="f(2w—w)=f(-w)=—f(w) ve f (w)=—Ff(w)

olur. Bu yiizden f(w) sifira veya sonsuza esit olmak zorundadir. Yani w , f(z) nin

bir sifir1 veya bir kutubudur. Simdi de mertebesi sifir olanin tek oldugunu kanitlayalim.

i. Diyelimkiw, f (Z) nin bir sifir1 olsun. Sonra w nin derece sifir olmak zorundadir.

Eger miimkiinse w nin mertebesi ¢ift ve 2n ye esit oldugunu séyleyelim. Sonra

f2"(z) bir tek fonksiyondur ve f?"(z)=0. (z = w) Yukaridaki sonuca terstir bu

yiizden mertebesi sifir olan tektir.

ii. Diyelim ki w, f(z) nin bir kutubu olsun. Sonraw, L in bir sifir noktast

f(2)
olmak zorundadir ve (i) den dolayr w nin mertebesi tek olmak zorundadir. Bu

yiizden f(z) nin bir kutubunun mertebesi tektir.

5.7.15. Teorem

Coklu kutuplarin mertebeleri veya cift eliptik bir f (z) foksiyonunun yarim periyotdaki

sifir1 da gifttir.

67



ispat
i.  Diyelimki f(z) ninyarim periyodunda mertebesi sifir olsun, 2m+1(denebilir),

f’(z) nin yarim periyoddaki sifir mertebesi 2m olur. Ancak f’(z)yarim

periyodda ¢ift mertebede bir sifira sahip tek eliptik fonkiyondur. Bu durum 5.7.14.
teoremine terstir. Bu yiizden yarim periyoddaki ¢ift eliptik foksiyonun sifir

mertebesi cifttir.

nin

ii.  Diyelim ki yarim periyod bir kutup olsun. Sonra ¢ift eliptik fonksiyon ; ( )
Z

yarim periyodu bir sifirdir ve bu ylizden mertebesi ¢ift olmalidir.

5.8. Eliptik Fonksiyonlarin Sagladig1 Cebirsel Bagintilar

5.8.1. Teorem

Eger iki eliptik f(z) ve g(z) fonksiyonlarmin orani reel olmayan bir ¢ift ortak

periyotlar1 var ise onlar
F[f(2),9(2)]=0

formundaki cebirsel bir bagint1 ile iliskili olurlar. Burada F (X, y) sabit katsayili ve X ve
y prametrelerine bagl birer polinomdur.

Ispat

Varsayalim ki /3, /3,,..., 3. noktalari ortak periyot hiicresinde ya f (z) ninyada g(z)nin

veya ikisinin de kutuplart olsun. O zaman diyelim ki m de herhangi verilen

fonksiyonlardan bir tanesinin g, kutbunun mertebesi ve g, iki fonksiyonun da bir kutubu

oldugu zaman m, mertebeden biiyiik olsun.

Varsayimimiza devam edersek F, (£,7) sabit terimi olmayan n. mertebeden &,7 ya bagh

bir polinom olsun. Bu polinom

(n+1)(n+2)

(n+1)4(n)+...4 2= ~1=2n(n+3)

tane katsay olarak sabit igerir.

68



#(2)=FR[1(2).9(2)]

periyod olarak ortak bir periyodu olan eliptik bir fonksiyon oldugunu buluruz. Simdi £

da ¢(z) fonksiyonunun eger katsayilari

%n(n+3)2 nzr:mi yani nzzzr:mi -3
i i1

seklinde segilirse katsayilarinin % n (n + 3) uygun sekilde se¢iminden dolay1 fonksiyonun
esas kismi tam anlamiyla sifir olmalidir.
Sonra ¢(Z) bu hiicrede kutubu olmayan eliptik ve sabit bir fonksiyon olur. Bu yiizden
#(2) =R [ f(2),9(z)] =sabit= c diyelim.
Sonug olarak
F[f(2),9(2)]=0
olur ve bu teoremin ispat1 i¢in yeterlidir.
Not: Bu teoremde f(z) ve g(z)fonksiyonlarnmn aym temel 2w, 2w, periyotlarina

sahip olmasi gerekli degildir. Eger f(z) ve g(z)sirasiyla w;,2w,ve 2w,,w,veya

benzertemel periyodlara sahip olursa bu teorem yine gecerli olur.

Not: F, (&,7) polinomunun sabit bir terimi olabilir ancak ¢(z)nin esas kismunn sifir
olas1 gerekli degildir.

5.8.2. Teorem

F (X, y) x ve y parametrelerine bagli bir polinom oldugundan eliptik fonksiyon f(z)ve

onun tirevi f'(z) olsun. O zaman

F[f(2), f'(z)]=0
cebirsel bagitisini saglar.
Ispat

f'(z), f(z) ile ayni periyoda sahip bireliptik fonksiyon oldugundateoremin sonucu
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direk 5.8.1 teoreminden gelecektir.

5.8.3. Teorem

Eger f(z) ve g(z)sirasiyla (2w,,2w,) ve (2w, 2w, ) periyotlarma sahip sabit olmayan

iki eliptik fonksiyon ise fonksiyonlar arasinda bir cebirsel bagintinin olmasi gereklilik

veyeterlilik sart1 2w, 2w, ,2w,, 2w, gibi iki farkli temel periyodu olmasi olarak ifade
edilir.
Ispat
Yeterlilik sart1 5.8.1 teoremden gelmektedir. Gereklilik sartini ispatlamak i¢in f (z) ve

g(z)arasinda
0=F[f(z),9(2)]
A -1
=a,{f(2)} +a{f(2)} +.+a,
formda cebirsel bir bagintinin oldugunu kabul edelim ve burada a, ler g(z)de

polinomdur. Eger || bir tamsay: iken argz 2ljw; tarafindan artirtlirsa =a,,a,,...,a,

degistirilemez bicimde kalir. Bu yiizden
0=F[f(z+2w),g(z+2Lw)]
=F[f(z+2w),9(z)],
=a0{f(z+2ll’wl’)}i+a1{f (z+2ll’wl')}l_1+...+al,
=a,{ f (z+2lw, +2mw, +2I1w1’)}l +a,{ f(z+2lw, +2mw, +2I1wl')}H+...+a,1
(I ve m tamsay1)
=a,{f (z+§)}l +a,{f (z+§)}H+...+al
=F{f(z+5),9(2)} (6 =2Iw, +2mw, + 2l,w')

olur. Simdi Taylor teoreminden

2 2
O=F+f’8—Fé+ fr? gé+f"6—F 5—+
of )1l of )1 of )|2!
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burada F =F[ f (z+5),9(z)]. Elde edilen sonuglar: iki durum halinde inceleyelim.

i. 0=0 yani 2w +2mw,+2Lw =0olmast 2w,2w,,2w, lerin iki farkli ilkel
periyodlari olarak ifade edildigini gosterir.
ii. o0#0sifinn & =[2lw, +2mw, + 2I;w'] kiimesinin limit noktas: oldugunu gésterir.

Bu yiizden

oF o°F o'F
FZO)_:O!_: IERET] :O
of of ? of

burada 4 F(x,y)polinomunda Xin en biiyik derecesidir. Sonug olarak
a,=0,a, =0,...,a, =0 olur. Bu yiizden g(z)sabit katsayili A polinom denklemi

saglar ve bu nedenden dolay1 bir sabit olmak zorundadir.

Sonug olarak g(z)nin 2w,2w,temel periyodlarina sahip eliptik bir fonksiyon
olmasindan dolayr bu durum imkansizdir. Bu ylizden 2w,2w,,2w, temel periyotlar
olarak ifade edilir. Aynt durum 2w, sayist i¢inde gegerlidir. Sonug olarak teorem

ispatlanmugtir.

5.8.4. Teorem (Weierstrass Teoremi)

eger acik, karmasgik bir diizlemdemeromorf bir fonksiyon olan ¢(z)

Fl4(z+2,).4(z).4(2,)]=0
seklinde cebirsel bir toplama teoremini sagliyorsa
I. ya rasyonel bir fonksiyondur,
ii. veya dairesel (trigonometrik) bir fonksiyondur,
iii.  veya eliptik bir fonksiyondur.
Ispat
Eger ¢(z) bir kutuba veya sonsuzda rastgele bir noktaya sahipse, ¢(z) kapal karmasik

diizlemde meromorf bir fonksiyondur. Yani rasyonel bir fonksiyondur. Rasyonel
fonksiyon o6zelliklerinin bilinmesinden dolayr bu fonksiyon bir cebirsel toplama

teoremini saglar, bu da teoremin birinci kisminin ispatidir.
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Eger ¢(Z) sonsuzda bir noktada esas bir tekilligi var ise esas tekillikler ile ilgili olan Bas,

Weierstrass teoreminden ¢(z,), z, nin sonsuz degerler kiimesi i¢in herhangi c,sabit

degerlerini alir. Diyelim ki ¢(z,)=c,ve z,=a,a,8,4,..,a, burada m

F[#(z,+12,).6(2,).¢(2,)]de ¢(z,+2,) nin en biiyiik kuvvetidir.

Diyelim ki ¢, ¢(z)de diger siradan bir nokta olsun, érnegin¢ () =c,ve ¢(z), +4,

ve i=12,3,...,mnoktalarinda analitikdir.

Sonra ¢(¢ +a;) polinom denkleminin cevabt W= ¢(z, +2,) seklinde alinirsa
F(w,c,c,)=0

olmak zorundadir.

F (W, C,, Cz) w de m. dereceden polinom oldugunda w en az iki tane esit olmak zorunda

olan yalnizca m degerine sahip olur. Yani ¢(¢ +a,)=¢(¢ +a,) burada a, , a, noktalari

a,,a,,a,,a,,...,a, kiimesinin iki elemamdir.

Diyelimki z, ¢ komsulugunda farkli bir nokta olsun o zaman
Fl4(z,+3).4(2).c,]=0 (5.1)

olur. Daha 6nce ifade edildigi iizere ¢(z,+a,)=¢(z,+a,)olur ve burada a,, a,
noktalari {a;} kiimesinden iki noktadir ve farkli z degerleri icin genellikle {a}

kiimesinden farkli noktalar olacaktir. Simdi (5.1) bagintis1 z nin { komsulugunda sadece

a, , &, ¢iftlerinin sonlu degerleri igin degil sonsuz degerleri i¢in de saglar. (5.1) bagntisi
igin {ai} kiimesinden en az bir a;,a; noktast z nin sonsuz degeri i¢in dogrudur. Bu

yiizden analitik 6zelliginin devamindan dolay1

¢(z+ai)=¢(z+aj) tiim z ler igin,
¢(z):¢(z+aj —ai) tiim z ler igin

olur. Yani ¢(z) periyodu (a;-a) olan periyodik bir fonksiyondur. Jakobinin nin

arastirmalarina gore ¢(z) Ya basit periyodik yada cift periyodik fonksiyondur. Sonug
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olarak ¢(z) ya dairesel yada eliptik fonksiyondur. Teorem ispatlanmistir.

5.9. Weierstrass'n Iliskili Fonksiyonlar:

Weierstrass'in iliskili fonksiyonlar1 {(z),0(z),0,(z) (r=1, 2, 3) ve onlarin zelliklerini
inceleyelim. Bu fonksiyonlar eliptik degildir ancak eliptik fonksiyonlar teorisinin
gelisiminde 6nemli bir yere sahiptir.

5.9.1. Tanim (Weierstrass Zeta Fonksiyonu)

Zeta fonksiyonu ¢ift seriler tarafindan tanimlanir.

1 1 1
4(2)2722,{2—9 s +Qf }

mn mn
burada Q,,, =2mw, +2nw, ve m, n sifirdan farkli tamsayilardir. m ve n nin sifir olmasi

disinda > toplamu tiim tamsayilarda olusabilir. Aslinda Q_ noktast ¢ (z) nin basit

kutubudur ve sonug olarak bu fonksiyon meromorftur.

5.9.2. Teorem

Seri

1 1 1 z
—+3y! + +
z b)) {Z—Q Q szn}

mn mn
mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

Ispat

j |2, | > |2] tiim m, n ler igin saglar.

o1
[
——— tiim m, n ler i¢in saglar. (|an| > 2|Z|)

Alinan seriler bu ylizden mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Bu durum ayni zamanda go(z)
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icin dizilerin mutlak ve diizgiin yakinsakligi durumundan gelir.

5.9.3. Teorem

¢ (z) fonksiyonu tek fonksiyondur.

Ispat

5.9.4. Teorem

©(z) ve ¢(z) fonksiyonlar:

bagintist ile iliskilidir.
Ispat
4 (Z) serileri diizgiin yakinsak fonksiyon serileri oldugundan serinin terimleri birebir

tiirevlenebilir. Bu yilizden

4’(2)[%22’{ e Hp(z)

olur.
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5.9.5. Teorem
¢ ( z) fonksiyonu kuvvet serileri olarak yazilabilir.

2n+l

1 a2z’ a?° a,,Z
7)== - —.
£(2) z 3 5 2n+1

burada

a, =Yy (k+1)Q, 2,

Ispat

C(Z)Z%JFZZ' {(Z—; )+Ql +Q§ }

mn

1 A A
==- +—t...
3T g ar

2ozlyyrodl-2 sy o) -

4 (Z)fonksiyonubir tek fonksiyon oldugu zaman z*terimlerinin katsayilar1 kesinlikle

stfirdir. (k=1,2,3,..) Bu yiizden

olur. Burada
a3, =Yy (k+1)Q\"", k=2,48...

olur. Gelistirilmis ¢ (z) kuvvet serileri @ (z) m terimlerinin tek tek integralinin alinmasi

ile de bulunabilir.
5.9.6. Teorem
¢ (Az; Aw, AW, ) = A7 (Z;w,, W, ) (Homojenlik)
Ispat
Bu durum direk ¢ (z) nin tanimindan gelir. ¢ (z)fonksiyonu derecesi -1 olan homojen

fonksiyondur.
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5.9.7. Teorem

S(z+2w)=¢(2)+2n,

¢(z+2w,)=¢(2)+2n,
burada 7, = ¢ (w,) ve n, =¢(w, ) dir.
ispat

¢'(z+2w)-¢"(z)=—p(z+2w,)+p(2)=0.

Integralini alirsak

S(z+2w)=¢(z)+2n,
burada 27, integral sabitidir ve su sekilde hesaplanir

2n, =& (—W +2w,) - ¢ (—w ) =24 (w,).
Sonug olarak
m=<(w).

Benzer sekilde ¢(z+2w,)=¢(z)+2n, esitliginden ¢, =< (w,)oldugu bulunur.

Teoremi kullanirsak ¢ (z+2mw, +2nw, ) = £ (z)+ 2mn, + 2nn, esitligini blulruz.

5.9.8. Teorem

mn,, 1, sabitleri Legendre's bagintisi ile iligkilidir.

T
ThW, —1,W, =—1.
2
Ispat
Kalan(rezidii) teoreminden

j ¢ (z)dz =27i x (z,)hiicresinde Q,,, de ¢'(z)nin kalanlari
(2)

Zo+2W,  Zp+2W+2W, Z5+2W, 7y
Zﬂizjg(z)dz: I + I + J' + j ¢(z)dz
(z0) 7, 25+2wW Zo+2W+2W,  Zp+2W,
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Z9+2W, 242w
= | {¢(raw)-¢(a)fdz- [ {¢(z+2m)-¢(2))z
=4nW, —4n,W, .

Sonug olarak

VA
mW, —m,W, = E'

elde edilir. 5.9.7. teoreminden ¢'(z) ¢ifte periyodik olmadigmin bir kamtidir ve eliptik

fonksiyon degildir. Ayrica derecesi bir olan sabit olmayan eliptik bir fonksiyon olmasinin

beklenmesine ragmen degildir. Ayrica Legendre bagintisindan dolay1 7,,7,Sa her ikiside
sifir olmadiginin kanitidir. (Ama ¢(z) periyod olmasi istendigi gibi bazi diizgiin

durumlara sahip olabilir. Fonksiyonun degeri, z gibi bir sabitin eklenmesi ile degisimi

Q,,, tarafindan artirilir.)

5.10. £(z) Eliptik Fonksiyonun Terimleri

5.10.1. Teorem

Bir f (z) eliptik fonksiyonu bir hiicrede A, A, A,,..., A kalanlari ile 8,4, 5,... B

noktalarinda basit kutuplara sahipse
H(2)=A+2AL(2-4)
r=1

seklinde yazilir ve A, bir sabittir.

Ispat
f (z) eliptik bir fonksiyon oldugundan 5.9.7. teoreminden dolay:

> A=0

r=1

olur.
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¢(2)=>_ AL (z-B,)oldugunu diinelim. Sabit sayida meromorf fonksiyonlarimn toplami

r=1

olan ¢(z) fonksiyonuda meromorftir. Tekrar

¢(z+2mw1+2nwz)=ZS:A{z+2mw1+2nwz—ﬂr}
r=1

=Z[A {é’(z—ﬂr)+2m771+2n772}]

S

=S AC(2-5,) (ZA —0 oldugundaj

r=1 r=1

¢(z) foknsiyonu bu yiizden ¢ift periyodik fonksiyondur ve agik¢a eliptiktir. Bu yiizden

#(z)ve f(z) kutuplarda benzer kalanlar ile aym sifirlarasahip iki eliptik fonksiyondur.

f(2)=A+4(z)=A+ AL ()
olur ve burada A, bir sabittir.

5.10.2. Teorem

¢ (z) fonksiyonu benzer bir cebirsel toplama teoremini saglar.

R Rl R Al

2
Ispat

(2 . : -
&fonkmyonu z,, —z,, 0 kutuplarinda sirasi ile kalanlar1 1, 1, -2 olan eliptik
0(2)-p(z)
bir fonksiyondur. Eger z,, —z,, 0 noktalar1 bir hiicrede degilse bu hiicredeki denk
noktalar1 alinabilir. 5.10.1. teoreminden dolay1

D) (-g) e e (242) -2 (2)
0(2)-9(2)

olur. z yerine -z
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¥'(2)

M: A-¢(z+2)-¢(2-2,)-24(2)

veya

©'(2)

S p A reEra) e (e-)-2% ()

olur. Buradan A, =0 olur. Bu yiizden

¥ (2,)
z)

(@( _80(21)=§(Zg+Zl)+§(22—zl)_2§(zz)

I R

80(21)_80(22) 4,(2 1) é,(l 2) 24’( 1)
olur.

esitligi elde edilir.

¢'(z) =-(z) sonucu kullanilir ise

oldugu bulunur.

¢(z), ¢'(z) herhangi bir cebirsel bagitiyr saglamaz ise yukaridaki sonug ¢ (z,+2,),

¢(z,) ve ¢(z,) arasinda bir bagnti vermez. Bu yiizden bu teorem benzer cebirsel

toplam teoremi olarak da kullanilir.

5.10.3. Sonu¢

¢(z) fonksiyonu bir toplam teoremini saglar.




Ispat

5.10.2. teoreminin sonucunun tiirevinin alinmasiyla 5.10.3. sonug elde edilir.

5.10.4. Teorem

Herhangi bir eliptik f (z) fonksiyonu su forma donistiiriilebilir.
f(z)=c+> {AL(z-B)+AS (2-8)+..

A AT (2=,
burada Z bir hiicrede tiim farkli g sifirlarinda genisletilmis bir toplamdir ve ¢ bir

sabittir. g, kutubunda esas kismi

ST C i T 1L
B @B @AY @A)

Ispat

¢(z) fonksiyonunun asagidaki sekilde verildigini diisiinelim.

#(2)=SIAL (- 5)+ KL (2 ).

r

ot A“"lg’kf‘l(z—ﬁr)}.

Sabit sayida meromorf fonksiyonun toplam: olan ¢(z) fonksiyonu da meromorf

fonksiyondur. Ayrica

$(z+2mw, +2nw,) = ¢(z)

¢(Z) fonksiyonu ¢ifte periyodik ve bu yiizden eliptiktir. Bu teoremin sonucu kismi kesir

¢Oziiniirliiglinii ifade eder.
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5.11. Sigma Fonksiyonu

5.11.1. Tanmim

Sigma fonksiyonu verilen baginti ile ifade edilir;
d
SLl0ge(2)]=¢(2)

Iimﬂzl
z—0 z

sartin1 saglar.

5.11.2. Teorem

o (z) fonksiyonu sonsuz sayida faktér formunda doniistirilebilir;

o(z)=2] T [1_Qij e[QZm”%fzzzzan

mn

burada ¢arpim tiim pozitif ve negatif m,n sayilar tizerinde genellestirilebilir. Ancak m, n

sifir olmamalidir.
Ispat

o} ( Z) fonksiyonunun tanimi

veya

Integralini alirsak
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7-Q z 17
=33 <o | 4 += ,
ZZ { g( _an J an 2 szn }
: e 1 5 s .
burada A integral sabitidir ve ¢ (Z)—E, Z = 0komsulugunda analitiktir. Terime karsilik

gelen her terim i¢in integraller diizgiin yakinsak serilerin analitik fonksiyonlar1 olan

seriler olarak kabul edilebilir. Bu ylizden

o(2)= AZH'(l_Qije[;m%;} (52)

mn

burada A bir sabittir.

Ilrrgﬂ =1 oldugu zaman A=1 dir. Bu sekilde teoremin ispati elde edilmistir. O'(Z)
Z—> Z

fonksiyonu Q__ de sifirlart olan bir integral fonksiyonudur. Ancak bir eliptik fonksiyon

degildir. Bazi arastirmacilar (5.2) bagmtisi ile tanimlamslardr.

5.11.3. Teorem

o (z) fonksiyonu z= 0 komsulugunda

o(z)=z+bz° +b,z" +..+b,z""* +...

G p_ G

= ,... seklinde elde edilir.
240 840

kuvvet serisi formunda genisletilebilir ve b, =—

Ispat

o (z)fonkiyonunun tanimindan,
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A _4 9 5

=—27' 75—
12 30
Sonug olarak
o(z)=2e"""® burada P(z):ﬁ+&z+
12 30

- z{l— z“P(z)+;—jP2(z)+..}

PR BN P
12 30
.oqe . n+. L a‘ g
elde edilir. Bu yiizden o(z)=z+bz’+b,z" +..+b,z""*+... i¢cin b :_é =—27420,
a
) = —3—6 = _EST% olur. Burada o (z) fonksiyonu tek bir fobksiyondur. Bu durum kuvvet

serilerinden gelmektedir.

5.11.4. Teorem

o(z) ve p(z) subagmt ile birbirine baglanabilir,

p(Z):—d—2{|OgO'(Z)}:OJZ(Z)_ZO- 2)o"(2)

dz?
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5.11.5. Teorem

Diyelim ki

an
)m+n+mn znmn(H P

o(z+Q,,)=(-1 jo(z)
olsun. Burada 27,,, = 2mr, +2nn, seklinde verilir.

ispat

Daha 6nceden elde ettigimiz ¢ (z+Q,,, ) =¢(z)+27,, veya :((ZZIS”‘”) = (2) +2n,.
olur. Bu esitligin integrali alinirsa
logo(z+Q,,)=logo(z)+2n,,2+A
elde edilir. Burada A bir integral sabitidir. Bu yiizden
o(2+Q,,)=e""""c(z)

2+Q,

)

olur. Burada ¢ =e” su sekilde hesaplanir:

mn mn

Q
bir periyot degildir. Z=— )

i.  m, n ikiside ¢ift olmadig1 zaman yukar1 da

yerine konulursa ¢ =

.. Q
ii. m, n ikiside ¢ift oldugu zaman % o (z)foksiyonunun sifirdir. Bu yiizden

L’Hospital kuralindan
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o’(z) fonksiyonu ¢ift bir fonksiyondur ve o (z)fonksiyonu Q. de basit sifirlara sahip

Q
iken o'(2), %de sifirlar1 yoktur. Bu yiizden

J(Z + an ) — (_1)m+n+mn e

5.11.6. Sonug o(z+2w)=—e"""g(z);
o(z+2w,)=— 2’72(”2V“2)a(z);
o(z+2w,)=- g2n(zr2w) o(z).

Burada elde edilen sonuglar 5.11.5 teoreminin 6zel sonuglaridir. Eger

¢(Z):M |se¢(z +Q. ) gim (A “)¢(Z) olur. Q_ deki z lerin artisindan dolayi

o(z-5)
o(z) foksiyonu seklinde bazi diizgiinliikler vardir. Bu durum fonksiyon bir kuvvet

faktorii ile carpildigi zaman olusur. Fonksiyonun bu 6zelliginden dolay: fonksiyon yari
periyodik olarak isimlendirilir. ¢(z)i diizgiin bir sekilde ayirt etmek i¢in yar1 ¢arpim

periyodikligi olarak adlandirmak daha iyidir.
5.12. Herhangi Bir Eliptik Fonksiyon Sigma Fonksiyonlarimin Katsayis1 Olarak
ifade Edilmesi

5.12.1. Teorem

Bir hiicrede sirasiyla sifirlart ¢; de ve kutuplar1 3 de derecesi r olan tiim eliptik f (z)

fonksiyonu (sifirlar1 ve kutuplar1 onlarin ¢arpimindan dolayr alinmis olan) su sekilde

ifade edilir.

f (z)=c-==——— olur. Burada c herhangi bir sabittir.

Tersi ise teorem 5.12.1. de oldugu gibi bu sekildeki fonksiyonlar eliptik fonksiyonlardir

ancak
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seklinde olursa saglar.
ispat
Diyelim ki fonksiyon

r

[[o(z-a)

¢(z)=ciL——— seklinde olsun. ¢(z) fonkisyonunun ayni periyoda sahip eliptik

[[o(z-5)
j=1
bir fonksiyon oldugu ve f(z)gibi ayni hiicrede aym sifir ve kutuplara sahip oldugunu

gostermek kolaydir. Y a; # Y f3; esitsizligi olsabile Y & =Y. B, (mod 2w, 2w, ) olur.

i-1 j=1 i=1 =

Yani Zai = Z B +Quw s @, B; ler sirayla indirgenemez sifirlar ve kutuplar oldugunda
i=1 =1

ﬂd(z —ai)
f (z) — e i<l

1ja<z—m

seklinde olur. Diyelim ki fonksiyon

r

HO‘(Z—ai)
62 - N—

[Ie(z-5)

j-1

seklinde olsun.
lL[a(z +Q ;)
% ( 7+ an ) — ez’lm’n’(Z+an) iTl
H o(z+Q,, - )
j=1

r
[[o(z-a)
21 Qon =277 (Zai —2f3; ) 20w i=1

_ [To(-5)
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= ¥ 2y (7) =y (z)
oldugu bulunur. Bu durum
20 — 20 e = 4(NM' —0'M) (17,0, — 77,0, )
=2(nm’'—n'm) zi = 27ik

oldugu zaman. Sonug olarak teorem ispatlanmistir.

5.13. Baz1 Onemli Sonuclar
i. @(z) vyi o(z) cinsinden ifade edilir.

¢'(z) fonksiyonu w;,w,,w,de sifirlart ve w, +Ww,+Ww, =0oldugunda kutup

derecesi li¢ olan fonksiyondur. Sonug olarak

(burada c bir sabittir)

o(z—w)o(z-w,)o(z—w,)
o’ (2)

©'(z)=c

veya

: so’(Z):CG(Z_Wl)ZSEz_)y;)G(Z—WS)

. . z
limz — 0 olarak alinirken |IrT01 2’0 ( Z) =-2ve Iirrol M =1 oldugu diisiiniiliirse
> 7> Z

olarak bulunur. Sonug olarak

elde edilir.
ii. o nm periyoddan farkli bir sabit oldugu yerde ¢(z)—g@(«)‘y1 o(z) cinsinden
ifade edilir.
©(z2)-p(a),+a sifirlan ve z=0 da kutup derecesi iki olan eliptik bir

fonksiyondur.
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z > 0oldugunda ve  limz? {go(z)—go(a)}zl ve Iimﬂzloldugu

z—-0 —0 Vi
diisiiniildiiglinde
coe 1
(@)
esitligi bulunur. Bu yiizden
o(z—a)o(i+a
o ( Z) _p ( a) _ ( ) ( )

©(2)— @ (a) formiilinden dolay:

p(2)-p(a) o(z-a)o(z+a)

z-a  (z2-a)o*(2)0?(a)

oldugu bulunur.
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Sonug olarak o(22) =20"(2)-30"(2)0’'(z)o(z)+0"(z)o(2) .

o(2)

v. e=p(w) ve >w=0, i=123 oldugunda p(z)-¢ ifadesini o(z)

cinsinden ifade edilir.

o(z-w)o(z+w)
o’ (z)o? (W)

Sonug (i) den dolayr ¢(z)—€ =—

" o (2)of (W)

o(z+w)=c(z—w+2w)=¢ "o (z-w ) =g o (z-w,).

Sonug olarak \/m _ 4202 %

. . . : Z+W, )
limz/p(z)-¢ =1, |IITOIZ —1,I|me"" =1 ve Ilmd( )zl.BuyuZden

z—0 70 -0 o (\NI )

/ e Z+\(NW)) (i=1,2,3.) z nin yerine w; yazarsak

e —g) =¢™ o(ww) :
(6-8)" = o(w)o(w)

5.14. Tliskili Sigma Fonksiyonlari

5.14.1. Tanmim

lligkili o, (z) sigma fonksiyonlari o, (z)=€"" 0(2(_—\:—\/\/\)4) (r=12,3) seklinde
< r
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z
tammlanur. (V) den dolay1 ,/p(z)—e, = 7 )olur. o(z+w,), e ifadeleri z ye bagh

o(2)
integral fonksiyonlar1 oldugundan o, (z) de ayn sekilde olur.
5.14.2. Teorem
o, (z) fonksiyonu cift fonksiyondur.
ispat

e O(=Z+W,) yo(z+w,)

o, (-z)=¢" o) g2t “ow) =0, (2).

r r

5.14.3. Teorem
o, (Z) yar1 ¢carpim periyodik fonksiyondur.
Ispat

o(z+wW,+Q,,)
o(w)

r

o, (2+Q,, )= ")

22002 o (24w, )

_ 7 (2+Q) 1 m-+n+mn

N (_1)m+n+mn eznm"(HQTjeannW, =17:Omn O_r (Z) .
Simdi

-nri eger r=1
21w, —1,Q,, =1 -Mri eger r =2
(n-m)zi egerr=3

seklinde esitlikleri verilen degerler i¢in elde edilir.

Q.
o, (2+Qy)=6 (1" eann( ? Jo-r (z)igin g =€ =(-1)"yada (-1)"

yada(-1)"" olur burada r=1 yada 2 yada 3. Bu sekilde teorem ispatlanmis olur.
./go(z)—er periyotlart sirastyla r =1,2,3icin 2w,, 4w,; 4w,, 2w,; 4w, 2w, seklinde

verilir burada r =1, 2,3 olarak se¢ilmistir.
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5.14.4. Teorem

©'(z) nin o, (z) fonksiyonlar seklinde ifade edilir.

ispat

go'(z) = \/{go(z)—el}{go(z)—ez}{go(z)—e3} seklinde yazilir. Bu yiizden

seklinde ispat tamamlanmis olur.
5.14.5. Teorem
z =0 komsulugunda o, (z)'nin gelisimi

o, (z)=1—%erz2 +%(g2 —6er2)z4 +o,

Ispat

1 1 1 ..
o(z)—e =—€, +?+%gzzz+£g3z“+... igin |z|<2|w|

1

1 1 1 2

z)-e ==|1-ez’+—q, 2" +—qg.z° +...
D)o ~2|1-ezt s g+ 0t s

1

1 1 1 2
==|1-2°e ——g,2° ——g,2" —...

z{ { 20 %% "8 H

1 1 1 2
==|1-=¢2°+—(g,-5¢" )z +...
Z[ 2 r 40(92 r) :|

elde edilir. Buradan verilen o (z) igin diizenleme yaparsak

o(z)= 2{1—& ' +}
240
seklinde elde edilir. Ayn1 zamanda
o,(2)=0(z)0(2)-e,
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S TP 1—1e,z2 +i(g2 ~5e°)z" +...
240 2 40

_ 1 2 1 2\ 4
_1—§erz +4—8(gz—6er )z +....

Bu sekilde verilen ispat tamamlanmis olur ( Dutta ve Debnath, 1965).
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6. MEROMORF FONKSIYONLAR

1920 lerde Nevanlinna teorisi, yirminci ylizyilin birkag biiyiik matematik olaymdan biri
olarak matematik¢i Rolf Nevanlinna tarafindan tasarlandi. Nevanlinnanin birinci ve ikinci
ana teoremleri olarak adlandirilan iki ana teoremden olusur. Nevanlinna teorisi o
zamandan beri kendi i¢inde saglam bir sekilde gelistirildi ve meromorf fonksiyonlarin
benzersizligi, karmasik diferansiyel ve fark denklemleri ve birka¢ karmasik degisken gibi
diger karmasik analiz alanlarina yaygin olarak uygulanmaktadir. Meromorf
fonksiyonlarla ilgili literatiir ¢ok genistir. 1953—1970 yillarinda Sovyet “Referativnyi
Zhurnal” da konuyla ilgili gézden gecirilen her seyi igceren kapsamli bir aragtirma
Goldberg (1990) ve daha sonra yapilan biiyiik bir ¢alisma Goldberg, Levin ve Ostrovskii
(1997) ile bu fonksiyon tiiriin olan ilgi ve problem durumlarinin ¢6ziimii igin verilen
ugraglar artmistir. Daha yeni yapilan ¢alismalar Drasin (1995), Hayman (1996) ve
Eremenko (2002) daha kisadir ve kapsami daha dardir.

1970'den sonra yayinlanan meromorf fonksiyonlar teorisindeki belirli konulardaki bazi
kitaplar Cherry (2001), Chuang (1990), Hayman (1989), Lang (1987), Ru (2001)
Petrenko (1978), Rubel (1996), Yang (1993) seklinde incelenebilir. Hizla gelisen
meromorf fonksiyonlarin yinelenmesi konusuna iligkin bir arastirma da Bergweiler
(1993) dir. Oncelikle meromorf fonksiyonlar ile ilgili genel tanim ve teoremleri sunarak

kisa bir genel bilgilendirme yapilmigstir.

Bir meromorf fonksiyon {inivalent ve analitik bir fonksiyondur, ancak muhtemelen bu
fonksiyon tanim kiimesinin ayrik bir alt kiimesinde ve bu tekilliklerde bir polinom gibi
sonsuza gitmelidir (yani, bu istisnai noktalar kutupsal olmalidir, gerekli tekillik degil).

Bir f(z) meromorf fonksiyonunu basit bir sekilde tanimlarsak

seklinde olur. Burada g(z) ve h(z) fonksiyonlari h(z)#0 kosulunu saglayan tiim

fonksiyon olarak adlandirilirlar (Krantz, 1999). Bir meromorf fonksiyon sadece sonlu
mertebeden, izole kutuplardan ve sifirlardan olusur ve tanim alaninda gerekli tekilliklere

sahip degildir. Kutup sayisinin sonsuz oldugu meromorf bir fonksiyon delinmis diskte

D" ={z:0<|z| <1} seklinde ifade edilir. Ornegin, tiim karmagik diizlemdeki bir Gamma
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fonksiyonu meromorftur. Riemann kiiresinde karmasik bir analitik doniisiim olarak
meromorf fonksiyonun esdegeri olarak tanimlanir. Biitiin karmasik diizlemde Gama

fonksiyonu meromorftur (Pandey, 2008).

6.1. Genel Tanim Ve Teoremler

6.1.1. Tanim (Meromorf Fonksiyon)

Verilen bir bolge igerisinde kutup noktasindan baska singiiler (tekil) noktaya sahip

olmayan tek degerli bir fonksiyona meromorf fonksiyon denir (Wang ve Guo, 1989).

6.1.2. Teorem
Eger z =1z, bir f(z) fonksiyonunun kutup noktasi ise z — z, igin | f (z)| — oo olur.

Ispat

>|z—z,["

ibn (z—zo)_"‘ =|z—z|"
n=1

D> b (z-2))""
n=1

m-1 mn
o= b, |2 - 2|
n=1

yazabiliriz. z— z,i¢in elde edilen esitlikte ikinci kismi |bm| ye yakinsanir. O zaman,

o0

Sh(a-a) |

n=1

bulunur (Ocak, 2005).

6.1.3. Tanim (Genel Meromorf Fonksiyon)

Meromorf fonksiyonlar ayn1 zamanda literatiirde farkl sekillerde de ifade edilerek farkli

genel galismalar yapilmistir. f(z) fonksiyonunun bir z=acivarinda bulunan Laurent

acilimi sonlu sayida negatif kuvvet igeriyorsa bu fonksiyona z=a yerel meromorf
fonksiyon denir. Sadece kutup noktalari icin singiilerlik (tekillik) ozelligine sahip

fonksiyonlar genel meromorf fonksiyon olarak ifade edilir. Ornek olarak;

1
f(z)= 2 +log (Z —1) fonksiyonu i¢in Z =0 noktasinda yerel meromorf olur fakat genel
merormorf fonksiyon 6zelligini saglamaz.

f(z)=¢e"* ve h(Z) = go(ez, g,, g3) fonksiyonlar1 iinivalent olmasina ragmen genel
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meromorf fonksiyon degildirler (Conte ve Musette, 2008).
P.(z)ve Q,(z) sirastyla n ve m mertebeden polinomlar ise P,(z)/Q,(z) seklinde
rasyonel bir meromorf fonksiyondur. Eger P, (Z) ve Q, (Z) nin ortak ¢arpanlar1 yoksa

verilen sonlu bir boélgedeki singiilerlik(tekillik) sadece Q, (Z)fonksiyonu sifir oldugu
noktalardir (Wang ve Guo, 1989).

tan zfonksiyonu 7/2’nin tek katlarinda basit kutba sahip baska bir meromorf

fonksiyondur. f(z)=(z’ +1)72 e’* seklinde tanimlanan D=0 —{0} da meromorftur ve

I, —i noktalar1 bu fonksiyonun kutup noktalaridir, iki kutba sahiptir (Palka,1991).

F(z), U0 = {Z :|Z| < +oo} kompleks diizleminde bir meromorf fonksiyon olsun. F(z) nin

F(z)=f (g (2)) seklinde f sag ve g sol arpanlara sahip oldugu soylenebilir. Burada f

bir meromorf fonksiyon ve g de tam fonksiyondur ( f nin rasyonel oldugu durumda g
meromorf olabilir) (Li ve Yang, 1993).
6.1.4. Tanim (Sifir ve Kutup Noktalari)

D bolgesi igerisindeki bir f(z) fonksiyonu holomorf olsun. f(z) nin z €D

komsulugundaki Taylor serisi:

olur. z =z, olarak secilen bir nokta i¢in f(z) fonksiyonunun ardisik tiirevleri 0 olsun.

Stfir olmayan ilk tirev f (" (z,) ise seriden

f(2)=(z-2)" f,(2)

esitligi yazilabilir. Bu halde z, e f(z) nin p katl sifir yeri seklinde ifade edilir. Burada
f,(z), D bolgesinde holomorf(analitik) bir fonksiyondur. Eger f,(z) nin qkath sifirina

z, denirse,

f.(2)=(2-2,)" 1,(2)

Ifadesi elde edilebilir ve ayn1 sekilde devam edersek,
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f(2)=(z-2)"(z-2,)"..(2-2,)" ,(2)
esitligi elde edilir. Simdi bir D bolgesinde meromorf olan f(z) fonkisyonunu

inceleyelim. z=z, nin bir sifir noktasi ise z, komsulugunda f(z) fonksiyonu

1
f(2)
1
siirli olmayip m holomorftur ve

——=(z-2,)" 9(2),

1
f(z)=——— 6.1

1 .

olur. Burada z, noktas: fonksiyonumuzun p katli kutbu olur. m fonksiyonunun, z,
z

noktasindaki komsulugu holomorf oldugundan

1 §
ﬁ:aOJrai(z—zl)+...+apl(z—zl)p “ray(z-7,)" +..

seklinde bir Taylor agilimina sahiptir ve bu ifadeyi (6.1) de yerine yazarsak

g P T U, = S
f() (Z_Zl)p (Z_Zl)pil (Z_Zl) fl()

elde edilir. Eger, f,(z)nin g katli bir kutbu z, ise ve islemler bu sekilde devam ettirilirse,

f(z)= % S+t Br ,_ B — ot SRR IR
(z-z,) -7, (z-1,) -1, (z—-z,) -1,

+f.(2)

esitligi elde edilir. Bu ifade f(z) meromorf fonksiyonunun basit kesirler seklinde

ifadesini verir (Kahramaner, 1991).

6.1.5. Teorem

Biitlin diizlemde meromorf olan herhangi bir fonksiyona iki tam fonksiyonun bdliimii

seklinde ifade edilir.
Ispat
F (z) meromorf fonksiyon olsun. O zaman kutup noktalarimi sifir yapan tam fonksiyon
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g(z) igin
F(2).9(2)=f(2)

Bir tam fonksiyon olur. Bdylece;

f(2)
F(z7)=_—2/
D=5

yazilabilir (Ulugay, 1971).

6.1.6. Teorem

Genisletilmis bir diizlem iizerinde verilen bir nokta i¢in kutup noktasindan baska singiiler

(tekil) noktas1 olmayan fonksiyon rasyonel fonksiyondur.
Ispat

Verilen bir fonksiyonun kutup noktasi sayist ve yerleri sonludur. Aksi durumlarda ise
sonlu veya sonsuzda kutup yerlerinde yi1gilma noktas1 vardir denir. Verilen bu yigilma
noktalarinda fonksiyon analitik olamaz. Diger taraftan yigilma noktasi kutup noktasi

degildir. Boylece f (z) fonksiyonunun sonlu kutup noktalarin1 a,b,...,k ve mertebelerini

a, B,..., y ile gosterirsek

9(2)= f(z)(z—a)“(z—b)ﬂ...(z—k)l

fonksiyonu sonlu diizlemde analitik denir. O zaman

ve
1 > a,
9 ( er - ; 2/
olur. z'=0 noktas1 en fazla bir kutup noktasi oldugundan Z% acilimindaki seride

n=0
terim sayist sonlu olur. Yani g(z) bir polinom ifade eder. Bunun fizerine f(z) iki

polinomun boliimiinii ifade ettiginden rasyoneldir denir. Karsit olarak rasyonel bir

fonksiyonun kutup noktalarindan baska singiiler noktas: yoktur (Ulugay, 1971).

Meromorf fonksiyonlarin sifir ve kutuplarinin sayisi ile ilgili su teorem ifade edilebilir.
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Karmasik diizlemin bir D bolgesinde meromorf bir fonksiyon f(z) ve D ye ait iizerinde
sifir ve kutup noktasi bulunmayan kapali egri » olsun. Devam eden teoremde bu

durumunun ispatint inceleyelim.

6.1.7. Teorem

f(z) nin y nmin igindeki sifir noktalariin sayis1 Z ve kutuplari noktalarinin sayist P ise,

her sifir ve kutup yeri katliligi kadar sayilmak iizere,

2%! ff((zz))dz —7-P

olur. Eger f(z) D bolgesinde holomorf ise, P =0 olacagindan bu esitlik y nin igindeki
sifirlarin sayisini1 gosterir (Kahramaner, 1991).

Kompleks sayilar cismi iizerinden secilen meromorf fonksiyonlar igin tek degiskenli

cebirsel fonksiyonlarin cismini olusturur denir (Bers, 1981).

z = z, noktasinda kutup noktasina sahip bir f(z) fonksiyonu meromorf olsun. O zaman

g(z) fonksiyonu olarak secilen bir fonksiyonz,noktasinda analitik olur ve

h(z) = Z a, (Z -2, )_j olacak seklide f(z)=g(z)+h(z) seklinde ifade edilir. Burada
j=1

h(z)ye f(z) nin z =z, noktasindaki esas kismi denir (Clark, 2000).

6.1.8. Teorem

f(z) smirlhh bir D bolgesinde holomorf oldugunu varsayalim, o zaman f(z)

fonksiyonunun D bdlgesinde sifir noktasi sonlu sayida olur. Benzer olarak;

Sonlu bir bolge icerisinde segilen meromorf fonksiyonun bulunan kutup noktalart sonlu

sayisindadir (Wang ve Guo, 1989).

Kompleks diizlemin agik bir alt kiimesinde se¢ilen holomorf bir fonksiyonu ile meromorf

bir fonksiyonun toplami1 meromorf olur (Kirwan, 1992).

Eger f(z)=0ise fimeromorftur ve meromorf iki fonksiyonun toplam1 veya ¢arpimi
z

sonucunda meromorf bir fonksiyonu ifade eder (Noguchi, 1997).

Meromorf bir fonksiyon olan f(z) herhangi bir z, noktasindaki kutbunun mertebesi g ise
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f*(z) meromorf fonksiyonu ayni z,noktasinin kutbunun mertebesi kq olur. Eger ¢
fonksiyonunun herhangi bir sifir noktasinin mertebesi qise f*(z) fonksiyonunun ayni
sifir kutup noktasinda mertebesi q/k olur. g, k tamsayisinin kat1 oldugundan dolay1 bu
nokta f¥(z) fonksiyonunun da sifir noktasini ifade eder (Yagizel, 1991).

Bir meromorf fonksiyonun tiirevini alirsak meromorf bir fonksiyon elde ederiz ve ve
meromorf fonksiyonlar cisminin bir elemant olur ( Dutta ve Debnath, 1965). Fakat biitiin

meromorf fonksiyonlarin meromorf bir fonksiyonun tiirevi oldugu sdylenemez

(Caratheodory, 2001).

6.1.9. Teorem

z,, f(z) nin p mertebeden bir kutbu olsun 0 zaman z, noktasi f’'(z) nin ( p+1) mertebeli
kutup olarak ifade edilir.

Ispat

Q(z)
f(z)=—22
@ (Z_Zl)p

nin tirevini alacak olursak

f) - Q@(-2) Q@p(z-2)" Q@

(z-2,)" (z-2,)™"

elde edilerek tiirevin istedigimiz sonucu verdigi goriiliir (San, 1973).

6.2. Singiiler Noktalarin Siniflandirilmasi ve Ozellikleri

6.2.1. Tanim (Ayrik Singiiler Nokta)

f (z) fonksiyonu z, ¢ A icin A bdlgesinde analitik olma 6zellikleri saglasin. O zaman z,
noktasimnin & komsulugu A igerisinde ise yada baska bir deyisle f(z) fonksiyonu z, in
bir civarinda z, hari¢ tek degerli ve analitik ise bu sekilde z,noktasina f(z)

fonksiyonunun ayrik singiiler noktasi denir. Ayrik singiiler noktalar tige ayrilir. (Asagida

verilecek olan ifadeler igin Laurent agilimindaki negatif kuvvetlerin katsayilar1 b ile

temsil edilmistir. Laurent a¢ilimini gdsterecek olursak;
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seklinde olur.)

6.2.2. Tamum (Kutup Noktasi)

Verilen bir f(z) fonksiyonu i¢in bir z, ayrik singiiler noktas1 ve bu fonksiyonun Laurent
agilimindaki b, katsayilarinin sonlu sayida olanlari hari¢ digerleri sifir ise z,noktas1 f(z)
nin kutup noktas1 olarak adlandirilir. b, 0 olacak sekilde bir k tamsayis1 varsa f(z) nin
z, daki kutup noktasinin derecesi k olur. Eger k =1 ise, z, a f nin basit kutup noktasi

denir.

Ikinci bir tanim olarak eger f(z) fonksiyonu belli bir a noktas: civarinda sinirli degil

fakat 1 holomorf ise a ya kutup noktasi denir.

f(2)

6.2.3. Tanim (Esas Singiiler Nokta)

f(z) bir fonksiyon olsun. Laurent agilimina gore elde edilen b, katsayilarinin sonsuz
say1si eger sifirdan farkli ise z, noktasina esas singiiler nokta denir. z, noktasi sonsuz

mertebeden kutup noktasi seklinde de ifade edilir.

Eger f(z) bir a noktasinda sinirli degil ve a f(z) ve fl icin singiiler nokta ifade
YA

ediyorsaa ya f(z) nin bir esas singiiler noktasi ad1 verilir.

6.2.4. Tanim (Kaldirilabilir Singiiler Nokta)

Bir f(z)fonksiyonunun Laurent agilimi incelendiginde (z—z,) noktas: igin negatif

kuvvetlerinin katsayilar1 b, sifir oluyorsa o zaman z,noktasmn kaldirilabilir singiiler

nokta denir (Ocak, 2005).

Eger f(z) a nin civarinda holomorf degil fakat sinirli ise a noktasi igin kaldirilabilir
singiiler noktasidir denir ve a da f(z) in degeri degistirilerek bir analitik fonsiyona

doniistiirilir.

6.2.5. Teorem

f (z) fonksiyonu z, € A igersinde ayrik singiilerlik hari¢ analitik olsun.

I.  Z, € A nin bir kaldirlabilir singiiler nokta olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagida
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verilen li¢ kosuldan herhangi birisinin ger¢ek olmasidir;

a) f, z, € A nin bir delinmis komsulugunda sinirl,

b) lim f(Z) vardir,

77

c) lim(z—z,)f(z)=0

77

ii. z, €A noktas: i¢in mertebesi <k olarak ifade edilen bir kutup noktasi (ya da
kaldirilabilir singiiler nokta) olmasi i¢in gerek ve yere sart asagidaki kosullardan
herhangi birisinin gerceklesmesidir.

a) Oyle bir M >0 ve k >1 bulunabilir ki z, € A noktasindaki delinmis komsulugu

M

|z -1z,

If(2)| <

"
b) Iim(z—zo)k f (z) vardir (k >Llise lim f (Z):oo olur),

c) lim(z—-z,)"" f(z)=0.

77,

iii. z,eA f fonksiyonunun basit kutup noktasi olmasi i¢in gerek ve yeter sart;

lim(z-2z,) f(2)

-7
var ve sifirdan farkli olasidir.
iv.  z, e A ffonksiyonunu mertebesi (>1) olan kutup noktar olmasi i¢in gerek ve yeter

sart z, n D\{z,} =D &zelliginde bir D komsulugu ve

1//(20);«r&0,f(z)=M

(z—zo)k

olacak bi¢imde bir y analitik fonksiyonunun bulunabilmesidir (Baskan, 2005).

6.2.6. Teorem

g ve h fonksiyonlari bir z, noktasinda analitik olsun. g(z,)=0, h(z,)=0 ve h'(z,)#0

oldugunu kabul edelim. O zaman,
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fonksiyonunun z, noktasinda basit bir kutup noktas1 vardir denir.

Ispat
lim h(Z)—h(ZO) =lim h(Z) = h'(zo) # 0 ifadesini olugturalim. Boylece,
175 -1, -0 7 -7,

[ —

yazilir. Buradan,

lim (Z—Zo)g(Z)
M W)

esitligi elde edilir. g(z,)#0 veh'(z,)#0 oldugundan limit mevcuttur ve z, basit

kutuptur (D6nmez, 1999).

6.2.7. Teorem

mertebeden sifira sahipse, o zaman f fonksiyonu birinci mertebeden bir kutup noktasina

fonksiyonu verilsin. Eger ¢ (Z), z, dak. mertebeden ve h, z, da (k +1).

sahiptir denir.
Ispat
Varsayim geregi
9(2)=9'(2)=--=9""(2,)=0,9%(2,) =0
ve

h(z,)=h'(z))=...=h®(z,)=0,h"?(z,) =0

ifadeleri olusturulabilir. Dolayisiyla bu fonksiyonlarin Taylor a¢ilimlari,

g(z)=%g“’(zo)+(z—zo)“@<z>
ve
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h(z)=%“(k*”(zo>+(z—zo)m h(2)

seklindedir. Burada § ve h analitik fonksiyonlardir. Boylece,

g(k)(zo)

+(2-2,)6(2)

+(z-12,)h(z)

bulunur. Buradan z — z, igin limit alinirsa,

(2) (z,)
VG

oldugu goriiliir. Buda z, noktasinda birinci mertebeden kutup noktasidir denir (Baskan,

lim(z-z,)

71,

=
—~~

2005).

6.2.8. Teorem

f(z)= 9(2) fonksiyonu verilsin. g ve h, z, noktasinda analitik ve g(z,)#0,h(z,)=0

h(z)
, h'(z,)=0 ve h"(z,)#0olsun. Bu durumda f nin bu noktada ikinci mertebeden kutup
noktas1 vardir.
Ispat

Teorem geredi g(z,)#0 ve h(z)=(z-2, )2 ﬁ(z), h z, in komsulugunda analitik ve

h(z,)#0 oldugundan,

(2)
(2)

seklinde ifade edilebilir. Burada g (ZO) =0 ve ﬁ(zo) #0 oldugundan f fonksiyonu z,

-3 __eln) 1 f,

h(z) (z-z)h(z) (z-z)

noktasindan ikinci mertebeden kutup noktasidir denir (Baskan, 2005).

6.2.9. Teorem

g ve h fonksiyonlar z, noktasinda analitik olsun. g(z,)=0, 9'(z,)#0ve h(z,)=0
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,h'(z,)=0, h"(z,)=0 ve h"(z,)#0 seklinde oldugunu varsayalim. O zaman, g/h

fonksiyonunun z, noktasinda ikinci mertebeden kutup noktas: vardir denir (Donmez,

1999).
ispat
Verilen teoremdeki islemleri inceleyecek olursak g(z,)=0, g'(z,)#0ve h(z,)=0,

h'(z,)=0, h"(z,)=0 ve h"(z,)+ Odir. Bu durum igin;

9(z)=(z-12,)G(z) ve h(z)=(z-2,) h(z)

esitlikleri olusturulursa,

elde edilir. Burada §(z,)#0 ve h(z,)#0 oldugundan f nin z, da ikinci mertebeden

kutup noktasi vardir.

6.2.10. Teorem

f fonksiyonunun z, noktasi igin ayrik singiiler noktasi olsun. O zaman k >0 olan en

kiiclik tamsayisini;

lim(z-z,)" f(z2)

7174

limiti olacak sekilde seg¢ilirse f fonksiyonu z, noktasinda k. mertebeden kutup noktasi

vardir denir. Eger,
G(z)=(z- zo)k f(z)

seklinde ifade edersek buna gére G(z) fonksiyonu z, noktasinda analitik olacak bigimde

tek olarak belirlenebilir (Donmez, 1999).

6.2.11. Teorem

h ve g fonksiyonlar1 2z, noktasinda analitik olsun. Ayrica §(Zz,)#0,
h(z,)=0=..=h*?(z,) ve h®(z,)#0oldugunu kabul edelim. Bu halde f =g/h

fonksiyonunun z, noktasindaki kutup noktasinin mertebesi k gibi bir pozitif tamsayidir
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(Donmez, 1999).

6.3. Tamim (Nevanlinna Karakteristik Fonksiyonu)

|z < R< oo de tanimli f meromorf fonksiyon olarak verilsin. r <R igin;
T(r,f)=m(r,f)+N(r,f)

Seklinde tanimlanan T fobksiyonuna f nin Nevanlinna karakteristik fonksiyonu denir
(Nevanlinna, 2003).

Burada;

m(r, f)=%jlog+ f(re“")‘dgp

olur. log*t=max{logt,0} ,t > Oigin logt =log" t—log" Y/t ile tanimlar.

N (r, f)=jn(t’ f);n(O, f)dt+n(0, f)logr

n(r,f), f fonksiyonunun, |b|<rsartin1 saglayan b, kutuplarmin sayisim ve

n(0, f )=k orijindeki kutbunun mertebesini ifade eder.

|Z|<rdiskinden fonksiyonun mertebe ve tipleri ile ilgili bilgiler iceren T(r, f)

Nevanlinna karakteristik fonksiyonu meromorf fonksiyonlar teorisinde merkezi rol oynar
(Ablowitz ve Halburd, 1999). Nevanlinna karakteristik fonksiyonu igin su esitsizlikler

gecerlidir.

T[r,f[fj]siT(r, ),

j=1 =

TLr,Zn: jjszn: (r.f,)+logn

=1 =1

olur. Bu ifadenin diizenlenmis hali i¢in c,c,,C,,... keyfi kompleks noktalar segelim. O

Zaman
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ve

log” f[cj

j=1

cj‘+logn

n n
olur. Bu ifadeler m[r,H fjjve m[r,z fj} yi hesaplamak i¢in kullanilirsa
j=1

=1 i

m(r, fj}gm(r,z fjj,
j=1 [

m[r,zn: fjjszn:m(r, f,)+logn

j=1 j=1

esitsizlikleri elde edilir. Eger f, iki veya daha fazla meromorf fonksiyonun toplami veya

carpimi ise f nin kutbunun mertebesi en fazla ayrik fonksiyonlarin ayni noktadaki
n n

kuyuplarinin mertebeleri toplamina esittir. Bu ifade N I’,H f ;| ve N r,z f i | nin
j=1 =1

alabilecegi degerlerin sinirlar1 hakkinda bilgiler icerir. Elde edilen sonuglar birlestirilirse,

T[r,ljfjJsjzn_;T(r, f;)

T(r,i j)g n T(r, fj)+logn
1

i1
esitsizlikleri olusturulabilir (Nevanlinna, 2003).

6.3.1. Tanim (Meromorf Fonksiyonlarin Mertebe ve Tipleri)

IO:mlogT(r,f)
ro=  logr

seklinde tanimlanan p ye f(z) meromorf fonksiyonunun mertebesi denir. Eger bir f(z)
meromorf fonksiyonun mertebesi p ise (0<p<w), c sayist ile gbsterecegimiz

meromorf fonksiyonun tipi;

106



¢~ f)

r—ow r
olarak tanimlanir.

I. c=ooise, f(z) meromorf fonksiyonu maksimum tipten,
ii. O<c<owise, f(z)meromorffonksiyonu orta tipten,

iii. c¢=0ise, f(z)meromorf fonksiyonu minimum tiptendir denir (Yagizel, 1991).
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7. MEROMORF FONKSIYONLARIN KONVEKSE YAKIN
FONKSIiYONLARA DONUSTURULMESI

7.1. Meromorf Fonksiyonlarin Konveks, Konvekse Yakin ve Starlike Fonksiyonlara

Déniistiiriilmesi Icin Bazi1 Ozel Kosullarin incelenmesi

7.1.1. Lemma (Schwarz Lemmasi)

zeD and f(0)=0 olarak segilen bir f :D—0 fonksiyonu igin |f(z)|<lanalitik
olsun. Bu durumda segilen zeD igin |f(z)|<|z| ve |f'(0)|<1 olur. Ayrica eger
|/ (2,)| <|2,|igin segilen z, €D (Z, #0)noktasinda k, [k|=1 ézelliginde bir sabit ise,
f(z)=kz seklindedir. Bu lemma, Schwarz lemmasi olarak da bilinir (Szegé ve Polya,

1954).

7.1.2. Lemma (Jack’s Lemmasi)

m(z)fonksiyonu m(O) =0 and rell, 0<r<1 kosulunu yerine getiren analitik bir
fonksiyon olsun. Eger ‘m(z)‘ , |Z| =TI iizerinde z, noktasinda maksimum degerine
ulagirsa, burada tatmin edecek bir k degeri
z;m'(zy)= km(z,) (k>1)
seklinde ifade edilir. Bu lemma Jack's Lemma (Jack, 1971) olarak bilinir. Bu lemmanin

genellestirilmesi asagida verilmistir.

7.1.3. Lemma

m(z) fonksiyonun

n+l

m(z)=a,z"+a,,2"" +a,,,2"" +... (nell)

n+1 n+2

seklinde secilmis olsun. m(z) #0, olacak sekilde (Z € D) D de analitik olsun. Eger
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‘m(zo)‘zmax‘

m(z)

esitligi saglanirsa bu durumda ispat igin z, =r" (r €[] , 0<r <1) seklinde ifade edilir.

/<o

Buradan k €0 ve k>n>1 olarak secersek
z,m'(z,) = km(z,)
seklinde elde ederiz (Mocanu 2000).
7.1.4. Lemma
Eger f (z) ve g (Z) D de diizgiinse, f (0) =g (O) =0 i¢in alan ¢ (Z), D birim diskini

orijine gore starlike ¢ok tabakali bir bolgeye ve ayrica D igerisinde Re( f(z)/g (Z)) >0

ye esler. Bu durumda, Re( f(z)/g(z))>0 esitsizligi saglanir (Libera, 1965).

7.1.5. Meromorf Fonksiyonlarin Konveks ve Starlike Olma Durumu

Birim disk iizerinde bir kutup noktasi bulunan D= {Z el :|Z| <1} diskindeki analitik ve

tinivalent fonksiyonlarin z=0 noktasinda konveks ve starlike tanimlari asagida

verilmistir.

7.1.6. Tamm (Univalent Meromorf Starlike Fonksiyon)

D birim diskinde bulunan bir f(Z) meromorf fonksiyon asagidaki 6zellikleri sagliyorsa,
zf '(z
Re (2) <0
f(2)

TRe(Zf'—(Z)Jw:—Zn (z=re";1>r).

ve

>\ F(2)

D birim diskinde f(z) fonksiyona iinivalent meromorf starlike fonksiyon denir.
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7.1.7. Tamm (Univalent Meromorf Konveks Fonksiyon)

Eger birim diskteki bir meromorf f fonksiyonu

Re (1+ ZI :'((ZZ))J <0

ve

[l o= s

ozelliklerini sagliyorsa f(z) fonksiyonuna iinivalent meromorf konveks fonksiyon denir.

7.1.8. Tanim (Meromorf Fonksiyon Sinif1)

Seri agilimi1

1 1 &
f(z2)==+a,,2"" +a,,2"" +a,,2"° +..==+ > az" (nel)
z Z onn

olan f(z) fonksiyonun D birim disk igierisinide M (n) sinifi olarak gosterilir ve bu tiir
fonksiyonlara meromorf fonksiyon denir.

Bu tiir fonksiyonlarin z =0 noktasinda singiiler noktas1 vardir ve ilgili seri agilimindaki

tim a, katsayilar1 negatif ise ilgili seri agilimina sahip fonksiyonlara negatif katsayil

meromorf fonksiyonlar, pozitif ise pozitif katsayili meromorf fonksiyonlar, ve

karmasiksa karmasik katsayili meromorf fonksiyonlar denir.

Eger n=0 ise, M =M (0) siif elde edilir. Bu smifla ilgili tanim ve teoremler agagida

verilmistir.

7.1.9. Tamim

Egerf(z)eM injektif ise ve f (D) tiimleyeni orijine gore starlike ise fonksiyona starlike

denir (Miller vd., 2000).
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7.1.10. Tanmim

Eger f (Z) # 0 esitsizligi seklinde aliirsa

Re{— Z: '((ZZ))] >0(zeD)

i¢in saglamirsa, f(z)eM fonksiyona orijinin starlike tamamlayicist denir. Meromorf

starlike fonksiyonlar sinifi M S * ile gosterilir.
7.1.11. Tamm

Bir f(z)eM fonksiyonu injektif ise ve f (D) nun tiimleyeni orijine gre konveks ise

f(z) fonksiyonuna konveks denir.

7.1.12. Tammm (Meromorf Konveks Fonksiyon Sinifi)

Re[—(ui:l—((zz))n >0(zeD)

olarak karsilanirsa, D birim disk igerisinde f (Z) fonksiyonu konveks olarak da

f'(2) #0 esitsizligi igin

adlandirilir. Meromorf konveks fonksiyonlarin sinifi M C ile gosterilir.

7.1.13. Teorem

fY(z)

9'(2)
5(0) =lve 0<2"<«1 (r el +) olarak segilirse,

Varsayalim ki 5(2) = , birim disk D igerisinde analitik ve g (Z) konveks olsun.

Re{s(z)}>2"
oldugunu gostermemiz gerek ve yeter sarttir.
Ispat
Varsayalim ki m ( Z) D birim disk igerisine analitik ve m(O) =0 olsun. O zaman

5(z)=(1—2f)i$8+2f. (7.1)

Her biri ic¢in birim disk ze€D igerisinde secilen noktada ‘m(z)‘<1 fonksiyonunu
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gostermek yeterlidir. Boyle birz,eD |m(z)[<1 ve |m(z,)|=1varsa z igin |z <|z,|
esitsizligi saglayan Lemma 7.1.2 den Zom'(ZO): km(ZO) (k>1) elde edilir.

m(zo) =e" yazilirsa, (7.1) den sunu elde ederiz:

2(1-27") z,m'(z,)

29 (2) _ (1—m(zo(>))2
o(z, \1+m(z .
(2) (1-2 )1_m(z)+2

2(1-27" ke"
) (l_eii9)2

- i0

(1-2 )sz,ﬁz-f

buradan islemlerimize devam edersek,

2(1-2")k
1- cosé?)

(
f\  2isind ot
(1 2 ) 1 cos¢9

< ~(1-27")k

27 (1-cos@)+i(1-2" )sin@
~(1-27")k(2" (1-cos0)—i(1-2")sin o)

27 (1-cos0) +(1-2")'sin?0

Buradan elde edilir ki

Re(zoé'(
5(z,

z,) ) —(1—2*r)k2*“(1—c039)
) ]_ 2% (1-cosf)’ +(1-2" )Zsin2 0
k(1-2")(1-coso)

_ 2 . (7.2)
sin?0(1-2") +(1-cos )

1-cos@=v denirve 0<v <2 seklinde yazarsak,

h(v) _ 2r

v+(2-1) (2-v)

0 zaman (7.2) olarak ifade edilebilir
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Re(m] =—k27"(1-27)h(v).

5(z,)

Basit bir islemle fonksiyonun minimum degerini V=0 olacak sekilde alirsak h(v)
fonksiyonu

. 22r—1
Ivl_rE h(v) - (2r _1)2

o

28" (%) ) e, 20 _ 3272
Re(g(ZO)_ 5(z,) J‘Z 2(1-27) 27(2'-1)

Bu varsayimla \m ( Z)‘ <1 geliseceginden, Z €D her biri i¢in elde edilir. & ( Z) tanimindan,

olur. Buradan

elde ederiz.

5(z)=(1-2*)i$8+2‘2

Re(5(z))>2"

seklinde elde edilmis olur. Boylelikle teorem ispatimiz tamamlanmig olur. Teoremimiz

uygulanarak asagidaki sonug elde edilir.

7.1.14. Teorem

0<27" <1 olmak iizere f (z)eM C #
or+ (2r —l)

ise

f(z)eM S*(2")dir.

f 1
5(z)=- Zf (2) olsun. §(0) =1 oldugu agikca goriiliir. Buradan
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5(2)—%(22))=—(1+ZI:_'((:))}

bulunur. 7.1.2 Lemmadan g6z oniine alinirsa

elde edilir.

7.2. Meromorf Fonksiyonlarin Lineer Doniisiim Operatorleri Kullanilarak

Incelenmesi

Normalize edilmis f(z) meromorf fonksiyonu M smifi ile gosterelim (Cho ve Owa,

2004).
1 &
f(z)==+>a,".
z n=1

Bu f(z) fonksiyonu delinmis birim diskD" de iinivalent ve analitiktir. f,(z)fonksiyonu

i¢in, (i=1;2) ile tanimlanir

1 n

f(2)==+> a,z

zZ o

f,(z) ve f,(z) fonksiyonlarmi: Hadamard ¢arpimi seklinde ifade edersek
1 N
( fl * fz)(z) = E + Zan,lan,zz
n=1

seklinde olusur (Mogra, 1991). o(«, £;z) fonksiyonunu

(0.’) A" /n+l

(ﬁ)n+l

n

oa. fi2) =~ Z

seklinde tanimlarsak, /S =0,-1,-2,..a el /{0} icin bu Pochhammer semboliinii

(A4), =A(1+1),,, seklinde kullaniyoruz. Buradan (@),,, =a(a+D(a+2)...(c¢+n) ve

n+l

(B)na = BB+D)...(B+n) eger ()., Ve (f),., yerine koyarsak;

a1l lala+)(a+2)..(a+n)| ,
A= ™ (g [
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seklinde elde ederiz. Eger burada enklemi (l) . ile carparsak ve n! ile bolersek

e, f;7) = Z(l) (@), 27

(), n
seklinde bulundugunda
(0),(2), 2"
R,
=R T

bilinen bir gauss hipergeometrik fonksiyonudur. Tanidik bir gauss hipergeometrik iglevi

kullanirsak, sunu elde ederiz:
R :
ola, f;2)= 2 FlLa, B 2).

Burada yeniden tanimlanan K (e, ) igin f(z)eM fonksiyonu Hadamard garpimini

kullanmaya iliskin yeni bir lineer d(e, f3;z) operator tanimlayalim.
K'(e, p) T (2) =0(er, B 2)* 1 (2)

( )n+l

7.3
(ﬂ)n+1 ( )

1 0
2 T

Genellestirilmis  hipergeometrik fonksiyonlara sahip meromorf fonksiyonlar son

zamanlarda tartistimaktadir (Cho ve Kim, 2007), (Dziok ve Srivastava, 2003).

Tanimladigimiz f € K™ (a, f) f (z) fonksiyonu i¢in 1°(K (e, 8) f (2)) = K(a, B) T (2) Ve
b=1,2,3,... olacak sekilde

" (K@ p) 1 (@)= 201" K (@, p) T (z))'+§

( )n+1

n+1

Z .

Z 1

(7.3) ve (Srivasta ve Owa, 1986) daki denklemden su sonug ¢ikar:
Z(K(e, B) T (2))' =aK(a+L p) T (z2) - (e +D)K(a, ) T (2) . (7.4)
Ayrica, (7.4) yukarida;

2(1°K (e, B)  (2))' = a1’ K(a+1, B) T (2) — (¢ + D)1 °K(a, B) f (2) (7.5)
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seklinde diizenlenmistir. Bu ¢alisma sirasinda, varsayalim ki
ael, Bel;, o :exp(%j
ve
1 a-l )
fu(@ fi0) =Y S(K@AE) 1eM.
i~0

seklinde elde edilir. Ayn1 zamanda

{o(@ fi2) = 1, (@ fr2)
L5 e (1K@ 1)62), 6123, 76)

Agikgast a=1ve b=0 i¢in f (a, B;z) =K(«, B)f(z) yazabiliriz. Dogrusal operator ve
analitik fonksiyonlar arasindaki subordinasyon ilkesini kullanarak, meromorf analitik M

fonksiyon sinifinin agsagidaki alt siniflarin1 olusturacak ve K(e, ) arastiracagiz:

M., (a,p;h) , N, (a,p;h) ve he A,

7.2.1. Tamim

M,,(a, B;h) smifindan bir f eM fonksiyonu belirleyerek asagidaki subordinasyon

kosulunu sagladiginda kullanilabilir:

“2(PK@A) )@ oy
f.o(a,B:2) |

zeD, heAve f,,(a.2)#0. (zeD’)

7.2.2. Tamm

N, (e, B;h) smifindan bir f eM fonksiyonu belirleyerek asagidaki subordinasyon

kosulunu sagladiginda kullanilabilir:

~2(1°K(a ) ) (2)
o (@, 5 2)

<h(z), (zeD)
geM, (a,Bh), he Av g, (a B;2) #0 (7.6) daki gibi tamimlanir.
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7.2.3. Tamim

Bir f eM fonksiyonun N, (v,a, B;h) smifindan oldugunun belirlenmesi asagidaki alt

kosul kosulunu sagladiginda kullanilabilir:

z(|b|<(a+1,ﬁ)f)'(z)_1_ )z(le(a,ﬁ)f)'(z)<

Jap(@+1, B;2) 0u0(c 5 2) h(z), (zeD)

bazt v(v=0) i¢in geM, (a,pB;h), burada heA veg, (a+1 3;2)#0 seklinde

alimmugtir. Ana sonuglar1 kanitlamak i¢in bazi islemlere ihtiyacimiz var.

7.2.4. Lemma

y karmasik sayilar ve a(a>0) olsun. h(z), D birim diskte analitik ve iinivalent konveks

fonksiyon olsun.

Re{ah(z) +7}>0.
Eger S(Z), S(O)=h(0)i|e D birim disk iginde analitikse, o zaman subordinasyonu
kullanarak

z5'(2)
s(z)+m< h(z), (zeD)

s(z)<h(z) (zeD) seklinde ifade eden sonug elde edilir (Miller ve Mocanu, 1985).

7.2.5. Lemma

D birim diskinde h(z) fonksiyonunun iinivalent konveks ve analitik olsun. Ayrica V(z)

analitik fonsiyonu D birim diskinde olsun.

Rev(z)>0 (zeD).

Eger birim diskteki $(0)=h(0) ve s(z) analitik ise 0 zaman s(z)+Vv(z)zs'(z) < h(z)

seklinde bir subordinasyon diizenlemesi (Z € D) s(z) < h(z) anlamina gelir.

7.2.6. Lemma

f (z) fonksiyonu f e M, («, B;h) seklinde olsun. Bu durumda
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2(f,p( f:2))
@ p ) <h(z) (zeD). (7.7)

Ispat

(7.6) daki denklemi kullanarak,
. a_l .
e 1810 = 3 0 (1K (@ A1) (652
c=0

OuL 3 500 (19K (, ) £)(8652) = 6, a0 :2).

a c=0

(ie{0.1,...m-1})

ve
1 a-1 i ) i
fio(@f2) =22 557 (K@ A ) (5,2)
c=0
olur. Oyleyse

(R (@ f7)  186"77(1K(@,B)f ) (5'2)

Lo@pz)  a% f,0(a. 5:2)
_ 1§t (IPK@ A1) E2) (zeD). (7.8)
aio fa,b (a!ﬂ; 5alz)
Bunu takipeden f eM, (a,B;h) icin
_5az(l K(a, ) t)'(d12) <h@) 79

foo (2. Bi032)
(zeD, i€{01,..,b-1})
elde edilir.

D birim diski igierisinde h(z) de ftnivalent konveks oldugu i¢in, (7.8) ve (7.9)

denkleminin sonucunda (7.7) esitliginin dogru oldugu sonucuna variriz.

7.2.7. Teorem

h e A olsun. O zaman
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Reh(z)<1l+a (zeD, a>0) (7.10)
olur.
Eger feM,,(a+1A:h) ise 0 zaman feM,,(a, B:h) elde edilir ve (z<D")birim
diskinde segilen fonksiyon f, (a, £;2) # 0 kosulunu saglar.
Ispat

(7.5) ve (7.6) dan

(@+D)f,, (@, f;2)+ 2., (@, B 2) :%aia;(bﬂ) (1°K(@+1,B) )' (6'2)

i=0

—af, (@+1B37), (feM). (7.11)

f eM,,(a+1 B;h) ve varsayalim ki

v(z) =— ’ . (7.12)

olsun. O zaman birim disk igerisinde V(z) analitik, (7.11) ve (7.12) den v(0)=1

fap(@+1,5,2)
fa,b (a! ﬁv Z)

a+l-v(2)=«a

(7.13)

elde edilir. Burada (7.13) tin her iki tarafinin z ye gore logaritmik tiirevini alir ve (7.12)

yi kullanirsak sunu elde ederiz:

nv'(z)  2(f(a@+Ll 7))

v(z)+ =
a+1-v(z) f.o(a, B;2)

(7.14)

(7.14) ve 7.2.6 Lemmadan (« +1eger degistirilirse)

v'(z)

V) a+1-v(z)

<h (zeD) (7.15)

(7.10) ve (7.15) den 7.2.7 lemmasinin uygulanmasiyla sunu elde ederiz:

v(z)<h(z) (zeD),

~2(I°K (@, ) 1) (2) |

fan(@ f;2) (719

s(z) =
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Elde edilen (7.16) esitligini incelersek, D birim disk igerindeki analitik S(Z) fonksiyonu

s(0) =1 kosulunu saglar.
(7.5) ve (7.16) esitliklerinden
f.o (@ Bi2)s(2) =—al’K(a+1 ) f(2) +(1+a)I°K (o, B) f (2).

olur. Her iki tarafi z ye gore tlirevlendirerek ve (7.16) kullanarak,

zs'(2) +(a +1+ Z( fa (@, Z))Js(z) =— a (I e+ At ) (@) . (7.17)
fa,b(a’ﬁ; Z) fa,b(a!ﬂ; Z)
olur. Bu (7.11), (7.12) ve (7.17) denklemlerinden dolay1 denklemi elde ederiz.
sz)  2(1I’K@+LA)f) @
s(z)+ oy S <h(z) (zeD), (7.18)

ve f eM,,(@+1 B;h). Re{a+1-v(z)} >0 seklinde elde ederiz.

Boylece (7.18) ve 7.2.5. lemmasindan
s(z) < h(z) (zeD) ,
sonuclarini elde ederiz.

Bu esitlik f e M, (e, B;h)oldugunu ifade eder ve buradan 7.2.7. teoremin ispatinin

tamamlamis oluruz.
7.2.8. Teorem

he A olsun.

Reh(z)<1l+a (zeD, a>0).
Egerg €M, (a+1 B;h)<1l+a seklinde olursa buna gore f €N, (¢ +1 B;h) olur,
ozaman f eN,,(a,f;h) sartiyla g,,(e, £;2) 20 (zeD") olur.

Ispat

7.2.8. teoremin varsaymmina gore, g e M, (o +1, B;h) ve
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—2(1°K(a+1, A1) (2)

Oap(@+1 B3, 2) <h(z) (zeD) (7.19)

elde ederiz. Ek olarak, 7.2.7. teoreminden g e M, («, $;h) ve 7.2.6. lemmasi

29 .p (@, f;2)

o(z) = —
D=y @p2)

<h(z) (zeD) . (7.20)

olur.
Varsayalim ki

2(1I°K(a, B) ) (2) |

(7)== Oap (@, i 2)

(7.5) subordinasyon &zelligini kullanirsak, g, ,(, 5;2) asagidaki gibi yazilabilir.

9ap(@, B;2)5(2) ==l °K(a+1 B) f (2) + L+ a)1°K (e, ) T (2) . (7.21)

(7.21) denkleminin her iki tarafinin z ye gore tiirevini alalim ve (7.11) kullanarak ( f, g ile

degistirilerek) denklemi bulalim,

s 2(1'K@+1A)1) @)

s(z = zeD 1.22
( )+a+l—0(z) 9. (a+1, 5, 2) (2<D) ( )
(7.19) ve (7.22) esitliklerini birlikte kullanirsak,
zs'(2)
s(z)+————=——=<h(2) (zeD) (7.23)

a+1-0(z)
subordinasyon 6zelligini elde ederiz.
Sonug olarak, 7.2.5. lemmasindan (7.19), (7.20) ve (7.23) ele alindiginda

s(z)<h(z) (zeD)

yazilir. f e N, (a, B;h) olduguna gore g € M, («, B;h) oldugunu géstermektedir. Bu

sekilde ispatimiz tamamlanmis olur.
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8. SONUCLAR VE ONERILER

8.1. Meromorf Fonksiyonlarin Konvekse Yakin ve Starlike Fonksiyonlara
Déniisiimii Uzerine Sonuclar
Meromorf fonksiyonun konvekse yakin fonksiyona doniistiriilmesi i¢in elde edilen

32"-2

————— | alinirsa su sonugclar elde edilir,
2r+l (2r 1)} s 9

7.1.13. teoreminde p degeri p—[

i f(Z)eI\/I , D birim diskinde f(Z);tOVe p < 0olmak iizere;

s

olsun. Bu durumda her z eDigin

_Re(Z:'T(ZZ))H(zM_m)

seklinde bulunur.

ii. Eger r=1 alimrsa f(z)eM C(%J meromorf konveks fonksiyon olur ve bu

1
sayede f(z)eMS *(E) meromorf starlike fonksiyona déniisiir.

> seklinde almirsa o zaman D birim disk igerisinde f(Z);tO

i, f(z)=(1_z)

seklinde oldugu bilinir. Bu sayede

4@ 1z
f(z) 1-z
ve
n 2
(14 zf "(2) :1+22
f'(z) ) 1-z
seklinde elde edilir.

iv. f fonksiyonu sifir mertebesinde meromorf konveks bir fonksiyon ise, o zaman en

az sifir mertebesinde meromorf starlike bir fonksiyondur.
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8.2. Meromorf Fonksiyonlarin Lineer Doniisiim incelemesi

M smifindan olusturdugumuz yeni alt smiflarrmiz M, (a, S;h)ve N, (a, B;h)
seklinde ifade edilmistir. M, , (e, B;h) ve N, (a, B;h) alt siniflarin nasil olusturuldugu

verildistir. Ayn1 zamanda subordinasyon yontemi ve Hadamard ¢arpimi kullanilmustir.
Karmasik analitik dontisiimlerin meromorf fonksiyona sahip olmasi i¢in gerekli formdan

bahsedilerek incelenmistir.
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