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OZET

KONVEKS VE STARLIKE FONKSIYONLAR ARASINDAKI BAGINTILAR

HILAL AY
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Ismet YILDIZ
Ekim 2018, 44 sayfa

Literatiirde tanimlanan fonksiyonun daha 6nce konvekse yakin fonksiyonlar i¢in yapilan
bir ispati bulunmamaktadir. Bu ¢alismada, daha Once Starlike fonksiyonu i¢in elde
edilen ax katsayilari, simdi 0<a</ araliginda f(z)e4 igin ilgili fonksiyonun konvekse
yakin bir ispati yapilmistir. Cemberin icinde alinan bir noktayr fonksiyonda yerine
yazarsak; hangi kiimede oldugunu bulabilecegimize ve;

D Ik = 20l + (1~ g} Aia < 1 - @
k=1

esitsizligi, bu deger kiimesindeki fonksiyon ic¢in saglanmyorsa, f(z)eS(a, t) oldugu i¢in
f(z)eK(a) i¢inde saglaniyordur.

Anahtar sozciikler: Analitik fonksiyon, Konveks fonksiyon, Starlike.



ABSTRACT

ANALYSIS OF RELATION BETWEEN CONVEX AND STARLIKE
FUNCTION

Hilal AY
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master’s Thesis
Supervisor: Prof. Dr. ismet YILDIZ
October 2018, 44 pages

There is not much proof for close to convex functions in the literature.In this thesis, ax
coefficients previously obtained for starlike functions are now examined for 0<a</ in
f(z) for close convex functions.If we substitute a point taken inside of the circle into a
function, we can find out which set it is.

D Ik = 20l + (1 = g} Aia| < 1 - @
k=1

If this inequality is provided for the function on this range, then it is also provided with
f(z)eK(a) when it is f(z)eS(a,¢).

Keywords: Analytic function, Convex function, Starlike.



1. GIRIS

Univalent fonksiyonlarin teorisi eski bir konudur, yiizyilin doniisiinde dogmustur, ancak
simdiki arastirmanin aktif alan1 olarak kalmistir. Siireg 6zellikle son yillarda
hizlanmistir. Bu ¢alisma, reel ve kompleks analiz yardimiyla temel bilgiyi kabul ederek,

alanin asil metotlarina ve onlarin uygulamalarina bir yorumlama sunmaktadir.

Alanin ana problemlerinden biri, 1916 yilindan beri var olan, sinifindaki her bir
fonksiyonun Taylor katsayilarinin |a,|<n esitsizligini sagladigin1 savunan Bierbach
varsayimidir. Uzun yillardan beri bu iinlii problem bir ¢eliski olarak kalmistir ve biitiin

konunun bel kemigini olusturan yaratici metotlarin gelisimine ilham vermistir.

Konunun diizenlenisi dogal olarak sonuclara gore degil metotlara gore yonlenmistir.
Metotlar matematigin farkli alanlarindan gelmektedir. Her birinin belirli problemleri
¢dzmek icin kendine has &zellikleri vardir. Ornegin, bazi ispatlar1 yaparken dort farkli

metot kullanilir:

la,| < ey, la,| < 1.243n, la,| <+/7/6n ve |a,| < (e/2)n
Genel olarak, S sinifinin biitiinii izerinde durduk ve 6zel alt siniflara biraz dikkat ¢ektik.
Univalent fonksiyonlarin tartismasi detayli bir girisle baslayarak teorinin daha temel ve

klasik boliimlerine dogru ilerlemektedir.



2. GENEL BILGIiLER

2.1. TANIMLAR

2.1.1. &- Komsuluk

20¢C ve &>0 olmak lizere

D(zy,€) = {zeC : |z — zy| < €} (2.1)
Kiimesine zp noktasinin ¢ - komsulugu denir.

2.1.2. ¢ Nokta

Ac C her hangi bir kiime ve ZgeA olsun. zp noktasinin bir & komsulugu, tamamen A
kiimesine ait ise, o noktasina bir i¢ nokta denir.

2.1.3. Kapams Noktasi

AcC alt kiimesi ve bir zeC noktasi verilsin. Eger z noktasinin her boslugunda A
kiimesinin en az bir elemam varsa, Z noktasina A kiimesinin kapanis noktasi denir.
2.1.4. Baglantih Kiime

A, Y ve Z, C kompleks sayilar kiimesinin alt kiimeleri olsun. Eger ACY cZ, ANZ+#0,
ANY#D olacak bicimde Y ve Z gibi bos olmayan iki ayrik ve a¢ik kiime bulunamaz ise,
AcC kiimesine baglantilidir denir ve aksi baglantisizdir denir.

2.1.5. Basit Baglantih Kiime

AcC olsun. Eger bir A kiimesi i¢indeki herhangi iki noktay1 birlestiren biitiin yollar yine
kiime igerisinde kaliyor ise bu A kiimesine baglantili kiime denir.

2.1.6. Bolge

Kompleks diizlemde agik ve baglantili kiimelere bolge denir.



2.1.7. Seri
Kompleks diizlemde ag¢ik ve baglantili kiimelere bolge denir.

a+ axt ast... +an+... ifadesine seri denir. aj, a,... sayilarina da serinin terimleri adi

verilir. Bir seriyi géstermek i¢in

a1+a2+a3+---+an+"'=2an 2.2)
n=1
veya
a1+a2+a3+~-+an+--~=zan (2.3)
kullanilir.

2.1.8. Yakinsakhk

Kompleks {z,} dizisi ve z,¢C verilsin. Her &>0 sayis1 i¢in n>ng oldugunda |z,-zo|<e
olacak sekilde bir ng dogal sayis1 varsa, bu dizi zo kompleks sayisina yakinsiyor denir.

{z0} dizisinin zy noktasina yakinsamasi z,—zg veya lim z,=zp bigiminde gosterilir [1].

2.1.9. Diizgiin Yakinsakhk

AcC ve f,.AcC fonksiyonlarmin {f, } dizisi verilsin. Eger her ¢>0 ve tim ze4 degerleri
icin n>n, alindiginda |fn(2)-f(z)|<¢ olacak bi¢imde bir ny dogal sayisi varsa, {f}

fonksiyon dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsiyor denir.

2.1.10. Mutlak yakinsakhik

co

ZIUnI (2.4)

n=1

serisi yakinsak ise

i u, (2.5)

n=1

serisine mutlak yakinsak seri denir.



2.1.11. Siireklilik

AcC ve f:AcC bir fonksiyon ve zpe4 olsun. >0 keyfi olmak tizere ze4 Ve 2-29<d igin
|f(z)-f(z0)|<e olacak bicimde d(zo, &) >0 sayis1 mevcut ise f fonksiyonuna zp noktasinda
stireklidir denir [2].

2.1.12. Parcah Siirekli

AcC ve f:AcC tanimhi bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun A’daki siireksizlik
noktalarinin sayisi sonlu ise f fonksiyonuna A iizerinde parcali siireklidir denir.

2.1.13. Yigilma Noktasi

aeC olsun. a’nin her >0 komsulugunda A kiimesine ait sonsuz eleman varsa, a’ya A
kiimesinin y1g1lma noktasi veya yigilma yeri denir [3].

2.1.14. Analitik Fonksiyon

f, kompleks degiskenli ve kompleks degerli fonksiyonu 2zpeC noktasinin bir
komsulugunda tanimli olsun. Eger
. f(2) = f(20)
lim —————

Z-Zg Z — Zj

(2.6)

limiti varsa, bu fonksiyona zp noktasinda diferansiyellenebilirdir denir. zo noktasinin
bir >0 komsulugunda diferansiyellenebilir bir f fonksiyonuna z, noktasinda analitik
fonksiyon denir [3], [4].

2.1.15. Kutup Noktasi, Sifir Noktalar:

f fonksiyonu, z=z, noktasinda analitik degil fakat
lim(z —zy))"f(z) =A+#0 (2.7)
A4

olacak sekilde bir neZ" sayis1 mevcut ise, z=zq noktasina f fonksiyonunun bir kutup
noktast denir. Denklem (2.7) ifadesini gercekleyen en kiiciik neZ" sayisma zo kutup
noktasinin mertebesi denir. Mertebesi 1 olan kutup noktasi basit kutup noktasi adin1 alir.

ZoeC noktasinda analitik bir f fonksiyonu i¢in f(zp )=0 iken

f(2) = (z=2)"g(2) (2.8)

kosulunu saglayan bir n pozitif tamsayis1 ve g(zo)#0 olan, zp noktasinda analitik bir ¢



fonksiyonu varsa zp noktasina f fonksiyonunun bir basit sifir1 denir.

2.1.16. Rezidii

Kompleks f fonksiyonu, tek degerli olmak tizere C igindeki bir z=zy noktas1 harig, C’nin

tizerinde ve i¢inde analitik olsun. f fonksiyonunun z=z, noktasindaki Laurent agilimu,

f@D) =) an(z=2)"+ ) b (z=70)" 29)
n=0 n=1
seklindedir.
Bu agilimdaki negatif iislii = 1Z 3 terimlerinin ilk terimin katsayisina f fonksiyonunun
—40

z=2p noktasindaki rezidiisii denir ve Rez(f, zo) ile gosterilir.

Denklem (2.9) ifadesinden

Rez(f,zy) = by (2.10)

seklinde tanimlanir. Bu rezidii ayrica
b, = ! f d (2.11)
V=) S -
integrali ile de hesaplanabilir. Bu nokta bir basit kutup ise

f(z) = . flzo +ay+a,(z—zy) + ay(z—z)* + - (2.12)

acilimi var olup buradan

b, = Zh_rg)[(z — 2p)f (2)] (2.13)

limiti ile de rezidii hesaplanabilir.

2.1.17. Cift ve Tek Fonksiyonlar

Kompleks AcR olmak iizere xe4 oldugunda -xeA4 oluyor ise A kiimesine simetrik kiime
denir. A simetrik bir kiime ve f:ZA—R olmak tizere her xeA4 igin f(-x)=f(x) oluyor ise f

fonksiyonuna ¢ift fonksiyon, f(-x)=-f(x) oluyor ise f fonksiyonuna tek fonksiyon denir

[5].



2.1.18. Periyodik Fonksiyon

Kompleks diizlem fizerindeki her noktada tanimli ve reel sayilar cisminde lineer
bagimsiz vektorler olan w; ve W, kompleks sayilar olmak iizere iki periyoda sahip olan

fonksiyona gifte periyodik fonksiyon denir.

Tiim kompleks z sayilar1 i¢in Wy ve W, nin f ’in periyodlar1 olmasi

fz+w)=fz+w)=f(2)=f(z+w+w) (2.14)

seklinde ifade edilir.

2.1.19. Meromorf Fonksiyon

Bir D bolgesinde kutup noktalarindan baska singililer noktasi olmayan fonksiyona

meromorf fonksiyon denir.
Bagka bir deyisle Singiiler Noktalar ve Meromorf Fonksiyonlar su sekildedir.

Kompleks degiskenli bir f(z) fonksiyonu bir D bdlgesinde a noktasi hari¢ tanimli ve
analitik olsun. f(z), a’da monojen (regiiler) veya siireksiz ise, a - noktasina ayrik

singiiler nokta denir.
Bu noktalar {i¢ sinifa ayrilir.
2.1.19.1. Kaldirilabilir Singiiler Nokta

f(z), a’nin civarinda holomorf degil, fakat siirli ise a noktasi kaldirilabilir singiiler
nokta adin1 alir ve @’da f(z)’nin degeri degistirilerek f(z) analitik fonksiyon haline

getirilebilir.

Ornek: z#0 igin f(z)=z, z=0 igin f(z)=1 olan f(z) fonksiyonu goz &niine alalim. f(z)
fonksiyonunun z=0 noktasinda singiilerligi vardir. Ciinkii z=0 noktasinda fonksiyon
stirekli degildir. Bu fonksiyon z=0 ve z#0 i¢in f(z)=z seklinde tanimlanirsa z=0’daki

singiilerlik kalkar.

2.1.19.2. Kutup Noktalar:

1 . .
f(z), @’nin civarinda sinirhi degil, fakat o) holomorf ise, a’ya kutup noktas1 denir.

Ornek:

f(Z)=m



fonksiyonu i¢in z=3 noktasi kutuptur. Ciinkii z=3 igin f(z)—oo olur ve,

- (z - 3)?
—_—=(z —
f(2)
fonksiyonu z=3 civarinda holomorftur.
2.1.19.3. Esas Singiiler Nokta
. 1 ... .
f(z), a’nin civarinda smirli degil ise ve a, f(2) ile 1) icin singiiler nokta ise, a’ya
f(z)’nin bir esas singiiler noktasi denir.
Ornek:
f(z2)=e

fonksiyonunun reel eksen {lizerindeki degisimini goz oniine alalim.
X negatif degerlerle artarak sifira giderse e/x >0
X pozitif degerlerle azalarak sifira giderse e/x 5 oo

olur. O halde f(z), z=0 da ne smirlidir nede siireklidir. Ayn1 sekilde

! _ _
m—e , z=0

ayn1 singtilerligi gosterir. Buna gore f(z) i¢in z=0 bir esas singiiler noktadir.
. . . 1., . .
f(z)’nin sonsuzdaki durumu ile f (;) nin sifirdaki durumu aynidir. Gergekten z sonsuz

bliylirse _ sonsuz kiigiiliir.

1 -
Eger f (Z)’ Z = 0 civarinda holomorf ise f(z), z=0o holomorftur. Eger f@),m N
orijinde bir kutbu varsa f(z)’nin sonsuzda kutbu vardar.

Iki tam fonksiyonun orani meromorftur, o halde paydanin sifir yerleri meromorf
fonksiyonun kutuplaridir. Analitik fonksiyonlar siifi, holomorf, meromorf, multiform
ve esas singiiler noktalar1 olan fonksiyonlari i¢ine alir. Sonlu bir bdlgede ayrik singiiler

noktalarin sayisi sonludur [6].

2.1.20. Modiil

C kompleks sayilar kiimesinin bos kiimeden farkli ve toplama islemine gore degismeli

her alt grubuna, Z tam sayilar halkasi iizerinde bir modiil denir.



2.1.21. Kalan Sinifi

1eC olmak lizere

u+ L={u+w:wel} (2.15)

climlesine, modL’’ye gore bir kalan sinifi denir.

2.1.22. Starlike Bolge

D cC bir bolge ve yeD olsun. Eger y noktasini D’nin herhangi bir x noktasina birlestiren
dogru parcasi tamamen D’nin i¢inde kaliyorsa D’ye y noktasina gore starlike bolge

denir. Daha agik bir ifade ile D bolgesinin her bir noktas1 y noktasindan goriilebilir.

2.1.23. Starlike Fonksiyon

feS olsun. f(D) orjine gore starlike ise bu f(z) fonksiyonuna starlike fonksiyondur denir

ve starlike fonksiyonlarin smifi genellikle S ile gosterilir.

2.1.24. Taylor Serisi
Bir serinin |z-zo|=R iginde bir f fonksiyonunu gosterdigi kabul edilsin.

f(2) =Yroar(z — zp)* = ag + a,(z — zy) + a,(z — 25)* + az(z — z)3 + -+ (2.16)

f”nin tirevlerini alalim

f'(z) = Z agk(z — zg)* 1 = a; + 2a,(z — zy) + 3a3(z — zp)? + -+ (2.17)
k=1
£(z) = Z ak(k —1)(z = 2)¥2 =2.1a, + 3.2a3(z — 2,) + - (2.18)
k=2
£(z2) = Z gkl — 1Dk — 2)(z — 29)*™2 =3.2. 1az + - (2.19)
k=3

Serileri oldugu ¢ikar Denklem (2.16) kuvvet serisi kendi |z-zp|=R yakinsaklik ¢cemberi
icinde, (burada R pozitif ya da sonsuzdur), tliretilebilir bir f fonksiyonu gosterdiginden,

kendi yakinsaklik ¢cemberi i¢ginde kuvvet serisi bir analitik fonksiyon gosterir sonucuna

variriz.

Denklem (2.16)’deki a katsayilar ile f’nin tiirevleri arasinda bir iligki vardir. z-z da

Denklem (2.16), (2.17), (2.18) ve (2.19)’u degerlendirerek sirasiyla



f(zo) =ay f'(z0) =1la; f"(z0) =2!a,

ve

f""(z0) = 3! as
verir. Genel olarak, f*(z,) = n!a, yada

_ f™(2o)

= >
" n! n=0

)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

Denklem (2.22) te n=0 iken sifir mertebeden tiirevi f(zo) ve 0!=1 olarak aliriz, dyle ki

formiil

ao=f(zo) verir. Denklem (2.22) ve Denklem (2.16) da kullanarak

(r)
e )—Ef 20) (7 2yt

(2.23)

verir. Bu seriye f’nin zo merkezli Taylor serisi denir. =0 merkezli bir Taylor serisi,

f (k)( 0)
f(2) = Z @)
Bir Maclaurin serisi olarak anilmaktadir [7], [8].

2.1.25. Laurent Serisi

0<r1<r, ve zpeC olsun. f fonksiyonunun analitik oldugu
A={ze Cr <|z—zy| <1y}

halka bolgesindeki

co

i (Z—Zo)k +Zak (z = 20)"

serisine, f fonksiyonunun zy noktasi civarindaki Laurent serisi denir.

i .
R
prard (z — 2p)

serisine Laurent serisinin esas kismu,

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)



(0]

Z a (z — 70)" (2.28)

k=0

ifadesine de analitik kismi denir [5], [7], [8].

2.2. UNIVALENT FONKSIYON

Bir f(z) fonksiyonu verilsin. z;, z, eD olmak tizere f(z;)=f(z;) olmasi sadece ve sadece

Z1=7, olmasin1 gerektiriyorsa fonksiyonuna D bélgesinde univalent ya da yalinkat

fonksiyon denir [9], [10].

Bu ¢aligmada univalent kelimesini tercih edecegiz. Ornegin;

g(2) =% ve a,b,c,deC ve ad—bc#0 (2.29)
olmak lizere
az+b
_ 2.30
f(2) cz+d ( )

déniisiimii birer univalent fonksiyondur. Oysa f(z)=0 ve f(z)=z> fonksiyonlari univalent
degildir.

E ag¢ik birim disk ve g(z) fonksiyonu da E’de analitik ise

9(2) = by + b1z + byz* + -+ = z byz" (2.31)
n=0

seklinde seri gosterimine sahip olsun. Burada

«9_(221‘ Bo _ £(2) (232)
denilirse ve
b,
5=/ (2.33)
yazilirsa
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f(2)=z+ayz* +azz® +-=z+ z a,z" (2.34)
n=2

elde edilmis olur [11].

2.3. KONVEKS FONKSIYON

Eger f(z) fonksiyonu, |z]<1 bolgesinde analitik ve f'(z)#0 i¢in
f" (@)
f'(2)

ise f(z) fonksiyonuna konveks denir [12]. Bu sekilde su gosterime ulasabiliriz:

Re[1+2z 1>0

" T 1 —it
1 +z];((ZZ)) - f %Z_itdu(t), (2.35)

-1

Bunu da w(?)’yi azalmayan, wu(m)-u(-m)=1 ve wu(t)’yi normalize edilmis olarak kabul
edebiliriz. Bu sekilde Denklem (2.36)’y1 elde ederiz.

1 T
STt +0) + u(t = 0)] = u(®) | f u(e)dt = 0 (2.36)

2.4, STARLIKE FONKSIiYON

D cC bir bolge ve yeD olsun. Eger y noktasini D’nin herhangi bir X noktasina birlestiren
dogru parcasi tamamen D’nin i¢inde kaliyorsa D’ye y noktasina gore starlike bolge

denir. Daha agik bir ifade ile D bdlgesinin her bir noktas1 y noktasindan goriilebilir.

f&S olsun. f(D) orjine gore starlike ise bu f(z) fonksiyonuna starlike fonksiyondur denir
ve starlike fonksiyonlarin sinifi genellikle S” ile gosterilir.
2.5. RIEMANN DONUSUM TEOREMI

C kompleks diizlem, D’de C diizleminde birden fazla sinir noktasina sahip baglantili bir
bolge ve zpeD olsun. f(zo )=0, f'(z0)>0 sartlarini saglayan ve D’yi birim disk {izerine

konform olarak doniistiiren bir tek f konform dontisimii vardir.
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2.6. CAUCHY-RIEMANN DENKLEMLERI

D agik kiimesi lizerinde bir f fonksiyonu alalim ve reel ile sanal kisimlarina gore,

f@) = flx+iy) =ulxy) +iv(x,y) (2.37)
biciminde yazalim. Simdi aklimiza bu fonksiyonun hangi sartlar altinda tiirevlienebilir
oldugu sorusu gelebilir. Ger¢i bu sorunun cevabi daha sonraki konularda ayrintili olarak
verilecektir. Ancak burada da siras1 gelmisken kisaca gerekli sartlar1 arastiracagiz. Sabit

bir zeD1i¢in

f'(z)=a+ib (2.38)

olsun. h, keR i¢in, w=h+ik alalim ve farz edelim ki f, z’de tiirevlenebilirdir. O zaman

tiirevlenebilme tanimina gore

fz+w)—f@w+ow)w (2.39)
yazilir. Burada,
‘}Vi_r)r(x) ow)=0 (2.40)
f'(z).w=(a+ib)(h+ik) = ah — bk + i(bh + ak) (2.41)
olur. Diger taraftan,
fxy) = (ulx,y), v(x, ) (2.42)

seklindeki /*D—R? fonksiyonu i¢in,

FGx+hy+k)— f(x,y) = (ah — bk, bh + ak) + a,(h, k) + o, (h, K)k (2.43)

yazilir. Burada o3 ve o,, h ve K ile birlikte sifira giden fonksiyonlardir.

Eger fnin analitik oldugunu kabul edersek fnin reel anlamda tiirevlenebilecegini

sOyleriz ve tlirevini,

Ju du

_(a —b) _| 0x dy
Jr(xy) = (b a ) “lov ov (2.44)

dx dy

Jacobien matrisi ile gosteririz.
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dv du

"(2) = ] "2)=——-i— 2.4
f'z)=a+ib = f'(2) 3y lay (2.45)
Ju
a=—
dx du OJv
— = 2.46
aza_U:) dx Jdy (2.46)
dy
Ju
ey, m_ o (2.47)
v dy  ox '
b=—
0x

Denklem (2,46) - (2,47) Denklemlerine Cauchy-Riemann denklemleri denir [13], [14].

Denklem (2.46) - (2.47)’deki kismi tiirevin varlig: f'(z) nin varligi ile miimkiindiir.

Karsit olarak u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlari Cauchy-Riemann denklemleri saglayan ve

reel anlamda siirekli tiirevlere sahip olan fonksiyon iseler,

f@) = flx+iy) =ulxy) + iv(x,y) (2.48)
Fonksiyonu kompleks tiirevlenebilen bir fonksiyondur. Bunu gormek i¢in yukaridaki

islemleri sondan basa dogru yapariz.

ou\® ov\*  ov\?  ou’
owen ()G -GG e
f=a*+b —~) *+(5; ay+ay (2.49)
yazilacagindan Af>0 ve Af# 0 olmasi igin gerek ve yeter sart f'(z) # 0 olmasidir.

Ayrica,

Af(x,y) = If' (@) (2.50)
oldugunu gdérmek zor degildir. Yukaridaki ifadeleri toparlayarak tamamen ayni olan

asagidaki teoremi ifade edelim.

2.6.1. Teorem

D acik kiimesinde tanimli,

f@) =flx+iy) =ulxy) +iv(x,y) (2.51)

fonksiyonunun z=x+iyeD noktasinda tiirevli olabilmesi igin gerek ve yeter sart bu

noktada
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ou Jdu av av

— — — 2.52
ox’ oy’ ox’ oy (2:52)
kismi tiirevlerinin mevcut, siirekli ve
Ju Ov Ju  0dv (2.53)
ox dy’ 9y = ox '
Denklemlerinin saglanmasidir [8].
ispat:
Sart gerektir: f(z)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu bir z noktasinda tiirevli olsun. Yani,
f(z+Az) - f(2)
"(z2) = li 2.54
f'@) Alér—{lo Az ( )
limiti mevcut olsun.
AY A
z+Az Ax z+Az
™ | e
P Ay Ay el
W s ©
S ; //
S < - 5
Ax Z
-> X —> X
0 0

Sekil 2.1. Yaklasimlar sonucu olusan limit.

Hangi yonde (dogrudan) yaklasirsak yaklasalim, bu limit mevcuttur. O halde,
Az=Ax+idy ifadesinde Once 4y’yi ve sonrada Ax’i sifira gotiirerek Az’yi sifira

gotiirebiliriz. 4y=0 i¢in, Az=Ax olacagindan,

f(Z + AZ) - f(Z) (255)

f (z) = Alg—r}o Az

u(x + Ax,y) —u(x,y) + lim v(x +Axy) —v(x,y) (2.56)

1=

Ax AX—0 Ax

u ov
' _ ; 2.57
fl@) = +is (257)

bulunur. Simdi 4x=0 i¢in, Az=idy Ve,
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f(Z + AZ) - f(Z) (258)
Az

f16 = fm,

u(x,y +Ay) —u(x,y) .. vlxy+Ay) —v(x,y)
- + lim

O — T 2.59
f'(2) Jim, ihy Jim, Ay (2.59)
,()_16u+_0v_ _8u+_0v (2.60)
f' “iay Ttay T Yoy oy '
bulunur. Tiirevlerin de birbirine esit olmas1 gerektiginden
Ju 0Jv Ju  Ov (2.61)
ox dy ' dy  ox '

sonucu elde edilir.

Sart yeterlidir: Yani u ve v’nin kismi tiirevleri mevcut, siirekli ve Cauchy-Riemann

denklemlerini sagliyorsa,

Au =u(x + Ax,y + Ay) —u(x,y) (2.62)
ou Ju
Au = aAX + @Ay + &,Ax + &,Ay (2.63)

yazilir. Burada iki degiskenli fonksiyonlarda ortalama deger teoremi uygulandi. Aym
sekilde,

v

ay Ay + €3AX + €4Ay (264)

dv
Av=v(x+ Ax,y + Ay) —v(x,y) = aAX +

yazilir. €1, &, €3, €4 degerleri Ax ve Ay ile sifira yaklagsinlar. Simdi Af’yi teskil edelim.

Af = f(z + Az) — f(z) (2.65)
ou du _(0v dav
= <aAX + @AY + & Ax + ngY) +1i (a Ax + EAy + 50X + £4Ay> (2.66)
ou ov
= = (Ax +idy) + i (Ax + ify) + 6, Ax + 8,0y (2.67)

ifadesini Cauchy-Riemann denklemlerini kullanarak elde edilir. Burada J; ve d;

fonksiyonlar1 4z ile birlikte sifira giderler.

Af OJu ov d0x dy
- _ Ty 7 -~ il 2.68
Az  0Ox lax+61 az+62 0z ( )
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Af OJu dv

N — 4 i 2.69
B—{%Az 6u+lax ( )
yani,
Ju OJv

' — 2.70
f1(@) =t = (270)

Ax dy
< | < 2.71
Azl — Lve ’62’ =1 ( )

ise 4z=0 i¢in sifira gider.
Ornek: f:z—>]z]2 fonksiyonunun analitik olup olmadigini arastiriniz.
Cozim:

f@) =1zl = Y& +yD)? =2 +y?
olur. u(x,y)=x*+y? ve v(x,y)=0 bulunur.

Ux=2X, Uy=2Y, \x=0, vy=0 yazilir. ux=vy ve uy=-vyx denklemleri ancak (0,0) noktasinda
saglanirlar. O halde bu fonksiyonun sadece (0,0) noktasinda tiirevi vardir. C’de analitik

degildir [6].
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3. SERI ACILIMLARINA GORE SINIFLAR

Bu boliimde tezimizde kullanacagimiz S simifi, P smifi ve Y smifi kavramlarinin ne

demek oldugunu agiklayacagiz.

3.1. SSINIFI
E = {zeC: |z| < 1} (3.1)
birim diskinde analitik olan ve f(0)=0, 1"(0)=1
F(2) =27+ Z a,z" (3.2)
n=2

kosulunu saglayan fonksiyonlarinin smifi A ile gosterilir. A smifindan olup univalent
olan fonksiyonlarin sinifi ise S ile gosterilir. S sinifina ait starlike fonksiyonlarin smnifi

ise S ile gosterilir [9].

3.2. P SINIFI

Z+a
1+ az

F(2) = f( ) (3.3)

ifadesi uygun bir sabitle garpilarak fnin rezidiisii +1 yapilabilir. Béylece, sonugta
F(2) =;+b0+blz+b222+--~+bnzn+--- (3.4)
bi¢iminde bir Laurent agilimina sahip olan bir F(z) fonksiyonunu buluruz. Buradan da
F,(z) = F(z) — by 3.5)
yazilarak
Fi(2) =§+b12+b222+---+bn2"+--- (3.6)
elde edilir. D diskinde Denklem (3.6) bigiminde agilima sahip olan univalent meromorf
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fonksiyonlarin sinifin1 P ile gosterecegiz ve F1(0)=co olarak tanimlanir.

Sigma sinifi

C*—D ={z:|z| > 1} (3.7)

de univalent ve meromorf olan

(D) =z+Co+ 24 +2t (3.8)
9@ =z+co+- g :

seklindeki fonksiyonlarin siifi da genelde 2 ile gosterilir.
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4. BIRIM DISKTE UNIVALENT FONKSIYONLAR

Riemann doniislim teoremini goz Oniine alarak birden fazla siir noktasina sahip
herhangi basit baglantili bir R bolgesi, w:R—D univalent ve analitik fonksiyon
vasitasiyla D={z:|z|]<1} birim diski {izerine komform olarak doniistiiriilebilir.
Dolayisiyla herhangi bir g:R—G univalent fonksiyonu f:D—G univalent fonksiyonu ile
birlestirilebilir. Yani karsilikli olarak f=goy™ yazilabilir. Bu sebepten dolay1, bundan
sonraki ¢alismalarimizda |z|<1 diskinde (ya da |z|>1 seklindeki birim diskin dis

bolgesinde) univalent fonksiyonlar tizerine ¢alisilacaktir.

D’de analitik ve univalent olan bir fonksiyondan yine D’de f1(0)=0 ve f; '(0)=1 sartlarini

saglayan analitik ve univalent bir fonksiyon elde edebiliriz. Bu da,

f(z) - f(0)
f(0)

bi¢iminde yazilir. f, D’de univalent oldugundan f'(0)#0’ dir. D’de analitik ve univalent

f1(2) = (4.1)

olan f(0)=0 ve f'(0) = 1 sartlarin1 saglayan fonksiyon

f(@)=z+az% + -+ ayz" + - (4.2)

bi¢ciminde bir Taylor agilimina sahiptir. Boyle fonksiyonlarmn sinifi S ile gosterilir.
Simdi f’nin D’de meromorf ve univalent oldugunu kabul edelim. Teorem 2.6.1’e gore f

fonksiyonu D’de basit kutba sahiptir. |a|<1l olmak lizere z=a noktasinda kutba sahip

olan
z+a

= 4.3
F@) = f=) (43)

fonksiyonunu g6z oniine alalim

zZ+a

"= 4.4
“ “1+az 44)

fonksiyonu univalent ve D’yi kendi iizerine doniistiirdiigiinden F’de univalent olup zo

noktasinda basit kutba sahiptir. Eger gerekirse,
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z+a
= 4.5
F@ f(l-i—c_lz) (49
1
Fi(z) = P biz + byz% + -+ bpz™ + - (4.6)

elde edilir. D diskinde denklem (3.6) bigiminde agilima sahip olan univalent meromorf

fonksiyonlarin sinifin1 P ile gosterecegiz ve F1(0)=c olarak tanimlanir.
C*—D ={z:|z| > 1} 4.7)
de univalent ve meromorf olan
€1 Cn
= T T LT 4.8
g9(2) Z+CO+Z+ +z"+ (4.8)

seklindeki fonksiyonlarin siifi da genelde 2 ile gosterilir.[15]

4.1. KOEBE FONKSIYONU

S sinifinda olan,

> =Z+222+323+--~=Zn2” (4.9)

z
k(z) = —(1 —9

n=1

bi¢ciminde gosterilen fonksiyona Koebe fonksiyonu denir. Bu fonksiyon E birim diskini

C— (—oo 1 (4.10)

bolgesi tizerine bire bir olarak doniistiiriir.

4.2. TEOREM (SCHWARZ LEMMA)

B birim diski igerisindeki f analitik, f(0)=0 ve [f(z)|<1 olsun. O zaman |f'(0)|<I ve

f(z)<|z| olur. f* de tahmin edilemeyen kesin esitsizlikler diskte donme yapilirsa bu durum

olur.

ISPAT: Analitik fonksiyona maksimum modiil teoremi uygularsak

g =12 (4.11)

zZ

olur [4].

20



(4.2.1)Teorem:
f:B={z:|z|<1}—C analitik, z€B i¢in |f(z)|<I ve f{0)=0 olsun. Bu durumda z €B noktalar1

icin |f(z)|</z| ve |f'(0)|<I"dir. Ustelik zo€B (20#0) icin [f(zo)|=|zo] ise C, |c|=1 6zelliginde

1 sabit olmak tizere f(z)= cz bigimindedir [9].

Ispat:
M, z#0 ise
9(2)=4 z (4.12)
f'(0), z=0 ise

seklinde bir fonksiyon alalim. O halde g, B-{0} kiimesi iizerinde analitiktir ve B’de
stireklidir. Dolayisiyla g, B’de analitiktir. Simdi 0<r<1 olmak iizere, B,={z:|z|<r} cB

kiimesini alalim. g, B, de analitik olacagindan |z|=r tizerinde

f(z 1
100 =12 <1 4.13)
y4 r
olur. Boylece B, iizerinde
z
rai< @14)

Buradan r—1 igin |[f{z)|<|z| elde edilir. Ozel olarak |g(0)|<I dir. Bdylece denklem
(4.12)’den |f"(0)|<I olur. Eger zo#0 igin, |f(zo)|<|zo0| ise Denklem (4.13)’den |g(zo)|=1
elde edilir. Ustelik bu deger B/ nin igindeki maksimum deger olur. O halde g
fonksiyonu bir B, bolgesinde analitik ve eger B,’de |g| maksimum deger aliyorsa g,
B,’de sabittir. Bu sabitlik r’den bagimsizdir. O halde Denklem (4.13)’den B’de |g(z)|=1

ve

f(2)

VA

=1 (4.15)

yani [f(z)| = |z| bulunur. Béylece |c| =1 olmak tizere f(z)=cz’dir.

4.3. BIEBERBACH TEOREMIi

Eger f€S ise 0 halde |ay|<2’dir, esitlik ile birlikte <& f Kobe fonksiyonunun bir

dontistimidir.
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Ispat: Bir karekok transformasyonu ve f€S’nin ters ¢evrilmesi X smifinin

9(2) = {f (le)}_l/z =z- (%) 7714 (4.16)

fonksiyonunu saglar. Boylece alan teoreminin sonucuyla |a, |<2’dir. Esitlik sadece

ei@
9(z2) =z— — (4.17)

forma sahip ise olusur.

Basit bir hesaplama Kobe fonksiyonunun déndiirmesi olan f{Q)=¢(1-e $?=e” k(e” ¢)

fonksiyonun esdeger oldugunu gosterir.

Bieberbach teoreminin ilk uygulamasina gore simdi Kobe’den dolay: {inlii bir 6rten
teoremini saglayacagiz. Her feS fonksiyonu f(0)=0 ile birlikte agik bir doniisiimdiir. Bu
nedenle onun sinirlart orijinin merkezindeki bazi diskleri tamamlar.1907’lerde Kobe,
p’nin kesinlikle siirekli oldugu |w|<p yaygin bir diskini igeren S’de biitiin

fonksiyonlarin sinirlarini icerir. Kobe fonksiyonu p < i’ii gosterir ve Bieberbach daha

sonra p’nin 41 olmasi i¢in alinan Kobe konjonktiiriinii kurmustur [16].

4.4. KATSAYI TAHMINLERI

Katsay1 problemi S, P ve X smiflarinin birine ait olan bir fonksiyon i¢in uygun seri
acilimlarinin katsayilari tizerine (ya da daha sonra tanimlanacak bir alt sinif i¢in) gerek
ve yeter sartlart bulma problemidir. Daha dogrusu univalent fonksiyonun bir sinifi i¢in
(a1, Az, ...,an) noktalarmin oldugu c(™1) bolgeyi tayin etmektir.Meshur Koebe tahmini, S
smifinda Koebe fonksiyonu hari¢ tim #>2 igin |an|<n kesin esitsizligin yazilabilecegini
aciklar. n=2 i¢in dogru oldugu Bieberbach tarafindan [17], [21], n=3 igin Lowner [16],
[19]; n=4 Garabedion ve Schiffer [16], [19], [22]; n=5 i¢in Pederson ve Schiffer [19],
[23]; n=6 i¢in Pederson [19], [24], [25]; tarafindan gosterildi. Bu tahminin yavas yavas
incelenmesi bir genel yaklasimin siir zorlugu ile zorlandi. Sonunda 1984 yilinda Louis

de Branges genel bir ispat elde etti.
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4.5. NASHIRE-WARSCHAWSKI THEOREM

Eger D konveks tanim kiimesinde f'(z) analitik ise ve Re f'(z)>0 (zeD) 0 zaman f(z), D

de univalenttir.

ISPAT:
fa-fe) = | F©u
Eger ¢z,
E=tz,+(1-t)z;(0<t < 1)z
O zaman:
F@) = F) = (=) | f/(ez + (= Oz e
0
E=tz,+(1-1) z,€D
ve

Ref'(§) =Re f'(tz, + (1 —t)z;) >0

'@ = fltzz+ (1 -6)z) # 0

Sekil 4.1. D bolgesinde alinan bir noktanin yaklagimi.

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

Bunun igin eger 237z, ise, 0 zaman f(z1)#f(z2) olur. Bu da f(z) D’de univalettir denir [26].

Ornek:

ia

f(2) =z +—2"(|z] < 1)
m
olsun

z=re?(0<r<1)
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i¢in
Ref'(z) = Re(1 + e @z™ 1) = Re(1 + rm-1eilat(m=10)) (4.26)
olur. Bu nedenle
Ref'(z) =1+ r™1cos(a+ (m—1)8) >0 (4.27)

olur.

Z1#z» seklindeki 23, Z, igin

) = () = (= 2) + — @™ = 2™ (4.28)

ia

= (21— z)(1+— (™ 4+ 22z e+ 2™ # 0 (4.29)

45.1. Tanimlar
451.1. Tanim 1

f(0)=0 ve f'(0)=1 seklinde normalize edilmis olan A ag¢ik birim disk U={ze(:|z|<1} de
analitik olan f(z) fonksiyonlarmin smifi olsun. Oyleyse f{z)eA4

f(z)=z+ z amz™ (4.30)
m=2

seklinde yazilir [26].

45.1.2. Tamim 2

S, U ’da univalent olsun. f(z) fonksiyonlarindan olugsan A’nin alt sinifi olsun.

Ornek 1:

VA

z
f(z)=1T—Z+szeS
m=2
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Sekil 4.2. x, y diizleminde olusan ¢gemberin i¢inin U, V diizlemindeki doniistimii.

Ornek 2:

Sekil 4.3. x, y diizleminde olusan ¢gemberin i¢inin U, V diizlemindeki doniistimii.

Ornek 3:

1 1+z 1
£(2) = 5log (1—) = 5 (log(1 + 2)  log(1 - )

= %{(z + _2(_17)1“12"‘> + (z + Z %zm>}

m=2
=1
2m-—1
Z+Z—2m—1z €S
m=2
1 1+z
f(@) =5 logd = ——

25



Ornek 4:

N

\\ \%\2 \\& § \\\§

T | e N
AR A

Sekil 4.5. x, y diizleminde ¢emberin doniislim evresi.
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45.2. Teorem 1

f(z)eA fonksiyonu yalnizca ve yalnizca

zf'(z)
Re<f&)>>0 (4.31)
(zeU) ise S"u azalabilir.
Ispat:
C,={zeC ||zl < r <1} (4.32)

olsun. Eger f{z)eS™ olursa, o zaman f(z)’nin C,’yi starlike bir tanim kiimesi iizerine
orijine gore Oteledigini gosterin. g(z)=f(rz)’nin U’yu starlike bir tanim kiimesi {izerine

orijine gore Oteledigini gostermek gerekmektedir. Dahasi, sunu gostermeliyiz ki,

tg(z) = f(rz)eg(U)(0 <t < 1) (4.33)

f(z)eS” S, ters fonksiyon z=f'(w) inceleyelim, w=f(z) o zaman |z|=|f*(w)|<1 olur ve

w(0)=0 olur. Bu bize sunu verir.

w(z) = f~1(tw) = f71(tf(2)) (4.34)
U’da analitiktir ve w(0)=f"(0)=0,

w@)| = If 7w < If 'l <1 0<t<1) (4.35)

Buna gore, Schwarz Lemmasindan suna ulasiriz.

lw(z)| < |z| (zeU) (4.36)

w(z) igin tf(z)=f(w(z)) oldugu i¢in,

w(rz)

r

tg(z) = tf(rz) = f(w(rz)) = f <T ) = g (2), (4.37)

burada;

w(rz
m@=%¥,mwmumm (4.38)
Bu tg(2)eg(U) demektir. Yani, f(z) her C/yi orijine gore starlike bir tanim kiimesi
olusturan bir kapali egriye Gteler.
Sonra, z noktas1 |z| = r ¢ember {istiinde pozitif yonde hareket ederken argf(z)’nin
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arttigini goriiriiz. Bu da bize sunu gosterir.

d .
%(argf(re NH=o0

Asagidaki durumu incelersek;

. 9] .
f(argf(re‘e) =Im <% logf(re‘9)>
d .
=Im <%logf(z)> (z =re'?)

=Im <—6 log /(2) %> =Im <irei9 r@

oz 00
zf'(2)
= Re =0
VoK
elde edilir.
Buradan maksimum prensibine gore
zf'(z
Re < f'( ))
f(2)

harmonik oldugunu sdyleyebiliriz.

Su sekilde sonuglandiririz.

zf'(z)
Re( [0) >> 0 (lzI<nr)

Yani, eger f{z)eS ise 0 zaman f{z)eA olup

zf'(z)
Re< [0 >> 0 (lzI <)

Tersine f{z)e A ise f(z) fonksiyonu

zf'(z)
Re(f(z) >>0 (lz| < 1),

f(2)

(4.39)

(4.40)

(4.42)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

bunu saglar. O zaman, f(z) z=0 noktasinda birinci mertebeden bir sfira sahip olur. Buna

gore z=re” i¢in
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Re (zf’(Z)) _ :—H(argf(reig)) >0

f(@)

(4.48)

olur. Yani argliman prensibi gosteriyor ki; f(z)'nin goriintii egrisi orijin etrafinda bir

rotasyon yapmaktadir. Yani, f(z), |z| < r i¢in, orijine gore starlike ve univalenttir. Bu

herhangi bir r (0<r<1) i¢in dogru oldugu i¢in, bu sonuca ulasiriz, yalnizca ve yalnizca

J2)e 4,

zf'(z)
Re< ) > >0 (zel)

saglarken f{z)eS olur.

45.3. Teorem 2

Bir f{z)eA fonksiyonu sadece ve sadece

zf'(z)
Re< [0 > >0 (zel)

olursa K’ya bagl olur.

Sonug:

f(2)eK & zf'(z)e S*

feS* @dtel(

0

45.4. Teorem 3

f, D’de analitik olsun.f(0)=0 ve f'(0)=1 ile birlikte analitik olsun. O halde

zf"(z)

fEKS 1+ )

dir.

Ispat:

EP

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

feS” oldugunu farzedelim; o zaman sunu iddia ederiz. f starlike alanin tizerinde her birim

diski |z|<p<1 a doniisiir. Esdeger bir iddia olan g(z)=f(pz) D’de starlikedir. Diger bir

deyisle gostermeliyiz ki her sabit t (0<t<1) ve VzeD i¢in, tg(z) ¢’nin sinirindadir. Ama

feS” oldugu i¢in Schwarz lemmasinin uygulamasi bazi D’deki w analitik fonksiyonlari
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icin tf(z)=f(w(z)) verir ve w(z)<|z|’na denk gelir. Boylece tg(z)=t(f(pz))=g(w1 (z))

wi(z) = € Pve |wyi(2)| < |z (4.54)

w(pz)
p

Bu C, egrisinin lizerinde f’in her |z|=p<1 ¢emberine doniistigiini kanitlar ki starlike
alan1 sinirlar. Bu su arg’i takip eder. f(z) pozitif yoniin i¢inde |z|=p ¢emberi etrafinda z

gibi hareket ederek artar. Diger bir deyisle

d .

g largf(pe)} =0 (4.55)
d i0 d i0 4.56
@{argf(pe )} =Im {% logf(pe )} (4.56)
_ izf'(2)] _ zf'(2))
—Im{ @) }_Re{—f(z) },Z—pe (4.57)

Boylece, harmonik fonksiyonlar i¢in max prensipler tarafindan

zf'(z)
[0 EP (4.58)
elde edilir.
Diger taraftan f’nin
zf'(z)
6 EP (4.59)

ile birlikte normal bir analitik fonksiyon oldugunu farz edelim. Daha sonra f orijinde
basit bir sifira sahip ve diskin i¢inde herhangi bir yerde sifir noktasina sahip degildir.

Yukaridaki hesaplamay takip edersek, ¥ p<1 igin

d .
%{argf(pele)} >0 0<6<2m (4.60)

elde edilir.

Boylece z saat yoniiniin tersinde |z|=p ¢emberinin etrafinda doéner. f(z) noktasi
arglimentlerin artmasi ile kapali bir C, egrisini olusturur. Ciinkii f Kkesinlikle |z|=p
¢emberinin i¢inde bir sifir noktasina sahiptir. Arg prensibi bize sunu sdyler. C, orijini

tam bir kez kusatmistir. Ama eger C, arg artmasiyla sadece bir kez orijini sarmissa,
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kendisine esittir. Boylece C,, starlike alan olan D, yi siirlayan basit kapali bir egridir ve
f, |z|<p diskinin i¢inde kesinlikle bir kez her weDj, degerini alir. Ciinkii bu V p<1 i¢in
dogrudur ve f, D’nin iginde univalent ve starlikedir. Bu ispati sonuglandirir. Konveks

fonksiyonlar basit bir yolla tanimlanabilir.

4.5.5. Teorem 4
f, D’nin i¢inde f(0)=0 ve f'(0)=1 ile analitik olsun. O halde

zf"(z)

fEKS 1+ 0

€P (4.61)

Ispat:

Oncelikle feK oldugunu kabul edelim. f’in konveks bir alanin iizerinde her alt diski
|z]<r ye dontismesi gerektigini iddia edelim. Bunu gostermek igin |21 |<|zp|<r ile

birlikte z; ve z, noktalarini segelim. wi=f|z; | ve w,=f|z, | olsun.
Wo=tw;+(1-t)w; olsun, 0<t<1 olsun.

O zaman f konveks bir fonksiyondur. f|zo|=wy igin zoeD vardir ki |zo|<r’dir.

Z1Z

9(z) =tf ( le ) +(1-0f() (4.62)

fonksiyonu g(0)=1 olup g(0) ve g(zz)=wp ile D bolgesinde analitiktir. Cilinkii feC,
fonksiyon h(z)=f'(g(z)) iyi tammhdir. Ciinkii h(0)=0 ve |A(z)|<I, Schwarz lemma

|h(z)|<|z| oldugunu séyler. Boylece gosterilen |zo|=|h(z2)|<|z2 |<r.

Bundan dolay1r f konveks bir alani sinirlayan C, egrisinin iizerinde her g¢emberi
|z|=r<1’e doniistiiriir. Disbiikeylik sunu ifade eder. C; tegetinin egimi pozitif yonlii olan

bir egridir. Analitik olarak,

% (arg {dd—ef(rew)}) > 0veya Im {j—glog[ireief’(reie)} (4.63)

Bu durum asagidakine denktir.

zf"(z)
f'(2)

Boylece harmonik fonksiyonlar i¢in max prensibine gore

Re {1 + } >0,z =r. (4.64)
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+ Zf”(Z)

[1 20) 1€ P (4.65)
olusur. Diger taraftan f’nin
[1+ Zj{,’;g)] P (4.66)

ile birlikte normal bir analitik fonksiyon oldugunu farzedelim. Yukaridaki hesaplama
gosterir ki C; egrisi i¢in tegetin egimi monoton olarak yiikselir. Ancak bir nokta C,’nin

cemberini tamamlar. Teget vektoriiniin argmenti net bir degisime sahiptir.

f:”% (arg {dd—gf(reig)}) do = j;Zﬂ Re {1 + %} do (4.67)

zf"(z) dz] o
Re U;Zl:r[l + ) ]l_Z} =2m,z =re' (4.68)

Bu gosterir ki C; konveks bir alana sarili basit kapali bir egridir. Bunun i¢in keyfi r<1

f’in konveks sinirlarla univalent bir fonksiyon oldugunu ifade eder [26].
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5. KONVEKS VE STARLIKE FONKSIYONLARIN BAGINTILARI

5.1. ONCUL TEOREMLER

Daha 6nceden starlike fonksiyonlari i¢in elde edilen ay katsayilart simdi.

(0]

{Ik = 2wl + (A = Q) we}Aps1l <1 -a (5.1)
k=1

da oldugu gibi f{z)ed 'da 0<a<1 igin incelenir.

Dtk = 2 + (1 - Q) u Al < 1-a (5.2)
k=1

Eger bu esitsizlik bu serideki fonksiyon i¢in saglanirsa, o zaman f(z)eS(a,t) oldugunda
f(z)eK(a) ile de saglanir.

5.1.1. Teorem 1- Noshiro-Warschawski Teoremi

Eger f(z) fonksiyonu konveks D tanim kiimesi ve Re(f'(z))>0’da analitik ise o zaman

f(z), D’de univalenttir.

ispat:

ﬂa—a)=[?%a& (5.3)

esitligini dikkate alalim.
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Sekil 5.1. D bolgesinde alinan bir noktanin iki noktaya gére durumu.

Eger {=tz+(1-t)z; (0<t<l) ise 0 zaman

f(z2) = f(z1) = (22 — z1) folf’(tzz + (1 —-t)z)dt (5.4)
Ciinkii &=tzo+(1-t) zyeDve
Ref'(¢ )=Re f(tzo+(1-t)z1)>0 (5.5)
Ref'(&§) =Re f'(tz,+ (1 —t)z;) # 0. (5.6)
Dolayisiyla, eger ise zy#z,’dir. Boylece f(z), D’de univalenttir.

Ornek:

f@)=z+ %z", (n=2,3,4..) (5.7)

|z|<1’de univalenttir. Eger bir f(z) fonksiyonu bir konveks D kiimesinde ve bazi reel a
lar i¢in analitikse, f(z), D’de univalenttir.

Re(e® f'(2))>0 (z¢D)

5.1.1.1. Tanim 1

Acik birim diski D={zeC:|z|<1}’de f(0)=0 ve f'(0)=1 ile normallesen analitik f(z)
fonksiyonun smifi A olsun. Oyleyse f{z)€A,

F2) =z+ Z a, 2" (5.8)
n=2

olarak yazilabilir.
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5.1.1.1. Tanim 2
D’ da univalent olan f(z) fonksiyonundan olusan A’nin alt sinifi S olsun.

Ornek:

f(2) =5 =2+ T, 2meS

ANES
@

Sekil 5.2. X, y gemberin i¢inin U, vV ekseninde belli bir noktada sinirlanmasi.

cv

I\Jll—\ -—

5.1.2. Teorem 2

Bir

f() = ——= i (5.9)

S

fonksiyonu K sinifi i¢in bir ekstremal fonksiyonudur. Bir

Ms

(z) = (5.10)
f (1 ~
fonksiyonu S” smifi i¢in ekstremal bir fonksiyondur.
Ispat:
fz)eS” olsun. Bu durumda
zf'(2)
p(z) = (5.11)

f(2)
ile verilen p(z) fonksiyonu bir Karatodori (Caratheodory) fonksiyonudur. Bdylece

p(z)eP’dir. P sinifi i¢in bir
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zf'(z) 1+2Z

= = 5.12
p(2) o 1-Z (5.12)
ekstremal fonksiyonumuz var. Boylece
f'z)  1+Z _1+ 2 (5.13)
flzy z(1-2) Z 1-Z '
bagintisini verir. Bu da bize
z
log f(z) =logz — 2log(1—z) = log a=2? (5.14)
denklemi elde edilir.Buradan
z
f(z) = a—22 (5.15)

denklemini elde ederiz. Daha sonra z, f'(z)eS” < feK olur. Boylece K sinifindaki bir f(z)

ekstremal fonksiyonu icin

z
oldugunu disiiniiriz.
@) =— 5.17
fl2) = 1—z (5.17)
kolayca elde edilir.
5.1.2.1. Tamim
Bir f(z)eA fonksiyonun analitigi eger bazi a (0<a<I) i¢in
zf ’(Z))
Re >a, (zeU 5.18

denklem (5.18)’ i karsilarsa @ dizisinin starlike olabilecegi varsayilir. a dizisinin f{z)eA
starlike fonksiyonlar1 sinifi S*(a) ile gosterilir. Ayn1 zamanda, bir f(z)e4 fonksiyonu eger

bazireel a (0<a<l) i¢in

f'(2)

fonksiyonunu karsilarsa o dizisinin konveks olabilecegi varsayilir. a dizisinin f(z)eA

Re <1 i ”(Z)> >a, (zel) (5.19)
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konveks fonksiyonlart sinifi K(a) ile gosterilir.

Dikkat:
f(2)eK(a) & z.f'(z)eS*(a)
f(2)eS*(a) @fzgdtel((a)

5.1.3. Teorem 3

Eger (0<a<l), teC, (|t|<I, t£1) i¢in f( z)eS(a,t) ise, Oyleyse

Re ((1 —8z.f'(2)

OB ) > (zel)

dir.

5.1.4. Teorem4

Eger f(z)eA igin

Z{Ik — ]+ (1= @)ugl} lael < 1—a
k=2

ise, Oyleyse f{z)eS(a,t)

k-1
uk=1+t+t2+---+t"‘1=th
j=0

Ispat:

Eger f(z) (0<a<l)

D k= ul + (1= Dl agl < 1-a
k=2

esitsizligini karsilasirsa, dyleyse

‘m -z.f'(2) 1‘ Sialk — willa]
f(2) = f(t2) 1= Ylwellag] =
elde edilir.

Bu
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(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)
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(1-0z.f'(2)

fo-fa "9

(5.27)

yarigapt ile 1’in merkezinin dairenin i¢ine dogru agik birim diskiyle doniistimii

anlamina gelir.

Sekil 5.3. Cemberin ¢gembere doniisiimii.

Bu nedenle,

(1-t)zf'(2)

U
@ —f2) >a (zel)
oldugunu goriiriiz, yani f(z)eS(a,t)’dir.
5.1.5. Teorem 5
Eger f(z)eS(a,t)
| | k-1 k-2 |u U
|ak|Sﬁ{1+ﬁZ ]+ﬂ222 J1 ]2
Uk | J| J2>j1 j1= 2| J1u]2
k-1 k— 1
+1832 Z Z 11 Jz J3 + +,3k ZZM
fasis f25)1 1=2 u’hujzuls = |Uj|
:Bzz(l_a)' Uk=k—uk
dir.
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5.2. MAIN TEOREM

5.2.1. Teorem

Eger
D Ik = 2wl + (1 = Dluel} 1Al <1-a
k=2

i¢in

f2)=z+ z agzke A
k=2

ise, Oyleyse

Re (1 + (fl, (Z)t)_z'fjj (t(ZZ))> > a dir
dir.
5.2.1.1. Ispat:
Eger

f(2), f(z)= Z+ZakaEA 0<a<1licgn
k=2

D Uk =20l + (1~ ) Vgl < 1-a
k=2

esitsizligini karsilar, dyleyse

‘(1 —z.f"(z) ‘ Yik=2lk = 2w || Ag 4|
f,(Z) - f’(tZ) 1- Z}io=2|uk| |[Aps1] —
dir.

Eger f(z)’nin tiirevlerini alirsak,

(1-8)z.f"(2)  (1—-1t)(2ayz+ 6azz* +12a,2° + 20asz* +30aez° + )

<1l-a

f'(z) = f'(tz) 2a,(1 — )z + 3a5(1 — t2) + -
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(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)



_ (1-18)(2ayz + 6a3z* + 12a,2° + 20asz* + 30a4z° + )

5.39
(1-9[2az+3a3;(1+t)+ -] (5:39)
B 20,z + Y, k(k + 1) ag, 12" (5.40)
20,2+ X0, (k + Dagy (1 4+t +t2 + -+ th-1)zk '
lGw Ag+1 k-1
2a,z[1 + 72k=2k(k +1)—=z1
= % (5.41)
o 1w a _ '
2a,z[1+ 72,(:2(,1( +1) %ukzk 1
elde edilir.
ak+1 , . . . .. . .. . -
o nin Ax+1 esit oldugunu soylersek, o zaman asagidaki ifadeyi elde edilir.
2
14 230, k(k + 1Ay 7"
. (5.42)
L4522tk + DAjrqugez*!
O halde
1-t)z. f"
1~z (5.43)
f'(z) — f'(t2)
durumunu ele alip esitligin her iki tarafina 1 ekleyelim. Boylece o da
" 1 © k-1 1 (o) k-1
(1-8)z.f"(z) 2+5Yk=ak(k +DAp12"" + 5000 Ak Ui Z
1+ @ — @) = 1 (5.44)
1+ jzlc:;z(k + DAjyrugez®?
1 o _
- (1-0zf"(z) _  7Zk=2(k+1)k— 2u)Ap+127! (5.45)
f (Z) - f (tZ) 1 + %Zzozz(k + 1)Ak+1ukzk_1
(1-0)z.f"(z) 1‘ < Yiemal (e + DIk = 2w )| [Agesn |27 (5.46)
f'(2) — f'(tz) Yol (e + DAk w1247 '
1—t)z.f" © 1k — 2wl 1A
(, )Z]j (2) ‘ Zk—zl(oo w)l | k+1IS1_a (5.47)
f'(z) — f'(tz) 1= Yoo Akl lugl
esitligi elde edilir.
Bu
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(1-t)z.f"(2)
Re (1 ) ) (5.48)

nin yarigapt 1l-a ile 1’in merkezinin daire igine dogru agik birim diskine

doniistiirdiigiiniin manasidir. Bu da ispat1 tamamlar.
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6. SONUC VE ONERILER

Literatiirde tanimlanan fonksiyonun daha 6nce konvekse yakin fonksiyonlar i¢in yapilan
bir ispatt bulunmamaktadir. Bu c¢alismamizda 0<a</ araliginda ilgili fonksiyonun
konvekse yakin bir ispati yapilmistir. Mevcut olan fonksiyonu 0<a</ araliginda
aldigimizda; ¢emberin i¢inde alinan bir noktayr fonksiyonda yerine yazarsak hangi

kiimede oldugunu bulabiliriz.

Bizim kompleks diizlemde yaptigimiz bu ¢aligma konvekse yakin fonksiyonlar {izerinde
yapilan ¢alismalarda fayda saglayacaktir. 0<a</I araliginda fonksiyonlarin konvekse

yakinlhigr arastirilabilir. Bu aralikta arastirmalar yapilabilir.
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