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OZET

GENELLESTIRILMIS KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN KESIRLI
INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Pinar KOSEM
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Dog. Dr. Hiiseyin BUDAK
Agustos 2020, 60 sayfa

Bu tez genellestirilmis konveks (F-konveks) fonksiyonlar yardimiyla elde edilen
genellestirilmis Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler iizerinedir. Bes bolim olarak
hazirlanan bu g¢alismanin birinci boliimii giris niteliginde olup ikinci boliimde tez
icin gerekli bazi tanim ve teoremler verilmistir. Daha sonra Hermite-Hadamard
esitsizliginin ispati verildikten sonra F-konveks fonksiyonlarin tanimi ve bazi 6zellikleri
sunulmugtur. Diger konveks fonksiyon siniflari ile F-Konveks fonksiyonlar arasindaki
iliski incelenmistir. Tez caligmasinin ana kisminda kullanilacak olan Kesirli Integral
Operatoriine ve Genellestirilmis kesirli integral operatoriine ikinci boliimde sirasiyla
deginilmistir. Uciincii boliimde F-konveks fonksiyonlar icin sirasiyla Riemann integralini,
Riemann-Liouville kesirli integrallerini ve genellestirilmis kesirli integralleri iceren
Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler sunulacaktir. Dordiincii boliim tezin ana kismini
olusturmaktadir. Bu boliim de F-konveks fonksiyonlar icin Riemann-Liouville Kesirli
Integrallerini ve genellestirilmis kesirli integralleri iceren yeni bazi Hermite-Hadamard
tipli esitsizlikler ispatlanacaktir. Tezin son kismi olan besinci boliimde ise bazi sonuclar ve
sonraki ¢aligmalar icin Oneriler verilmistir.

Anahtar sozciikler:  Genellestirilmis kesirli integraller, F-Konveks fonksiyonlar,
Hermite-hadamard esitsizligi.
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ABSTRACT

FRACTIONAL INTEGRAL INEQUALITIES FOR GENERALIZED CONVEX
FUNCTIONS

Piar KOSEM
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Hiiseyin BUDAK
August 2020, 60 pages

This thesis is on generalized Hermite-Hadamard type inequalities obtained with the help
of generalized convex (F-convex) functions. The first part of this study, which has been
prepared as five chapters, is an introduction and some definitions and theorems are given
in the second part. Later, after the proof of Hermite-Hadamard inequality, the definition
and some properties of F-convex functions are presented. The relationship between other
convex function classes and F-Convex functions has been examined. The fractional
integral operator and generalized fractional integral operator to be used in the main
part of the thesis study are mentioned in the second section, respectively. In the third
chapter, Hermite-Hadamard type inequalities for F-convex functions, including Riemann
integral, Riemann-Liouville fractional Integrals and generalized fractional integrals, will
be presented, respectively. The fourth part is the main part of the thesis. In this
section, some new Hermite-Hadamard type inequalities for F-convex functions, including
Riemann-Liouville Fractional Integrals and generalized fractional integrals, will be proved.
In the fifth chapter, which is the last part of the thesis, some results and suggestions for
further studies are given.

Keywords: Generalized fractional integrals, F'-Convex functions, Hermite-hadamard
inequality.
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1. GIRIS

22 Kasim 1881 de Charles Hermite (1822-1901) Mathesis dergisine bir mektup gonderdi.
Bu mektubun bir 6zeti 1883 de derginin 3. sayisinda yayimlandi. Igeriginde su bilgiler yer

almaktadir:

“Sur deux limites d’une intégrale définie. Soit f(x) une fonction qui varie toujours dans le

méme sens de x = a, 4 x = b. On aura les relations

(b-@f(“;b) </bf(x)dx< (b—a)

fla)+ 1)
2

ou bien

(b—a)f(a;rb) >/bf(x)dx> (b_a)+

suivant que la courbe y = f(x) tourne sa convexité ou sa concavité vers 1’axe desabcisses.
En faisant dans ces formules f (x) = 1/(1+x),a =0, b = x il vient

2 2
X <log(1+x) Sy T a—
x+2 2(1+x)

Bu mektupta giiniimiizde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinen ifade yer aliyordu.
Yapilan aragtirmalar sonucunda literatiirde bu onemli esitsizligin Hermite’e ait oldugu
yazmiyordu. Oyle ki Hermite’in kendi makalelerinin yayimlandig1 dergilerde dahi bu

esitsizlik yer almiyor.

E. F. Beckenbach, Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafinin 1893 te Hadamard
tarafindan ispatlandigini belirtmistir. Aslinda bu esitsizligin on y1l 6nce Hermite tarafindan
yayimlanmasina ragmen Beckenbach, bu esitsizligin Hadamard’a ait oldugunu 1srar ederek
biiyiik caba sarf etmistir. Ancak sunu da belirtmek gerekir ki Beckenbach’in Hermite’in

sonucundan haberi yoktu.



Fejer (1880-1959) 1906 da trigonometrik polinomlar iizerine calisirken Hermite’in
sonucundan hi¢ bahsetmeksizin Hermite’in esitsizligini genellestiren bir esitsizlik ispatladi.
Onun bu ispat1 aslinda dolayli olarak Hermit’in esitsizligini verir. Bu sonug¢ bahsedilen

esitsizligin Hermite’e atfedilmemesinin bir bagka sebebidir.

J.L.W.V. Jensen(1905-1906) Hermite’in esitsizliginin bir sonucu olan

() < Lse)

esitsizligini baz alarak konveks fonksiyonlar1 tanimlamistir. Hermite’in esitsizligi bu
sebeplerden dolay1 uzun yillar sadece Hadamard esitsizligi olarak bilindi. Hermite’in
esitsizligini Hermite-Hadamard esitsizligi olarak tanimlayan ilk eserler "Hermite and
Convexity" ve "Convex functions, Partial Orderings and Statistical Applications" adl1

eserlerdir ([1], [2]).

Konvekslik matematigin bir ¢cok alaninda kullanilan 6nemli bir konudur. Topoloji, Lineer
Cebir, Analiz, Ekonomi ve miihendislik gibi bir¢ok alanda karsimiza c¢ikar. Son yillarda
uygulamali bilimlerin bir¢cogunda konveksligin énemi fark edilmis olup arastirmalar
arasinda yerini almigtir. Yillar boyunca c¢esitli konvekslik tanimlart verilmistir. Bunlarin
bazilari icin [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9] referanslarina bakilabilir. Bu konvekslik tanimlari
icin de Hermite-Hadamard esitsizlikleri elde edilmistir. [10] ve [11] de m-konveks, [12]
de s-konveks ve [13] de h-konveks fonksiyonlar i¢cin Heermite-Hadamard esitsizlikleri

ispatlanmustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez i¢in gerekli genel tanim ve teoremler sunulacaktir.

2.1. KONVEKS FONKSIYONLAR

Bu alt boliimde konvekslik kavramu ile ilgili temel tanim ve 6zellikler verilecektir.
2.1.1. Konveks Fonksiyonlarla Ilgili Tanimlar

Tamm 2.1 (Konveks Kiime). L bir lineer uzay ve A C L olmak iizere Vx,y € A i¢in
B={zeL:z=ax+(1—a)y,0<a <1} CA ise A kiimesine konveks kiime denir.
Eger z € Bise z = ax+ (1 — a)y esitligindeki x ve y nin katsayilar i¢in . + (1 — ) = 1
bagntisi her zaman dogrudur. Bu sebeple konveks kiime tanimindaki o,1 — o yerine
o+ B =1 sartim saglayan ve negatif olmayan o, 3 reel sayilar1 alinabilir. Geometrik
olarak B kiimesi u¢ noktalari x ve y olan bir dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak
konveks kiime, bog olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini ihtiva

eden kiimedir [14].

Tamm 2.2 (J-Konveks Fonksiyon). /, R de bir aralik olmak {iizere her x,y € [ i¢in

f<x42ry) < f(X)ﬂsz(y)

sartin1 saglayan bir f fonksiyonuna / iizerinde Jensen anlaminda konveks veya J-konveks

fonksiyon denir [15].

Tamm 2.3 (Kesin J-Konveks Fonksiyon). Her x,y € I ve x # y i¢in,

(82) L0

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna / tizerinde kesin J-konveks fonksiyon denir [15].



Tamim 2.4 (Konveks Fonksiyon). O #7 C R ve f : I — R bir fonksiyon olmak tizere

x,y€lverel0,1]igin

flax+(1=1)y) <tf(x)+(1—=1)f()

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir [2].

2.1.2. Konveks Fonksiyonlar Ozellikleri
i. Kapalr aralikta taniml1 konveks fonksiyon sinirlidir.

ii. f:I— R konveks fonksiyon ise /°(I min i¢i) inde herhangi bir [a, b] aralifinda Lipschitz

sartin1 saglar. Bu nedenle f fonksiyonu [a,b] araliinda mutlak siirekli ve /°de siireklidir.
iii. f : 7 — IR konveks fonksiyon ise, I° de f (x) ve f; (x) vardir ve artandr.

iv. f:I — R fonksiyonu / acik araliginda konveks ise, sayilabilir bir £ kiimesi haricinde

f 'mevcuttur ve siireklidir.

v. k tane fonksiyon R"” — R ye konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde

k
f@) =Y afj(k) a;>0, (j=1,2,3,...k)
j=1
fonksiyonu da konvekstir.

vi. g:R — R azalmayan ve konveks fonksiyon ayrica & : R” — R konveks olsun.
Bu takdirde f : R" — R, f(x) = (goh)(x) olarak tanimlanan f bileske fonksiyonu da

konvekstir.

vii. g : R” — R konveks ve & : R” — R fonksiyonu ise i(x) = Ax + B formunda konveks

olmak iizere (burada A uygun matristir.) f(x) = g(h(x)) fonksiyonu da konvekstir.
Ornek 2.5. f:1CR — R, f(x) = |x| fonksiyonu / iizerinde bir konveks fonksiyondur.

Sonuc 2.6. Her konveks fonksiyon ayn1 zamanda bir J-konveks fonksiyondur.



[ tizerinde tanimli bir f fonksiyonunun kesin konveksliginin geometrik anlam (x, f(x)) ve
(v, f(y)) noktalarini iceren / tizerindeki dogru pargasinin f nin grafiginin iist kisminda yer

almasidir. Bu durum $Sekil 2.1 de goriilmektedir

fly)t——————— '

tflz)+ (1 -Hfly)tr————————"""—2
fltr + (1 -ty) ¢

fI:.E‘:I ————

;f—— — — — — — —_—— - ———

Y

|
|
|
|
|
|
&

By——

tr 4+ (1 — )y

=

Sekil 2.1. Konveks fonksiyon sekli.

Eger f fonksiyonu [a,b] aralifinda taniml, [a,b] arahiginda konveks (konkav) ve xg

noktasinda diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise x € (a,b) i¢in,

/

f(x) = fxo) < (=) f (x0)(x —x0)

esitsizligi yazilir.

Tanim 2.7 (Eslenik Konveks Fonksiyonlar). g : [0,00) — [0,00) fonksiyonu artan ve
siirekli bir fonksiyon olsun ayrica g(0) = 0 ve x — o iken g — oo sartlarini saglasin. Bu

1

durumda g~ vardir ve g ile ayni sartlar1 saglar. Eger f ve f* fonksiyonlari

X y
1) = [gydr ve s ()= ¢ (s)ds
0 0

seklinde tanimlanirsa bu iki fonksiyon da konveks olup f ve f* fonksiyonlarina birbirinin

konveks eslenigi denir [16].

Tamim 2.8 (Artan ve Azalan Fonksiyonlar). f, I araliginda tanimli bir fonksiyon olsun.

x1 < xp olan Vxy,x; € I igin



i. f(x2) > f(x) ise f fonksiyonu / tizerinde artandr,

ii. f(x2) < f(x;) ise f fonksiyonu [ iizerinde azalandur,

iii. f(x2) > f(x;) ise f fonksiyonu [ izerinde azalmayandir,
iv. f(x2) < f(x;) ise f fonksiyonu [ iizerinde artmayandir,

denir.

Teorem 2.9. I, R de bir aralik, f,/ iizerinde siirekli ve I° iizerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olsun.Bu durumda,

i. Vx € I° i¢in f (x) > O ise f fonksiyonu / iizerinde artandir.
ii. Vx € I° i¢in f/ (x) < Oise f fonksiyonu / iizerinde azalandir.
iii. Vx € I° icin f (x) > O ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir.

iv. Vx € I° i¢in f/ (x) < 0ise f fonksiyonu / iizerinde artmayandir.

Teorem 2.10. f fonksiyonu (a,b) araliginda diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun.Bu
durumda f fonksiyonunun konveks (kesin konveks) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f " nin

artan (kesin artan) olmasidir.

Teorem 2.11. f fonksiyonunun / agik aralifinda ikinci tiirevi mevcutsa, f fonksiyonunun

bu aralik lizerinde konveks olmasi icin gerek ve yeter sart Vx € [ i¢in,

f(x)=0

olmasidir.

2.1.3. Baz1 Konveks Fonksiyon Siniflari

Tamm 2.12. f: S — R bir fonksiyon, burada S, R"’nin konveks bir altkiimesidir, eger

[0, 1] araligindaki tiim A ve S deki tiim x, y i¢in

FAx+(1=2)y) SAf(x)+(1=A)f(y)+¢

6



esitsizligi saglaniyorsa € > 0 olmak iizere f, €-konveks fonksiyondur denir.

Tamm 2.13. x,y € [a,b] ve t,00 € [0,1] i¢in

Flx+(1—1)y) <t*f(x)+(1—1%) f(y)

esitsizligi saglaniyorsa f : [a,b] — R fonksiyonu o-konveks fonksiyondur denir.

Tanim 2.14 (h-Konveks Fonksiyon). / # 0 ve h : J — R negatif olmayan bir fonksiyon

olsun. Her x,y € I, ¢ € (0, 1) igin,

flax+(1—a)y) <h(a)f(x)+h(1—a)f(y)

sartini saglayan negatif olmayan f : I — R fonksiyonuna bir A-konveks fonksiyon denir.

Burada 7 ve J, R de iki aralik (0, 1) C J dir [8].

Eger h(a) = «a segilirse h-konveks fonksiyonu negatif olmayan konveks fonksiyona
doniisiir.
Tanim 2.15 (m-Konveks Fonksiyon). f: [0,b] — R ve b > 0 olsun. Her x,y € [0,b],m,t €
[0, 1] igin

flex+m(1—1)y) <tf(x)+m(1—1)f(y)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna bir m-konveks fonksiyon denir. f(0) < 0 sartin1

saglayan [0,b] araliginda tanimli olan biitiin m-konveks fonksiyonlarin sinifi K,,(b) ile

gosterilir [9].

Eger m = 1 segilirse [0,b] araliginda m-konveks fonksiyon bilinen konveks fonksiyona

doniisiir.

Tanim 2.16 ((a,m)-KonveksFonksiyon). f: [0,b] — R bir fonksiyon ve » > 0 olsun. Her
x,y € [0,b],t €[0,1] ve (at,m) € [0,1]? icin

fx+m(1—1)y) <tof(x)+m(l—zra)f(y)

esitsizligi saglanmyorsa f-fonksiyonuna (o, m)-konveks fonksiyon denir [7]. Burada & ve

m den en az biri 0 dan farkli olmalidir.



(a,m) € {(1,m),(1,1)} i¢in sirasiyla m-konveks ve konveks fonksiyon siniflarinin elde

edildigi kolayca goriilebilir.

2.2. HERMITE-HADAMARD ESITSIZLIiGI

Teorem 2.17. [17] [18] f : I — R konveks fonksiyon olmak iizere her a,b € I ve a < b

icin,

1(157) 2t e 1

esitsizligi vardir. Bu esitsizlie Hermite-Hadamard esitsizligi denir. Burada f

fonksiyonunun konkav olmasi esitsizligi tersine cevirir .

Ispat. f fonksiyonu siirekli ve sinirli oldugundan [a,b] araliginda integrallenebilirdir.

Konvekslik tanimindan

flta+(1—1)b) <tf(a)+(1—1)f(b)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [0, 1] aralifinda ¢ ye gore integrali

alinirsa,

1 1
/(f(ta+(1 —1)b))dt < /(tf(a)+(1 — D f(b))dt = f(a);rf(b)
0 0

elde edilip soldaki esitsizlikte x = ta + (1 —¢)b, t € [0,1] doniisiimii uygulanirsa

Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi elde edilir. Sol tarafin1 ispat etmek i¢in,

1 40 b
1 1
b_a/f(x)dx— S /f(x)dx+ /f(x)dx
0 a atb
2
esitsizliginin sagindaki ifadeye sirasiyla x = a + t(bT_a) vex=>b— @ degisken degisimi
uygulanirsa
1 1 t(b—a) t(b—a)
—a —a
b_a/f(x)dx _ 5/ [f (HT) dx+ f (b— T)] di
0 0



a+b
>
> (%57
elde edilip, Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafi ispatlanmais olur. [

[19] de Dragomir ve Agarwal Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi olan

b
f(a)+f(b) 1
2 _b—a/f(x)dx

farki i¢in, [20] de Kirmac1 Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafi olan

ﬁif(x)dx—f(“;b)

farki i¢in (sirasiyla Yamuk tipli ve Orta-Nokta tipli) tist snirlar elde etmiglerdir.

2.3. F-KONVEKS FONKSIYONLAR

Konvekslik, uygulamali matematik ve uygulamali matematigin bir¢ok dalinda énemli bir
kavramdir. Ozellikle, birgok énemli integral esitsizligi mutlak fonksiyonlarm konvekslik
merkezli varsayimina dayanmaktadir. Jensen esitsizligi, Hermite-Hadamard esitsizligi,
Hardy-Littlewood-Pdlya ayrilma esitsizligi, Petrovicin esitsizligi, Popoviciui’nin konveks
fonksiyonlar esitsizligi ve digerleri. Ancak, bir¢ok kisinin sorulari i¢in konvekslik yeterli

degil. Bu durum, bu kavrami genisletme zorunluluguna yol acar.

Son 60 yilda, konvekslik kavraminin genellestirilmesine biiyiik 6nem verilmistir. Bu alt
boliimde belirli bir fonksiyona bagli yeni bir konvekslik kavrami sunulmaktadir. Bu yeni
kavram €-konveks fonksiyon, o-konveks fonksiyon, i-konveks fonksiyon ve digerleri
de dahil olmak iizere farkli konvekslik tiirlerini genellestirir. Ustelik bu yeni konvekslik
kavramiyla bazi integral esitsizlikleri kurulmaktadir. Ozel durumlar olarak, literatiirde var

olan birkag¢ esitsizlik asagida incelenmistir.

Tamim 2.18. Asagidaki aksiyomlart saglayan F : R x R X R x [0, 1] — R doniisiimlerine
JF ailesindendir denir [21].



(A1) Egeru; € L'(0,1), i =1,2,3 ise her A € [0, 1] igin
1

1 1 1
/ Fuy (6), ua(),u3(t), L)dt = F / wi (1)ds, / un(1)di, / w(nde 2 |
0 0 0

0

(A2) Her u € L'(0,1) igin @ € L=(0,1) ve (z1,22) € R? olmak iizere

1

1
/ Fw()ult),w(t)z1,w(t)z2,0)dt = Tr / w(t)u(t)dt,z1,2) |
0

0

burada Tr : R x R xR — R, (F, ) ye bagh bir fonksiyondur ve ilk degiskene gore

azalmayandir.
(A3) Herhangi (@, uy,uy,u3) € R*, uy € [0,1] icin
wF (uy,up,uz,us) = F(wuy,wup,wusz,ug) + Ly,

Burada L, € R sadece w ye bagh bir sabittir.

Tamm 2.19. £ : [a,b] — R bir fonksiyon ve (a,b) € R?, a < b olmak iizere

F(f(tx+(1=0)y), f(x),f(y),1) <O, (x,3,1) € [a,b] x [a,b] x [0, 1]

ise f fonksiyonuna F' € F ye gore konveks fonksiyon (veya kisaca F-konveks fonksiyon)

denir [21].

Sonuc 2.20. € > 0 olsun. f: [a,b] — R fonksiyonu (a,b) € R? ve a < b olmak iizere

e-konveks olsun. Bu durumda
flax+(1=0)y) <tf(x)+(1=1)f(y)+& (x1) € [a,b] x [a,b] x [0,1]
esitsizligi saglanir. Burada F : R x R x R x [0, 1] — R fonksiyonu

F(uy,up,uz,ug) = uy—uguy— (1 —ug)uz — € 2.1

(ul,uz,ug,m) € RxRxRX [0,1] —R
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ile tamimlanan bir fonksiyondur. u; € L' (0,1),i=1,2,3 ve A € [0, 1] olsun. Buradan

1

/F(m(t),uz(t),ug(t),l)dt _

0

(g (1) —Aup (1) — (1 —A)us (¢t) —€)dt

—_ O _

up (t)dt—A | uy(t)dt
[o0a2]
1

—(1—/1)/u3(t)dr—e

0
1 1

_F /lm (t)dt,/uz(t)dt,/u;;(t)dt,l
0

0 0

elde edilir.Boylece F fonksiyonu (A1) aksiyomunu saglar. u € L' (0,1), w € L (0,1) ve

(z1,22) € R? olsun. Buradan

1
/F(w(t)u(t),w(t)zl,w(t)zg,t)dt = w()u(t)—tw(t)zi— (1 —1)w(t)zp —€)dt
0

S _ O— _

1
w(t)u(t)dt—m/tw(t)dt
1 0
—Zz/(l—t)w(t)dt—b‘
’ 1
= /W t)dt,z1,2

0
elde edilir. Burada 7r,,, : R x R x R — R fonksiyonu (u;,u2,u3) € R x R x R olmak tizere

1 1
TEW(ul,uz,ug) = uy— /tw(t)dt Uy — /1—[ U3
0 0

—€ (2.2)

ile tanimlansin. F fonksiyonu (A2) aksiyomunu saglar. (w,uy,us,us) € R* ve uy € (0,1)

olsun.

WF (uy,up,us,ug) = w(uy —ugup — (1 —ug)uz — €)

11



= wuy —ug (wup) — (1 —ug) (Wuz) —we
= (wuy —us (wup) — (1 —ua) (wuz) —€)+ (1 —w)e

= F(wup,wup,wuz,ug)+(1—w)e

esitligine ulasilir. Boylece

L,=(1—w)e (2.3)

ile (A3) aksiyomu saglanir. F' € F ispatlanmus olur. Diger yandan f fonksiyonu € —konveks

oldugundan tiim (x,y,7) € [a,b] X [a,b] x (0,1) igin

F(f(x+ (1 =0)y), f(x),f(y);1) = flex+ (1 =1)y) =1f(x) =(1=1) f(y) —€ <0

elde edilir. Sonug olarak f, F-konveks fonksiyondur.

Sonug 2.21. (a,b) € R? ve a < b olsun. f: [a,b] — R, fonksiyonu 0 < & < 1 olmak iizere

flx+(1=0)y) <t%f )+ (1 =1%)f(y)  (x,0,0) € [a,b] x [a,b] x [0,1]

o-konveks fonksiyon olsun. Burada F : R x R x R x [0,1] — R fonksiyonu

(uy,up,uz,us) € R x R xR x [0, 1] olmak iizere
F(up,up,uz,ug) = wup—ugur—(1—ud)uz (2.4)

ile tamimlanan bir fonksiyon olsun. u; € L' (0,1), i =1,2,3 ve A € [0, 1] olsun. Buradan

1

1
/F(m (0) 2 (1) 3 (), 1) di - = /(m (1) = A% (1) = (1 =A%) u3 (1)) dt
0
1

0

12



esitligi elde edilir. Boylece F fonksiyonu (A1) aksiyomunu saglar. u € L' (0,1), w €

L= (0,1) ve (z1,z2) € R? olsun.

1

1
[Fw@ua@woawnnd = [eoum - w00 -w0)z)d
0

0

ulasilir. Burada 7r,, : R x R x R — R fonksiyonu (u;,us,u3) € R X R X R olmak iizere

1 1
Trw(ur,uz,u3) = uy — /taw (t)dt | up— /(1 —tM)Yw(t)dt | us (2.5)
0 0
ile tanimlansin. F fonksiyonu (A2) aksiyomunu saglar. (w,uy,us,us) € R* ve uy € (0,1)

olsun.

WF (uy,up,uz,ug) = w(up —ufur — (1—u)us)
= wuy —ug (wuz) — (1 —uf) (wuz)

= F(wup,wup,wusz,uy)

esitligine ulasilir. Boylece L,, = 0 ile (A3) aksiyomu saglanir. F € F ispatlanmis olur.

Diger yandan f fonksiyonu a-konveks oldugundan tiim (x,y,?) € [a,b] X [a,b] x (0, 1) i¢in

F(f(tx+(1=1)y), f(x), f(y),1) = fltx+ (1 =2)y) =19 f(x) = (1 =1%) f(y) <O

elde edilir. Sonug olarak f, F-konveks fonksiyondur.

Sonug 2.22. h:J — [0,0), 0 ile 6zdes olmayan bir fonksiyon olsun. J, R de bir aralik

olmak iizere (0,1) C J dir. f : [a,b] — [0,0) fonksiyonu (a,b) € R? ve a < b olmak iizere

13



h-konveks fonksiyon olsun. Bu durumda

flx+ (A =0)y) <h(@)f(x)+h(1=1)f(y), (x1) € [a,b] x [a,b] x (0,1)

esitsizligi vardir. h € L'(0,1) oldugu varsayilsin. Burada F : Rx R xR x [0,1] — R

fonksiyonu (uy,up,us,us) € R xR xR x [0, 1] olmak iizere
F(ul,uz,u3,u4) = Ul —h(u4)u2—h(1 —u4)u3 (2.6)

ile tammlanir. u; € L' (0,1),i=1,2,3 ve A € [0, 1] olsun. Buradan

1

1
[ @m0 0)d = [ (@6)-hQ)u@) -k -1)w0)d
0
1

0

I
—

1 1
ul(z)dt—h(z)/uz(t)dz—hu—z)/u3(t)dt
0 0 0
1 1

- F /u1 (t)dt,/uz(t)dt,/lug (£)dt, 2
0

0 0

elde edilir. Bu sayede F fonksiyonu (A1) aksiyomunu saglar. u € L' (0,1), w € L= (0,1)

ve (z1.z2) € R? olsun.

1

1
/F(w(t)u(t),w(t)m,w(t)Zz,t)dt = /(W(t)u(t)—h(t)w(t)Z1—h(l—t)w(t)zz)dt
0

0

burada 7f,, : R x R x R — R fonksiyonu

1

1
Tro(ur,unu3) = uy — /h(r)w(t)dt o — /h(l—t)w(t)dt w 27)
0 0
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ile tanimlansin. F fonksiyonu (A2) aksiyomunu saglar. (w,uy,us,u3) € R* ve ug € (0,1)

olsun. Buradan

WF(M],uz,u3,u4) = w(u1 —h(u4) un —]’l(l — u4)u3)
= wuy —h(ug) (wup) —h(1 —ug) (wus)

= F (Wl/ll y W2, WU3, I/t4)

esitligine ulagilir. Boylece L,, = 0 ile (A3) aksiyomu saglanir. F' € F ispatlanmis olur.

Diger yandan f fonksiyonu A-konveks oldugundan tiim (x,y,t) € [a,b] X [a,b] x (0, 1) igin

F(f(tx+(1=1)y), f(x),f(v),1) = fltx+ (1 —2)y) = h(t) f(x) —h(1 =1) f(y) <O

elde edilir. Sonug olarak f, F'-konveks fonksiyondur.

2.4. KESIRLI INTEGRAL OPERATORU VE ILGILIi TEOREMLER

Bu alt bolimde Riemann-Liouville kesirli integral tanimi ve ilgili esitsizlikler vereilecektir.

Tanim 2.23. (Gamma Fonksiyonu): Gamma fonksiyonu n > 0 icin

:/xnle X
0

ile tanimlanir. Bu integral n > 0 icin yakinsaktir. Gamma fonksiyonun bazi 6nemli

ozelliklerini asagidaki gibidir:
i.(n+1)=nl(n)=n!
ii. 0(3)=v7

jii. f—dx— (pT(l—-p)==-, 0<p<l1

I4+x sinpm’

iv. 22710 ()T (n+3) = V7l (2n)
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Tamm 2.24. [22] f € Ly[a,b] olsun. J% f ve J. f Riemann-Liouville kesirli integralleri

o > 0 olmak tizere

J& f(x Ydt, x>a

f
ve
Jp f(x )dt, x<b

)= | =0 s
b

)= g | =0

ile tanimlanir.

Burada I'(er) Gamma fonksiyonudur ve J%, f(x) = J}?_ f(x) = f(x) dir.

Kesirli integraller i¢cin daha fazla bilgi i¢in [22], [23], [24] nolu kitaplara bakilabilir.

Kesirli integraller i¢cin Hermite-Hadamard esitsizligi asagidaki gibidir:

Teorem 2.25. f: [a,b] — R pozitif bir fonksiyon ve 0 < a < b olmak tizere f € L [a,b]
olsun.Eger f fonksiyonu [a,b] aralifinda konveks fonksiyon ise kesirli integraller i¢in

o > 0 olmak uizere

a-+b r 1 a b
1(557) =yt b+ @) < L0

esitsizligi gecerlidir [25].

Lemma 2.26. f: [a,b] — R ,(a,b) aralifinda diferansiyellenebilir bir doniisiim ve a < b
olsun. Eger f’' € L[a,b] ise, bu durumda a > 0 olmak iizere kesirli integraller i¢in
fla)+f(b)  T(a+l)

2 2(b—a)® e f(b) + I f(a)] (2.9)

b—a
2

/01 [(1=1)* —t*] f' (ta+ (1 —1)b)dt

esitligi vardir [25].

Teorem 2.27. f: [a,b] — R fonksiyonu (a,b) aralifinda diferansiyellenebilir ve a < b

olsun. Eger |f/| fonksiyonu [a,b] araliginda konveks ise, Bu durumda o > 0 i¢in

1o ;f(b) - zr(ﬁf_tji [ f(b) + I f(a)] (2.10)
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< starr (1730 ) Ir@l+ Ll

esitsizligi vardir [25].

Teorem 2.28. f : [a,b] — R bir fonksiyon ve 0 < a < b olmak tizere f € L; [a,b] olsun.
Eger f fonksiyonu [a,b] arahiginda konveks fonksiyon ise kesirli integraller igin o > 0

olmak tizere

by _ 2| .
f( 2 ) = (b—a)a (i)*f( )+‘](a+b) f() 2.11)
_ F@+f )
o 2

esitsizligi saglanir [26].

Teorem 2.29. f : [a,b] — R bir fonksiyon ve 0 < a < b olmak iizere f € L [a,b] olsun.
Eger f fonksiyonu [a,b] araliginda konveks fonksiyon ise kesirli integraller i¢in o > 0
olmak iizere

(552) < () ens(52)]

fla)+f(b)
2

IN

esitsizligi saglanir [27].

2.5. GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRAL OPERATORU
Bu alt bolimde genellestirilmis kesirli integral tanim1 ve bu kesirli integralleri igeren
Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler sunulacaktir.

Tanim 2.30. [28] ¢ : [0, 400) — [0, +4-0) bir fonksiyon olmak iizere ,+/p f(x) ve ,-Ip f(x)

sol ve sag taraf genellestirilmis kesirli integral operatorleri sirasiyla

Lo f(x) / oW )dt, x> a, 2.13)

veE

b lof (%) / U= cvar, x<b. (2.14)
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olarak tanimlanir.

Genellestirilmis kesirli integrallerin en 6nemli 6zelligi, Riemann-Liouville kesirli integral,
k-Riemann-Liouville kesirli integral, Katugampola kesirli integraller, Hadamard kesirli

integraller ve benzeri bazi kesirli integralleri genellestirmeleridir [28].

Teorem 2.31. f : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] araliginda konveks bir fonksiyon olsun,

genellestirilmis kesirli integral operatorleri i¢in

a+b 1 fla)+ f(b
f( 2 ) < 2A() latlpf(b) +p—Ipf(a)] < %, (2.15)
esitsizligi gegerlidir. Burada A : [0, 1] — R dontigiimii
_ [e(b—a))
Alx) = O/ —l 2.16)

ile tanimlanir [28].
Lemma 2.32. f: [a,b] — R fonksiyonu (a,b) arahinda diferansiyellenebilir bir doniisiim

olsun. Eger f’ € L[a, b] ise genellestirilmig kesirli integraller i¢in

- 2A1(1) [t 1pf(B) + - Lpf(a)] 2.17)

2
1
_ (ZbA_(la)) 0/ A(L—1) = A@)] f (ta+ (1 —1)b) dt

esitligi gecerlidir [28].

Teorem 2.33. f: [a,b] — R fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir doniigiim

olsun. Eger | f’| fonksiyonu [a,b] aralifinda konveks ise genellestirilmis kesirli integraller

icin
1
(b—a) 1 (@) + 17 (0)]
< A O/”A(l_t)_A(t)'d’( 2 )

esitsizligi gecerlidir [28].
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Teorem 2.34. f: [a,b] — R fonksiyonu (a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir doniigiim
olsun. Eger |f’|7, ¢ > 1 fonksiyonu [a,b] araliginda konveks ise genellestirilmis kesirli

integraller i¢in

LT s e laf0)+ v T f@)]) 219
—a / "(a)]? ()| ¥
v [T

esitsizligi gecerlidir [28].

Genellestirilmis kesirli integraller i¢in elde edilmis diger esitsizlikler [29], [30], [31], [32],
[33], [34], [35] nolu ¢alismalara bakilabilir.
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3. GENELLESTIRILMIS KONVEKS FONKSIiYONLAR ICIN
HERMITE-HADAMARD TIPLi ESITSIZLIKLER

Bu boliimde F-konveks fonksiyonlar i¢in sirastyla Riemann integralini, Riemann-Liouville
Kesirli Integrallerini ve genellestirilmis kesirli integralleri iceren Hermite-Hadamard
esitsizlikleri sunulacaktir. F-konveks fonksiyonlar i¢in elde edilen diger esitsizlikler

icin [36], [37], [38], [39], [40], [41] referanslarina bakilabilir.

3.1. F-KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN RIEMANN INTEGRALLERINI
ICEREN HERMITE-HADAMARD TiPLI ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde, Samet [21] tarafindan elde edilen, F'-konveks fonksiyonlar i¢in Riemann

integralini igeren baz1 Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilecektir.

Bu boliimde asagidaki lemmaya ihtiya¢ duyulacaktir:

Lemma 3.1. f:I° CR — R (a,b) € I° x I° fonksiyonu /° doniisiimii iizerinde

diferansiyellenebilir doniisiim olsun. Bu durumda

b 1
f<a);f(b>_|_b1a/f(x)dx=bga0/(1—2t)f/(la+(1—t)b)dt

a

esitligi vardir [19].

Teorem 3.2. f € Li[a,b] olsun. (a.h) € R?, a < b olmak iizere f : [a.h] — R fonksiyonu

F-konveks ise

(1 (422) g [ i )

<0 (3.1

Ve

Tr (ﬁ / bf(x)dx,f(a),ﬂb)) <0 (3.2)
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esitsizlikleri vardir [21].

Ispat. f fonksiyonu F-konveks oldugundan her u,v € [a,b] i¢in
u—+ v u 1%
2 2 ’ ’ 2

u=ta+(1—1)b ve v=tb+(1—t)a 1 €10,1]

yazilir.

alinirsa

F <f (“;b) ,f(ta+(1—t)b),f(tb—k(l—t)a),%) <0,

esitsizligine ulagilir. [0, 1] aralifinda integral alinip, (A1) aksiyomu kullanilirsa

F</01f<#> dt,/olf(ta—i—(l—t)b)dt,/olf(tb—i—(l—t)a)dt,%) <0,

esitsizligi elde edilir. Diger yandan

/lf(ta+(l_t)b)dt:/ ftb+(1—t)a)dt =
0

0 b—a

oldugundan,

a+b 1 b 1 b 1
F<f( > >7m/a f(x)dxam/a f(x)dxi>§0

ifadesine ulasilir ve (3.1) esitsizliginin ispat1 tamanlanir.

Benzer sekilde f fonksiyonu F-konveks oldugundan her 7 € (0, 1) i¢in

F(f(ta+(1—-1)b), f(a),f(b),1) <0

dir. [0, 1] araliginda ¢ degigkenine gore integral alinip, w = 1 igin (A2) aksiyomu kullanilirsa

T () 100+ (1-09)a1. ()56 ) <0 (3.4)

elde edilir. (3.3) esitligi (3.4) esitsizliginde kullanilirsa (3.2) esitsizligi elde edilir ve ispat

tamamlanir. O
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Teorem 3.3. f:I° CR — R fonksiyonu /° da diferansiyellenebilir ve (a,b) € I° X I°,

a < b olsun. Ayrica
(i) |f| fonksiyonu F € F icin [a,b] arahiginda F-konvekstir.
(i) o() = |1 — 2¢| olmak iizere 7 € (0,1) — Ly, fonksiyonu L' (0, 1) aittir.

kosullar1 saglansin. Bu durumda

2
Tr (| |L5EE — —— 7 f(x)dx|, |/ (a)] |1 (b))
b—a b a
1 3.5
+ [ Lyydt <0
0
esitsizligi vardir [21].
Ispat. |f'| fonksiyonu F-konveks oldugundan
F(If Gat(1=0b) LI @L,1f (8)]1) <0, 1€ (0,1) (.6)

yazilir. (3.6) esitsizligi w (¢) ile carpilip, (A3) aksiyomunu uygulanirsa

F (w)lf (ta+ (1=0)b)[w(t) | (@)L w@)f (8)],1) + Lo <0 1€ (0,1)

esitsizligine ulagilir. [0, 1] arahginda ¢ degiskenine gore integral alinip, (A2) aksiyomunu

uygulanirsa

1
/w WS (ta+(1—=1)b)[dt, |f (a)],|f (b /L dt <0
0

esitsizligi elde edilir. Diger yandan Lemma 3.1 den

fla+fb) 1 b
> _b—a/a f(x)dx

dir. T, doniigiimii ilk degiskene gore azalmayan oldugu icin

T 2
Fw\bp_a

2
b—a

1
g/wmuﬂm+u—gmut
0

1

,\f’(a)\,lf’(b)|> + [ Ly <0

0

fla+fb) 1 b
5 _b—a/a f(x)dx
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ifadesi ispatlanmug olur. [

Teorem 3.4. f:1° C R — R fonksiyonu /° da diferansiyellenebilir bir doniisiim ve (a,b) €
I° xI°;a < bolsun. Eger p > 1 olmak iizere | Vd = fonksiyonu F € F i¢in [a, b] aralifinda
F-konveks ve |f | € LT (a,b) ise

B (0.0 P L) <o

esitsizligi vardir. Burada A(p, f)

apn=(;2.)" et

olarak tamimlanir [21].
Ispat. | f | 7T bir F-konveks fonksiyon oldugundan

4 P P

F(rf’<ra+<1—r>b>|”‘,|f’<a>\’”,\f’<b>|‘”,r) <0, 1€(0,1)

esitsizligi vardir. ¢ degigkenine gore (0, 1) aralig1 tizerinden integral alinip, w = 1 i¢in (A2)

aksiyomu kullanilirsa

1
e /‘fl(f”(l—f)b)!ﬂ'ildt,|f’<a)|fﬁl,|f’<b>v’—’l <0
0

elde edilir. Diger yandan Lemma 3.1 ve Holder Esitsizligi kullanilirsa

2
b—a

If (ta+(1—1)b) |7 Tdt

P
p—1

fla+fb) 1 b
5 _b—a/a f(x)dx

= a0
(p+1)rT

<

o

esitsizligine ulagilir ve buradan

1

Alp.) < [If (tat(1=0)b) [ F1a

0
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olur. T ilk degigskene gore azalmayan oldugu i¢in

/ P / P
Tra (A, )1 (@) 77,1 (8)]7°7) <0
elde edilir ve ispat tamamlanir. [

3.2. F-KONVEKS  FONKSIYONLAR ICIN  RIEMANN-LIOUVILLE
KESIRLI INTEGRALLERINI iICEREN HERMITE-HADAMARD TIiPLI
ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde, Budak ve ark. [42] tarafindan elde edilen, F-konveks fonksiyonlar i¢in
Riemann-Liouville kesirli integrallerini iceren bazi Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler

sunulacaktir.

Teorem 3.5. I C R, f:1I° CR — R I° da bir doniisiim ve a,b € [°a < b olsun. Ayrica
F € F dontisiimii ilk ti¢ degiskenine gore lineer olmak iizere, eger f fonksiyonu |a,b]
aralifinda F-konveks ise, bu durumda o > 0 i¢in

P(1(“30) e s 0). i ). 5)

+ Jy Lyydt <0 3.7)

ve

Tr (bl I £(B) + I8 £(@)] . fla) + £(B),(a) + (1))

1 (3.8)
—l—fLW(t)dl‘ <0
0

esitsizlikleri saglanir. Burada w(f) = ar®~! dur [42].

Ispat. f fonksiyonu F—konveks oldugundan

F(7(%52) 10.00)5) <0 xy < o)

yazilir.

x=ta+(l—t)b,vey=1tb+ (1 —1t)a,
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icin

F (f (“;b> Flta+(1—0)b), Fth+ (1 —t)a),%) <0,1e0,1]

esitsizligi vardir. Bu esitsizligi w(t) = ar*~! ile carpip (A3) aksiyomu kullanilirsa, ¢ €
[0, 1] igin

F (at“‘lf (%”) ot fltat (1 —1)b), s% f b+ (1 - 1)a), %) Ly <0,

elde edilir. ¢ degiskenine gore [0, 1] tizerinde integral alinip ve (A1) aksiyomu kullanilirsa

F(f(52) afy 1 dr o Jg 17 flta+ (1= )b)dr o fo 17 s+ (1= 1)a)dr, })

+ LynHdt <0

elde edilir. Burada

1 b
/0 t 1f(ta—|—(1—l‘)b)dt: (b—a)a/a (b—x) lf(x)dx: (b_a)a.]a+f(b)

Ve

/Olto“lf(thr(l —t)a)dt =

esitlikleri kullanilarak

a 1
F (f( ;‘b) ’IEZSOiZ)L)Jﬁf(b),%Jgf(a),%) +/0 Lyydt <0

esitsizligine ulasilir. Bu da (3.7) esitsizliginin ispatin1 tamamlar.

Diger yandan f fonksiyonu F'-konveks oldugundan

F(f(tat+(1=0)b), f(a),f(b),t) <0, 1 €[0,1]

ve

F(f(tb+(1=1)a), f(b),f(a),) <0, 1 €[0,1]
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esitsizlikleri vardir. F' doniigiimiiniin lineerligi kullanilirsa

F(f(ta+(1=0)b)+ f(tb+ (1 —1t)a), f(a)+ f(]), f(a) + f(b),1) <0, 1 €[0,1]
elde edilir. w(t) = ot®~! igin (A3) aksiyomunu yardimiyla, € [0, 1] igin

F(ar® ™! [f (ta+(1=0)b)+ f (tb+ (1 —t)a)] ,a®" ' [f(a) + £ (b)]

Q! [f(a) + ()] 1) + Ly <O,

esitsizligi bulunur. [0, 1] iizerinden integral alinip (A2) aksiyomu kullanilirsa

Tras (Jo @t [f (ta-+ (1 =0)8) + £ (th+ (1~ 1)a)]dr, £ () + 1), f(a) + £(0))

1
+fLW(t)dl‘ <0
0

bulunur. Buradan

1
Dla+1) 4 Tlat+1) o
Fw (W‘wa(b) + W‘]bff(a%f(a) +f(b), f(a) +f(b)> + O/Lw(t)df <0
elde edilir ve ispat tamamlanir. [

Sonu¢ 3.6. Teorem 3.5 de F(uy,up,u3,ug) = uy — uquy — (1 — ug)uz — € segilirse, f

fonksiyonu € > 0 olmak iizere [a,b] arahiginda e-konveks olur ve

f(a—;b) _e< % % f(b)+JI% f(a)] < JMJFS

esitsizligi saglanir.
Ispat. w(t) = ot® ! igin (2.3) esitliginden

1

1
[Lupde=¢ [(1-ar* ar =0 (3.9
0 0
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olur. (2.1) ve (3.7) esitlikleri (3.9) da yazilirsa

0 > F(f(a+b),F(a+l)J§‘+f(b),MJ“ (a),l)+/()1Lw(t)dt

2 (b—a)® (b—a)a"b” 2
= 1(30) - S e i @) e,

elde edilir ve buradan

£(457) - e = i s )+ (@)

esitsizligine ulagilir. Diger yandan w(t) = at®*~! ve uj,uo,u3 € R igin (2.2) esitligi

kullanilirsa

1 1
TF7W(u1,u2,u3) =u— (ftadt) u — o (f(l —l)ta_ldt) us

0 0
—&

_ OQuptuz € (310)

=M= "o

elde edilir. Boylece (3.8) ve (3.10) ifadelerinden

1

0 > Tr ([ VEF0) I F@)] @)+ 101 F@450) ) + [ Ly

(b—a)®
0
_ T(a+1) (g 3
~ —a e fB)+ I f(@)] = o~ [ (f(a) + f(0)) + (f(a) + £(b))] — &
_ % 7% £(5) + % f(@)] — (F(a) - f(b) —e

esitsizligine ulagilir. Buradan

Na+1)

b—a) V& F(b)+IE f(a)] < fla)+ f(b) +&

elde edilir ve ispat tamamlanir. [

Sonucg 3.7. Sonug 3.6 de € = 0 secilirse f fonksiyonu konveks olur ve (2.8) esitsizligi

saglanir.
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Sonug¢ 3.8. Teorem 3.5 de F(uy,up,u3,usg) = uy — h(ug)uy — h(1 — uq)us secilirse f

fonksiyonu [a, b] aralifinda h-konveks olur ve

G (50) = 5 ;l I F5)+ 72 @)
( f)h“”dt)%

IN

esitsizligi saglanir.

Ispat. LW(,) =0 ve (2.3) ifadeleri (3.7) esitsizliginde kullanilirsa

o (55 0 e )

= 1(52) -1(3) s b w45 @),

elde edilir ve buradan

1 a+b T(o+1) [ 4 .
Zh(%)f( 2 )Sm[hﬁ(b)ﬂbf(aﬂ

bulunur. Diger yandan w(t) = ar*~! icin (2.7) ve (3.8) ifadeleri kullanilirsa

0 > T (G U S0) @] S0+ 0. @)+ 1 5)) + / L,

_ Tla+1) e o N I
= B_ap [JE f(B) + T f(a)] ocUO h(t)t*dr

+ [ = ontar] @) + o)

_ Fla+1) ;4 o ! a—
= R o) @)~ [ o)+ b -0l ar) @) + 0

esitsizligine ulasilir. Buradan

Fla+1) g a ! o—
e )+ @) < ([ 0+ =00 ar) (@) + 70

olur ve ispat tamamlanir. 0

Teorem 3.9. I C R bir aralik, f:I° CR — R, [° iizerinde diferansiyellenebilir bir doniisiim

ve a,b € I°;a < b olsun. Eger |f’| fonksiyonu [a, b] arahiginda F-konveks fonksiyon ise,
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bu durumda € [0, 1] — L,,,) fonksiyonu L'[0,1] aittir ve

fl@)+ /() _ re+y
T (25 [P P Jth 12.76) + 9 1)@ 0.
(3.11)
+ Jo Ly(ndt <0
esitsizligi vardir. Burada w(t) = [(1 —¢)% — | dur.
Ispat. | f'| fonksiyonu F-konveks oldugundan,
F(|f(ta+(1=0)b)|,|f'(@)|,|f(®)|.1) <0, 1€[0,1]

yazilir. w(t) = (1 —1)* —t%| i¢in (A3) aksiyomu kullanilirsa

(t)|f (ta+ (1—1)b)

() |f (@)] . w(®) | £ (B)

Lw(t) < 07 IS [07 1]

esitsizligi elde edilir. [0, 1] da integral alinarak ve (A2) aksiyomu kullanilirsa

1 1
Tr (/ )| f (ta+ (1 —1)b)|dt, |f (a) ’b)},r)+/ Lyndt <0, 1 €10,1]
0 0

elde edilir. Lemma 2.26 den

2 |fla+fb) T(a+1)
b—a 2 2(b—a)®

< Jow(t)|f'(ta+ (1 —1)b)|dt

mw@+wﬂm'

esitsizligi vardir. T, ilk de8iskene gore azalmayan oldugundan

fla)+f(b) 1@+
T (25 [P 5 - B )+ @) @0
+ Jo Lyndt <0
esitsizligine ulasilir ve ispat tamamlanir. 0
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Sonug 3.10. Teorem 3.9 in varsayimlari altinda F (v, up, us, ug) = uy — uguy — (1 —ug))uz —

€ segilirse, € > 0 igin | f| fonksiyonu [a, b] aralifinda e-konveks olur ve

fla)+f(b) T(a+1) ., .
2 20b-a) g f(b) + Ty f(a)]

< st (1= ) [/ (@)] + £/ (b)] + 2¢] (3.12)

esitsizligi saglanir.
Ispat. w(t) = |(1 —1)% —t%| i¢in (2.3) esitliginden

1 l

/LW(,)dt _ (1—|(1—t) —1%))dt
0
1/2

= € /(1— (1—0)%+1% dt+/l—|—l—t) —1%)dt
0

1/2
1
L Gr=i ()

esitligi elde edilir. w(t) = |(1 —1)% —1%| ve uy,up,u3 € R igin (2.2) esitliginden

1
Tryw(ur,uo,u3) = up—o /t|(1—t)a—ta]dt Uy
0

—o (}(1—t)|(1—t)“—t°‘|dt) us — €

0

bulunur. Bulunan bu esitlikler Teorem 3.9 de yazilirsa

2 | fla)+f(b) F(a+1

02 7, (2 [T LOL - Heshy o) 495100 @) L 0.
+f01 Lw(t)dl‘
el G Ry

~ar1 (1=5) [F @[ +If O] —e+e (153 (1-m))

bulunur. Bu da ispati tamamlar. [
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Sonug 3.11. Sonug 3.10 da € = 0 segilirse | f/| fonksiyonu konveks olur ve (3.12) esitsizligi

Sarikaya ve ark. [25] tarafindan ispatlanan (2.10) esitsizligine doniisiir.

Sonug 3.12. Teorem 3.9 in varsayimlari altinda, eger F (uy,us,u3,us) = uy — h(ug)up —

h(1 — ug)us segilirse, | f’| fonksiyonu [a,b] aralifinda h-konveks olur ve

‘f(a) +f(b) ;;Q_Z;l % 1B+ I £ (@) ‘

<552 (1) [0 -0 ¥ ) @] +1 )]

esitsizligi saglanir.

Ispat. w(t) = |(1 —1)* —t%| ve uy,up,u3 € Rigin (2.7) esitliginden

TF7W(M1,L£2,M3) = /l’l l—l‘ —ta’dt up
1
—(fh(l—t)|(1—t)“—t“|dt>u3
0
1
= /h (1 —=0)* —t%|dt | uy
0
—<fh(t)]t“—(1—t)“|dt)u3

1
= /h (1 —0)*—t%|dt | (u +u3)
0

elde edilir. Teorem 3.9 den

T (24 [P T - S Ut s ) g @) @) )] )
= 2 PO By g 1)+ 1(@)

1
| [ne10 -0~ | (| @]+ |re)) <o
0
bulunur ve ispat tamamlanir. [
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3.3. F-KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN GENELLESTIRILMIS
KESIRLI INTEGRALLERI ICEREN HERMITE-HADAMARD TIiPLI
ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde, Budak ve ark. [38] tarafindan elde edilen, F-konveks fonksiyonlar i¢in
Riemann-Liouville kesirli integrallerini iceren bazi Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler

sunulacaktir.

Teorem 3.13. / C R bir aralik, f: I° CR — R, I° iizerinde bir doniisiim ve a,b € I°;a < b
olsun. Ayrica F' € F doniisiimii ilk ti¢ degiskenine gore lineer olmak iizere, eger f

fonksiyonu [a,b] arahiginda F-konveks ise

a+b 1 1 1 1
F (f( > > "A(D a+1<pf(b)7m b-1of(a), 5) +/0 Lyndt <0 (3.13)
ve

o (/ﬁ (e lof(B) 4 oL f (@], F(a) + £(B), F(a) +f(b)>

1
+fLw(t)dl‘ <0, (3.14)
0

esitsizlikleri saglanir. Burada w(z) = % dir [38].

Ispat. f fonksiyonu F-konveks oldugundan

F(7(552) r0.00).5) <0 ¥xy e o)

esitsizligi vardir.

x=ta+(1—1t)b ve y=tb+(1—1)a,

icin

F (f(a;b) Sla+(1=0)b), f(tb+(1 —t)a),%) <0, vielo,]] (15
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bulunur. (3.15) esitsizliginin her iki yam w(t) = (P(t(ﬁ(_f;)t) ile carpilip (A3) aksiyomu

uygulanirsa tiim ¢ € [0, 1] i¢in

(20 (050 000 1y

%ﬂtbﬂl —t)a)é) Ly =0,

esitsizligi elde edilir. 7 degiskenine gore [0, 1] aralig1 iizerinde integral alinip ve (Al)

aksiyomu uygulanirsa

f(52) rte(b—a)) 1 [lo((b-a))
F A(i)/o t dt,A(l)/O —C0 flta+ (1= 1)),

1 lo((b—a)t) 1 |
A(l)/o ; f(tb—l-(l—t)a)dt,ﬂ +/0 Ly dt <0

esitsizligine ulagilir. Burada

/o1 Mf (ta+ (1 —1)b)dt = /ab (pl(ab—_xX)f (x)dx = ailpf(D)

ve

—a bo(x—a
/Olwf(tb—l—(l—t)a)dt:/ ol )f(X)dXZbJ(pf(a)v

a X—da

esitliklerini kullanilarak (3.13) esitsizligi olan

a+b 1 1 1 1
F (f( 2 ),ma#@f(b),m bl(pf(a)’§> +/0 L, dt <0

elde edilir.

Diger yandan f fonksiyonu F-konveks oldugundan

F(f(ta+(1—1)b),f(a),f(b),t) <0, Vte[0,1]

F(f(tb+(1—1t)a),f(b),f(a),t) <0, Vte0,1]
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esitsizliklerine vardir. F nin lineerligi yardimiyla V¢ € [0, 1] i¢in

F(f(ta+(1=1)b)+ f(tb+(1=1)a),f(a)+ f(b),f(a)+ f(]),1) <O (3.16)

o((b—a)t)

esitsizligi bulunur. (3.15) esitsizliinin her iki yan1 w(t) = =, AT

ile carpilip (A3)

aksiyomu uygulanirsa her 7 € [0, 1] igin

F|2b—a)) (g’\(‘l;’m f (ta+ (1—1)b) + £ (tb+ (1~ 1)a)] %@j‘)’) @)+ f(b)],
b—a
i @)+ £B).| + Ly <0

esitsizligi elde edilir. [0, 1] aralig1 izerinde integral alinarak (A2) aksiyomu kullanilirsa

T ([} 20 o+ (1=00) 4 5 G0+ (1= D (@) +76). 510 +16))

+ Jo Ly, ndt <0,

ifadesine ulasilir. Buradan

1
Ton (577 o 1o 0) -1 (@)] (@) +5(6). @) +.516) ) + / Lydi <0
sonucuna ulagilir ve Teorem 3.13 in ispati tamamlanmus olur. 0

= % almirsa (3.13) ve (3.14) esitsizlikleri

strastyla (3.7) ve (3.8) esitsizliklerine indirgenir.

Sonug 3.14. Eger Teorem 3.13 de ¢(7)

=R

Sonug 3.15. Eger Teorem 3.13 de ¢(1) =

(@) alinirsa k-Riemann-Liouville kesirli

integralleri i¢in

a+b) Tath) Du(e+h) g
F(f<2>(b_)aa+kf()(b P L f(a) ) /L dt <0

veE

Fk(Ot + 1)

1
2 10 F )+ f (@] Fl@)+ £ (0). £ @) +f(b)> + [ Ly 0
0
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esitsizliklerine ulagilir. Burada w(t) = %t%_l dir.

Sonug 3.16. £ > 0 olmak iizere eger Teorem 3.13 de F (e, ep,e3,e4) = €] —eqen — (1 —

eq)e3 — € secilirse, f fonksiyonu [a,b] aralig1 tizerinde €-konveks olur ve

f (";” ) fe< ﬁm aslpf ) + o Lof(@)] < TOTIO L9
esitsizligi saglantr.
Ispat. w(t) = ‘P(("—(‘;) icin (2.3) esitliginden
1
/LW dt—e/( —‘p(g’m;’”)dr:o (3.18)

esitligine ulagilir. (2.1),(3.13) ve (3.18) ifadeleri kulllanilarak

b\ 1 1 1 !
F (f (%) A a+1¢f(b)7m b[<pf(a)v§) +/0 Lyydt <0

elde edilir. Boylece

£(%57) = as Lovtof ®) o os(a] ~& <o,

2 A1)
ve
£(552) +e < g Loslo () - T (o)
esitsizlikleri bulunur. Diger yandan e, e3,e3 € R ve w(t) = % i¢in (2.2) esitliginden

1
b—a)t
TF,W(elveZ;e:?') = €1 — /t%(lc)l))dt ()

1
- (f(l —1) (p(l(f\(_f;)t)dt) e3¢ (3.19)

0
esitligine ulagilir. (3.14) ve (3.19) ifadelerinden
1

0 > Trw (ﬁ atlpf(B) + b-Iof(a)] f(a) + f (D). f(a)+ f (b)) + O/ Lyy)dt
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>

- %wﬂ Vb pf(a) ( [ an )[f(a)+f(b)]

1
- ( 0/ (1 0%&”@) (@) +£()] -

= 1 lolo )+ 1o (@) /(@) + £(0)] -

elde edilir. Buradan

ﬁ latlof(b) + p-Ipf(a)] < f(a)+ f(b) +&

sonucu bulunur ve ispat tamamlanir. [

Sonu¢ 3.17. Eger Sonug 3.16 de € = 0 secilirse f fonksiyonu konveks olur ve (3.17)

esitsizligi (2.15) esitsizligine doniisiir.

Sonug 3.18. Eger Teorem 3.13 de F(e1,ep,e3,e4) = e —h(eq)er — h(1 — eq)es segilirse,

f fonksiyonu [a, b] araliginda h-konveks olur ve

l%>f(“§b) < 2A1(1) el

2h (
[f(a) / L= oy w1 —ar (3.20)

esitsizligi saglanir.

Ispat. LW(,) =0, (2.7) ve (3.13) ifadelerinden

0 > F(f(a;rb) ﬁawf()A(l b Tof(a) ) [ e
- (““’)— (%)%awf ) lpf ()]

esitsizligine ulasilir. Buradan

1%)f <a;b> = 2A1(1) latlpf (D) +p—Iof(a)]
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elde edilir. Diger yandan w(t) = ‘P(fﬁ—(‘l)”) icin (2.7) esitligi (3.14) de kullanilirsa

1

0 = Ton (s o Io )+ -1 (@] @+ 76). £ @)+ 5(8) ) + [ Ly
0
= ﬁ [a+l<pf(b) +b- Igof(a)]

= om0y 25+ 3 (1 ) 2 ar]| [f(a) + £ (b))
1

= A lo+lof ) o Lo (a)]

iy (o) (1 =) 2221 [£(a) + £(0)

elde edilir ve

A latlpf(b) +b-Ipf(a)] < Yia)+ 70) (/01 [h(t) +h(1 —1)] Mdt)

ifadesine ulasilarak ispat tamamlanir. O

Teorem 3.19. I C R bir aralik ve a,b € I°,a < b olmak iizere f : I° C R — R fonksiyonu

I° da diferansiyellenebilir bir doniisiim olsun. | f’| fonksiyonu [a, b] araliginda F-konveks

A=) —A@)]

A olmak tizere

iset € [0,1] — L, ifadesi L'[0,1] e ait olur ve w(t) =

2
TFw (m

fesl) 2A1(1) oo f(B) + p-Tpf(a)] |,

F @10+ Jo Lygydt <0 (3.21)

esitsizligi saglanir [38].

Ispat. |f'| fonksiyonu F-konveks oldugundan

F(|f (ta+(1—1)b

f(b)|,1) <0,Vre€0,1]
elde edilir. (A3) aksiyomu ile w(t) = W kullanilarak

F (w(t)|f'(ta+ (1 =2)b)| ,w(t) | f'(a)| ,w(t) | f ()] 1) + Ly <0, Vi € [0,1]
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ulagilir. [0, 1] aralig1 iizerinde integral alarak (A2) aksiyomunu kullanilirsa

1 1
TF,W(/O 0)|f(ta+ (1 —1)b)|dt,|f (a ],\f’(b)},z)+/o Lyyndt <0, 1 €0,1]

elde edilir. Lemma 2.32 den

2
b—a

< Jow(t)|f/(ta+ (1 —1)b)|dt

f@fe) 1
2 2A(1)

ol (B)+ b Lpf(@)] '

bulunur. 7%, ilk degiskene gore azalmayan oldugundan

b
Tew (525 | LY — 23y [ Lo £ 0+ b T @) | P @11 ()] )
+Jo Ly, (1dt <0
yazilir. Boylece Teorem 3.19 in ispati tamamlanir. [l

Sonu¢ 3.20. Eger Teorem 3.19 de ¢(t) = % secilirse, (3.21) esitsizligi (3.11)

esitsizligine indirgenir.

Sonug 3.21. Eger Teorem 3.19 de ¢(r) = % secilirse k-Riemann-Liouville kesirli

integrali i¢in elde edilir:

Hage) Sletl) fja | p(e) 11 i) |,

<a>|,\f'<b>\,r)

+ Jo Lyndt <0

esitsizligi saglanir. Burada w(r) = ‘(1 —1)E —1%

Sonug 3.22. Teorem 3.19 in varsayimlari altinda € > 0 olmak iizere F(ej,e;,e3,e4) =

e1 —eqer — (1 —eq)e3 — € segilirse | f/| fonksiyonu [a, b] aralifinda e-konveks olur ve

‘f(a) . |

S

(ft A=)~ <r>|dt) 17|+ 17 )]
1

N “/ (1—1)— A(t)|dt (3.22)

0
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esitsizligi saglanir.

lspat. w(r) = 20EA igim (2.3) esitliginden

1
A(l—t) A(t) |
Lw(t)dt = &£ )dt

1
[A(L—1) —At)]
= & 1—0/ AT dt

esitligine ulagilir. eq,e,e3 € R olmak tizere w(r) = |A(1 —1) — A()] igin (2.2) esitliginden

Al—t
Trw(er,e2,e3) = /‘ )|d e
1

/1_ IAl—t) Al ey e
/ A(1)

1
= e]— /l‘|A(1_At()1;A(I)|dZ (624—63)—8

elde edilir. Bu esitlik Teorem 3.19 te kullanilirsa

0> T (5%

f(a)vgf(b) _ 2A1( 5 [ 1o f(B) + p-Ipf(a)]|,

(@), 1£'(8)]1)

+/iL

| P = i e lof(0)+ - Tof (a)]’

(S ) e (1 f A )

ifadesine ulagilir ve ispat tamamlanir. [

Sonug 3.23. Eger Sonug 3.22 de € = 0 segilirse |f’| konveks olur ve (3.22) esitsizligi
(2.18) esitsizligine doniisiir.

Sonug 3.24. Teorem 3.19 in varsayimlari altinda F (e}, en,e3,e4) = €] —h(es)es —h(1 —

e4)es secilirse | f'| fonksiyonu [a,b] arahiginda h-konveks olur ve Ali ve ark. [29] tarafindan
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elde edilen

'f(a)—{—f(b) 1 [a+lpf(B) + p-1pf(a)]

2 C2A(1)

< =0 ['f'( LA @) ] (fh( )]A(l—t)—A(t)|dt) (3.23)

esitsizligi saglanir.

Ispat. e1,e3,e3 € R olmak iizere w(t) = |A(1 —1) — A(¢)| igin (2.7) esitliginden

1
Trw(el,ez,e3) = e — (/h(t) |A(1 At()l)/\(t)|dt> o
0

> — 2A(D) [a+1(pf( )+ v-lof(a }

@ 1))

ML I0) s [ o f (0) + - Tof(@)]

1
B (/h(l)A(l At()l)/\(l‘)dt) Hf/(a)}+|f,(b)|] <0
0

sonucuna ulagilir ve ispat tamamlanir. U
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4. F-KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN YENI
HERMITE-HADAMARD TIiPLi ESITSIZLIKLER

Bu bolimde genellerstirilmis konveks (F-konveks) fonksiyonlar igin sirasiyla
Riemann-Liouville kesirli integralleri ve Genellestirilmis kesirli integralleri iceren yeni

Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilecektir.

4.1. F-KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLI
INTEGRALLERI ICEREN YENI HERMITE-HADAMARD TiPLI
ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde F'-konveks fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville kesirli integralleri iceren

yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilecektir.

Teorem 4.1. I C R, f:I° CR — R I° da bir doniisiim ve a,b € I°a < b olsun. Ayrica
F € F dontisiimii ilk ti¢ degiskenine gore lineer olmak iizere, eger f fonksiyonu |a,b]

aralifinda F-konveks ise, bu durumda o > 0 i¢in

r (f(“zﬁ) el o) B 0).4)

+ o Lydr <0 (4.1)

veE

Tr (520 [ oy SO+ @) (@) 410,

fla)+f ())+fL ydt <0 4.2)

esitsizlikleri vardir. Burada w(t) = ar®~! dir.

Ispat. f fonksiyonu F-konveks oldugundan

P(r(552) sts0)3 ) <0 xyelad)
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esitsizligi saglanir. ¢ € [0,1] icin

t +2—l‘b o tb—|—2_t
= — —>b Vv — — -
T4 Y=3 2 ¢

secilirse
a+b t 2—t t 2—t 1
F ME—— — — — - — | < 4.
(f( > >,f(2a+ 2b>,f(2b+ 2a>,2)_0 4.3)

elde edilir. (4.3) esitsizligini her iki yan1 w(z) = at®~! ile carpilip (A3) aksiyomunu

kullanilirsa

_ +b _ t 2—t _ t 2—t 1
F(ata 1f<aT>,ala 1f<§a—|—7b>,(xta lf(§b+Ta>,§) —|—LW(,)§0,

esitsizligine ulagilir. [0, 1] aralig1 iizerinde ¢ degiskenine gore integral alinarak (Al)

aksiyomunu kullanilirsa
F(f(452) afg 1o dr,a 319 £ (Sa+35tb) dr,a 31971 (3b+ 35ta) dr, 3

+ Jo Luydt <0

elde edilir. Burada

= ‘]aa+h)+f(b) 4.4)

ve

42



_ - Fla) 4.5)

esitlikleri yardimiyla

a+b\ 2°T(a+1) , 2°T(a+1) 4 ) 1 )
F(f< 2 >7 (b—a)* J(#ff(b), (b—a)® J(#)—f( ) )+/() Lypdt <0

esitsizligi bulunur ve (4.1) esitsizliginin ispati tamamlanir.

Diger yandan f fonksiyonu F-konveks oldugundan

F (f (%a—f— ?b) ,f(a),f(b),%) <0, 1€0,1]

veE

F (f (%b%—?a) ,f(b),f(a),%) <0,1€0,1]

esitsizliklerine vardir. F doniisiimiiniin lineerligi kullanilarak ¢ € [0, 1] igin
t 2—t 2—t
F\flza+—5b)+f b+TG f(a)'i'f(b)»f()‘i‘f() <0
elde edilir. w(r) = ot®~! olmak iizere (A3) aksiyomu uygulanirsa ¢ € [0, 1] igin
F (o [f (Sa+350) + f (5b+ 3 a)] ot [f(a) + f(b)], 0t ' [f(a) + (b)), §)

+Lw(t) S 0;

esitsizligi elde edilir. [0, 1] araliginda integral alinir ve (A2) aksiyomu kullanilirsa

Trae (1§ 1@ [ (3 2510) + f (5b-+ 25ta)] di, (@) + £(b), (@) + £(5) )

+fL ydt <0

sonucuna ulagilir. (4.4) ve (4.5) esitlikleri goz oniine alinarak

Tin (Z I S6) + TG (), 0) +10).5(0) +£0))
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+fL ydr <0

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir. [

Sonug 4.2. £ > 0 olmak iizere eger Teorem 4.1 de F(uy,up,us,ug) = uy — uqup — (1 —

us)usz — € segilirse f fonksiyonu [a, b] araliginda e-konveks olur ve

at+b\ 29710 (o + 1) Ja o )
f( ) e < T U e )40, @

2 = Tomar [ ;
< 1@ erf (b) +§ (4.6)
esitsizligi saglanir.
Ispat. w(t) = ot® ! igin (2.3) esitliginden
1 1
/LW(,)dt = e/(l —ot® )dt =0 (4.7)
0 0

bulunur. (2.1), (4.7) ve (4.1) ifadelerinden

a+b\ 2°T(a+1) Ja M . ) 1
0 > F(f( 5 ) b—a)° (%)J() b J<#),f( ),2)

1
+/0 Lw(t)dl‘

f <a—£b> B 2“(;1:(26):‘- 1) |:J€‘a-5b>+f( )4_]?%) f(a)] —€

elde edilir ve buradan

a+b 27T (o + 1)
—e<— 2 |J? J¢
(7)o < S Py 10y 00
esitsizligine ulagilir. Diger yandan uy,us,u3 € R olmak iizere w(t) = ar* ! igin (2.2)

esitliginden

1
TF,W(u17u2,u3) =u—0 (fladl) up
0
1
] (f(l —t)t“ldt) Uz — €

0

Quptus € (48)

= Ul T
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esitligine ulasilir. Boylece (4.8) ve (4.2) ifadelerinden

0 > Try (%[ (M)J( )+J§‘agb> f(a)},

1
£(@)+ £(8),£(@)+ £(B) + [ Ly
0

- —Zg(_a;;) _J(“a;byf( )4 (agp- (@) —a%l[a(f(aw (b))
+(fla)+ f(b))] €
- 2(2(_0661—)’_&1) (%)UC( )+JEX%) f(a) _(f(a)+f(b))—8

esitsizligi elde edilir. Boylece

2°T(a+1) | 4 o
“—ay |y SO Iy S @) < fla)+f(b) e

sonucuna ulagilir ve ispat tamamlanir. 0

Sonuc¢ 4.3. Eger sonug 4.2 da € = 0 alinirsa f konveks olur ve (4.6) esitsizligi (2.11)

esitsizligine doniisiir.

Sonug 4.4. Eger Teorem 4.1 de F (uy,up,u3,us) = uy — h(ug)up — h(1 — ug)usz segilirse f

fonksiyonu [a, b] araliginda h-konveks olur ve

2

2h1(%)f<aJ2rb) = % { (%)J( ”"El) f(a)]

< a(41m0»+M1—nwalm>£ﬁﬂgiﬁﬁ

esitsizligi saglanir.

Ispat. L =0(2.3) ve (4.1) ifadeleri kullanilirsa

() it B )

= f(ﬁgé)—h<%>%%¥%§;z{<;rf‘)+Jw#>f”ﬂ
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elde edilir. Buradan

2h1(%)f(ajztb) < 20‘;;1:(;«):1) { (%)J( )+J€‘i) f(g)]

2

esitsizligi bulunur. w(t) = ar®*~ ! icin (2.7) ve (4.2) ifadelerinden

2°T(a+1) [ 4
0 > TF,W<W |:J(a.5b>+f(b)+‘](a+b

2

)f<a>} 1@+ f(b),

- 2°T(a+1) o 4
- (b—a)“ J(a+b)+f( )+J(a+b) f( ):|

2

| [ ) +h0 - )i at] [1(@) + 70

olur ve buradan

) [ S0 198 @) < (R0 501 01 ar) )+ 18]

sonucuna ulagilir ve ispat tamamlanir. 0

Teorem 4.5. I C R, f:1° CR — R [° da bir doniisiim ve a,b € I°a < b olsun. Ayrica
F € F donisiimii ilk ti¢ degiskenine gore lineer olmak iizere, eger f fonksiyonu [a,b]

aralifinda F-konveks ise, bu durumda o > 0 i¢in

F(F(22) 25isaue r (4) 25isaue £ (452) )

i Lydr <0 (4.9)

Ve

Tro (Z2 [0 £ (452) 48 £ (452)] . £(a) + £ (b). f(a) + £ (5) )

1
-I-fL ydt <0 (4.10)

46



esitsizlikleri saglanir. Burada w(t) = ar®~! dur.

Ispat. Bu teoremin ispati Teorem 4.1 daki gibi yapilabilir. f fonksiyonu F-konveks

oldugundan
1
F(7(%52) 100.00)5) <0 2y € o)

esitsizligi saglanir. 7 € [0, 1] i¢in

1+t_+1 b, 1+4b+1—t
=— vey=——
T4 Y= 2

alinirsa

a+b 1+1¢ 1—¢ 1+1 1—t¢ 1
F(f(T)=f<T“+Tb> f(Tb+T“)’§) S

elde edilir. Tlk olarak (4.11) esitsizliginin her iki yan1 w(z) = ar®~! ile carpillip (A3)
aksiyomu kullanildiktan sonra, elde edilen sonucun [0, 1] aralig1 iizerinde integral alinip

(AT) aksiyomu uygulanirsa

F(f(%)af 7 at, o o 197 f (SFta+ 5tb) dt, o o 107U f (b + Sta) dt, ;)

+ Jo Lyndt <0

esitsizligi elde edilir. Buradan

F(f(452), Sstdus £ (452) 2stdug £ (452) 4)

+ Jo Lyndt <0
sonucuna ulagilir ve (4.9) esitsizliginin ispat1 tamamlanir.

Diger yandan f fonksiyonu F-konveks oldugundan ¢ € [0,1] i¢in

F (f (%Hﬁb) ,f(a),f(b),ﬂ) <0

veE



yazilir. F' doniisiimiiniin lineerligi kullanilarak

esitsizligine ulagilir. (4.11) esitsizliginin her iki yan1 w(¢) = ar®~! ile carpillip (A3)

aksiyomu kullanilirsa

For® U [f(Ha+0) + f (Kb + 5a) ], ar*  [f(a) + f(D)]

ar® ' [f(a)+ f(B)],151) + Ly <O,

esitsizligi elde edilir. [0, 1] aralig1 iizerinde integral alinip (A2) aksiyomu yardimiyla

Trw (fol o[ f(5a+ %b) +f(5b+ %a)} dt, f(a)+ f(b), f(a) —|—f(b))

1
+fLw(l)dt <0
0

sonucuna ulagilir ve teoremin ispati tamamlanir. [

Sonug 4.6. Eger teorem 4.5 de € > 0 olmak iizere F(uy,up,us,ug) = uy — ugup — (1 —

us)uz — € segilirse f fonksiyonu [a, b] araliginda e-konveks olur ve

f (a;b) e < —2052,?_(3;1) {inf (#) +Igf (a;b)}

fla)+1(b) | €
— 2 2

IA

(4.12)

esitsizligi saglanir.

Sonuc¢ 4.7. Eger Sonug 4.6 da € = 0 alinirsa f konveks olur ve (4.12) esitsizligi (2.12)

esitsizligine doniisiir.

Sonug 4.8. Teorem 4.1 de F(uj,up,u3,us) = uy — h(ug)up — h(1 — ug)us segilirse f

fonksiyonu [a, b] arahiginda h-konveks olur ve

iy’ ()
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< EHe L () s (450)]

< o (/01 [h(t) +h(1 —t)]ta_ldt) w

esitsizligi saglanir.

4.2. F-KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN GENELLESTIRILMIS KESIRLI
INTEGRALLERI ICEREN YENI HERMITE-HADAMARD TiPLI
ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde F'-konveks fonksiyonlar i¢in genellestirilmis kesirli integralleri iceren yeni

Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilecektir.

Teorem 4.9. ¢ : [0,+00) — [0, +o0) fonksiyonu tanimlansin / C R, f: [°CR — R [° da
bir doniisiim ve a,b € I°, a < b olsun. Ayrica F € F doniisiimii ilk ii¢ degiskenine gore

lineer olmak iizere, eger f fonksiyonu |a, b] araliginda F-konveks ise, bu durumda

F (f(% AT (250 Lo f () & (%Lpf(a),%)

ER A (4.13)
+ Jo Luydt <0
ve
Tk ﬁ |:(a+2b)+I(Pf(b>+ (anrb)_I(Pf(a):| ,f(a)+ f(b),
I
f(a)+ f(b)) + ({medr <0 (4.14)
b—a
esitsizligi saglamr. Burada w(t) = (/)(ZA—(TI)M dur.

Ispat. f fonksiyonu F-konveks oldugundan

P(r(552) sr0).5 ) 0. vy € fa

esitsizligi vardir. 1 € [0, 1] i¢in
t 2—t 2—t t
X = §a+ <T) b Vey = (T) a+§b,
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alinirsa

() () ) o

o((5z*)1)

tA(1)

. (qo USD0 (2, 2L (10 (251)),

(53 )

esitsizligi elde edilir. 7 degiskenine gore [0, 1] araliginda integral alinarak (A1) aksiyomu

yazilir. (4.15) esitsizligi w(t) = ile ¢arpilip (A3) aksiyomu kullanilirsa,

kullanilirsa
(o) o5 o =2, )
P (A6 2 2 g (00
1 1o(%) 2t L 1 ! <
am o = £ ((571) a+5b)dt 5 | + o Ludt <0

bulunur. Buradan

|
s:\
ol
S
=
|
=
=
=

(a+b)+1(pf (b) (4-16)

veE
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- (azib)flq)f(a), (4.17)
esitlikleri yardimiyla (4.13) esitsizligine ulagilir.

Diger yandan f fonksiyonu F-konveks oldugundan 7 € [0, 1] i¢in

F (f (§a+ (2;) b) ,f(a),f(b),t> <0
F (f((?)cwr%b) ,f(a),f(b),t) <0

esisizlikleri vardir. F' doniisiimiiniin lineerligi kullanilarak

F (f <§a+ (?) b) +f ((?) a+§b) £(@)+ £(B), f(a) +f<b),r) <0

t
ile carpilip (A3) aksiyomunu

Ve

esitsizligi yazilir. Esitsizligin her iki yam w(z) =

uygulanirsa

(b—a)

F %{f(%aJr(?)b)wa((?)aJr%b)},%[}‘(a%ﬁ(’?)],

S
VRS
—
S

| |
S

-~

—)[f(a)Jrf(b)],r + Ly <0

elde edilir. [0, 1] aralifinda integral alinip (A2) aksiyomu uygulanirsa

(b*a)t
T ( 32U (tak (35 5) 4 (5 0t 1) dr,f<a>+f<b>,f<a>+f<b>)

1
—|—/ Lw(t)dl‘ <0
0

esitsizligine ulasilir. Buradan (4.16) ve (4.17) esitlikleri yardimiyla

TFW

, (ﬁ l(éfl"’f( )+ (24) Ipf(a )} f(a)+f(b),f ) /L ydt <0

yazilir ve Teorem 4.9 ispat1 tamamlanir. [
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Sonug 4.10. Teorem 4.9, de ¢(t) = ¢ segilirse asagidaki

b b
b\ 2 2 I 1
F f(a;r )’b_a/f(t)dt,b_a/f(t)dt,z [ Lupdr<o @)
ile ) 1
Tow | 5 [ £ fl@)+ £B). 1@+ 1) | + [Lupdr <0 @19)
a 0

esitsizlikleri elde edilir ve burada w(¢) = 1 dir.

Sonug 4.11. Eger Teorem 4.9 de ¢(t) = % secilirse (4.13) ve (4.14) esitsizlikleri

sirastyla (4.1) ve (4.2) esitsizliklerine doniigiir.

(X

Sonug 4.12. Teorem 4.9 de ¢(¢) = ( ] alinirsa k~—Riemann—Liouville kesirli integralleri

kF
icin
atby 2801k so 281y (a+k) o 1
UCSIE o S CE o o CRCR)
+ fo Lygydt <0
Ve

2

T (B0 iy 041y @] @+ 10) 5@ +0))

(b—a)k

+fL dr <0

o

esitsizlikler elde edilir. Burada w(t) = %¢% ! dir.

>~‘|Q

Teorem 4.13. ¢ : [0, +c0) — [0, 4-o0) fonksiyonu tammlansin / C R, f: [° CR — R I° da
bir doniisiim ve a,b € I°, a < b olsun. Ayrica F € F doniisiimii ilk ii¢ degiskenine gore

lineer olmak iizere, eger f fonksiyonu |a, b] aralifinda F-konveks ise, bu durumda

F (£ (452) xy at Lo (52), 5y b-Tpf(452),3) + i Loyt <0 (4.20)
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ve
Tro (i latTof (42) + b lof (+952)] £(@) + F(b), f(@) + £ (D))
+ fl’ Lyndt <0 4.21)
0

b—a
elde edilir. Burada w(r) = %@U)’) dir.

Ispat. f fonksiyonu F-konveks oldugundan

P(r(552) s0r0)3 ) 0. v e fa

yazilir. ¢ € [0, 1] igin

141 1—1 l1—1 1+1¢
X = (T)(H— (T)b vey = (T>Q+Tb

secilirse

F(F(52) /() at (5)0) () at 140) D) <0 @22)

olur. (4.22) esitsizliinin her iki yam w(z) =

kullanilirsa

UG (5o (5)1) 3) =

esitsizligi elde edilir. 7 degiskenine gore [0, 1] araliginda integral alinarak (A1) aksiyomu

kullanilirsa
F(ash o L2, o =4, B
F<A@>&<5>mmm&<f?mefw+e#wwa
1l ¢(<b5m’) 1+t 11 1 1
amdo = (5 a+ (FF) b)dt,5 | + Jo Luwdt <0 (4.23)
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elde edilir. Buradan

Ve

esitlikleri (4.23) esitsizliginde yazilirsa (4.20) esitsizligine ulasilir.

Diger yandan f fonksiyonu F-konveks oldugundan 7 € [0, 1] i¢in

(e (5 o)
F (f ((%) a+t %b) ,f(a),f(b),t) <0

yazilir. F nin lineerliginden

A (57)) o () 37

f(a)+ f(b), f(a)+ f(b),1) <O

ve
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esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik w(r) = P ile carpilip (A3) aksiyomunu

uygulanirsa

(P () () (5o (15)9)

(b—a)

t) b (P< 2 t) b .t L <0
W[f(a)+f( )],W[f(a)ﬂ( ot | + L <

bulunur. [0, 1] aralig1 iizerinde integral alinip (A2) aksiyomu kullanilirsa

a);
e (8 S L)t (590) (05 000+ 700. 760470

1
+/ Lw(t)dl‘ < 0,
0

esitsizligi elde edilir. Buradan (4.24) ve (4.25) esitlikleri yardimiyla

Too (i [ovtof (S50) + o-to (“37) | @+ 1000+ 50) + 0/1 Lyydr <0

sonucuna ulagilir ve teoremin ispati tamamlanir. 0

Sonuc 4.14. Eger Teorem 4.13 de ¢(z) =t alinirsa (4.20) ile 4.21) esitsizlikleri sirasiyla
(4.18) ve (4.19) esitsizliklerine doniisiir.

Sonuc 4.15. Eger Teorem 4.9 de ¢(t) = % alinirsa (4.20) ile 4.21) esitsizlikleri sirasiyla
(4.9) ve (4.10) esitsizliklerine doniisiir.

o

Sonug 4.16. Eger Teorem 4.13 de ¢(1) = ﬁ?(a) alinirsa k—Riemann-Liouville kesirli

integralleri i¢in

‘ (f (a;b) ’Zk(llgkfa)tk) b= (a+b) ’2]{(1;6_(05;;]{) a+, kf (#) ,%)

+ Jo Lyndt <0
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veE

2ETh(a+k) [ 4 +b\ 4
o (50 ) o

1
+fLW(t)dl <0
0

esitsizlikleri elde edilir. Burada w(z) = %t%_l dir.

56
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda F-konveks fonksiyonlar icin Riemann Integralleri, Riemann Liouville
Kesirli Integralleri ve Genellestirilmis Kesirli Integralleri iceren Hermite-Hadamard
esitsizlikleri tizerinde durulmustur. Bu esitsizlikerin 6zel durumlarinin literatiirde var

olan bir ¢cok sonucu verdigi gosterilmisgtir.

Sonraki ¢calismalarda F-konveks fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville Kesirli integralleri
ve Genellestrilmis Kesirli Integraller iceren Orta-Nokta ve Yamuk tipli esitsizlikler elde

edilebilir.
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