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OZET

JAIN OPERATORLERININ YENI BIiR SINIFI

Muhammet CIVELEK
Diizce Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Dog¢. Dr. Fuat USTA
Haziran 2024, 49 sayfa

Bu tez 7 boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. Bu kisimda tezde
ele alinan baglangicta Jain operatorleri olmak iizere tezin ilerleyen safhalarinda verilecek
olan diger operatorler ile ilgili ek bilgiler verilecek olup, gecmiste bu konu ile ilgili yapilan
calismalardan ve sonuglarindan bahsedilecektir. Tezin ikinci boliimiinde ise tezimizin
ilerleyen boliimlerinde kullanacak olacagimiz bazi operatorlerin 6zellikleri ile ilgili olacak
temel kavramlar, tanimlar ve teoremlere yer verilecektir.Ugiincii boliimde ise lineer Pozitif
operatorlerin yakinsama sartlar1 verilecek olup, yakinsama kosullar ile ilgili yapilmig
caligmalara yer verilecektir. Tezimizin de asil konusu olan Jain tipi operatdrlerin yakinsama
kosullar1 ve yeniden yapilandirilmig haline tezin 4. boliimiinde yer verilecektir. Yeni
tanimlanmig olan operatoriimiiziin sayisal oérnekleri ve bu orneklerin grafik tizerindeki
gosterimleri, dier operatorler ile grafik iizerindeki karsilastirilmalar: bolim 5’de detayl

bir sekilde gosterilecektir.

Anahtar sozciikler: Bernstein Operatorii, Jain Operatorii,Lineer Pozitif Operatorler ,
Szalzs Operatorii, Szalzs-Mirakjan Operatorii, Vronoskaya Tipi Teorem, Korovkin-type

Teorem, Agirlik Fonksiyonu ve Yakinsamasi
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ABSTRACT

A NEW CONSTRUCTION OF JAIN’S OPERATORS

Muhammet CIVELEK
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Fuat USTA
June 2024, 49 pages

This thesis consist of 7 sections. The first section is dedicated to introduction. In
introduction chapter, the knowledge of especially Jain Type operators and other given
operators will be mentioned and also some of the studies related to these operators will be
given.In the second chapter of our thesis there will be some definitions, theorems and terms
which will be used in the further section of the dissertation. Approximation conditions
of Linear Positive Operators and some of the researches related to these operators which
were done in the history by a number of researchers and their studies will be given in
chapter three. The main topic of our thesis and its direct approximation results, reshaped
model of Jain Type operators will be mentioned in this chapter. In addition to all these
things some of the proof and theorems related to Jain operators will be given. Numerical
examples, graphics of these examples and comparison of our newly defined operator with

other classic linear positive operators will be shown in detail on graphics.

Keywords: Bernstein operators, Jain Operators, Linear Positive Operators ,
Szalzs-Mirakjan Operators, Vronoskaya Type Theorem, Korovkin-Type Theorem,
Weighted Approximation

X



1. GIRIS

Yakinsama teorisi matematik analiz alaninda yapilan en 6nemli calismalardan bir tanesidir.
Bu alanda su ana kadar bir¢ok calisma yapilmis olup bu calismalar giiniimiizde de
devam etmektedir. Bu caligmalarin bir cogu lineer pozitif operatorler icin Korovkin

tipi operatOrlere dayanmaktadir.

Fonksiyon uzaylarinda ’ siirekli fonksiyonlara yakinsama’ proplemi ilk olarak Weierstrass
tarafindan ele alinmistir. Bundan dolay1 yakinsama teorisindeki en 6nemli teoremlerden
biri olan Weierstrass yakinsama teoremi meydana ¢ikmigtir. 1885 yilinda Weierstrass [a,b]
araligindaki her siirekli fonsiyona bir polinom fonksiyonunun yakinsayabilecegini sdyledi.
Bu ragmen Weierstrass bu polinomlarin ne tiir polinomlar oldugunu ve ne tip 6zelliklere
sahip olmasi1 gerektigi hakkinda bilgi vermedi. Daha sonra bir grup matematikg¢i bu tip
polinomlari elde etmek i¢in calismalar gerceklestirdi. Bu tip polinomlarin acik formu

Bernstein tarafindan 1912 yilinda verilmistir. Bu form;

By (u;x) = Z (Z)xk(l — )k () (’-‘) . xe[0,1], neN, (1.1)

k=0

Bernstein u : [0,1] — R fonksiyonu igin [0,1] arahiginda siirekli bir fonksiyona
yakinsamanin miimkiin olabilecegini kanitlamig oldu. Daha sonra bu operator kullanilarak
farkli operatorler tanmitilmigtir. Diger yandan, Bohman ve Korovkin lineer pozitif
operatorlerin sinirlt araliktaki siirekli fonksiyonlara yakinsamasi hakkinda ¢ok 6nemli
teoremler vermistir. Bu teoremlerde sinirli bir aralikta diizgiin yakinsmanin meydana
gelebilmesi i¢in ii¢ adimin yeterli olacagi gosterilmistir. Korovkin teoremi yakinsma teorisi
alaninda yapilan ¢aligsmalara oldukga fazla katkida bulunmustur. Daha sonra birtakim
pozitif lineer operatorlerin degerleri (Mayer-Konig-Zeller operatorleri, Szasz- Mirakjan
operatorleri, Bleimann-Butzer-Hahn operatorleri) yukarida tanitilan Korovkin operatorii
yardimu ile kontrol edilmistir. Operatorler tanitildiktan sonra, bu operatorlerin bircok
genellemeleri tartisilmistir. Son yillarda, Durrmayer ve Kantorovich tipi olarak taninan

integral tipi genellemeler literatiirde ¢ok fazla 6nem kazanmustir.



Daha sonra 1972 yilinda Jain, f € C(R™) fonksiyonu igin Poisson tipi dagilim yardimu ile

asagidaki operatorii tanimlamistir.

n k k—1 k

Jr[l“](u,x) _ Z n)C(nX‘F' uu“) e*(l’l)(‘#k,u)u<_)7 X Z O7 ne N (12)
= k!

ne0,1)ve u —0,n— infty Bu ifade Poisson tipi dagilim olarak literatiirde yerini alir.

Buna ek olarak p = 0 olarak segilirse yukarida tanitilan Jain tipi operator diger bir operator

olan Szasz-Mirakyan operatoriine doniisiir.

Bu operator ise;

k
(”]:) e<"X>u(§>, x>0, neN (1.3)

n

Sn(u;x) :]g)

Daha sonra Jain operatorlerinin asimptotik formulii Farcas tarafindan tanitilmistir. 2013
yilina gelindiginde Agratini Jain tipi operatorlerin istatistiksel yakinsama 6zelliklerini ve
yerel yaklasim sonuglarini elde etti. Diger bir yandan bu operatoriin farkli genellmeleri ve

iki degiskenli versiyonunun yakinsama 6zellikleri tizerine de ¢aligmalar vardir.

Tiim bunlara ek olarak, Cardenes-Morales klasik Korovkin test fonksiyonlari olan {1,¢,72}
yerine 7 ya bagh olarak {1,7,72} degerlerini koruyan Bernstein tipi operatorlerinin
yeni sinifin1 gostermistir. Bu bulgular ile birlikte ,diger tip lineer pozitif operatorler
olan Bernstein-Durmeyyer, Szasz-Mirakyan,Bernstein-Chlodowsky, Balazs, Baskakov,
Meyer-Konig ve Zeller tipi operatorler i¢in de farkli tipteki genellemeler gosterilmistir.

Jain operatorleri i¢in bu genellemlerden biri Olgun tarafindan asagidaki sekilde ifade

edilmistir.

: oo k k—1 B B k
J,[l #}(u;x) _ Z nT<x>(nT<;€C!)+ .u) e (”T(x)+k“)(uo’c 1)<Z> (1.4)

U €1[0,1) ve T da agagidaki yonergeleri saglayan siirekli bir fonksiyon.

Al) 7(0) =0 ve inf,er 7/ (x) > 0

A2) 1, RT da sinirsiz tiirevlenebilen bir fonksiyon



Bu calismada lineer pozitif operatorler icin Voronvskaya tipi teoremler gosterilip ispat
edilecektir. Bunlara ek olarak ise J,"* (u;x) operatoriiniin bazi koruma 6zellikleri iizerine

caligmalar aktarilacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tezimizin bu boliimiinde ilerleyen boliimlerde kullanacak olan ve bahsedilecek bazi temel

kavramlardan bahsedilip bilgi verilecektir.
2.1. LINEER OPERATORLER

Tamm 2.1. X ve Y iki lineer fonksiyon uzay1 olsun.

L:X—=Y 2.1

olacak sekilde L tanimlansin.Eger X den alinan herbir f fonksiyonuna karsilik olarak Y de
bir g fonksiyonu kargilik getiren bir L kurali var ise bu durumda X uzayinda bir operator

tanimlanmus olur ve

L(f:x) = g(x)

olarak gosterilir.
(2.1) de de goriilecegi iizere X uzay1 L operatoriiniin tanim bolgesidir ve X=D(L) olarak
gosterilir.  L(f;x) Y uzayinin bir elemani olacagindan L'nin goriintii kiimesi olarak

adlandirilir ve R(L) olarak gosterilir.

Tamim 2.2. V3,3, € R yada C ve Vfi, f> € X olmak iizere

L(B1f1+ Baf2) = BIL(f1) + B2L(f2) (2.2)

olarak yazilabiliyorsa L ye bir lineer operator denir.

Tammm 2.3. Eger Vf > 0 i¢in L(f) > 0 oluyorsa L operatoriine pozitif operator denir.
Diger bir sekilde aciklayacak olursak V¢ € Ty icin f(t) > 0 iken L(f(¢)) > 0 oluyor ise L

operatoriine pozitif lineer operator denir.

L:X—Y



XT={f e X:f(t) >0}

L(X™) C YT ise L bir pozitif lineer operatdrdiir.

Yukaridaki tanim (2.2) ve (2.3)’den de anlagilacagi lizere bir operatoriin Lineer pozitif
operatdr olmasi i¢in operatdriin hem pozitiflik hem de Lineerlik 6zelligini ayni anda

saglamasi gerekmektedir.
2.2. LINEER POZITIiF OPERATORLERIN MONOTONLUK OZELLIGI

Yardimci Teorem 2.4. L Lineer pozitif operator olsun. O halde Vf(¢) < g(¢) olacagindan;

L(f(t);x) < L(g(t);x)

dir. Gergekten de;
Vf(t) < g(t) oldugundan 0 < g(r) — f(¢) dir.

v
o

L(g(r) — f(2))
L(g(1);x) =L(f(t);x) = 0

Lineerlik 6zelliginden

L(g(t);x) > L(f(t);x)

Ozelligine L operatoriiniin monotonluk 6zelligi denir.

Yardimer Teorem 2.5. L Lineer Pozitif Operatorii i¢in |L(f)| < L|f]
Ispat.
L Lineer pozitif operator olsun. L’nin monotonlugundan

—[fI < f <ise L(=|f]sx) < L(f3x) < L(|f]:%)

yazilabilir. L’'nin lineerliginden



-L(|f];x) < L(f;x) <L(|f];x)

yazilabilir. Buradan

IL(f32)] < L(f]:x)

dir. O]

Teorem 2.6. Weierstrass Teoremi (1885)
[a,b] aralig1 iizerinde taniml1 siirekli her fonksiyona diizgiin yakinsayan bir polinom karsilik

gelir. Yani

Ve > 0i¢in 3P (polinom)> |f(x) —P(x)| < €,a<x<b
Cla,b] ={f|f : |a,b] — R siirekli } uzayi iizerinde tanimh bir norm Vf € C|a,b] i¢in

[|flle = maxa<a<s| f(%)]

ile tanimlanir.

2.3. METRIK UZAY
X bir kiime olsun

N1) d(x,y) =0 <= x=y
N2) Vx,y € X i¢in d(x,y) = d(y,x) (simetri)
N3) Vx,y,z € X i¢in d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) (licgen esitsizligi)

sartlarim saglayan d; X x X — R fonksiyonuna X iizerinde bir metrik (X,d) ikilisine de

metrik uzay denir.
2.4. NORMLU UZAY
X bir lineer uzay ve ||.|| : X — R bir fonksiyon olsun. Vx,y € X ve Va € C i¢in;

N1 [l >0
N2) |x[|=0<x=06



N3) [Jax]| =] o [ [|x]
N4) x4 y[| < lxlf + ¥l

ozellikleri ile tanimlanan ||.|| fonksiyonuna X uzayi iizerinde bir norm ve (X, ||.||) ikilisine

bir normlu uzay denir.

(i) X C R kiimesi iistten sinirlt ise A = {@a € R: @’ X’in iist sininidir.} kiimesinin
minimum elemaninia X kiimesinin en kiigiik {ist sinir1 denir ve supX olarak gosterilir.
(i) X C R kiimesi alttan sinirlt ise A = {a € X : a R’in alt siirdir.} kiimesinin

maksimum elemanina X kiimesinin en biiyiik alt sinir1 denir ve in fX olarak gosterilir.
2.5. SINIRLI LINEER OPERATORLER

X ve Y Lineer uzaylarlar ve

T:X—-Y

Olarak tanimli Lineer bir operator olsun. D(7T'), T’nin tanim kiimesi, X iizerindeki bir
norm ||.|; olarak Y iizerinde tanimli norm ise ||.||, olacak sekilde gosterelim.( Buradan X
ve Y’nin normlu uzay oldugu anlagilir.)

Vx € D(x) igin

17 )y < Ml

Olacak sekilde bir M > 0 varsa T Lineer operatorii sinirlidir denir.

[T )]l

%]

< M olacag agiktir.

Yukaridan da anlagilacag tizere M sabiti esitsizligin sol tarafindaki ifadenin supremumu

kadar biiyiik olabilir. O halde M = ||T|| ile gosterir isek;

Burada T operatoriiniin normu

| T[] = supxep(r) % seklinde tamimlanir.
£0



Teorem 2.7. ¢(z) D bolgesinde analitik bir fonksiyon olmak iizere;

00 =00+ Y L[ L5] (r0) 0] () 3)

k=0

Esitligine Lagrange’s formulii denir.

2.6. LINEER OPERATORLERIN SUREKLILIGI

Tanim 2.8. X ve Y birer normlu uzay olsun. 7: X — Y olarak tanimlansin. O halde;
Ve > 0 ic¢in bir 8(g,fo) > 0 sayist bulunabilir ise ||f — follx < 0 oldugunda

IL(f) — L(fo)]|y< € esitsizligi saglaniyor ise L operatoriine fy € X de siireklidir denir.

Tanim 2.9. Vx € (a,b) ve Ve > 0 i¢in dyle bir ng € N vardir 6yle ki Vn > ng oldugunda
| fn(x) — f(x)| < € olacak sekilde bir ng var ise f, dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir

denir ve f,, = f olarak gosterilir.

2.7. SUREKLILIK MODULU

Siireklilik modiiliiniin 6nemli 6zellikleri siirekli fonksiyonlar i¢in gegerli olsa da siireklilik

modiilii keyfi sinirh fonksiyonlar i¢in de tanimlanabilir.

Tanim 2.10. f [a,b]’de tantmlanmig sinirli bir fonksiyon olsun.

Keyfi secilen bir 6 > 0 igin

o(f:8)= sup |f(t)— f(x)] 2.4)
i

olacak sekilde tanimlanan @(f; ) fonksiyonuna f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.
Ayrica (2.4) de goriilecegi iizere segilen bir 6 > 0 i¢in @(f;0) negatif olmayan

bir fonksiyon olacaktir. Buna ek olarak 0; ve &, pozitif sayilar igin 6; < &, ise
o(f;61) < o(f;02) oldugu agiktir.



3. LINEER POZITiF OPERATORLERIN YAKINSAMA SARTLARI

Bohman 1951 yilinda Lineer Pozitif Operator dizileri i¢in yakinsaklik kosullarini asagidaki

gibi vermistir.
3.1. KOROVKIN TEOREMI

f, [0,1] araliginda siirekli (f€ C[a,b]) fonksiyon a € [0,1] 0 < Qi) < 1 ve k <riken

04,k < Oy olmak lizere
n
La(f3x) = ) f(Gn)Pin(x);  Pra(x) >0 3.1)

k=0

olacak sekilde tamimlanmig Lineer pozitif operatorler dizisi alalaim. L, lineer Pozitif
Operatorler dizisi f € C[0, 1] fonksiyonuna diizgiin yakinsak olabilmesi i¢in gerek ve yeter

sart [0, 1] aralhiginda diizfgiin olarak

Olmasi gerekir. Buradan da anlagilacag: iizere operatoriin n — oo i¢in f € [0, 1]

fonksiyonuna siirekli olmasi i¢in
limy, 0 [| Ly (15x) — 1HC[O-,I] =0
lim;, e HLn(t;x) _x”C[O,l} =0
limy, oo [| L (1) — x%{|cjo,1] = 0

dir. Buradaki norm

1 fllcpo,1) = maxo<x<1 [ f(x)]

9



Bagka bir sekilde ifade edecek olursak Vf € Cla,b] i¢in

limy o [| Ly (f5) = f(x)[| = O

olur.

Not: Burada secilen L, operatorii lineerligi ve f > 0icin L,, > 0 6zellikleri saglanir.
Pozitiflik 6zelligi yukaridaki Not kisminda da acik olarak yazildigindan L, operatdriiniin
Lineerlik 6zelligini ispat edebiliriz.

ispat:

Va,b € Rve f,g € C[0,1] igin

Ln(f3%) = Y=o S (@kn) Pr, (%)
oldugunu biliyoruz.
La(af +bgix) = Ei_o (af (@) +bg(arn) ) i, (¥
Buradan;
Ly(af +bg:x) = a¥Xy_o f(akn) Pk, (x) + bXi_o8(akn) Pk, (%)
olacag agiktir. Buradan;
Lo(af +bg;x) = aLy(f;x) +bg(f:x)

olacaktir ve buradan L, oeratoriiniin lineerligi goriilmiis olur. Yukarida yazdigimiz

Korovkin teoreminin benzer seklini;

Ly(eg;x) =1
Ly(er;x) = x
Ly(e2;) = 4%

olarak da yazabiliriz.
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3.2. BERNSTEIN OPERATORLERI VE YAKLASIM OZELLIKLERI

Bernstein 1912 yilina gelindiginde B, operator dizilerini tammmlamig ve yakinsaklik
ozelliklerini incelemistir.
feCl0,1],neNvexe[0,1] olsun

i( ) )= "f(i) (3.2)

seklinde tanimlanan lineer pozitif operatdre Bernstein Operatorii denir.

Teorem 3.1. (3.2)’deki ifade ile verilen Bernstein operatorleri f € C|0, 1] olarak alinan f

fonksiyonuna yine bu aralikta diizgiin yakinsar.

O halde f € C[0,1] ise

Bu(fix) = f(x) x€]0,1]

dir.

B, (f;x) operatoriiniin bir linner pozitif operator oldugunu gosterelim.

ispat Va,a; € R ve fi, f» € Cla,b] olsun.

By(ai1fi(t)+axfa(t);x) = Zn:(l]:)xk(l—x)nk<alf1<§>+a2f2<§>)

= alB (fl(t),x +axB,(f2(1);x)

olacag aciktir ve Bernstein operatgriiniin lineerlik 6zelligi ispatlanmisg olur.

Bunlara ek olarak alinan k = 1,2,3,4,....n € N ve x € C|[0, 1] i¢in

(Hx¥*(1—x)"* >0ve f>0

oldugundan B, (f;x) > 0 olacagi agikardir. Buradan da operatoriin pozitif operator oldugu
ispatlanir.

Bu iki ispatin ardindan B, (f;x) operatorii i¢in lineer pozitif operator denilir. (3.1) de

tanimlanan Korovkin Teoremi geregince Bernstein operatorleri asagidaki

11



(i) Bu(lix) =1
(ii) Bp(t;x) =x

(iii) B, (t*;x) = x*

sartlar1 saglamalidir ve B, (f;x) = f(x) olacaktir.
Bernstein operatoriiniin bu maddeleri sagladigini gosterelim.

ispat
B,(f;x) = Z (Z)xk(l —x)”"?(%)vef € C[0,1]

olmak tizere

B,(1;x) = 1 ve buradan da f(x) = 1 oldugu goriiliir.

Jea- ()

B,(t;x) =

1=
P
& S

~
Il
o

I
1=
S | =

E
=
—

[E—

|

)
~—

S

L

~
Il
o

I
1=
—~
bl
|
—
~
=
S
|
)
N—

7T

—_— =

Il
x
—
S
|
bl
|
[E—
N~—

elde edilecektir. Buradan da B, (t;x) = x olacaktir ve f(x) = x’dir.

By(t%x) = i(’;)xk@—x)n—k(z_i)

(3.3)



_ < E n—1 _ p\n—k
N I;(n)(k—l)!(n—k)IXk(l k)

Buradaki esitlikte k — k+ 1 yazilirsa

N Z;(k:l>k! nn—_kl—l)!XkH(l_x)n_k_]

B (e

S H(CUIGU RIS

RO o E O o
S (R O e L

- AGE Dm0 ]

_|_
(gl

I

=
r 1T | r 1 r 1
/N 7/ N /N /N

S| —=Sl= S|

N~ N~ ~—v
_I_
=
/N
=

|
—
S =
+
=
[}
S
S| |
—
~—

Olarak bulunacag1 asikardir. Burada n — oo igin B,,(¢?;x) = x?olur. Dolays1 ile Korovkin

teoremi geregince;

Vf € Cl|0,1] igin yine ayn1 [0, 1] aralifinda B, (f;x) = f(x) (n — o)

13



olacag1 goziikiir.

Buradan;

[Bn (1) — 1 clo,1) = 0, (n = 0)

[|Bn(t;x) — x| cpo,) — 0, (n— o0)

elde edilecektir. Daha sonra

(t —x)? = t*> — 2xt +t? ve B, operatoriiniin lineerliginden asagidaki esitligi yazabilbiriz.

B,((t—x)%x) = B,(r*;x) —2xB,(t:x) +1*B,(1;x)

2
X—X
)C2

—2x? +)c2

elde edilecektir.

2 . . .
=X olsun. z fonksiyonunun maksimumunu bulmak iizere 7/ = —=

Buradan z =
olur.

7 =0ise x = } olacaktir. Buradan;

maxo<<1 By ((t —x)%x) = maxo<,<1 (x_sz> = ﬁ — 0 (n — o0) oldugu goriiliir.

2
1B (%) = x*||c(0.1) = maxo<x<1 |55 | = 2= — 0(n — o)

saglanir. Teorem (3.1)’e gore;

1Bn(f3%) = f(X)llco,1) = O

saglandig1 goriiliir.

Teorem 3.2. f € c[zo, 1] ve Vx € [0,1] igin

x(1—x)

limyeonBy (£(1):) = 1)) = =52 ()

14



dir.

Teorem 3.3. f € C[0,1] ise

dir.
Ispat.
B =10 = 3 (Jea-0t(5) o
- 1:0 (5)a o) —kiof(X) (F)a—ar
- By

|h|<8
= s £ )
|t—x|<6
- < ol —x)
B -0 < ¥ ({)4a-0rto(r]E -

< wf5)k20(’;>xk(1 x)"_k<1+%l—c—x‘>
= of 6)<1+%ki‘6’§—x‘(2)xk(l—x) k>

Esitsizligin devamini getirmek i¢in burada Cauchy esitsizligini verelim;

15



1
2

Zzzofkgk < (Zzzosz) : (Zzzog%>

Eio & —xl{/ () (1 =23/ ()64 (1 — 2+

Bl

< (o (2-2) Ot - %)

olacaktir. Buradan B, ((t —x)?;x) = @ olacagindan

_zx(l—x) 1
=% Sk

olacaktir. Buradan

gw(f;a)(ug.Q;ﬁ)

0= an olarak alinirsa;

7

olarak ispatimiz tamamlanir.
SINIRSIZ FANKSIYONLARDA YAKLASIM

3.3. SZASZ OPERATORU

Bu boliimde ilk olarak Szasz-Mirakyan operatorii tanitilarak Korovkin teoremi yardimi

ile Bernstein operatoriine benzer yaklasim 6zellikleri incelenecek ve ifade, ispat edilecektir.

Kabul edelim 1ki x € [0,00) ve f € C[0,) sonksiyonu yine bu aralik iizerinde sinirl ve

suirekli olsun.

ey k()
Sulf) = L 1(;)

n/ k!

16
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olacak sekilde tanimlanan lineer pozitif operatorlere Szasz operatorleri denir.

(3.4) ile tanimlanan Szasz operatorleri A € R™ olmak iizere [0,A] araliginda siirekli ve tiim
pozitif yar1 eksende de sinirli olan fonksiyonuna bu aralikta diizgiin yakinsaktir. O halde

f€C[0,A] ise

Sn(f;x) = f(x) X € [O’A]

olur. Korovkin teoremi geregince tanimlanan Szasz operatorlerinin yakinsama kosullari;

) S,(1;,x) =1
(i) Sy(r;x) = x
(iii) S,(t%;x) = x*

oldugu gosterilirse [0,A] aralifinda S,,(f;x) = f(x) oldugu da gosterilmis olacaktir.
Yukaridaki maddelerin ispatlarin1 vermeden once Szasz operatdriiniin lineerlik ve pozitiflik

kosuularinin ispatini verelim.

Lineerlik ozelligi

VYa,B € Rve f,g € C[0,A] i¢in,

e k ke (nx)k
Sul(af)+pe)) = e Y (ar(%)+pa(X)) 5
k=0 :
o [ e ky (nx)* & ky (nx)*
- ¢ X(Z“f<ﬁ o+ L pe()
k=0 k=0
e Lk () ek (nx)k
_ X o nx o
- e kz'f<n> k! +P kzz)g<n> k!
= aSy(f;x)+ BSn(g:x)
kosulu saglandigindan operator lineerdir.
Pozitiflik icin;
k=0,1,2,3,......n € Nve Vx € [0,A] igin
—nx s nk)/(



olacaktir. Eger f > 0 ise S,,(f;x) > 0’dir.
Yukaridaki ispatdanoperatoriin Lineer pozitif operator oldugu acgik¢a goziikmektedir.

Operatoriin Korovkin teoremi geregince yakinsama kosullarimi gosterelim.

Ispat.

ey ()
Su(l;x)=e ”"kgol o

olur. Taylor serisi yardimu ile

f(x) = €™ secelim. f fonksiyonunun k. mertebeden tiirevi olan f*(x) = nke™ olacaktir

buradan;
oo k
nx
= ¥
k=0
o (n)
nx
‘& ,;0 k!
her tarafi e ™ ile genisletirsek
e (n)f
_ nx
l=e Z ]
k=0
olacaktir buradan da
Su(1;x) =1
olacag1 goriiliir. [

k
Bundan sonraki asamalarda e™ =} ;" % olarak alinacaktir.

ek (nx)k
. _ nx "
Su(t;x) = e kz_o T

>k nkxk

S Y

k=0

18



= (k—1)!
o pk—1,k=1
n x
= e ™ , (k—k+1)
1;1 (k—1)!
—nx : nkxk
= Xxe —
i=o (k!
— xefnxenx
= X
olacaktr.
k? nkak
2.0\ —
s = e LU
_ enxzﬁnk_lxk_lx
=n (k—l)
B ”xi< 1) k=1 k=1,
4 = (k—1)!
oo_lklxkl o | k1 k-1
a4 (Z n +Z_I’l X 'x>
= n -1 &n (k-1)!
B (i k=1 k=15 Zlnk—lxk—1x>
a En (k-2 A (k1)
B (i nk—25k—2,2 Zlnk—lxk—1x>
B Son (k—1)!

lk seride kK — k4 2 ikinci seride ise k — k+ 1 yazalim.

_ ,nx (.2 (nx) X (nx)>
e (x ,;O k! +n,§0 k!
_ x2e—nxenx+)_ce—nxenx
n
X
= x2—|——
n

olacag1 agik¢a goriiniir. Buradan S, (£%;x) = x> + 2 dir.
Son olarak S,,(¢2;x) = x*(n — o) saglanr.
Kosullar saglandigindan Korovkin teoremi geregince Vf € C[0,A] igin yine ayn1 aralik

tizerinde;

Su(f3%) 2 f(x) (n—e0)

19



4. JAIN OPERATORLERI VE YENI BIR YAPISI

Bu boliimde giris kisminda da bahsedilen Jain tipi lineer pozitif operatorlerin yakinsama
sartlarindan bahsedilip ispatlar ile birlikte verilecektir. Sonrasinda ise operatorii yeniden

yapilandirarak yani operatoriin yakinsama sartlar1 gosterilecektir.

4.1. JAIN OPERATORU

o k k—1 k

J,[l“](u;x) = Z nx(nx + ki) e~ (k) (—) ,x>0,neN
= k! n

Seklinde tanimlanan operatore Jain operatorleri denir. Bu operatorlerin lineer pozitif

operator olduklarini gosterelim.

Lineerlik

Va,b € R ve uj,uy € C[0,A] olsun

] IR <N ”Hkﬂ) o (nxikn) (4, (K k
Jn (auy +buy;x) = kgb (au1<n>+bu2(n)>
o x(nx —+ ku ) o (nxtki) ke mox(nx+ kp )< ! — (nx+kp)
N /;)am(n) k! g Hm(ﬁ) k! e
o k nx-l—k,u) nx - k nx(nx_l'kuu)kil —(nx
- akzbul<n) TR W)erg'”z(Z) a e

J,[f] (auy +bur;x) = aJ,[LM(ul;x)#—bJ,[lM(uz;x)

olacagi agiktir.
Pozitiflik
k=0,1,2,3,....,n € Nvex € [0,A] i¢in;

3 nx(nx; ‘ku)k‘l o (nrthn) 5

k=0

20



olacag1 aciktir. Eger operatordeki u(X) >0 ise J,g” ] (u;x) > 0 olcaktir.

u
Bu ispatla birlikte Jain operatorlerinin lineer pozitif operatorler oldugunu gostermis olduk.
Simdi de Korovkin teoremi geregince Jain tipi operatorlerin yakinsakligini gosterelim.

J,[l”](l;x) x € [0,A]

Daha sonra Langrange formulii olarak bilinen;

formiilii (¢(z) , f(z) D bolgesinde analitik olmak iizere)

0(2) = e ve f(2) = ek

olarak secilirse

= 1 d! z \k
< Bl (3
¢ kglk! [dzk_le Yo \ems
0 k—1
— Zl[d aekuz+aZ] (i)k
k! Ldzk—1 =0 \ etz

~
I
—_

Burada z=1 olarak alirsak

Yukaridaki esitlikte seri kismina var olan k=1 ifadesi yerine k=0 yazar isek yukaridaki

ifadenin aynisi elde edileceginden asagidaki ifade rahatlik ile verilebilir.

(] 1 3
e’ = akZZ)H(LH—ku)k Lkt

21



her iki tarafi da e™ ¢ ile carparsak

Buradaki a yerine nx alirsak

[

1
1= Z an(nx—kku)k_le_(”erk“)

k=0

elde edilecektir. Buradan J,[f ] (1;x) = 1 oldugu gosterilmis olur.

Jain operatdrlerinin ikinci yakinsama sart1 olan

J,[,“](u;x)

operatoriiniin esitligini incelemeden once

Q(r,nx, 0 e) = nx@(r —1,nx, (,e) + u@(r,nx+ W, 1, e)

ifadesini ispatlayalim.

Ispat.

(nx+ pk)@(r—1,nx, 1, e)

Z (nx-+pk)
P k!

i (nx + pk) " (nx+ k)<
& k!

(nx+ pk) = @ (r,nx, i, e)

(p<r7 nx? ‘Ll’ﬂ e)

QD(r,”xaH,e) = I’l)C(p(l"— 17nx7“7e)+uk¢<r_ l,nx,u,e)

22
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olacaktir. Simdi de esitligin sag tarafindaki ifadeyi diizenleyip (4.1) ifadesini elde edelim.

k+r—2
kz nx+“k) + e—(nx—i—uk)

wko(r—1,nx,u,e) =

_ oy Z k(nx +I~lk)k+r_2 o~ (mx-k)

|
k=0 k!

k+r—2
”+“@ T g

i nx+#+ﬂk)k+r 16 (nx+p+pk)
k=0
= ue(rnx+p,u, e)

ifadesinin dogrulugu gosterilmis olur. Buradan (4.2) ifadesinde bulunan ifade yerine yazilir

ise;
o(r,nx, i, e) =nx@(r—1,nx,u,e)+ue(rnx+ 1, i1, e) (4.3)

oldugu goriiliir. Simdi de yukarida verlienler dogrultusunda J*')(u; x) ifadesinin esitini

bulalim. J,[fl ](u;x) ifadesi i¢in;

- (nx+ku)k+ril —(nx+k,
(P(l”,nx“u,e):];) k' e ( +’u)

olarak tanimlayalim Yukarida yaptigimiz ispat ile

5 ek

k=0

oldugunu gormiistiik.

(ot kpt) e+ k) 772

(P(rvnxv.l'L?e) = Z k!
_ ¥ nHku)“”z k) g RO RN )
= (nx+ku)"“*2 — E (nx+p+kp) Tl
= nx,;) a e ( “)+“/<;) X e (et ptkn)

= nx@(r—1,nx,[,e) +u@(r,nx+p, 1, e)

23



olacag1 goriiliir.
nx—+u+ku)(nx+ p +k»u)k+r_2€—(nx+u+k,u)
k!

O (k) (mx - A kOSTT L
_ “(Z - o~ (mxtikp)

nuo(rnx+p,ue) = @y, (
k=0

- (”x+ M+ ku)k+r_2 —(nx+p+kp)
M k; -1 ¢ )

Esitligin sag tarafina k — k+ 1 yazar isek esitligin yeni hali ;

= nx@(r—1nx,u,e) +p[(nx+kp)o(r—Linx+p, 1 e) + po(r,nx+2u, u,e)]
— nx(p(r—l,nx,,u,e)-l—u(nx-l-ku)(p(r—1,nx+u,u,e)—i—,uzq)(r,nx-l—Z/.L,u,e)

olacagi aciktir. Yukaridaki ¢ (r,nx+ 2, i, e) ifadesinin eslenigini (4.3)’deki ifade cinsinden

yazalim.

o(rnx+2u,1,e) = (nx+20)@(r— 1,nx+2u, i, e) + ue(r,nx+3uU, U, e)
Buna ek olarak ¢(r,nx+3u, 1, e) ifadesini de benzer metod ile inceler isek;

o(r,nx+3u,u,e) = (nx+3u)e(r—1,nx+3u, u,e)+ ue(rnx+4u, 1, e)
olacaktir. Bulunan bu ifadeler yerine yazilir ise;

= nx@(r—1nx, i, e) +p(nx+kpu)o(r—1,nx+ku, 1, e)

1P [(nx+20)@(r— Linx+ 2, 1, e) + @ (r,nx+ 3, 1 )]

olacaktir. Buradan;

= nx@(r—1,nx,pt,e) + p(nx+ k) @(r — Lnx + kg, e) + p? (nx+20) @(r — 1nx+ 2, 1, e)
P [(nx+3)@(r — 1nx 43, 1, €) + n(rnx+ 4, i, e)]
= nx(r—1,nx,0,€) + pu(nx+kp)@(r—1,nx+ kg, i, e) + 1> (nx +20) @(r — 1,nx 4244, i1, €)

P (x4 3p) @ (r — L+ 31, 1, e) + @ (rnx + 4, 1 e)
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olacaktir.O halde;

(oo}

= Y uf(nx+ku)o(r—1,nx+ku, i e)
k=0

olur. ve buradan yeni ispatladigimiz esitlik;

[e5S)

o(rnx,p,e) = Y pi(nxkp)o(r—1nx+kp,p,e) (4.4)
k=0
olacaktir.
M. _ S nx(nx_’_ku)kil f(nx+k[,t)§
n () = kg;) ! "
— S (nx—i—kl*t)kil (nx+kp)
B x(k; k-1 © )

k!
= x@(l,nx+pu,u,e)

0 k
_4 Z(’“"’N‘”‘H) e(nx+u+ku)>

oldugu goriiliir.(4.1) deki esitligi kullanarak;
e(Linx+p,u.e) = (nx+pu)o0,nx+u,p,e)+ue(l,nx+2u,u,e)
(4.4)’deki ifade ile birlikte
(nx+u)(@(0,nx+u, i, e) =1 4.5)

olacagindan

= 1+ p[(nx+2u)@(0,nx+2u, ,e) + u(l,nx+3u, u,e)]
= 14+ u+0[(nx+3u)@(0,nx+3u, 1 e) + po(1,nx+ 44, i, e)]
= 1+ p+p’+ p[(nx+4u) (0, nx +4p, 1, e) + (1, nx+5u, 1 e)]

= l+p+p’4u’+..
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1
k _
W=

(o)

k=0

ifadesi ile birlikte

Jr[tu]<u;x) = x(p(l,nx—#u,,u,e):ﬁ

Wx) = x(u— )

> nx(nx+ pk)t o K\
Itz = Y ( i ) ¢~ (et hk) -

k=0 ’

- X i k(nx—{_uk)kile—(nx—l—,uk)
ni= (k—1)!
n k!

k=0

_r i k(”x+“+uk)ke—(nx+u+uk) 4 i (”x+“+.uk)ke—(nx+u+uk)

n| /= k! = k!

_ X i (nx+ p 4 uk)* o (net k)

1) +<p(1,nx+u,u,e)]

S |
~

o (20 4 pk)*
k!

k=0

[@(2,nx+2u,p,e) + @(1,nx+ 1, 1, e)]

e—(nx+2/.t+l-lk) + (p(l , X + H, U, e)]

SIx IIx

Daha once de ispat edlilen esitlikliklerden

1

o(l,nx+u,U,e) = —u

olarak bulunmusgtu. Tiim bunlardan haraket ile

¢(2,nx+2u,p,e) = (nx+20)Q(1,nx+2u, 1, e) + pLe(2,nx+3u, 1, e)
1
= (nx+2,u)q+/i[(nx+3u)(p(1,nx—|—3,u,/,t,e)~|—,U(p(2,nx—}—4u,u,e)]

nx—+2uU . nx—+3U +u2nx+4,u n 3nx+5U

= il - - u - +...
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oo

y “k”x+ (k+2)u
=0

—u
= oy +—Z (k+2)ukt!
—H o
nx—+2uU u?

Olacagi aciktir. Buradan

[H] (

utx) =

SIx Slx SlIx 3=

(—pp  (—pp

[0(2,nx+2u, p,e) + @(1,nx+ L, U, e)]

[ nx+2u u?

+
[(1-p)? (1-p
[nx 420 —nxp —2u% +1 -2 + pu? + p?

(1—u)’
nx(1l— 1
( u3)+ 3]
[ (1—n)®  (A—p)

x2 X

)3] +o(l,nx+pu,pu,e)

(—p? " n(l—pp

olacaktir. Genelleyecek olursak

JH(Lx) = 1

J,[fd (u;x) =

[N] (

utx) =

X
—u
2

X

(=) " n(i—pp

olacak sekilde bulunmustur. Yukaridaki u ifadesi yerine w, alahm.f € C[0,A]igin

JMx) = 1

J,W(u;X) = l—xu

], 2 X X
I (uPx) =

Sonug olarak (n — o] i¢in;

(=2 n(1=py

J,[l”](eo;x) = 1
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J,[f](el;x) = X

J,L“](eg;x) =

(1] (

[fadeleri saglanacagindan Jy; ' (u;x)[0,A] (A € R ) araligindan alinan bir f fonksiyonuna

yine bu aralikta diizgiin yakinsar.
M) = 1w recoal

olacaktir. Bu alt boliimde yeni tanimlayacak oldugumuz lineer pozitif Jain operatorii
verilecektir ve buna ek olarak yakinsama, lineerlik, pozitiflik kosullar1 incelenecek ve son

olarak da yakinsama ile ilgili olarak bazi grafiklere yer verilecektir.
4.2. JAIN OPERATORLERININ YENI BIR YAPISI

X C[0,%0),u RT iizerinde siirekli fonksiyon, np € NiginN={neN:n>no} ve a,(x),

B.(x) Vx € X ve n € N igin X iizerinde reel degerli ve pozitif fonksiyonlar olsun.

= ot (x) (o ke )<=t k

Ry = gl = ¥ Gl n(sz )™ o~ (Bala ki) (4 1) <_) x> 0,n € N4.6)
= ! n

w1 e 0,1) ve T (Al) ve (A2) sartlarini saglamalidir.

Yukarida tanittigimiz operatoriin lineer pozitif operator olmasi icin bu sartlar1 saglamalidir.

O halde Ispat olarak bu iki sartlar1 verelim.

Ispat Lineerlik

a,b € Rve uj,uy € C[0,0) olsun

/[T ”](u x) — /n[fvﬂ]u(x)
_ i O (x) (0 () +k.u)k_le—(ﬁn(x)+ku)(uoT—]) (ﬁ)

= k! "
I sy +buzsx) = /W](“”ﬁbuz)( )
_ i -l-k,u) (ﬁn(x)+ku)(au1+bu2)of—1 (E)
k=0 '
= o Oy (X +k/.L) e~ Bnl+k) gy o771 k +buyot! k
k=0 ! ’
_ i )+k.u) (ﬁn(x)+k“)a(u1 O"E_l) (I_C>
n
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k=0
_— 0 (x )+ku) o (Bu) ki) (1) 6 g1 (S)
k=0
o i Oty (x +ku) o~ (Bl (1, o 1) (S)

= aul(x)—l—buz( )
= a/,l[f’”](ul;x) +b/,,[f’“}(u2;x)

Pozitiflik
k=0,1,2,3..n € N x € [0,) olsun

0 ) = i an<x)(an(x)+ku)kile—(ﬁn(x)+k,u) >0

eger (uot 1) (%) >0ise /n[r’“ ] (u;x) > 0 olacaktir. Buradan Ispatlarimiz tamamlanmig
olur ve. Yeni yapilandirdifimiz operatoriimiiziin lineer pozitif bir operatdr oldugunu
gormiis oluruz.

Yukarida tanimlanan Jain operatorlerinin yakinsama siireci olabilmesi i¢in bu operatdrlerin
karsilamams1 gereken kosullar vardir. Bunun i¢in bazi genellemeler yaparak operadrlerin

yakinsama kosullarini inceleyelim.

Ik olarak asagidaki genellemeyi yapalim;

/,Z[T’”](l;x)zl—l—pn(x), xeX

pn:X —>Rvene N, o— B, >0 olacak sekilde o, ve B, X lizerinde siirekli

fonksiyonlardir. Yukaridaki ifadeyi (4.6) deki ifadeye gore uygular isek:

I (1) i an(x)(an(x)+k“)k7167(ﬁn(x)+ku)

!
= k!
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Daha sonra (2.4)’deki Langrange teoremini ¢ (z) = e®¥)? ve u(z) = e** olarak alirsak;

i )+uk) ( zk)k
k=1 etz

her tarafi eP(*) ile bolersek

0B — §° an () (an () + HR 5,040

= k!
Sonug olarak n € N ve Vx € X icin;
@@ =P) =1 4 p, (x) (4.7)
elde edilecektir.
[7,u]

Benzer sekilde 7 siirekli fonksiyonunu ¢, " ifadesine uygulayacak olursak ;

() = 1) +qalx)  xeX 4.8)

qn : X — R ifadesi elde edilir.
Daha sonra (4.8) deki operatorii kullanarak 7 fonksiyonunu uygular isek (o7~ !) (5) = %

olacaktir. Buradan ifademizin son halini yazabiliriz.

/n“’“](r;x) _ i an(x) (an(x) + uk)*=! o~ (Bulx)+hk) (f)

!
far k! n

ifadesi elde edilecektir.

Yukaridaki ifadenin esitini bulmak icin agagidaki ifadeleri 6ncelikle verelim.

0 m, 5 (5), o)) = Y T s
k=0 :
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olarak tanimlayalim o halde

%) =B() = g, (x)@(0, 04 (x), Ba(x), 1)

Kolaylikla goriiliir. Buradan;

_ Z +uk) T o Bl )
_ i +ku)(an( x)+ PR )
¥ )+uk)k+’” 2 Btk e (@) F R )
= ; k! iy (k—1)! ¢
o an(x )+“k)k+m 2 4k > (an(x)+k+uk)k+m_1 (B (x)+k+k
- ; K B 4y Y 4 ¢ (Pl k)
_ i (an(X) + BEY"2 (5, (k)
- L A
i (an(x) + K+ 1K) (an () + K+ PR 2 i

k!

Seri ¢oziimii ilerledikge;
(m, 0 (x), Bu(x), 1) = Y (0 (x) + k) p(m — 1,0 (x) +kpt, Bu(x) + ki, p) - (4.9)
k=0

Yukaridaki seri ¢oziimiinii kullanarak asagidaki ifadeyi elde edebiliriz.

(1,0 (x), Ba(), 1) = iwe—(ﬁn(mw

k=0 k!
= iﬂk(an(XHku)qo(O,an(x)+ku,/3n(x)+ku,u)
k=0

= ()@ (0, an(x), Bu(x), 1)
+ Y (06 (x) + k) 9(0, 06, (x) + ki, B (x) + kit 1)
1
= ™) (00, (x) + )P (0, 0 (x) + 1, Bu(x) + 1, 1)
+ Y 15 (0 () + ki) @ (0, 0t (x) + kg, Ba(x) +kept, 1)

k=2
= @) =B) e ()=Balx) 4 200 ()=Ba(x)
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olur.Buradan;

k—1
Z (06, (x) +kp) e—(ﬁm(x)Jrku)k 2% (%) =Pn(x) !

= k! n 1—u
_ ¥ 0 (1) (0 () + K (5,004 K
=0 k! n
1
= a}’l X ea”(x)_ﬁ’l(x)
) n(l—pu)
olacaktir. Toparlayacak olursak ifademizin son hali icin ;
oo k—1
y (TR ook K _ g (pem-puc) !
= k! n n(l—u)

(4.8)’deki ifadeyi uygulayacak olursak ifademizin son hali icin;

1

o ()@l L
) w(1— 1)

= 7 (11x) = (0 + ga()

VxeXveneN
ifadesi ilde edilecektir buradan (4.7) ve (4.8) deki ifadeler ile birlikte;

T(x) + gn(x)
" = l—u)————
) = (1 -p) T
0 (x) = Bu(x) = log, 1+ pn(x)
T(x) 4+ qn(x)
n = l—pu)—"———>—In(1+py,
Buls) = n(1 =) TR —In(1 4 pa)
pn(x) > —1,Vx € X ve n € N igin olacaktir.
elde edilen sonuglar (4.6)’ya uygulanir ise ;
k—1
> l’l(l - lu) T(X)+qn)C(X) + ku T(x)+qn(x)
2111<1-—;L><r<x>4-qn<x>>( S ) s ) (o p 1) (

k=0

VxeXveneN

Tanitilan operatoriin yakinsama siireci olusturabilmesi i¢in bu p,(x) ve ¢n(x)
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fonksiyonlarinin saglamasi gereken kurallar vardir.

Diger yandan

lim p,(x) =0 lim g,(x) =0 (4.10)

n—soo n—oo

Vx € X icin |pu(x)| < pa(x) ve |gn(x)| < gn(x) sartlart agirlikli yakinsama siireci elde
edilmesi i¢in saglanmalidir. o, ve B, kullanilarak yukarida elde edilen yukaridaki

ifadeler bize yeni tamtilan Jain tipi ¢ [77#]n> operatoriiniin Korovkin teoremince X

no
tizerinde bir yakinsama siireci oldugunu gosterir.Boylece, yeni tanitilan Jain operatorlerinde
paramtrelerin dogru se¢imi ile bazi var olan operatorler elde edilebilir ve buna benzer yeni

tipteki operatorler de bulunabilinir.

il _ (S0 +a)? | o) +an(s)
" 1+ pa(x) n(l_U)z

olacaktir. Bu ifadenin esitligini gosterelim.

2

e i 0t (x) (0 (%) "‘k“)k_lef(ﬁn(x)Jrku) (k

| — =
k! n

— o) Y BT (g (S)z

= k!
o k—1
_ O‘"(zx) y (O FRRT (0
w2 A (k=)
oo k
_ OCn(zx) Z (Oén(X)+ku+N> e—(ﬁn(x)+k/.1)(k_|_1)
n- = k!
_ an(g)C) i (an(x) +k.u+.u)ke—([3n(x)+u+ku)k+ i (an<x) +k.u+.u)kef(ﬁn(x)+u+ku)
P Kl P Kl
_ o(x) i (an(x)+k.u+2“)k+167(ﬁn(x)+2u+ku)
n? | & k!

oo k
1y (OO TR ety

= k!
= a:l(zx) (@(2, 00 (x) + 218, B (x) + 242, 1) + @(1, 06, (x) + 1, Bu () + 1, 1))
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ilk olarak ¢@(2, oy, (x) +2u, B, (x) +2u, 1) ifadesinin esitligini aragtiralim.

= Zu 0t () + (k+2) ) @ (1, 06, (x) + 20 + ki, B (x) + 20 + ket 1)

() 2R)0(1,5 1) 20 B) + 24 )-+ (00 (2) + 30901, 00(2) + 30 B+ 3
U2 (0 (%) +4) @ (1, 0t (x) + 441, B (x) + 442, 1) +

= () +20)e® @B L g (1) 4 3p)em @B L

1—pu 1—p
12 (o (x) +4u)e°‘"(")ﬁ"(x)ﬁ te
B 1
:ew@mwﬁja%w+mwmwawwm+u<<»Mm -
— (%)= PBu(x) —Z“ 0 (x) + (k+2)u)
H =0
_ ean(x)—ﬁn(x)L [(Xn(X) Z uk—|— Z(k+2)uk+l]
l—u k=0 k=0

_ an<>ﬁn<><0‘n(x)+2“+ u )
(I=p)>  (1—p)

olacaktir.Daha sonra @(1,04,(x) + i, B, (x) + w, 1) ifadesinin esitligini ayn1 metod ile

arastirirsak;

1

Q1,0 (x) + 1, B (x) + g1, p1) = )Pl -

olacaktir.Buradan yukaridaki esitligi tekrar yazacak olursak;

?(2, 00 (x) +20, B (x) + 20, 1) + @ (1, 0 (x) + 1, B (x) + 12, 14))

_ 1 a(x) +2u u? 1
()P () ( N =
w\ (1—p)? (1 —u)3? l—p

|
_ oW lean<x)—ﬁn<x) 1#( O (x) )}

(i)
(1) +pu())* | 7(x) + palx)
(1+pn(x> 1_.“)2

oldugu gosteriilmis olur.

Sonug olarak genellem yapar isek;
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Yardimac1 Teorem 4.1.

1Y) = 14 pa)
IIH(x) = 2(x)+ palx)

2 (@ | 70+

ST S @ ey

s (@ aP | 3@ a)? | (1420)(0) )
G e w1 R CEEN 05 PG BTy el W

olacaktir. (4.6)’da tanitilan Jain operatdrleri i¢in moment ve merkezi moment degerlerini

tanimlayalim. Bunun i¢in ilk olarak merkezi moment degerini tanimlayalim.

v (1) = (e(t)—7(x)) €N (4.11)

olsun. Daha sonra Vx € X i¢in (4.6)’da tanitilan operator agsagida belirtilenleri saglayacaktir.

W0 = 14 pa®)

o) = () - 1@)ix) = A ()50 — AT (e(0)5x)
= 2 M ((2(0):%) — 1) 2 (15x) = gu(x) — T(0) palx)
AR = A0 1)) = A0 - 28020 + 2(0Px)

= AR = 2000 A (w00 + 20 A (1)
_ (1)++pz’£i>)) + i<)1ti:l)(§)+T(x)2—2r(x)qn(x)+T(x)2Pn(x)

SR = A0 - 1@) ) = 40 =310 1)+ 31()7(0) — 7(x)5)
= A ) ) = 3000 2 (00750 + 310007 2™ (2(0):0)

+2(x) gz (1)
(20) +au(®) | 30 +an(e)? | (1420)(2(x) +u(x)

(a2 At paln(l-p2 w1
oo ((FD 0P 70+, G
e ) RELORC R
(! (14 ) 2
e o = (@) +a() 6(t(x) +¢u(x))* | 7T+8u)(T(x) +gn(x))
S A B (e ) e R (e ) e )

Lt 8t 6p2) () 4 0u0) (T L) | 3500 +u(0))?
(0 ) &) (P =20 3 )
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—47(x)*(2(x) + gn(x)) + T(x)* (1 + pa(x))

Not4.2. (i) (4.6)’daki p,(x) =0ve g,(x) = Tl(f—)ﬁ olarak segilirse _# (4] n>no OPETatorii
(1.4)’deki operatore doniisiir.
(ii) (4.6)daki py(x) =0 ve gn(x) = T ve 7(x) = x olarak segilirse g/ (74!
operatorii (1.2)’deki klasik Jain operatorlerine doniigsecektir.

n>ng

(iii) (4.6)’daki p,(x) = 0¢,(x) =0 ve 7(x) = x olarak segilirse ¢ [7.1] n>n, OPETatori [3]
de belirtilen operatdre doniisiir.

(iv) (4.6)’da u = 0 olarak segilirse 7 [7.1] n>n, OPeratort [4] de belirtilen operatore

no

doniistir.

(v) (4.6)da p,(x) =0, g,(x) = Tl(f)ﬁ ve 1t = 0 olarak segilirse _# [T’”]nz

de belirtilen operatore doniigiir.

(vi) (4.6)’da p,(x) =0, gu(x) = Tl(f)ﬁl ve T(x) = Ou = 0 olarak segilirse ¢ (7.1

operatorii (1.3)’deki Szasz-Mirakyan operatorlerine doniisiir.

(Vi) (4.6)da p,(x) =0, gu(x) = — & + YL 7(x) 7(x) = x, g = Oolarak segilirse

o operatorii [5]

nzng

7 [L“]nzno operatorii [7] de belirtilen modifiye edilmis Szasz-Mirakyan operatdriine
doniistir.

(vii) (4.6)°da p,(x) = —L5, gu(x) = 0, T(x) = x ve u = 0 olarak segilirse A

n>no

operatorii [8] de belirtilen bir diger modifiye edilmis Szasz-Mirakyan operatoriine
doniigiir.

(ix) (4.6)’da p,(x) =0, gu(x) = n’c(x)%, 7(x) =x ve ,1 < a < e olarak segilirse

7 [7.u] n>n, OPeratori modifiye edilmis Jain Tipi operatore doniisiir.

(x) p >0 igin (4.6)’da py(x) = 0, ga(x) = T(x)"HE= 7

7 [T’u]nzno operatorii Jain-Schurer operatoriine doniisiir.

(x) = x olarak segilirse

4.3. YAKINSAMA SONUCLARI

Bu boliimiin amaci yeni tanitilan Jain tipi operatoriimiiz i¢in direk yakinsama teoremi elde
etmek olacaktir. Bu tip teoremler ilk olarak Gadjiev [13] ve Holhos [14] tarafindan
verilmistir. Bu boliime gec¢is yapmadan 6nce Gadjiev ve Holhos’un teoremlerinin
sonuglarini 6zetleyelim.

T, (A}) ve (Ap) sartlarin1 saglayan bir fonksiyon olsun. 7’nun bu sartlari sagliyor olmast

fonksiyonun positif reel eksende artan ve siirekli oldugunu ve limy_,., 7(x) = oo olacagini
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gosterir. Bunlara ek olarak, o(x) = 1+ 72(x) olarak tanimlanan bir agirlik fonksiyonu

olsun. Bu sonug ile birlikte normu;

u(x)]

””H = SqueR+m

olarak tanimlanan normlu uzay i¢in B (R™) agirlik uzayini su sekilde tammlayalim.

Bs(RT)={u:R" = R:|u(x)| <C,0o(x),xcR"}

C, sadece u’ya bagl positif fonksiyon. Tiim bunlara ek olarak, Bs(R™ ) daki tiim alt uzaylar
Ds(R™) tarafindan kapsanacaktir. Ayrica Eq(R™") , Dg(R™)’daki tiim ¢ fonksiyonunun

alt uzay1 olsun ve

Eq(R") =i {0 : 0 € Do(R"), lim z((’;)) — mg)

me 0’ ya bagl sabit bir fonksiyon olsun.Diger yandan Fi(R™) i¢in

Fs(RT)={0:0€Ds(RT), % diizgiin siirekli }

sonug olarak Eq(RT) C F5(R") C Dg(RT) C Bs(R™) ifadesini elde edebiliriz.

Yardimar Teorem 4.3. x € R* ve H,, n’ye bagh pozitif sabit bir fonksiyon olmak iizere;
(Ly)n>1 lineer pozitif operatoriiniin Dg(R™)’dan Bs(R™)’a dogru haraket etmesi i¢in gerek

ve yeter sart;

|Ly(0;x

< H,o(x)

olmasidir.

Teorem 4.4. Yukaridaki yardimer teorem saglansin ve (L, ),>asagidaki ozelikleri saglasin;
lim ||L,(7°) —7|ls =0 s=0,1,2.
X—r00

Bu sonug ile birlikte Vu € Dg(R™) igin

i (12, () — ulo =0
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saglanacaktir.
Ispat. Bger u € E5(R™) ise Vx > 0 igin |u(x)| < M,0(x) olacakur. O halde su iligkiyi
verebiliriz;

(T() +¢u(x))* | T(x) +gn(x)

) N
n H (03x) = 14 pu(x) + 1+ pa(x) n(1 _‘un)2

Yeni tip jain operatoriiniin yakinsama sonuglarindan elde edilenler ile operatér Dg(R™)
uzayindan Bs(R™') uzayina haraket edecektir. Bu durumda, ispati tamamlamak i¢in

asagidaki esitligi verebiliriz;

lim || 7 (1) = ')ls =0  s=0,1,2.

n—oo

s = 0 1le baglayacak olursak

tim |2 (1) = 1]|s =0

n—oo

Sonrasinda, s = 1 i¢in iglemimize devam edelim;

1A (2) = ]| 6 = g

Daha sonra (4.10) yardimi ile yukaridaki limitin esitinin sifir oldugu anlasilacaktir. Son

olarak s = 2 olarak esitligimize devam eder isek;

[THn] 2y 2 _(T+Qn>2 T+qn 2
A T BT

olacaktir. lim,,—, U, = 0 ve tekrar(4.10)’u uygular isek yukaridaki limitin sonucunun sifir

oldugu goriilecektir. Sonuc olarak yukaridaki bulgular ile ispatimiz tamamlanmis olur.

]

Tanim 4.5. Vu € Ds(R™) ve 8 > 0 Holhos asagidaki siireklilik moduliinii vermistir.

1f(t) = f(0)]

(u:5) = ) = Jwl

@e(1:0) |r(t)—81rl(€)|§8 o(t) +o(x)
tx€RT

Daha sonrasinda asagidaki iligski verilmistir.
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(i) Ya € DGR, t,x>0ve § >0
la(t) —a(x)| < (o(t) + o (x)) (2+T> wz(f36)
(i) Va € Dy (RT) ve &, 8 >0
o:(f;a8)0 = (2 + a)w(a;5)
(iii) Va € Fy(RY)

lim w¢(a;6) =0
6—0

VD, (RT) i¢in @ (a;0) = 0 oldugu agiktir. Bununla birlikte 8’ ya gore @ (a; &) fonksiyonu
negatif olmayan artan bir fonksiyondur. Yukaridaki tanim dogrultusunda sonraki teorem

Holhos tarafindan verilmistir.
Teorem 4.6. A, : D; (RT) — B (R™) pozitif lineer operator dizisi ve ey, fy, gn, iy 1 —> o0

icin diziler 0’a giderken;

(2" = Ol go = e
(e =2y = fo

ILa(7> = 2[lg1 = gn

Va € Dy (R™) i¢in 6zel olarak secilen

8 =2/ (en+2fn+8n) (1 +en) +en—+3fn+hy
icin

1Ln(a) —all )3 < (7+4en+28n) 0c(a; ) + [|al[gen;

3
2

saglanmis olur.
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Yukaridaki teoremin saglandigini kabul edelim.

Vu € F)(R") ve limg_,g0(u;6) =0 igin
Tim 1Ly (1) — ]

ifadesi saglanmis olur. Simdi de asagidaki teoremi verebliriz.

Teorem 4.7. Vu € F) (R™) i¢in

2qn 2
n:2 n2n 22n 1 n
° ’¢(p_kq'+(%+'q_%dl—u02+n0—4wﬁ)>< )

2q, 2
+ n+3n+3<2+2n+ + )
Pnr2q D = )2 (1= )2

64> N 124, y 6 A(142n)gn 41 +2uy)
(I=w)?*  n(1=p)?  n(1=p)?  n2(1—p)*  n?(1— )t

+q +3¢% +3q,+ p

oldugunda

) —ul) < (7+4pa+2 (@42 24n z 5
A0~ < (744902 (@4 200+ o s ) ) @n(i8) + ey

saglanacaktir.

Ispat. Ispata baglamak icin e, f,, g, h, lerin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun igin
teorem (4.5)’1 yeni tamimlanan Jain operatdriine uygulamamiz gerekecektir. Yardimci

teorem (4.1)’den;

|ZH (20— g0 = suppa(x) < pu = en
xeX
[Tl /0 0 N qn(x) o
T -7 = su < g, =
I/ =l = g s
I = P N P (R
! - (= p)? n(l—p)? "
2
170 =Ty < @303 430t R e A o T e — ) T R = )
nz(l_.un>4_ "

Yukaridaki bulgulari teorem (4.6)’ya uygular isek istenilen sonug elde edilmis olur ve ispat

tamamlanir. L]
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Not 4.8. 1, € [0,1) ve lim,_,c0 i, = 0 olsun. Vu € F; ((R") igin

|ATH) () — ]

3
02

olacagi agikca goziikecektir.

4.4. VORONOVSKAYA TiPi TEOREM

Yakinsama teorisinin bir diger 6nemli konusu olan lineer pozitif operatorlerinin yakinsama
oranidir. Bu boliimde yeni tanimlanan Jain tipi operatdr i¢in voronovskaya tipi teoremi

gosterip ispat edelim.Tiim bunlara ek olarak lim,,—,. tt;, = 0 olarak alalim.
Teorem 4.9. 1, € [0,1) ve lim, ... = 0 olsun. Aym1 zamnada u € Dy (R") ve uo 7!
ifadesinin birinci ve ikinci tiirevleri 7(x) *de yer alsin.Eger (uot~!)’ ifadesi R* iizerinde

sinirl ise;

lim np,(x) = wve lim ng,(x) =&

n—oo n—oo

iken

limn_mn( gl _ u(x)> = pu(x) + (1 — T(0)E) (wo 1Y (1(t) + @(u ot 1Y (2(1))

Ispat. T € R iken uo t~! fonksiyonunun taylor seri acilimina bakalim

(uot—1)"(2(p)) — (wot—1)"((x))

iken

olur..

Yukaridaki ifadeler ve u iizerinde alinan varsayimlar lim,_,, X,(¢) = O olan tiim ¢’ler

icin |X;| < H oldugunu gosterir. Sonrasinda ise yeni tanimlanan ( /,Z[T’” "})nz 1 operatoril
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yukaridaki ifadeye uygular isek;

n( A —u) = aue)pa(x) + (o T—1) ((e)n £ (2(6) = 7(x)):)
w0 1) ()n A ((2(0) — 7))
23 (1) (3(0) — 7(0))2)

(4.11)’deki sonuglarimizi operatoriimiize uygular isek;

n g (e — 1)) = p—t@E
n 7 (20 — 2 (0))5x) = (%)

ve sonug olarak elde edecegimiz yeni esitlik;

timycson( A () = )+ (1~ (08 (wor) (2(0)) + S (wo v (2(0)

iy e 73 (X (0)] (2(0) = T(x)) )

olacaktir.
Sonug olarak Ve > 0, & > 0 ve lim;_, X, = 0 igin ,1[1’“"](|Xx(t)|(r(t) —7(x))%:x)

ifadesini bulmaliy1z.Cauchy - Schwarz esitsizligi ile birlikte

n A K| (2(0) = 1)) = elimuen 237 (2(0) = 7(6))5x)

tgalimoen £ (w(0) = 2(9) %)
(4.11)’deki sonuglardan

limnﬁwnjn[f’“”} ((t(t) —t(x)*x) =0
olacaktir. Tiim bunlarin sonucu olarak

AR X (0] (2(0) = £(x))%55) =0

olarak bulunur ve ispatimiz da tamamlanmis olur. 0
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5. SAYISAL ORNEKLER

Bu boliimde, tanimlamis oldugumuz jain operatdriiniin etkinligi hakkinda bazi 6rnekler ve
buna bagli grafikler verilecektir. Bu drneklerde secilen test fonksiyonlar: tanimlanan Jain
operatoriine uygulanarak operatoriin performansi onceki klasik tip jain operatorii ile gorsel
olarak karsilastirtlacaktir. Verilen araliklar tizerinde yeni tanimlanan Jain operatoriiniin
klasik Jain operatoriine gore ¢cok daha iyi bir performansa sahip oldugu grafiklerde agikca
goriilecektir ve bu da operatoriin alternatif olarak kullanilabilecegini gostermektedir. Tiim
bunlara ek olarak tiim orneklerde MATLAB 2020b test fonksiyonlarinin hesaplamalarinda

kullanilmagtir.
5.1. NUMERIK ORNEK I

Ik 6rnekte bir test fonksiyonunu ele aliyoruz. Fonksiyonumuz

olup parametreleri

X X
7(x) :xza pu(x) = ey gn(x) = 7 and u,=—

seklindedir, dyle ki n = 25 olup tanim aralig1 [0, 2] dur.
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u(x)

Sekil 5.1. u(x) = fonksiyonu icin yakinsama sonuglari

x2 425

Sekil 5.1, hem standart Jain operatoriiniin hem de yeni tantmlanmusg Jain tipi operatorlerin
ayn1 parametreler ve aralikla gorsel performansini gostermektedir. Bu sekilden, yeni
operator kullanilarak yapilan yaklasimin test fonksiyonuna iyi bir yakinsama gosterdigi

gozlemlenebilir.

44



%1073
T

—— F
—E—E2

} " t T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6 1.8 2

2

Sekil 5.2. u(x) = )ﬁ fonksiyonu i¢in hata sonuglart

Ote yandan, hem klasik Jain operatorlerinin hem de yeni tanimlanan Jain operatérlerinin

yaklagim hatasini Sekil 5.2°de sunuyoruz. Burada

E| = ]J,L“](u;x) —u(x)|, and E;= \Jn[r’“](u;x) —u(x)|
sirastyla klasik Jain operatorleri ve yeni tanimlanan Jain tipi operatorler tarafindan yapilan
yaklagimlarin hata fonksiyonlaridir. $imdi ikinci 6rnekle devam edelim.
5.2. ORNEK II

Benzer sekilde ikinci 6rnekte yeni bir test fonksiyonunu ele aliyoruz. Bu fonksiyon

u(x) =x>e ",

olup parametreleri

2 3
2 X X
)= pul) =,



seklindedir, 6yle ki n = 25 olup tanim aralig1 [0, 2] dir. Sekil 5.3’de yeni tanimlanan Jain
operatoril ile klasik Jain operatoriiniin yakinsama performanslari karsilastirilirken, Sekil
5.4°de bu iki operatoriin hata oranlar1 karsilastirilmustir. i1k 6rnekte oldugu gibi yeni
tanimlanan operatoriin de benzer sekilde performans gosterdigi ikinci 6rnekten rahatlikla

goriilebilmektedir.

0.05

0.045

0.04
0.035
0.03

§ 0.025
0.02
0.015
0.01

0.005

Sekil 5.3. u(x) = x3e3* fonksiyonu i¢in yakinsama sonuglari
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Error

%1073

251K

0.5

Sekil 5.4. u(x) = x*e¢ 3 fonksiyonu igin hata sonuglari
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6. SONUC

Bu tezde ¢okca bilinen bazi lineer pozitif operatorler ile birlikte yakinsaklik durumlari
ve ispatlar1 verilmistir ve bunlara ek olarak klasik tipteki Jain operatorii verilmis ve
yakinsaklik durumu da incelenmistir. Sonrasinda 7’ya bagli olan yeni tipteki Jain tipi
operatoriimiiz tanitilmis ve yakinsama sonuglar1 6rnekler ile incelenmistir. Tezde yeni
tanitilan operatoriimiiziin gecerliligigni kanitlayacak tarzda ornekler anlasilir bir tarzda

verilmig bulunmaktadir.
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