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OZET

KONHAUSER BiORTOGONAL POLINOMLARIN BAZI
OZELLIKLERI

Yahya CIN
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstittisti, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Dr. Ogr. Uyesi Nejla OZMEN
Temmuz 2018, 52 sayfa

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci bdliimde giris kismima yer verilmistir. Ikinci
boliimde on bilgiler ve diger boliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar, lemmalar
verilmistir. Ayrica ortogonallik igin teorem verildi. Ugiincii boliimde, biortogonal
polinomlarinin tanimi ve bazi ozellikleri, verildi. Ayrica, bu béliimde biortogonal
polinomlarin varlig igin gerek ve yeter kosullar verildi. Dordiincii boliimde, Konhauser
polinomlar1 tanitildi. Bu polinomlarin integral gosterimi, baz1 6zellikleri ve birkag¢ 6zel
degeri icin grafikleri incelendi. Ayrica Konhauser polinomlar: i¢in bilineer ve bilateral
dogurucu fonksiyonu veren teoremler incelendi. Besinci boliimde, bu polinomlarin tiirev
iceren ve tiirev igermeyen rekiirans bagintilart verildi. Bunlara ek olarak, Konhauser
polinomlarin bazi polinomlarla iligkisi incelendi. Son béliimde bu tez i¢in sonug ve
Onerilere yer verildi.

Anahtar sozciikler: Bilateral dogurucu fonksiyon, Bilineer dogurucu fonksiyon,
Konhauser polinomlari, Rekiirans bagintilari.



ABSTRACT

SOME PROPERTIES OF BIORTHOGONAL KONHAUSER POLYNOMIALS

Yahya CIN
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master’s Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Nejla OZMEN
July 2018, 52 pages

This thesis consists of six chapters. In the first chapter, the introduction section is located.
In the second chapter, preliminary information and some definitions or lemmas that will
be used in other parts are given. In addition, there is a theorem for orthogonality. In the
third chapter, the biorthogonal polynomials definition and some properties are given.
Moreover, in this section, necessary and sufficient conditions are given for the existence
of biorthogonal polynomials. In the fourth chapter, Konhauser polynomials were
introduced. Graphs of these polynomials for integral representation, some properties, and
some specific values are examined. Theorems on bilinear and bilateral generating
functions for Konhauser polynomials were also examined. In the fifth chapter, these
polynomials are given derivative and non-derivative recurrence relations. In addition to
this, Konhauser polynomials are associated with some polynomials. In the last chapter,
conclusions and recommendations were given for this thesis.

Keywords: Bilateral generating function, Bilinear generating function, Konhauser
polynomials, Recurrence relations.



1. GIRIS

Spencer ve Fano ilk olarak 1951 yilinda biortogonal polinomlari tanimlamistirlar.
Bunlar biortogonal polinomlarin herhangi bir 6zeligini belirtmemis, sadece ¢ sifir ve
pozitif bir say1 olmak iizere (0, o) araliginda x¢e~* agirlik fonksiyonuna gore x ve x?
seklinde polinomlarin biortogonalligi tizerinde ¢alismislardir [1]. Konhauser 1965 yilinda
biortogonal polinomlarin en genel 6zellikleri izerinde ¢alismis olup daha sonraki yillarda
bazi matematikg¢iler tarafindan biortogonal polinomlar iizerinde ¢alismalar yapilmistir.
Ozellikle, klasik ortogonal polinomlar kullanarak biortogonal polinom aileleri iizerinde
calisilmig ve bu polinom aileleri ile diger polinom aileleri arasindaki bagmtilar,
sagladiklar1 rekiirans bagintilari, Rodrigues formiilleri gibi birgok 6zellikler elde

edilmistir.

1965 yilinda Konhauser’in biortogonal polinomlarin genel 6zelliklerini vermesi, bu konu
ile ilgili ¢alismalar icin bir baslangi¢ olmustur. Daha sonraki siirecte Konhauser 1967°de
biortogonal polinom ailesini tanimlamistir. Laguerre tarafindan verilen bu polinomlar
Konhauser biortogonal polinomlar1 olarak da bilinir. Bu tarthten sonra bazi
matematikgiler tarafindan ortogonal polinomlar tizerinden gosterilen biortogonal polinom
aileleri verilmistir. Daha sonraki siiregte bazi matematikgiler tarafindan bu polinom

aileleri ile ilgili birgok yeni 6zellik elde edilmistir [2]-[16].

Bu tezde ilk olarak biortogonal polinomlarin 6zellikleri incelendi. Daha sonra Konhauser
biortogonal polinomlarinin genel 6zellikleri ve bu polinomlarin dogurucu fonksiyonu
verildi. Konhauser polinomlar1 igin bilineer ve bilateral dogurucu fonksiyonlar: veren
teoremler elde edildi. Bu teoremler kullanilarak bazi dogurucu fonksiyon bagintilar
verildi. Bu polinomlar i¢in rekiirans bagmtilar1 ve baska polinomlarla iliskisi incelendi.

Son olarak sonug ve onerilere yer verildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. GAMMA FONKSiYONU
Re(z) > 0 olmak iizere Gamma fonksiyonu

r'(z)= f e tt?71dt (2.1)
0

seklinde tanimlanir.

2.2. POCHAMMER SEMBOLU

(4 Pochhammer sembolii, A reel ya da kompleks bir sayi, 9 sifir ya da pozitif bir say1

olmak tzere

oy =8,(H1)(H2)““+19_1)' iié 22)

olarak tanimlanir.

2.3. HIPERGEOMETRIK FONKSiYON

a, [ ve y reel ya da kompleks sabitler olmak iizere

- (@n(B)n x"

JFi(a, B 4 x) = . nl

n=0

seklinde tanmimlanan hipergeometrik seri literatiirde F(a,;y;x) ile gosterilir ve bu

fonksiyona hipergeometrik fonksiyon denir. Genellestirilmis hipergeometrik seri,



(a1)n(a2)n (ap)n x™

rn(r2dn - (Vq)n n!

[o 0]
qu(al, A2y vens A V1, Vs s Vi x) = Z
=0

seklinde tanimlanir.

2.4. BAZI HIPERGEOMETRIK FONKSIYONLARIN SERI ACILIMLARI

1=07= > @ 7= ,F @hifiw) 23)
n=0
v W (0" N
In(1+x) = xn=0 Q. - x [2F1 (1,1;2; —x) (2.4)

hipergeometrik fonksiyonlar1 seklinde seri acilimlarina sahiptir.

2.5. DOGURUCU FONKSiYON

Iki degiskenli bir f(x, t) fonksiyonu t nin kuvvetlerine gore

(0]

F,0 = ) e i@t

n=0
seklinde bir seriye agilabiliyorsa F (x, t) fonksiyonuna {f;, (x)} fonksiyonlar ailesinin bir

dogurucu fonksiyonu denir. Burada c, ler x ve t den bagimsiz n nin bir fonksiyonu olup

degisik parametreler icerebilirler.

Ucg degiskenli G(x,y,t) fonksiyonu, t nin kuvvetlerine gore

o

606y, = ) ay by Dk

k=0

seklinde bir seriye agilabiliyorsa G (x,y, t) fonksiyonuna h; (x) ve h,(y) fonksiyonlari

i¢in bilineer dogurucu fonksiyon denir.

Ug degiskenli G(x, y, t) fonksiyonu, t nin kuvvetlerine gére

[ee)

600y, 0) = ) @y b (¥ gk

k=0



seklinde bir seriye agilabiliyorsa G (x, y, t) fonksiyonuna hy(x) ve g, (y) fonksiyonlari
icin bilateral dogurucu fonksiyon denir.

(r + 1) degiskenli G (x4, x3, ..., X, t) fonksiyonu, t nin kuvvetlerine gore

o)

61Xz %0, 0) = ) @ fil) fi(22) v il )E"

k=0
seklinde bir seriye agilabiliyorsa G(xq, X, ..., X, t) fonksiyonuna f,(x;), fi(x2), ...,

fi(x,) fonksiyonlari i¢in multilineer dogurucu fonksiyon denir.

(r + 1) degiskenli G (x4, x5, ..., X, t) fonksiyonu, t nin kuvvetlerine gore

o

G (X1, X2, ey Xy t) = z ar frie () f2e(x2) o fr g () E"

k=0
seklinde bir seriye agilabiliyorsa G (xq, Xy, ..., X, t) fonksiyonuna fi , (x1), f2r(x2), ...,
fr 1k (x;) fonksiyonlari i¢in multilateral dogurucu fonksiyon denir.

2.6. BAZI KULLANISLI OZDESLIiKLER

Asagidaki bazi 6zdeslikler ispatsiz verilmistir.

n [k/p] [n/p] n—pl
z Z Ak, D) = Z A(k +pl D) (2.5)
o [n/p] © o
2.

Z) a Ak ;’Z;A(k,n + pk) (2.6)
S eSS aen o o
n=0 k=0 n=0 k=0

iiA(k,n) = iiA(k,n+k) (2.8)

n=0 k=0 n=0

==
1l

0

2.7. ORTOGONAL POLINOMLAR

n € Ny = NU {0} ve ay,a4,a,,..,a, (a, # 0) sabit sayilar olsun. p,,(x) : R — R

4



olmak lizere

Pn(X) = apx™ + ap_x™ 1+ - +ayx + ag

seklinde tanimlanan fonksiyona n —yinci dereceden polinom denir. Burada n dogal sayisi
polinomun derecesi, ay, a;, a,, ..., a, sayilari ise polinomun katsayilaridir. Eger a,, = 1

ise bu polinoma monik polinom denir.
Diger yandan, I c R olmak iizere w(x), I da taniml pozitif bir fonksiyon olsun.

m,n € N ve m # n olmak iizere,

(s i) = f 0 () () () dx = 0 (2.9)

I

saglaniyorsa {¢,, (x) },,ey polinom sistemine I araliginda w(x) agirlik fonksiyonuna gore

ortogonaldir(diktir) denir.

Teorem 2.1. I c Raraliginda {¢,,(x) },,ey polinom sisteminin w (x) agirlik fonksiyonuna

gore ortogonal olmasi i¢in gerek yeter kosul,

f b, (Dw()xk¥dx=0 (k=012,..,n—1) (2.10)
I

ifadesinin saglanmasidir [17].

Ispat: (=) ¢, ve ¢, polinomlar1 I araliginda w(x) agirlik fonksiyonuna gore ortogonal

ise,

(s ) = j 0@ (Db (Vdx =0, m£n

1

oldugu bilinmektedir. x in k —ymc1 kuvveti

k

X = agho() + @11 () + -+ + (D) = D amn() 211)

m=0

seklinde ¢, (x) lerin sonlu bir toplami olarak ifade edilebilir. Buradan Denklem (2.11)’in



Denklem (2.10)’da yerine yazilmasiyla, 0 < m < k < n i¢in

k
f d)n(x)(‘)(x)xkdx =f ¢n(x)(‘)(x) [z am¢m(x)] dx

m=0

= zk: amf 0 (x) pr ()P (x) dx = 0

3
I
o

elde edilir. Burada 0 < m < n olmak tizere ¢,,(x) ve ¢,(x) lerin Denklem (2.9)’da

verilen ortogonalik tanim1 kullanilmigtir.

(<) Ispatin ikinci kismi i¢in 0 < m < n alalim. ¢,,, (x), m—yinci dereceden bir polinom

oldugundan

m

P (%) = z ay x* (2.12)

k=0

seklinde yazilabilecektir. Denklem (2.9)’iin ortogonallik bagmtisindan Denklem

(2.12)’de yerine yazilirsa,

] W (%) () P (x)dx = J Pn () w(x) [z akxk] dx

k=0

P

akj w(x) ¢, (x)x*dx =0

0 I

&
1]

elde edilir. Boylece Denklem (2.10)’dan dolay1 ispat tamamlanir.



3. BIORTOGONAL POLINOMLAR

Bu boliimde biortogonal polinomlarin tanimi, biortogonal polinomlarin genel 6zellikleri

ve biortogonal polinomlarla ilgili bazi teoremler verilecektir.

3.1. BIORTOGONAL POLINOMLARIN TANIMI

Tamim 3.1. r(x) ve s(x) sirastyla x ¢ gére h > 0 ve k > 0 inc1 dereceden reel degerli
polinomlar olsunlar. R,,(x) ve S,(x) de sirastyla r(x) ve s(x) e gore m —yinci
ve n —yinci dereceden polinomlar1 gostersinler. Bu durumda R,,(x) ve S, (x) sirasiyla
x e gére mh —mc1 ve nk —yinci dereceden polinomlardir. r(x) ve s(x) polinomlarina

temel polinomlar denir.

Gosterim 3.1. [R,,(x)], r(x) e gore 0,1,2,... inci dereceden olan Ry(x), Ry (x), R, (x), ...
polinomlarinin bir kiimesini, [S,(x)] de s(x) e gore 0,1,2,...inci dereceden olan

So(x), S1(x), S,(x), ... polinomlarin bir kiimesini gostersinler.

Tanim 3.2. Eger tim

b
Iij= ]p(x)[r(x)]i[s ()Vdx , i,j=012,.. (3.1)

a

momentleri mevcut ve

b
Loo =fp(x)dx¢ 0

a

ise, sinirli veya sinirsiz bir (a, b) araligi tizerinde reel degerli p(x) fonksiyonuna uygun

bir agirlik fonksiyonu denir.

Denklem (3.1)’den goriiliir ki, i,j = 0,1,2, ... i¢in I; ; momentleri mevcut ise



b
fp(x) xtdx, i=0,12, ..

a

integralleri de mevcuttur.

Ortogonal polinomlar i¢in p(x) fonksiyonunun (a,b) araliginda pozitif olma sarti
alisilagelmistir. Bu sart, ortogonal polinomlarin belirli 6zelliklerinin kurulmasinda
gereklidir. Bu oOzelliklerin biortogonal polinomlar i¢in de benzeri elde edilirken
gorilmektedir ki, p(x) fonksiyonun, I, o # 0 olmak lizere, (a, b) araliginda negatif veya

pozitif olmasi gerekmektedir. Simdi biortogonal polinomlarin tanimini verelim:

Tanim 3.3. m,n € N, olmak iizere eger

( b
fp(x) R,(x)S,(x)dx=0 ; m=#n
Jnn=14% (3.2)
Jp(x) R,(x)S,(x)dx+0 ; m=n
\2

ise, [R;,(x)] ve [S,,(x)] polinom kiimelerine, (a, b) aralig: tizerinde, p(x) uygun agirlik

fonksiyonu ve r(x) ve s(x) temel polinomlarina gore biortogonaldirler denir.

3.2. BIORTOGONAL POLINOMLARIN OZELLIiKLERI

Asagidaki teoremde biortogonalik i¢in Denklem (3.2)’ye es deger olan kosullar1 verelim.

Teorem 3.1. p(x), (a, b) aralig1 {izerinde uygun bir agirlik fonksiyonu olsun. r(x) ve

s(x) temel polinomlar olmak {izere

[ b

fp(x) [r(x))S,(x)dx=0, j=012,..,n—1

! @ (3.3)
[p@ Vs, ar =0, j=n

k a

ve



(b
J.p(x) [s X)VRp(x)dx=0 , j=012,...,m—1

{9 (3.4)

f p() [s WVRn(dx £0 , j=m
\

a

ifadelerin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul m,n € N, olmak iizere

(b
jp(x) R,,(x)S,(x)dx=0 ; m=#n
Jmn = Z (3.5)
fp(x) R,(x)S,(x)dx#0 ; m=n
\

a

olmasidir [18].

Ispat: Denklem (3.3) ve Denklem (3.4) saglandigini kabul edelim. O halde R, (x), r(x)

temel polinomlarina gére m —yinci dereceden bir polinom oldugundan

m

Rn() = ) e rGOV

j=0

dir. Burada ¢, ; (j = 0,1,2, ..., m) ler igin ¢y, ,n # 0 olan sabitlerdir. Eger m < n ise

b b m
[ 66 Rn@)3260 dx = [ Y e lr GOV {5,
a a j=0
m b
= ey [ PO 1rGVS,G0) dx
Jj=0 a

olur. Denklem (3.3)’ten j = n = m durumu harig

b

f () [r()VSa(x) dx = 0

a



elde edilir. m > n olmasi durumunda ise, d,, , # 0 olmak iizere, d,, ;(j = 0,1,2, ...

sabitleri igin

$200) = ) dy sV

yazilabileceginden
b n
[ P00 RG220 dx = f P du[sCOV | R ) dx
a j=0

n b
= du; [ OIS Rn(@)

j=0
olur. Denklem (3.4)’ten 0 < j < nvem > n igin

b

f () SOV R () dx = 0

a

elde edilir. Dolayisiyla tiim durumlar i¢in Denklem (3.5)’in saglandigi goriiliir.

Tersine olarak, kabul edelim ki Denklem (3.5) saglansin. O halde R,,(x) ve S,(x)

sirastyla 7(x) ve s(x) temel polinomlarina gore biortogonal polinomlar olduklarindan,

oyle e, ; Ve f, ; sabitleri vardir ki

j
[rGIV = ) emi Rix)

i=0

ve
[sGOY mes ()
yazilabilir. Eger 0 < j < n ise, bu durumda

10



b b j

[ PG r@Vsu0 dx = [ 1Y e R $000) dx

A a i=0
j b
= e f () Ri(0)Sa(x) dx
i=0 a

olur.i =0,1,2,...,ji¢in, eger j < nise Denklem (3.5)’ten dolay1 sag yandaki her integral
sifir olur. Eger j = n ise sifirdan farklidir. Dolayisiyla Denklem (3.3) saglanilir.

Diger taraftan 0 < j < m igin

b b j
[ PG [5GV Rn ) dx = [ 9G] fui510) R (2)
a a i=0

b

= ifm [ P00 51 COR ()
i=0

a

elde edilir. i = 0,1, ...,j icin, eger j < m ise Denklem (3.5)’ten dolay: sag yandaki
integral sifir olur. Eger j = m ise integral sifirdan farklidir. Dolaylisiyla Denklem (3.4)’te

elde edilmis olur ki bu da ispat1 tamamlar.
Sonug 3.1. Eger Denklem (3.3) ve Denklem (3.4) saglaniyorsa, bu durumda

b
[ PG 2GR s () dx = 0

a

ve

b
[ pG) R (@61 6) = 0 (3.6)

a

dir. Burada F,,_;(x) ve G,_1(x) ler sirasiyla r(x) ve s(x) temel polinomlarina gore

dereceleri en fazlan — 1 ve m — 1 olan keyfi polinomlardir.
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3.3. BIORTOGONAL POLINOMLARIN VARLIGI iCiN GEREK VE YETER
KOSUL

Ortogonal polinomlarda (a, b) aralig1 verildiginde (a, b) aralig: tizerinde p(x) agirlik
fonksiyonuna gore ortogonal olan tek bir P,(x) polinomlar kiimesi vardir. Biortogonal
polinomlarda ise durum farklidir. Gosterim 3.2°de tanimlanacak olan A,, determinanti,
temel polinomlar, agirlik fonksiyonu ve ortogonallik araligina baglidir. A,, determinanti
n = 1,2,3, ... i¢in sifirdan farkli olacak sekilde secilirse, biortogonal polinom ailesinin

varligindan bahsedebiliriz.

Gosterim 3.2. A,
IO,O 10,1 o IO,n—l
11,0 11,1 . . . 11,n—1
In_l'o In—1,1 -t In—l,n—l

determinantini gostersin. Eger p(x) uygun bir agirlik fonksiyonu ise A;= Iy # 0 dur.

Simdi biortogonal polinomlarin varligr i¢in gerek yeter kosulu veren asagidaki teoremi

ispatsiz verelim.

Teorem 3.2. r(x) ve s(x) temel polinomlar1 ve (a, b) aralig1 tizerinde uygun bir agirlik
fonksiyonu keyfi olarak verilsin. Bu durumda [R,,,(x)] ve [S, (x)] polinom kiimelerinin
Denklem (3.2)’nin biortogonallik sartin1 saglamasi i¢in gerek yeter kosul n = 1,2,3, ...
icin A, determinantin sifirdan farkli olmasidir. Dahast bu polinomlarin herbiri sabit

carpan farkiyla tektir [18].

3.4. BIORTOGONAL POLINOMLARIN SIFIRLARI

Ortogonal polinomlarda, agirlik fonksiyonu (a, b) arahig: tizerinde tek isaretli olmasi
sarttyla, B,(x) polinomlarinin n tane sifirt da reel, basit ve (a,b) arahi@ i¢indedir.
Biortogonal polinomlarda ise agirlik fonksiyonunun uygun ve (a, b) araliginda negatif ya
da pozitif olmasi1 kosuluyla birlikte, r(x) ve s(x) polinomlarinin birinci tiirevlerinin
(a, b) aralig1 i¢inde sifir olmamasi, biortogonal polinom ailerinin (a, b) aralig1 i¢inde n

tane basit sifira sahip olmalarini gerektirir. R,,(x), r(x) temel polinomuna gére n —Yyinci
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dereceden olup, r(x) in derecesi ile n nin carpimi kadar reel sifira sahip olabilirler.
Gosterecegiz ki, gerekli kosullar saglandiginda R, (x) in reel sifirlarindan kesinlikle n
tanesi (a, b) araliginin igindedirler ve basittirler. Benzer diisiinceyle, R, (x) ve S,(x) in
rolleri degistirilerek, S,,(x) in sifirlarinin n tanesinin (a, b) araliginin iginde ve basit

oldugu gosterilebilir.

Teorem 3.3. Eger p(x) uygun agirhik fonksiyonu (a, b) aralig1 lizerinde negatif ya da
pozitif ise ve eger r(x) ve s(x) temel polinomlarinin 7'(x) ve s'(x) tiirevleri
(a, b) araligimnin iginde sifir olmuyorsa, R,(x) ve S,(x) polinomlarinin herbiri (a, b)
icinde tam n tane basit sifira sahiptirler. Geriye kalan biitiin sifir yerleri (a, b) araliginin

disindadirlar [18].

Ispat: Ispat1 R,,(x) polinomu i¢in verelim. Ik olarak,

b

j p(x) R,,(x) dx (3.7)
a
integralini géz Oniine alalim. Burada hipotez geregi p(x), (a, b) araligi iizerinde tek
isaretlidir ve Iy o # 0 dir. Eger n > 0 ise Denklem (2.10)’da belirtilen ortogonallikten
Denklem (3.7) nin integrali sifir olur. Bu da R,,(x) polinomunun (a, b) araliginda en az
bir i¢ noktasinda isaret degistirdigini gosterir. Dolaylisiyla R, (x), (a, b) nin i¢inde en az

bir sifir yerine sahiptir.

R,(x) polinomu, r(x) e gore n —yinci dereceden oldugundan ve ortalama deger

teoreminden

Rn(x) = Cn,n(r - T'l)(T' - TZ) (T' - Tn)
= Cpn(x —x )1y (x —x)75 . (X — X )15, Con 0

yazilabilir. r'(x) tiirevi hipotezden dolayr (a,b) araligi iginde sifir olmadigindan
rry .1, # 0 dir. Dolaylisiyla R, (x), (a, b) araligi i¢inde n taneden fazla sifira sahip

olamaz.

Kabul edelim ki R,(x), (a,b) arahig: i¢inde x4,x5,...,X;, g <n noktalarinda isaret
degistirsin. Bu durumda x4, x5, ..., x4 noktalar1 R,,(x) in (a, b) i¢inde tek katliliga sahip

sifirlanidir. x4, X5, ..., X4 noktalarmin kathliklar sirastyla a4, 05, ..., g4 olsun. Bu durumda
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o1 + 03 + -+ 04 < nolup R,(x) polinomu

Rp(x) = (x — %)% (x — %)% ... (x — ) ' R* (3.8)
olarak yazilabilr. Burada R*, (a, b) araligi i¢inde tek isaretlidir.
Simdi s(x) e gore g —yuncu dereceden

q

Gy = | [is0 = sG] (39)

i=1
polinomunu tanimlayalim. Denklem (3.6)’dan eger ¢ < n ise

b
f p(x) Ry (x)Gy(x) dx =0 (3.10)

a

olur. Diger yandan G, (x), Denklem (3.9) geregince ortalama deger teoreminden

Gy(x) = (x — x1)s7(x — x2)s5 ... (x — x5 (3.11)

seklinde yazilabilir. Hipotezden, (a, b) i¢inde s'(x) # 0 oldugundan sjs; ...sg # 0 olur.
Denklem (3.10) ifadesinde R,,(x) ve G4(x) polinomlar1 yerine sirastyla Denklem (3.8)

ve Denklem (3.11) ifadelerini yazarsak,

q

pr(x) ﬁ(x — x;)1toi 1_[ s;R*dx (3.12)

a i=1

elde edilir. Boylece Denklem (3.12) ifadesi, R* (a, b) araliginin iginde tek isaretli, (a, b)
tizerinde s; # 0,i = 1,2,...,q ve 1 + g; ¢ift iken sifir olamaz. Fakat bu Denklem (3.10)
ifadesi ile ¢elisir. Dolaylisiyla g = n olmalidir. Yani her o; degeri 1 dir. Bu nedenle g; +
o, + -+ 0, =nolur. Buise R,(x) in (a,b) aralig1 i¢cinde n tane basit sifira sahip

oldugunu gosterir.

S, (x) polinomlari i¢in esdeger bir ispat R, (x) ve S, (x) in rolleri degistirilerek verilebilir
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3.5. BIORTOGONAL POLINOMLAR iCiN REKURANS BAGINTILARI

Ortogonal polinomlar i¢in ii¢ ardisik polinoma bagli rekiirans bagintisi her zaman
mevcuttur. Biortogonal polinomlarda benzer basit iliski yok gibi goriiliir. Rekiirans
bagintisi, r(x) ve s(x) temel polinomlarina bagli olarak bulunabilecek ii¢ ya da daha ¢ok
ardistk polinoma baghdir. Genel olarak, biortogonal polinomlar i¢in rekiirans
bagmtilarinin  varligi, asagidaki teoremde goriilen temel polinomlar diginda

bilinmemektedir.

Teorem 3.4. s(x), r(x) e gore k —ymc1 dereceden bir w(x) polinomunu gostermek
tizere r(x) ve s(x) ler temel polinomlar olsunlar. Eger [R,, (x)] ve [S,(x)], (a, b) aralig1
tizerinde bir p(x) uygun fonksiyonu i¢in biortogonal polinom kiimeleri iseler bu durumda

herbiri k + 2 ardisik polinom igeren

n+k

0 Ry@ = ) anRi() (3.13)

i=n-1
ve

n+1

0@ @ = D buSit®) (314)

i=n—-k

rekiirans bagmtilar1 vardir. Burada a,; ve b, ; katsayilar1 x e bagl olmayip n nin

fonksiyonlaridir [18].

Ispat: R, (x) polinomu 7(x) temel polinomuna gore n —yinci derecedendir. Hipotezden

dolay1
s(x) = [r()]* = w(x)
dir. Boylece w(x)R, (x) carpimi r(x) e gore (n + k) —yinc1 dereceden olur ve
n+k
WEOR() = ) aniRi(¥) (315)
i=0

olacak sekilde a,; sabitleri mevcuttur. Denklem (3.15)’in her iki tarafi p(x)S;(x) ile
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carpilir ve (a, b) araligi lizerinde integral alinirsa, ortogonallikten

b bn+k

[ P0G RS dx = [ Y aniRil) pG0) 50

a

n+k

_ z amfp(x)R (S, (x)dx

=0

-2

b
= ans [ P RS ()

S

S
+
=
S

+
Q
s
R‘

©
~
=
—/
=
/‘\
=
e
C/)
f‘\
=
—/
L
=

elde edilir. w(x)S;(x) ¢arpimut S;.1(x), Sj(x), ... So(x) in lineer kombinasyonudur ve
jt+1<nigin R,(x), w(x)S;(x) e ortogonaldir. Buradan j =0,1,2,..,n—2 igin
a,; = 0 olur ve Denklem (3.15)’in toplam1 n — 1 den n + k ya yazilabilir ki bu da
k + 2 tane ardisik R, (x) polinomlarinin olusturdugu Denklem (3.13) formunda bir

rekiirans bagmtisinin varligini gosterir.

Denklem (3.14) ifadesini elde etmek i¢in, s(x) temel polinomuna gore (n + 1) —inci

dereceden olan w(x)S, (x) polinomunu goz 6niinede tutalim. Buradan

n+1

OISK) = ) buiSi) (3.16)

olacak sekilde by, ; sabitleri mevcuttur. Denklem (3.16) nin her iki tarafini p(x)R;(x)

ile carpar ve (a, b) aralig1 iizerinde integral alinirsa, ortogonallikten
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b bn+1

[ P 0GRS, CIdx = [ Y k@) @) SiG)dx

a

n+1 b

=N b, j p(x) R, (x)S;(x)dx

a

o~ .
~. O

n+1 b

+ 3 bt [ PG RS

=0 a

3
I
I
p_n
o

bnl p(x) R;(x)S;(x)dx

n+1

4 z J p(x) Ri(x)S;(x)dx

i=n— k
l:

= Ti bn'ijp(x) R;(x)S;(x)dx
i

elde edilir. w(x)R;(x) carpmu Rj,;(x), Rj4k—1(x), ..., Ro(x) polinomlarinmn bir lineer
kombinasyonudur. Ortogonallikten w(x)R;(x) ¢arpimi, j+k <n igin S,(x) ile
ortogonaldir. Dolaylisiyla j =0,1,..,n—k—1 igin b,; =0 olur ve Denklem
(3.16)’nin toplami1 n —k dan n+ 1 e yazilabilir. Bu da k + 2 tane ardisik S, (x)
polinomlara bagli Denklem (3.14)’lin formunda bir rekiirans bagintisinin varligini

gosterir.
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4. KONHAUSER BIORTOGONAL POLINOMLARI

Bu boliimde ilk olarak Konhauser biortogonal polinomlarin ailesi verilecek. Daha sonra

bu polinomlarla ilgili bilineer ve bilateral dogurucu fonksiyonlar1 veren teoremler

verilecektir. Ayrica Konhauser polinom ailesinden olan Y,fa)(x; k) polinomunun

dogurucu fonksiyonu n, a ve k nin farkli degerleri i¢in grafikleri incelenmistir.

4.1. KONHAUSER BIORTOGONAL POLINOMLARINA GIRIS

4.1.1. Konhauser Polinomlari

Tanmm 4.1. k € Z*, « > —1 ve x € R olmak lizere Konhauser polinomlari

kj

Z(“)( ) = F(kn+a+1)z(_ )]<> X

rkj+a+1) (4.1)

e =25 E S ()15

olarak tanimlanir.
Teorem 4.1. m,n € N, olmak {izere Konhauser polinomlar1 (0, c0) araliginda x*e™*

agirlik fonksiyonuna gore biortogonaldir. Yani

J x%e~ XYY (x; k)Z,(la)(x; Kdx=0; m#n
(4.3)

0
j x“e‘xY,gla)(x; k)Z,(la)(x; K)dx#0 ; m=n
\ 0

gerceklesir [19].
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ispat:
o = [ 34€7 0 (31027 G ) 4.4)
0

olsun. Denklem (4.4)’te Denklem (4.1) ve Denklem (4.2)’de tanimli olan Z,(la) (x; k) ve

Y,Ea) (x; k) polinomlarin yerine yazarsak,

J. F(kn+a+1)z(_ ( )m

oo

s+a+1 )
Z Z( 1)5 f e xxa+k]+rdx (45)
m

0

elde edilir. Denklem (4.5)’te Denklem (2.1)’de verilen I'(x) fonksiyonun tanimi

kullanilirsa

J F(kn+a+1)z( 1) ( >m

Zrnz(— ) (s+a+1>mf(kj+a+r+1) (4.6)

sonucuna ulagilir. Daha sonra

F(kj+a+r+1)_(kj+a+1)!_(kj+r+a)

riFkj+a+1)  r(kj+a) r

oldugu g6z Oniine alinirsa, Denklem (4.6) ifadesi

n!'m!

ZZ( 1)5 <s+a+1)m<kj+:z+r> 47)

r=0s=

[ r'kn+a+1) i(—l)j (;1)
j=0
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elde edilir. f(x) m —inci dereceden bir polinom ise

m
X
— T
fe=> () arfo
=0
seklinde ifade edilebilir [20]. Burada

NIOEDYCEVSIRNS
s=0

x+a+1

dir. Ozel olarak f(x) = ( ) almirsa
m

(x +a+ 1) Z( 1)r Z( 1)5 (ﬁ)m

olur. Diger yandan

x! B (—)(=x+1D..(—x+7r—-1)
ri(x—r) r!

o7 (7) = v

_ (=x), _ (—x+r— 1)

r! T

oldugundan

<x+a+1) i( x+r—1>2( s <s+a+1>m

elde edilir. x = —kj — a — 1 alinirsa,

D= (T Y O,

r=0

olur. Bu ifadeyi Denklem (4.7)’de yerine yazarsak
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[ F(kn +a+ 1)2( 1 ( >(_T:l).m 49)

elde edilir. Ote yandan Denklem (4.8)’de

esitligi kulanilirsa

RREACELEE:) gy () @9)

j=0

ve Denklem (4.9)’lin sagindaki toplam ifadesinde gerekli diizenlemeler yapilirsa

=(-1>m<;>2<-nf<n;m>
j=0
= o (D) a-prm

elde edilir. Son bulunan bu ifade Denklem (4.9)’da g6z 6niine alinirsa

_I“(kn+a+1)(S

mn — nm

n!

bulunur. Béylece Denklem (4.3)’lin saglandigin1 gdsterir.

Denklem (4.3) ve Teorem (3.1) goz Oniinde bulunduruldugunda asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 4.2. Denklem (4.1) ve Denklem (4.2)’de tanimlanan Z,(la) (x; k) ve Yn(“) (x; k)

polinomlari (0, o) araliginda x%e ™" agirlik fonksiyonuna goére
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J. x“e‘xZ,(la)(x; K)xidx=0 ; i=012,..,n—1

3 - (4.10)
J. x“e‘xZ,(la)(x; K)xidx #0 ; i=n
\' 0
ve
(7 _
f x“e‘xY,Ea)(x; K)x¥dx=0; i=012,..,n—1
{ o (4.11)
f x“e‘xY,Ea)(x; K)x¥dx #0 ; i=n
\ o

denklemleri ortogonallik bagintilarint saglarlar [19].

Ispat: Denklem (4.10)’iin sol tarafinda Denklem (4.1) ile verilen Z,(qa) (x; k) polinomu

yerine yazilir ve Denklem (2.1)’de verilen I'(x) fonksiyonun tanim1 kulanilirsa,

f x%e*Z9 (x; k) x'dx
0

=joxae_x1“(kn+a+1)z( N ( )ﬁ’”ﬂ) ™

0

F(kn oD Z(_ ( )F(k] +a+ 1)_[ Ak e

F(kn+a+1) rkkj+a+i+1)
Z(_ ) (]) r'kj+a+1) (4.12)

ifadesi elde edilir. Diger taraftan

Dixlirert| = (j+a+)(kj+a+i—1)..(kj+a+ x| _
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. N . . rckj+a+1)
—(k]+a+1)(k]+a+1—1)...(k]+a+1)m
I'kj+a+i+1)

- Tkj+a+1)

elde edilir. Denklem (4.12) ifadesi dikkate alinirsa

n
) rkn+a+1 AT )
xae—xZT(la)(x; k) xidx = ( — ) Z(_l)j (1) Dlykita+i

Jj=0

_ rckn+a+1) Dixarti
n!

> ()

J

I'tkn+a+1
I ),

- ixa+i(1 r xk)n'

x=1

olur.Budai = 0,1, ...,n — 1 i¢in sifir, i = n igin sifirdan farkli olur. Bu ise Denklem
(4.10)’lin saglandigin1 gosterir.
Simdi Denklem (4.11)’in ispatin1 yapmak i¢in tiimevarim yontemini kullanalim.

n = 0 i¢in Denklem (4.2) ifadesi ele alindiginda,

Y (x; k) = 1

elde edilir. Denklem (4.11)’de i = 0 alinirsa,

J x%*dx=T(a+1)#0
0

elde edilir. Bu ise Denklem (4.11)’in sifirdan farkli oldugunu gosterir.

n =1 i¢in, Denklem (4.11)’in i = 0 igin sifir ve i = 1 igin sifirdan farkli olmasi1 gerekir.

Bu Denklem (4.11)’i hesaplamak i¢in Konhauser tarafindan Denklem (4.2) i¢in bulunan

k(n+ 1)Yn(f)1(x; k) = xDY,fa) Gk +Gn+a+1-— x)Yn(a) (x; k) (4.13)

tiirev igeren rekiirans bagintisi kullanilir [19]. Denklem (4.13)’te n = 0 yazarsak,

YO k) = k7 (xDY P (k) + (a + 1= 0¥ (% k)
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=k Y(a+1-x)
olur. i = 0 i¢in Denklem (4.11) goz oniine alindiginda

f x“e‘xYl(“)(x; k)dx = f x% k™Y (a+1—x)dx
0 0

(a + 1)[ x“e‘xdx—f x““e‘xdx]
0

0

= k_l

=k M(a+Dr(@+1)—r(a+2)]
=0
elde edilir. Simdi i = 1 i¢in yerine yazalim

f x“e‘xYl(“)(x; k) x*dx = j x®*ke=*k~1(a + 1 — x)dx

0 0

(a + 1)[ x“*ke‘xdx—f x“*k“e‘xdx]
0 0

= k_l

=k Ma+Dr@a+k+1)—-r(a+k+2)]
=-T(a+k+1)

0

elde edilir. n =1 i¢in Denklem (4.11) dogrudur. Timevarim yontemini tamamlamak

icin gostermeliyiz ki

( [ee]
f x“e‘xYTEff)l(x; K)x¥dx=0; i=01,..,n
0

(4.14)

f x“e‘erfi)l(x; K)x¥dx#0 ; i=n+1
\ 0

saglanmalidir. Hipotezden 0 < i < n igin Yn(a) (x;k) nm x* ile ortogonal oldugunu

biliyoruz. Bu yilizden Denklem (4.14)’teki integralin i = n i¢in sifir ve i = n + 1 igin

stfirdan farkli oldugunu gdstermemiz gerekiyor. Denklem (4.13)’te 4% (x; k) yalniz

n+1
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birakilir ve Denklem (4.14)’lin sol tarafinda yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

n+1

f x%e YD (x; k) x¥idx = k' (n + 1)‘1f x@HkHLe=x Y@ (. )y
0 0

+ktn+ 11 f (kn + a + 1 — x)x®+ke=>y D (x; k) dx (4.15)
0

elde edilir. Denklem (4.15)te u = x****1e=* ve dv = DY ¥ (x; k)dx denilip kismi

integrasyon uygulanirsa,

J x%e™ YD (x; k) xKdx = k™1 (n + 1)~ Lx@+iktle—xy @y, k)|0
0

+k‘1(n+1)_1f[x—(ik+a+1)+(kn+a+1—x)]

0
x x@+ike=xy @ (x; k) dx
=+ 1)-1f x@ke=x(n — YD (x;k)dx  (4.16)
0

bulunur.

Denklem (4.16)’da i = n igin sifir ve i = n + 1 igin ise,

—(n+ 1)_1J xatkntko=xy (@ (. )y (4.17)
0

integral degerine esit olur. Denklem (4.17)’de Denklem (4.13)’teki rekiirans bagintisit n

defa uygulanirsa ve herbir uygulmaya takiben kismi integrasyon kullanilirsa,

—(n+ 1) | x@Hntke=xy D ( )dx = (—1)" (@ + kn + k + 1)
n
0
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elde edilirki, bu i = n + 1 i¢in Denklem (4.16)’nin sifirdan farkli oldugunu gosterir. O

halde Denklem (4.11) tiimevarim yontemi ile ispatlanmais olur.

Tezin buraya kadar olan kisminda Konhauser biortogonal polinomlarinin g¢ifti ele

alinmistir. Bundan sonraki kisimda ise Konhauser polinomlarindan biri olan Y,Ea) (x; k)

polinomu ele alinacaktir.

4.2. KONHAUSER POLINOMLARI ICIN INTEGRAL GOSTERIMi VE
DOGURUCU FONKSiYONLARI

Bu boliimde Y,Ea) (x; k) Konhauser polinomlarinin integral gosterimi ve dogurucu

fonksiyonlar1 verilecektir.

Konhauser, 1967 yilindaki ¢aligmasinda, Y,fa) (x; k) polinomlarinin integral gostermini

P (x; k) = dt (4.18)

k J- e—xt(t+1)a+kn

2mi ] [(t + Dk — 1]7*1

c

seklinde vermistir [19]. Denklem (4.18)’de, C, t —kompleks diizleminde bir dairedir.

Simdi Cauchy integral formiiliinii verelim.

n _n f®
Df(2)} =5~ Cf Tyt (4.19)

sekline verilir [21]. Burada C, t de bir dairedir. Denklem (4.18) ve Denklem (4.19) goz

oniine alindiginda

e—xt(t + 1)a+kn
k (tk_l + ktk—2 4+ ... + k)n+1
@ 1y =
B (o sz [(t + DK — 1]7+1
c (tk—l + ktk-2 + ... + k)n+1

dt

e—xt(t + 1)a+kn
_ k) n! f (tk=1 + ktk=2 4+ ... + k)n+1

n! | 2mi tnt+l
c

dt
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_ k| n! e"“(t + 1)a+kn "
" n!)2mi (th=1 4 kth=2 4 ... 4 f)n+1gn+l
c

_ k o™ e_xt(t + 1)a+kn
T nlotn (th=1 + kth=2 4 ... 4 k)n+1 -

_E o ( e—xt(t_l_ 1)a+kn \}
T nlatn i((t + 1)k -1

t )n+1)

e—xt (t + 1)a+kntn+1}
t=0

t=0

k o™

KO0k = e (4.20)

nlat™ | [(t + 1)k —1]n*1

seklinde elde edilir [19].

Simdi Yn(“) (x; k) polinomlarinin bir dogurucu fonksiyonunu verelim. Dogurucu

fonksiyonunu bulmamizda kullanacagimiz “Lagrange genislemesi”

O oot(d .
o Y S ©e© ]} (4.21)

seklinde olur [22]. Burada w = ﬁ ve p(t) =ag+ait+ - (a, #0) dir.

e X (t+ 1)%

fO=rnr-1
ve
o t+ D
¢(0) = (t+ 1Dk -1
aliirsa

t [(t+ D*+tk(t+ D[t + DF —1]
@ (t) [(t + DF —1]?

1—wd'() =1—

tk(t + 1)%k1
[(t + 1)k —1]2
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_(t+ DX —1[(t + D + th(t + D[t + D* = 1]

(t+ 1)k [(t+ 1)k —1]?

L (t+1)k[(t+1)k—1—%

B (t + Dk [(t + Dk —1]

tk

_ _[(t“)k—l_(tﬂ)]

t+ D[+ Dk —1]
. ) = tk
0O = T DT DF = 1]
elde edilir. Buradan
e t(t+ 1)%
(t) t+ 1Dk—1 1
1 —qub’(t) -— tk) =pe e DT (4.22)

(t+ D[+ 1Dk —1]

olur. Denklem (4.20) ve Denklem (4.22), Denklem (4.21)’de yerine yazilirsa

le—xt(t N 1)a+1 _ i w_n an e—xt(t + 1)a+kntn+1
k n! (dt™| [(t+ 1)k — 1]+ =0

n=0
- w™n!

= Z Tk Y (x; k)
n=0 )

e (4 D = Y 0P (k) (4.23)
n=0

elde edilir [20]. w = % =1 — (t + 1)7* esitliginden t ¢ekilirse ve Denklem (4.23)’te

yerine yazilirsa

(1 — w) @ D/ kexp{x[1 — (1 — w)~VF]|} = Z a)"Y,f“)(x; k) ,lwl<1 (4.24)

n=0

Konhauser polinomlart i¢in bir dogurucu fonksiyon elde edilmis olur [20].
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Simdi Y,ga) (x; k) polinomlari igin bir baska dogurucu fonksiyon bagintisi verelim.

Denklem (4.24)’te w gordiigiimiiz yere w + u yazilirsa

o

Z Y%k (w+w)" =(1-—u- @)~ @D/ kexplx[1 — (1 —u — w)~ Y]}

n=0

olur. Diger yandan

(w+uw)™ = z (::l) I s TR

acilimi kulanilip gerekli islemler yapilirsa

n

i (:rll) wh—mym Y,Ea) (k) =01 - w)‘(“"'l)/k (1 -2 l_iw)

—(a+1)/k

n=0m=0

X exp {x [1 —(1 - ) Vk (1 —7 I_l w)_l/k]}

= (1 - w) @/ kexp{x[1 — (1 — w)~V*]}

X (1 -7 i‘w)-(aﬂ)/k exp {x l(l — w)—l/k <1 _ (1 - iiw)—l/kﬂ}

=(1- a))‘(““)/kexp{x[l -(1- a))‘l/k]}

x ZO Yrgla)(x(l _ a))_l/k; k)( u )m

1—w

olur. Denklem (2.8) ifadesi ve iki polinomun esitligi kulanilirsa

S n+m
Z Z ( )Yrgﬂn(x; KHo™™ = (1 - w)—(a+1)/k

m
m=0n=0

m

x exp{a[1— (1 - )V} D 7P (x(1 — )55 k) ()
m=0
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Z (n + m) YD (k) 0t = (1 — @) m(@rD/k

m n+m
n=0

x exp{x[1— (1 - w)_l/k]}Y,%a)(x(l — w) Yk k) (4.25)

bulunur [23], [24].

4.3. KONHAUSER BiORTOGONAL POLINOMLARIN BAZI OZELLIiKLERI

Bu boliimde Y,E“) (x; k) Konhauser polinomlarinin bazi degerleri ve bu degerlere karsilik

gelen grafikler verilecektir.

n ve k nin farkl degerleri igin Y,Ea) (x; k) Konhauser polinomlarinin degerlerini bulmak

icin Yn(a) (x; k) polinomunun tanimini ve Denklem (4.13)’te verilen rekiirans bagintisini

kullanalim.

Oncelikle n =0 ve k =1 igin Yn(a) (x; k) poliomlariin degerini bulalim. Denklem
(4.2)’den = 0ve k = 1 alinirsa

Y1) =1 (4.26)

bulunur [24]. Diger yandan Denklem (4.13)’te n = 0 ve k = 1 alinip ve Denklem (4.26)

g0z Online alindiginda
Y (x;1) = xDY P (1) + (@ + 1 — )Y (x; 1)
1 ’ - 0 ) 0 /]
=—x+a+l (4.27)

elde edilir [24]. Benzer sekilde Denklem (4.13)’te n = 1 ve k = 1 alinirsa ve Denklem
(4.27) kullanip ve gerekli islemler yapilirsa,

ZYz(a) (x1) = xDYl(a) D)+ (a+2- x)Yl(a) (x; 1)
=xD(—x+a+1)+(—x+a+2)(—x+a+1)
1
v\ 9(x;1) = 3 (x* —xQRa+4)+a*+3a+2) (4.28)

bulunur [24].
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Son olarak Denklem (4.13)’te n=2 ve k=1 alinirsa ve Denklem (4.28) kullanilirsa

379(x;1) = xDY P (x; 1) + (a + 3 — )Y,V (x; 1)
6Y3(“) (x;1) = xD[(x* = x(Ra + 4) + a? + 3a + 2)]
+(—=x+a+3)(x*—xQa+4)+a® +3a+2)
=[2x(x—a—-2)+(—x+a+3)
X (x? —xQa+4) +a?+ 2)]
= [2x% — 2ax — 4x + 3x% + 3a? + 9a + 6]
+[ax? — 2a’x — 4ax + a3 + 2a — x3 + 2ax? ]
—[a?x + 3ax + 12x + 2x — 4x? + 6ax]
= [-x3 + 9x? + 3ax? — 18x — 15ax — 3a?x]

+[a® + 6a® + 11a + 6]

1
Y i (x; 1) = ¢ [=x% +3x% (@ +3) = 3x(a® + 50 + 6)]
1
+z [o3 + 602 + 11a + 6] (4.29)

elde edilir [24]. Simdi Denklem (4.26), Denklem (4.27), Denklem (4.28) ve Denklem
(4.29) ifadelerin grafiklerini asagidaki sekilde verelim [24].

31



n=0 ve k=1

2 T T T T
— =0
18 —a=1] ]
a=2
161 — a=3| |
—— o=4
14 .
12+ .
1
0.8 i
0.6 .
0.4 .
0.2 4
0 1 1 L L 1
-30 -20 -10 0 10 20 30

Sekil 4.1. x € [—30,30] araliginda Y %% (x; 1) polinomunun grafigi.

40 T T

30 |

A W N =20

e Q o o Q

20

10

-10

-20

_30 1 1 1 1 1
-30 -20 -10 0 10 20 30

Sekil 4.2. x € [-30,30] araliginda Y1(0’1’2’3‘4)(x; 1) polinomunun grafigi.
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700

600

500

400

300

200

Sekil 4.3. x € [-30,30] araliginda Y2(0'1'2'3’4) (x; 1) polinomunun grafigi.

n=2 ve k=1

S Q L o Qe
nn n n u
N = O

A w0

30

n=3 ve k=1
10000 T T T T T
a=0
a=1
8000 oz2 | ]
a=3
6000 nd
4000 + J
2000 .
0 L |
-2000
_4000 L L L L L
-30 -20 -10 0 10 20 30

Sekil 4.4. x € [—30,30] araliginda Y§0'1'2'3’4) (x; 1) polinomunun grafigi.

33



4.4, KONHAUSER POLINOMLARI ICIN BILINEER VE BILATERAL
DOGURUCU FONKSiYONLAR

Bu boliimde Y,Ea) (x; k) polinomu igin bilineer ve bilateral dogurucu fonksiyonlar ve bazi

uygulamalan verilecektir.

Teorem 4.3. Y,Ea) (x; k) polinomlar1 asagidaki bagintiya sahiptir [23].

n
vt (e 4 oxyik) = Z Y (g Yo ® (a3 k) (4.30)

m=0

Ispat: Denklem (4.24)’te a yerine a; + a, + 1 ve X yerine x; + x, alinirsa,

o

Z Y,fa1+a2+1) (x1 + xy; k)™

n=0

(ax1+az+2)

=(1-t)" & exp {(x1 +x2) [1 —(1- t)_%]}

(a1+1)

=(1-t) F exp {x1 [1 —(1- t)_%]}

(az+

X(1—-t)  k 1)exp {xz [1 -(1- t)_%]}

= > FEP G Y G e
n=0 m=0

olur. Diger yandan Denklem (2.7) ve iki polinomun esitligi kullanilirsa,

oo oo n
DRI 4y e = ) G G IOV (g ke
n=0 n=0m=0

Y, (a1 k)Y (x5 k)™

n

NgE

co
n=0 0

3
I



n
B Gy 4 K) = ) Y G kY (i )

m=0
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.4. W -lincii basamaktan r kompleks degiskenli sifira denk olmayan

Q,(y1, ..., ¥r) (r € N) fonksiyonu igin,

o)

Auﬂl)(ylﬂ = Vrs Z) = Z ak'Q/,L+1pk(y1' 'yr)(k
k=0

(ak * O,.Ll,l/} € (C)

ve p EN
[n/p]
O WY (U Y1, oy Vi §) = 2 @V D Wy Oy, o,y )8 (431)
k=0
olsun. Bu durumda
. n
Z @ﬁ’g (x; u; yq, ...,yr;t—p) t"
n=0

= (1-" % e {x [1 —a- t)—%]}

X Ay W1y s Yri 1) (4.32)

olur [24].

Ispat: Denklem (4.32)’nin sol tarafina S diyelim. Denklem (4.31)’i, Denklem (4.32)’de
yerine yazip ve Denklem (2.6) kullanilirsa,

nk

S = Z akYTEC_?Dk(x; Wk V1 ...,yr)ﬂTktn
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o [n/p]
= Z Z akY,EC_%k(X: U)Quﬂpk(}’p---,)’r)ﬂktn_pk

n=0 k=0

= Z Z @ Y, (06 W Qe V1, e, YO ET

n=0 k=0
= Z Yrsa) (x, U,)tn z akﬂﬂ_l_lpk()ﬁ; ---IYr)nk
n=0 k=0

=(1- t)_(aTmexp {x [1 -(1- t)_%]}AM,(yl, e, Vi 1)

elde edilir.

Ornek 4.1. Teorem 4.4’ter €N, k€ Ngvey, =x; (i=1,2,..7)

Qe V1, s V) = By 7 (2, e, %)

almirsa,

o [n/p]
D0 D G (W e

n=0 k=0

(a+1)

= (-0 Pexp{e[1- (- 075} Ay Or 3

elde edilir. Burada hn(al""‘ar)(xl,...,xr), ¢ok degiskenli Lagrange-Hermite

polinomudur. Cok degiskenli Lagrange-Hermite polinomunun dogurucu fonksiyonu

T [o'e]
1_[{(1 — x;t))"%} = Z hn(a1,~-~,ar) (x1, oo, X, )"
j=0 n=0

{a e C;lt] <min(log |78 |72, oo |2 | 727) )

seklinde tanimhidir [25].
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Uyar14.1. Omek 4.1°de a;, =1, p =0, ¥ = 1 alinirsa,

[n/p]

DD KO Gk (e
n=0 k=

o

=(1- t)_muﬁexp {x [1 —(1- t)_%]}ﬁ{(l — anj)_aj
j=0

{a € C; Inl <min(ly;17% ly.1"">, ..., |yr|_1/r)}

elde edilirki, bu baginti Konhauser polinomlari ile ¢ok degiskenli Lagrange-Hermite

polinomlari arasinda bir bilateral dogurucu fonksiyon bagintisidir [24].

Ornek 4.2. Teorem4.4'te r=1vey, =y

Oy sy y) = Yu(fl)pk(xﬁ uq)

alinirsa,
o [n/p]
D @ YD) e
n=0 k=0
_(at+1) 1
= (-0~ Vexplr|1- A= 07| auy s
elde edilir.

Uyari 4.2. Omek 4.2’de a, =1, p =0, = 1 alinursa,

Z Yéf;k(x; u)Yk((p)(xl; uy)nkenpk

=(1—-t)" u exp {x [1 —-(1- t)_%]}

X (1— n)_(ﬁl)eXp {xl [1 -Q- n)_”il]}

elde edilir. Bu bagintt Konhauser polinomlar1 i¢in bilineer dogurucu fonksiyon
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bagmtisidir.

Teorem 4.5. 4 -lincii basamaktan r kompleks degiskenli sifira denk olmayan

Q, (1, ., ¥) (r € N) fonksiyonu igin,

A pas(a + X2 1, e, Vi 6)

[n/p]

= Z akyrfz;;llj'l'l)(xl + X3, U)Q#_le(yl' :yr)tk (433)
k=0

a, #0,u,yY,a p €C ve n,p €N olsun. Bu durumda

n [k/p]
Z Z alY(a) (xl,u)Y(ﬁ;l(xz,u)QMwl(yl,. ,Yr)Z
k=0 1=0

_A/T:?I)aﬁ(xl + x5 U; J’1:;3’r;z) (434)

ifadesi elde edilir [24].

Ispat: Denklem (4.34) ifadesinin sol yanmma T diyelim. Denklem (2.5) ifadesini

kullanirsak,
n [k/p]
T=Y ) @b G O 00 97
k=0 1=0
1 n—pl

Z Z aly( 3( pl(xlv u) pl+pl(x2:u)ﬂu+¢l(y1" 'YT)Z

elde edilir. Denklem (4.30) ve Denklem (4.33) ile verilen esitlikleri kullanirsak,

[n/p] n—pl

T = Z a; Z erf;l_k(xl;u)Yk(ﬁ)(xz;u) QMlpl(yl,...,yr)zl

1=0 k=0
[n/p]

= Z ly(a+ﬁ+1) (21 + x2;u) 'Qu+1,[)l(y1' ---'Yr)zl
1=0
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= AT/.lL’,i)ﬂ,a,ﬁ(xl + x5 U Vir e Yrs Z)

elde edilir.

Ornek 4.3. Teorem4.5’te r =1, ve y;, = x5

Qi () = Y0 Cxau)

alinirsa,

n
Y @G wVE), (e wn ey, (s w7

— AP  1g: vl
= A e p (X X2 U5 X35 U5 2)

elde edilir [24].

Uyarni4.3. Omek4.3’te a; =1, u=0, =1, p=1, z=1 almirsa,

n k
Z Z Yrgk (x1; U)YR(E? (x5 1) Yl(w)(x3; u)

k=0 1=0

n k
= > 0w ) 1 E G0 Y G0
k=0 =0

n

= > G ¥ ey + x5
k=0

= Yrga+ﬁ+w+2)(x1 + x; + x3;u)

elde edilirki, bu bagint1 Konhauser polinomlari i¢in bir baska toplam ifadesidir [24].

Teorem 4.6. M -lincii basamaktan r kompleks degiskenli sifira denk olmayan

Q, (1, -, ¥) (r € N) fonksiyonu igin,
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o)

AypgGU Y1,y Vs Z) = Z a; Yrgffql(x; W Qy1pi V1 e, V)2
i=0

(a; #0,u € C,m,p,q €EN)

ve

[i/q]

m+1i i
Ouna @i = D (1 )y 02! (4.35)
j=0
olsun. Bu durumda
Z Yl(fr)n(x; WOy g V1, ey Vi 2)
i=0

(a+mu+1)

—(1-t)" @ exp {x [1 -t }

1 t \4
X Au,p,q (x(l — t) WU Y s Y Z (1——15) ) (4.36)
olur [24].

Ispat: Denklem (4.36)’nin sol tarafina H diyelim. Daha sonra Denklem (4.35) ifadesi
Denklem (4.36)’da yerine yazilir ve Denklem (4.25) ile Denklem (2.6) esitlikleri

kullanilip gerekli iglemler yapilirsa

H= Z Yl(fgl(x; WO, pq V1, s Yy 2)E

o [i/q] e

m l ..
Z Yl&xy)n(x; u) Z (i —q ) anu+pj(y1' e Yzl t
i=0 j=0 J

AN m+i+qj . '
- Z <Z ( ) l(ffzﬂw (x; u)t‘) i Quipj V1, o, ¥ (287))

J=0 \i=0
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co

(a+(m+qj)u+1) 1
=Zaj(1—t) u exp{x [1—(1—1:) u]}

J=0

1 !
X ¥ |1 = 07| 0 s D Y

(-0t (“Hﬁu“)exp{ [1—(1—0 ]}

J

@ - 2t
Z Ym+q1 [x(l_t) u;u] QH-I—p] (yll"'lyr) ((1_t)q>
J=0

=(1- t)_(aﬂziumexp {x [1 —-(1- t)_%]}

_1 t \?
X Nypgq (x(l —t) WU Y, e, Vi Z (1 — t) )

elde edilir.

Ornek 4.4. Teorem4.6’dar=1, y, =y

u+p] (y) = “(-c:zﬁ)(y)

alinirsa,

Z Y 0610, o (7 )t

_(a+mu+1)

=(1-1¢t) Y exp {x [1 -(1- t)_%]}

_1 t \?
X Nypg (x(l—t) u;u;y;z<1_t) )

bulunur [24]. Burada Pn(a’ﬁ )(x) polinomu klasik Jacobi polinomudur. S6z edilen

polinomun dogurucu fonksiyonu
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® a+f

2
Z PP () = (-t k)

n=0
{p=QQ-2xt+t>)12 |p| <1}

seklindedir [26].
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5. KONHAUSER POLINOMUNUN BAGINTILARI

5.1. KONHAUSER POLINOMUNUN REKURANS BAGINTILARI

Bu boliimde Konhauser polinomlariin tiirev igeren ve tiirev igermeyen rekiirans

bagintilar1 ve bazi polinomlarla arasindaki bagintilar verilecektir.

Denklem (4.24)’{in her iki tarafi x e gore tiirevi alinir ve Denklem (2.3) ile Denklem (2.7)

esitlikleri g6z 6niinde bulundurulursa,

(a+1)

i:—xy,f”(x;k)tn —(l-0) % (1—(1—t)‘%)exp{x[1—(1—t)‘%]}
n=0

_ (11 _ N @ 1
(1 (1-1) k);Yn (x; k)t

_ Z Y@ (x; k) — (1 — t)‘%z Y@ (x; k)
n 4 n )
n=0 n=0

oo 1) 1 oo
= Z Y% (x; k)t — z —(I:r?lm tm Z Y9 (x; k)tn

n=0 m=0 n=0

D
= ) KO = ) Y Sy (ke
n=0 n=0m=0 '

olur. Yukaridaki esitlilikte iki polinomun esitligi kullanilirsa

d " (%)
YO0k = YO0k = ) IRy (k)
m=0

elde edilir [24].

Daha sonra Denklem (4.24)’{in her iki tarafi @ ya gore tiirevi alinir ve Denklem (2.2) ile
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Denklem (2.4) esitlikleri kullanilirsa,

(a+1

> G sboe = (1) -0 - dem{ef1 - a -4

2)m  m!

10 C W @ o
=Ezz 2)m! By

3
i
o
3
I
o

%) o n-1
d 1 1

2, W =10, ) (o) WGl
n=0 n=0m=0

d 19 Y., (k)

L@y =2\ Inoma WG K >

da CaaC2Y) k 4 m+ 1 (nz1)

m=

elde edilir [24].

Son olarak Denklem (4.24)’lin ve her iki tarafi t ye gore tiirevi alinir Denklem (2.2),

Denklem (2.3) ve Denklem (2.7) esitlikleri goz oniinde bulundurulursa,

i(n + 1)Yn(i)1(x; t" = (@ Z D (1- t)_@_lexp {x [1 —-(1- t)_%]}
n=0

_(a+k+2)

—%(1 —t) K exp {x [1 -(1- t)_%]}
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n=0 m=0
- 1+ ky tP
SR ) () 5
n=0 p=0 p p
_ (a;lc-l)z Z (1 )mY(a)( ) EnHm
n=0m=0
e 1+ k
F2 2 (), e
k k /,
n=0p=0
+1D) e
_(a - )Z Z Y{® (x; k)tntm
n=0m=0
S 1k 1
FL 2 (), o
k k /,
n=0p=0

elde edilir. Iki polinomun esitligi uygulanirsa

n

(@+1) % xxo 1+ ky Y9 (k)
(n+ DY k) =—= ) 9.0k -+ -p
) (=),

k p!
p:

tiirev icermeyen rekiirans bagintisi elde edilir [24].

5.2. KONHAUSER POLINOMUNUN BASKA POLINOMLARLA iLiSKiSi

Bu kisimda Konhauser polinomlarinin, Laguerre ve Srivastava-Singhal polinomlari

arasindaki bagintilar verilecektir.
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Teorem 5.1. Laguerre polinomlari ile Konhauser polinomlar arasinda

Y90 1) = L) (5.1)

seklinde bir bagint1 vardir [27].

Ispat: Laguerre polinomlarinin tanimi

(@+ Do (—n) xF
| |
nt L (a+ 1), k!

L (x) =

seklindedir [28]. Ispat1 basitlestirmek i¢in Denklem (5.1)’in sol tarafindan baslayalim.

Denklem (4.2)’de k = 1 alinirsa ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

1Ol i
O = T V()G rat,
i=0  j=0

n .
L

1 1
= EZT—'{(CZ +1), —ila+2), +zl’(l’ - D(a+3),

i=0

—%i(i —-DE-2)(a+4), + -+ (D (a+i+ 1)n}

n

(a+ 1), x i(la+n+1) 1
- Z {1_ (a+1) +il(l_1)

i
i=0

(a+n+D(a+n+2) J(a+n+1);
@+Da+y D (a+1)i}

(a+1), (—n)q (—n), x* (—n), x™
Y {1 Tt T arn, 2 s 1),15}

elde edilir. Elde edilen esitligin sag tarafi LSQ“) (x) polinomlarinin agik sekli oldugundan

Y1) = L% %)

oldugu sonucuna varilir.
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Teorem 5.2. Srivastava-Singhal polinomlari ile Konhauser polinomlari arasinda

Y\ (x; k) = kG (x, 1,1, k) (5.2)

seklinde bir baginti1 vardir [29]. Burada o« > —1 ve k = 1,2, ... seklindedir.

Ispat: Srivastava-Singhal polinomlari

r)m

¢9x,r, B k) = Z (=hx

Z( o (7) (). 539

seklinde bir tanima sahiptir [30]. ispat1 kolaylastirmak i¢in Denklem (5.3)’ter =8 =1

ve a yerine a + 1 alinip, gerekli diizenlemeler yapilirsa

(0]

(110 =0 S ET S e (M),

m=0 j=0
m

NS () (Y,

m=0 j=0

olur. Denklem (4.2) g6z oniinde bulundurulup gerekli iglemler yapilirsa,

kG (x, 1,1,k) = — Z Z( 1)1( )<M>

k6 (x, 1,1, k) = Y (x; k)

elde edilir.

Teorem 5.3. Laguerre polinomu ile 1l. tip Z,(f) (x; k) Konhauser polinomu arasinda

Z9 (1) = 9% (5.4)
seklinde bir bagint1 vardir [27].

Ispat: Denklem (4.1)’de Z,(f) (x; k) tanminda k =1 almip gerekli diizenlemeler

yapilirsa,
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@, _F(n+a+1)n (T xJ
Zn (1) = n! 2} D«JFU+a+D

olur. Diger yandan

FrNa+n+)=a(a+D(a+2)..(a+n)=a!(a+1),

ve

ifadeleri géz 6niinde bulundurulursa,

n

a!(a+1), z (—n); x!

(@ 1) =
6 1) ==, U al(a+ 1),

j=0

_(a+1), o (-n); xf

! T
n! — (a+1); !

elde edilir. Esitligin sag tarafi L;a) (x) Laguerre polinomlari oldugundan
26D = 1P ()
oldugu aciktir.

Sonug 5.1. Laguerre polinomu ile Meixner-Pollaczek polinomlar: arasinda

(@) : (aTH) X 55
L0 =mpy 7 (= 5539) 55)
seklinde bir bagmt1 vardir [31]. So6zii edilen Meixner-Pollaczek polinomu P,E'D (x; @) ile

gosterilir ve ifadesi

@Dn_ing

PV §) =~

2F1(_Tl,ﬂ +ix;214;1 — e—2i¢)

(A>0, 0<¢p<m n=012..)
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seklinde verilir [32]. Diger taraftan Laguerre polinomu ile klasik Jacobi polinomlari

arasinda

0= o0 (-2

seklinde bir bagint1 vardir [21].

Sonug¢ 5.2. Denklem (5.1), Denklem (5.2), Denklem (5.4), Denklem (5.5) ve Denklem

(5.6)’daki esitlikler goz oniine alinirsa,

n xr)_ n (xlll)_ n(x)_(pl_r)'z')n _ﬁy(p

seklinde bir bagint1 elde edilir.

Sonu¢ 5.3. Yukaridaki sonuglardan goriilecegi iizere Laguerre ve Srivastava-Singhal
polinomlarmin iligkili oldugu polinomlarin ayni zamanda Konhauser polinomlariyla

iligkili oldugu kanaatine varilir.

Sonu¢ S5.4. Teorem 5.1 ve Teorem 5.2 gbéz Oniinde bulundurularak Konhauser
polinomlart i¢in verilen bilineer ve bilateral dogurucu fonksiyon bagintilar1 Laguerre ve

Srivastava-Singhal polinomlar1 i¢inde yazilabilir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada Konhauser biortogonal polinomlart ve bazi uygulamalari incelenmistir.
Konhauser biortogonal polinomlarinin bazi 6zellikleri verildikten sonra bu polinomlarin
grafikleri, bilineer ve bilateral dogurucu fonksiyon bagintilarin1 veren teoremler elde
edilmistir. Ayrica bu teoremlerin 6zel durumlari incelendikten sonra bu polinomlarin yeni
rekiirans bagmtilar1 ve 0Ozel tipten bazi polinomlarin Konhauser biortogonal

polinomlartyla iliskileri verilmistir.

Bu tezde yapilanlarin dogrultusunda gelecekte farkli polinomlarin grafikleri, dogurucu
fonksiyonlari, rekiirans bagintilar1 gibi farkli 6zellikleri de incelenebilir. Ayni zamanda
burada kullanilan yOntemlerle baska polinomlarin diger polinomlarla iliskisi

arastirilabilir.
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