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OZET

GAMMA TiPLI OPERATORLERIN YENI BIR SINIFI

Reyhan OZCELIK
Diizce Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi
Danigman: Prof. Dr. Emrah Evren KARA
Haziran 2023, 100 sayfa

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir. 1k boliim giris igin ayrilmistir. Tkinci boliimde,
tez ¢calismasinda kullanilan bazi temel tanim ve teoremlerden bahsedilmistir. Daha sonra
konuyla ilgili 6nceki calismalar, kapsamli bir literatiir taramasiyla detaylandirilmistir.
Uciincii boliimde, klasik Gamma tipli operatorleri modifiye ederek, yeni bir Gamma tipli
operatdr tanimlanmigtir. Bu operator i¢in Voronovskaya tipli teorem, agirlikli yaklagim,
yaklagim hizi, noktasal yakinsama gibi ozellikler incelenmistir. Daha sonra bu yeni
modifiye operatoriin klasik operatorlere gore etkinligini belirtmek adina bazi niimerik
sonuglar verilmistir. Dordiincii boliimde, literatiirde bulunan Gamma tipli operatorlerin
yeni bir sinifi tantmlanmigtir. Bu operatdr i¢in quantitative ve Voronovskaya tipli yaklasim
teoremleri uygulanarak yaklasim ozellikleri incelenmistir. Ayrica bu yeni operatoriin
yaklasim ozelliklerini daha da somutlastirabilme adina bazi niimerik sonuglar verilmistir.
Son olarak beginci boliimde, tezde yapilan ¢alismalar 6zetlenmis ve sonraki ¢alismalar i¢in
bazi Oneriler verilmistir.

Anahtar sozciikler: Gamma operatorleri, Korovkin tipli teorem, Niimerik sonugclar,
Siireklilik modiilii, Voronovskaya teorem.



ABSTRACT

A NEW CLASS OF GAMMA TYPE OPERATORS

Reyhan OZCELIK
Diizce University
Graduate School, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Emrah Evren KARA
June 2023, 100 pages

This study consists of five parts. The introduction is given in the first part of the thesis. In
the second part, the basic definitions and theorems to be used in this study are mentioned.
Later, previous studies on the subject were detailed with a comprehensive literature
review. In the third part, a new Gamma type operator has been identified, modifying
classic Gamma type operators. Some features of this operator, such as Voronovskaya
type theorem, weighted approximation, rate of convergence, pointwise estimated were
examined. Later, this new modification was presented with numerical results to indicate
the operators effectiveness over conventional operators. In the fourth section, a new class
of Gamma-type operators in the literature was defined. The approach properties were
examined by applying quantitative and Voronovskaya type approximation theorems for
this operator. In addition, some numerical results have been given to further embody the
approach properties of this new operator. Finally, in the fifth chapter, the studies carried
out in the thesis are summarized and some suggestions for further studies are given.

Keywords: Gamma operators, Korovkin type theorem, Numerical results, Modulus of
continuity, Voronovskaya theorem.
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EXTENDED ABSTRACT

A NEW CLASS OF GAMMA TYPE OPERATORS

Reyhan OZCELIK
Diizce University
Graduate School, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Emrah Evren KARA
June 2023, 100 pages

1. INTRODUCTION

Approximation theory has been studied by many mathematicians in the world for the
last 150 years. This theory is an important and fascinating era of mathematical analysis.
Approximation theory, which lights on scientific problems in many other areas, such as
basic sciences and engineering sciences, has become increasingly important in the scientific

community.

Approximation theory, the first study of this topic was examined by the Russian
mathematician P. L. Chebyshev [1] in 1853. Then, the German mathematician K.
Weierstrass [2] has made a huge improvement in mathematics, proving his own
name-bearing Weierstrass approximation theory, in 1885. Weierstrass theorem is so
long and complex, many of mathematicians have dealt with the proof of this theorem
in different ways to make it simpler and more understandable [3]-[12]. One of the
most important evidence of the Weierstrass theorem was given by S. Bernstein [13]
in 1912. Thus, the famous Bernstein operator, whose is increasing his importance every
day, has emerged. This is the first step in approach with positive linear operators. The
Voronovskaya theorem was first introduced by E. Voronovskaya [14] to prove this theorem
for Bernstein polynomials, which became the focus of many scientific studies in 1932.
The question then emerged as a question of what conditions are required for the {L,}
sequence to properly converge to a continuous function. In 1951, H. Bohman [15]
and 1953 P. P. Korovkin [16] found the answer to this question independently. Later,
Szasz-Mirakyan operators, Baskakov operators, Schurer operators, Meyer-Konig-Zeller
operators, Durrmeyer operators, Stancu operators, Balazs operators, Lupas operators,

Phillips operators, Post-Widder operators Bleimann Butzer-Hahn operators g-analoq,

Xii



modified and generalized operators have been examined about their properties by many

scientists.

In addition to this information, the Gamma function was identified by Leonard Euler [17]
in 1738 to extend the value of factorial to non-integer real numbers. Later, with many
mathematicians participation, Gamma and related functions have resulted in a long and

impressive history of emergence and development.

Introduced by Lupas and Muller [18] in 1967, Gamma operators are one of the most
common groups in approximation theory and are widely used to find a better approach to
target function. A number of literature was then revealed in the treatment of new Gamma
operators. This is shown to have newly defined operators [19]-[23] and similar approach

properties. Later, by Zeng [24] identified a new Gamma operator class.

The last 20 years, they have studied quantitative Voronovskaya type approximation
theory using a continuity module for any positive linear operator in compact areas
[25]. Then, many scientists used different continuity modules to study quantitative,

quantitative-Voronovskaya, Gruss and Gruss-Voronovskaya type theorems [26]-[37].

In this thesis, is aimed to define a new class of existing Gamma type operators and to
provide some approximation properties (Voronovskaya theorem, weighted approximation,
rate of convergence) of this newly defined operator. This new operator will help identify

existing Gamma-type operators, both inclusive and new operators.
2. MATERIAL AND METHODS

The introduction is given in the first part of the thesis. In the second part provides the
basic concepts required. After a comprehensive literature review, previous studies on
the subject are detailed in the third part of the thesis. Then, the concepts required for
convergence such as positive linear operators and their approximation, continuity modules
and properties, approximation of positive linear operators in weighted spaces, Lipschits
class and properties are focused. As the main results are related to the approach, these

areas are thoroughly reviewed.
3. RESULTS AND DISCUSSIONS

The main results of this thesis are given in sections 3 and 4.
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In Section 3, a new Gamma type operator has been identified by replacing traditional
Gamma type operators. This operator preserves the fixed functions directly. The moment
and central moment values of this operator have been obtained. Later, some of these
operators were provided with convergence features, such as Voronovskaya type theory,
weighted approximation, rate of convergence and pointwise estimates. Finally, some
numerical examples were presented to verify their approximate properties. All of these
numerical examples applied in MATLAB have shown that the newly created Gamma type

operator has a good approximate to some functions compared to the classic one.

In Section 4. a more comprehensive Gamma type operator class has been defined. The
moment and central moment values of this produced Gamma operator were obtained. Later,
some of these operators are equipped with convergence features such as Voronovskaya
type theory, predominantly approximate and approximate approach pattern. This newly
defined Gamma operator also includes classic Gamma operators available in literature with
appropriate parameter options. The theoretical and numerical results of this operator are

reviewed and observed as an approximation procedure.
4. CONCLUSION AND OUTLOOK

A new class of existing g-Gamma type operators can be defined. This new operator can
contribute to defining both inclusive and new operators of the g-Gamma type operators

that exist in the literature.

X1V



1. GIRIS

Yaklasim teorisi son 150 yildir diinyadaki bircok matematikgi tarafindan ¢alisilmaktadir. Bu
teori matematiksel analizin 6nemli ve biiyiileyici bir ¢cagidir. Bagta matematik olmak iizere
bircok farkli alanlarda problemlere 151k tutmasi, yaklagim teorisinin 6nemini arttirmaktadir.
Bu alanda yapilan ¢alismalar teknolojinin de katkisiyla daha fazla gii¢lenerek, giiniimiizde
de etkinligini korumakta ve matematigin her dalinda 6zellikle analizde 6nemli gelismeler
gostermektedir. Ayrica uygulamali bilimler ve miihendisligin bir¢ok dalinda énemli ve ilgi

cekici uygulamalar1 da mevcuttur.

Yaklagim teorisi ele alinan keyfi bir fonksiyonun daha basit ve daha ¢ok kullanigh
ozelliklere sahip (integrallenebilme, siireklilik, tiirevlenebilme gibi) bagka bir fonksiyon
cinsinden gosterimini elde etmeyi amaclamaktadir. Bu sekilde elde edilen gosterimler daha
cok bilgiye daha kolay ulasmamizi saglamaktadir. Aksi halde o fonksiyon icin bilgi sahibi
olmaya calisilirken karmasik hatta isin icinden cikilmasi zor ispatlarla karsilasilabilir.
Boyle durumlar nedeniyle polinom yaklagsimi tercih edilmektedir. Polinom ailesi bu
durumda daha iyi Ozelliklere sahip fonksiyon tanimimi iistlenmis olur. Dolayisiyla
yaklagim teorisi elemanlar: iyi 6zellikli olmayan fonksiyonlari, elemanlar iyi 6zellikli

olan fonksiyonlar cinsinden elde etmeyi amaclamaktadir.

Yaklagim teorisindeki ilk caligma 1853 yilinda Rus matematik¢i P. L. Chebyshev [1]
tarafindan incelenmistir. Daha sonra 1885 yilinda Alman matematik¢i K. Weierstrass
[2] kendi adin1 tagiyan Weierstrass yaklasim teorisini kanitlayarak matematikte biiyiik
bir gelisme kaydetmistir. Weierstrass teoremi o kadar uzun ve karmasiktir ki bircok
matematikci bu teoremin kanitin1 daha basit ve daha anlasilir hale getirmek icin farkli
sekillerde ele almigtir [3]-[12]. Weierstrass teoreminin verilen ispatlar icerisinde en 6nemli
olanlardan bir tanesi de 1912 yilinda S. Bernstein [13] tarafindan verilmistir. Boylece
Oonemini her gecen giin artiran iinlii Bernstein operatorii ortaya ¢ikmigstir. Bu durum pozitif
lineer operatorlerle yaklagimin ilk adimidir. Daha sonraki yillarda kapali bir aralikta

stirekli fonksiyonlara yaklasabilmek icin pozitif lineer operatorler yaygin bir sekilde



kullanilmaya baglanmigtir. Voronovskaya teoremi ilk olarak 1932 yilinda E. Voronovskaya
[14] tarafindan bircok bilimsel caligmanin odagi haline gelen Bernstein polinomlari i¢in
bu teoremi ispat etmesiyle ortaya ¢ikmigtir. Bu sekilde elde edilen sonuglar ilerleyen
zamanlarda bir¢ok bilim insaninin ilgisini ¢ekmis ve farkli operatorler i¢in de bu teorem
ispatlanmugtir. Ote yandan "{L,} dizisinin siirekli bir fonksiyona diizgiin yakinsak olmas1
icin gerekli sartlar nelerdir?" sorusu akla gelmigtir. Bu sorunun cevabini 1952 yilinda
H. Bohman [15] ve 1953 yilinda P. P. Korovkin [16], [38] birbirinden bagimsiz olarak
bulmuslardir. Bu teorem bir pozitif lineer operator dizisinin belirli sartlar altinda birim

operatore yakinsayip yakinsamayacagini belirtir.

Szasz-Mirakyan operatorleri, Baskakov operatorleri,  Schurer operatorleri,
Meyer-Konig-Zeller operatorleri, Durrmeyer operatorleri, Stancu operatorleri, Balazs
operatorleri, Lupas operatorleri, Phillips operatorleri, Post-Widder operatorler, Bleimann
Butzer-Hahn gibi operatorler ve bu operatorlerin modifiye edilmis halleri tanimlanmis ve

bu operatdrlerin cesitli yaklasim 6zellikleri de bir¢ok bilim insani tarafindan arastirilmistir.

Gamma fonksiyonu x > 0 i¢in Euler integrali de denilen

[}

C(x) = /IXIe’dt

0

integrali ile tanimlanir.

1967 yilinda A. Lupas ve M. Miiller [18] tarafindan tamitilan Gamma operatorleri, yaklagim
teorisinde en yaygin kullanilan gruplardan biridir. Ayrica bu operatorler hedef fonksiyona

daha iyi bir yaklagim bulmak i¢in yaygin olarak kullanilmaktadir.

x € R, n€Nigin

xn+l

['(n+1)

—Xxu_.n

Ky (x,u) =

olmak iizere Lupas ve Miiller’e tarafindan tanimlanan Temel Gamma operatorii

o3}

T (i) = [ Kol f (%) du (1.1)

u
0



seklindedir. Bu operatdr yeni Gamma operatorlerinin tanimlanmasinda temel tegkil etmistir.

X. M. Zeng [24] Gamma operatdriiniin yeni bir sinifi olan bir operatdr tamimlamistir. Bu

operator x € RT, n € N i¢in

* 1 -4 n—1
K, (x,u) = 7T (n)e xy”
olmak iizere
Ty (f;x) = /K; (v, f (%) du (1.2)
n

seklinde ifade edilebilir.

Bu tezde literatiirde bulunan Gamma tipli operatorlerin yeni bir sinifin1 tanimlamak ve bu
yeni tanimlanan operatoriin baz1 yaklasim 6zelliklerini (Voronovskaya teoremi, agirlikli
yaklagim, yaklagim hiz1) vermek hedeflenmistir. Bu yeni operator, literatiirde bulunan
Gamma tipli operatorleri hem kapsayacak hem de yeni operatorler tanimlamaya yardimci

olacaktir. Bu operatdriin genel formu

(o)

Ry (1) = () [ P (%) du
0
seklinde olup asil amag¢ buradaki oy, (x) ve f,(x) fonksiyonlarini belirlemek olacaktir.
Bu fonksiyonlar1 belirledikten sonra yeni tanimlanan Gamma operatoriiniin Korovkin
teoremine gore polinomlart koruyup korumadig1 incelenecektir. Ayrica merkezi moment
degerleri ilerleyen boliimlerde kullanilmak iizere hesaplanacaktir. Bu hesaplanan degerler
ile birlikte yaklagim teorisinin temel 6zellikleri olan yaklasim hizi, agirlikli yaklagim
ve Voronovskaya tipli teoremler verilecektir. Son olarak bu yeni operatoriin yaklagim

ozelliklerini daha da somutlagtirabilme adina bazi niimerik sonuclar verilecektir.
Bu calisma asagidaki gibi diizenlenmistir.

Tezin ilk boliimiinde konuyla ilgili giris yapilmastir.



Tezin ikinci boliimiinde ilk olarak temel kavramlara yer verilmistir. Daha sonra yaklagim
teorisinin ortaya ¢ikisi, tarihsel gelisimi, lineer pozitif operatdr olan Gamma operatoriiniin

gelisimi ve operatorlerin genellestirilmesi siireci detaylandirilmigtir.

Tezin icilincii ve dordiincii boliimiinde, modifiye edilmis Gamma operatoriiniin ve
literatiirde bulunan Gamma tipli operatorlerin yeni bir sinifi tanimlanmis olup bu

operatorlerin yaklagim 6zellikleri incelenmis bazi teoremleri sagladigi gosterilmistir.

Tezin besinci boliimiinde, tezden elde edilen sonuglar ve 6neriler ifade edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE LITERATUR

2.1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamim 2.1. [ bir cisim ve V bos olmayan bir kiime olsun. Eger
+:VxV =V

(x,y) = (x+)

S FxXV =SV

(a,x) — (ax)

ile taniml1 doniistimler

(V1) Hervy,va,v3 € Vigin vy + (va +v3) = (v +v2) + v3,

(V2) Herv e Viginv+ 0 = 0 +v = v olacak sekilde bir 0 € V vardir,

(V3) Herv e Vigin v+ (—v) = (—v) +v = 0 olacak sekilde bir (—v) € V vardir,
(V4) Hervy,vy € Vicinvi +vy =vy +vy,

(Vs) Hera € F ve vi,vy € Vigin &t (vi +v2) = vy + otva,

(Vo) Her o, € F veveVigin (a+p)v=av+Pv,

(V) Hera,B € FveveVigin (aff)v=a(Bv),

(Vg) Herv €V i¢in lv = v = vl olacak sekilde (1 € [) vardir

kosullarini sagliyorsa V ye [ iizerinde vektor uzayi denir [39].

Tanim 2.2. V bir vektor uzay1 olsun. ||.|| : V — R fonksiyonu her x,y € V ve her o € F

icin

N x| =0 x=0,
(N2) |ex]] = o]«
(N3) eyl < el + 1y

sartlar1 saglaniyorsa ||.|| fonksiyonuna V iizerinde bir norm, (V,||.||) ikilisine de normlu

uzay denir [39].



Ornek 2.3. 1 < p < o olmak iizere

Iy = {x = () : i\xm < o0}

uzayi
oo 1/p
Xl = (Z !xnl”>
n=1

Tamim 2.4. A C R, f: A — R bir fonksiyon ve a € A olsun. Ve > 0 sayist igin [x —a| < 0

normu ile bir normlu uzaydir.

oldugunda |f(x) — f(a)| < € olacak sekilde dyle bir & > 0 sayis1 varsa f fonksiyonuna

a € A noktasinda siireklidir denir [40].

Tamm 2.5. A C R, f: A — R bir fonksiyon ve ¢ € A olsun. Ve > 0 sayisi i¢in |[x —1| < O
esitsizligini saglayan Vx,¢ € A i¢in |f(x) — f(¢)| < € olacak sekilde Syle bir § > 0 sayisi
varsa f fonksiyonuna A iizerinde diizgiin siireklidir denir [40].

Tamm 2.6. X ve Y reel degerli iki fonksiyon uzayi olsun. X ’den alinmis herhangi bir f

fonksiyonuna Y ’de bir fonksiyona karsilik getiren kurala operator denir ve operatoriin x

noktasinda aldig1 deger igin 7'(f;x) gosterimi kullanilir [39].

Tamm 2.7. A C R olmak iizere f fonksiyonu A kiimesi lizerinde tanimli olsun. M > 0 ve

her x € A i¢in | f(x)| < M oluyorsa f fonksiyonuna A kiimesi tizerinde simirhidir denir [41].

Tanmm 2.8. X bir metrik uzay olsun. X uzayindaki her dizi yakinsak bir alt diziye sahipse

X uzayima kompakttir denir [39].

Tanim 2.9. Sonlu boyutlu normlu bir X uzayinda, herhangi bir M C X alt kiimesinin

kompakt olmasi icin gerek ve yeter kosul M kiimesinin kapali ve sinirli olmasidir [39].

Tammm 2.10. Elemanlar1 fonksiyonlardan olusan bir X kiimesi i¢in lineer uzay olma

sartlarin1 saglamasi durumunda X kiimesine fonksiyon uzay1 denir [39].

1 1
Tamm 2.11. pile g reel sayilar1 1 < p < oo i¢in — 4 — = 1 kosullarin1 saglayan iki reel
P 9

say1 olmak tizere x = (x,) € I, , y = (yn) € I igin

oo oo p s 1/q
Z [Xnyn| < (Z ’xn’p> <Z b’n’q)
n=1 n=1 n=1
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seklinde Holder esitsizligi tanimlanir. p = g = 2 durumunda bu esitsizlige Cauchy-Schwarz

esitsizligi denir [39].

Tanim 2.12. X metrik uzay, M de X in bir alt kiimesi, € > 0 ve xo € X olsun. xp’1n her €
komsulugu, xo dan farkli en az bir y € M noktasi igerirse xo noktasina M nin bir y18i1lma

noktasi denir [39].

Tamm 2.13. M’nin noktalariyla, M’nin yig8ilma noktalarindan olusan kiimeye M’nin

kapanisi denir ve M ile gosterilir. M, M’yi iceren en kiiciik kapal1 kiimedir [39].

Tanim 2.14. y = f(x) fonksiyonu a noktasini iceren bir aralikta (n+ 1). dereceden

tiirevlere sahip olsun. Bu durumda Taylor formiilii

n k) (g4
=3 2 o
k=0 ’
seklinde tanimlanir [40].

Tamm 2.15. X ve Y ayn1 [ cismi lizerinde lineer fonksiyon uzaylari olmak tizere 7 : X — Y

seklindeki operator ele alinsin.

() f,g € X veVa,p €F olmak iizere T (a.f + Bg;x) = aT (f;x) + BT (g;x) kosulu
saglaniyorsa T operatoriine lineer operator denir [39].
(T») f € X olmak tizere her f > 0 fonksiyonu i¢in T (f;x) > 0 kosulu saglaniyorsa T

operatoriine pozitif operator denir [42].

(T7) ve (1) sartlarin her ikiside saglamyorsa 7" operatoriine pozitif lineer operator denir

[43].

Simdi pozitif lineer operatorlerin 6zelliklerini ifade eden bir yardimei teorem verelim.

Yardimci Teorem 2.16. 7 pozitif lineer operator olsun.

(Py) Pozitif lineer operatorler monoton artandir. Yani; f < g = T (f) < T(g) dir [43].
(Py) Her f € X icin [T (f)| < T (|f]) esitsizligi saglanir [43].

Tanm 2.17. K(¢;x), t degiskenine gore siirekli bir fonksiyon olmak iizere

b

T(f:0) = [ FOK (@2

a



seklinde T operatorii tanimlansin. Bu durumda K (¢;x) e T operatoriiniin ¢ekirdegi denir

[43].

Yardimer Teorem 2.18. K(z;x), t degiskenine gore siirekli bir fonksiyon olmak iizere

b
T(fi0) = [ F0K(esx)dr
a
seklinde T operatorii tanimlansin. 7" nin pozitif operatdr olmasi icin gerek ve yeter sart
K (t;x) in (¢ekirdeginin) pozitif olmasidir [43].

Tanim 2.19. X ve Y fonksiyon uzaylari olmak iizere 7 : X — Y seklinde T operatorii ve

her n € N i¢in {7, } operator dizisi verilsin. (k= 1,2,...) olmak tizere

T, ((t —x)k ,x>

ile tanmimlanan ifadelere {7, } operator dizisinin k. merkezi momenti denir [44].

Tanmm 2.20. 7 : X — Y pozitif lineer operator olsun. p ile g reel sayilar1 1 < p < oo,

1 1

— + — =1 kosullarim saglayan iki reel say1 olmak iizere pozitif lineer operatorler i¢in
q

p
Holder esitsizligi her f,g € X,

T (1£.8) < (T (A7) (7 (gl

seklinde tanimlanir [39].

Tanmim 2.21. Yardimei Teorem 2.16 nin (P5) 6zelligi kullanilarak ve Tanim 2.20 de p =2

alarak pozitif lineer operatorler i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi

T (f.2.0)| < \/T (£2.0/T (82.2)

seklinde tanimlanir [39].

Tanim 2.22. f € Cla,b] iken (f, (x)) de Cla,b] lineer normlu uzayinda fonksiyonlarin

dizisi olsun. Her x € [a, D] igin

B £ ()~ f () llfa) = O



ise (fn (x)) fonksiyonlar dizisine f fonksiyonuna C|a, b] lineer normlu uzayinda diizgiin

yakinsaktir denir. Diizgiin yakinsaklik f,, = f seklinde gosterilir [39].

Tanim 2.23. X ve Y normlu uzaylar ve D(T) C X olmak iizere 7 : D(T) — Y lineer

operator olsun. Her x € D (T) i¢in

1T (f32) Iy < exllfllx

olacak sekilde oyle bir ¢, > 0 sayis1 varsa T operatoriine sinirli lineer operator denir. Bu

¢ sabitlerinin en kii¢iigiine 7' operatoriiniin normu denir ve ||7'|| seklinde gosterilir [39].

1951 yilinda H. Bohman [15], x € [0,1] i¢in 0 < (,,) <1, n € N ve u(x) > 0 olmak
lizere

Ti(fox) = ) f (i) ()

k=0

seklinde olan pozitif lineer operatorler dizisinin n — oo i¢in [0, 1] araliginda siirekli f

fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sartin

T,(1;x) =1,
T,(t;x) = x,

T,(t%;x) = x°

olmasi gerektigini gosterdi. Burada H. Bohman’in iizerinde calisti§1 operatorlerin degeri,

f fonksiyonunun [0, 1] araliginin digindaki degerlerinden bagimsizdir.

1953 yilinda P. P. Korovkin [16], H. Bohman’in ifade ettigi kosullarin genel halde de

gecerli oldugunu ispatlamistir.

Teorem 2.24. Tiim reel eksende her x € R igin |f(x)| < My ve f € Cla,b] olsun. {T,}

pozitif lineer operator dizisi, her x € [a,b] ve k = 0,1,2 igin e; = t* olmak iizere

T(ep;x) =3 xF



sartlarini sagladiginda [a, b] araliginda

L(fix) = f(x)

gerceklenir [16].

Daha sonraki yillarda Baskakov, M sabiti, [a, b] aralig1 iizerinde siirekli f fonksiyonuna

bagl bir sabit olmak {izere
F@) <My (1+2)

esitsizligini gercekleyen f fonksiyonu i¢in Korovkin teoreminin saglandigini ispatlamigtir.

Baskakov bu teoremiyle f fonksiyonunun tiim reel eksende sinirli olmasi sartini
degistirerek 1+ x? fonksiyonuyla simrli olmasi durumunda da yine diizgiin yakinsamanin

elde edildigini ispatlamistir.

Tamm 2.25. f € Cla,b] olsun. x,t € [a,b] olmak iizere her § > 0 i¢in f fonksiyonunun

stireklilik modiilii @(f,d) seklinde gosterilir ve

o(f;8) = sup |f(z)—f(x)]

l—x|<8

seklinde tammlidir. f € Cp[0,00) i¢in § — 0 oldugunda w(f; ) — 0 oldugu agiktir [45].

Yardimci Teorem 2.26. Siireklilik modiiliin i¢in asagidaki 6zellikler saglanir.

(S1) o(f;8) fonksiyonu monoton artandr,

($2) limg o o(f38) =0,

(S3) m € N olmak iizere o(f;md) < ma(f;0),

(S4) A > Oreel sayisticin @(f;48) < (1+1) o(f;90),

(85) [f(1) = f(0)] < o(f;]r —x]),

o) 11(0) = f@)| < (1+552) w(£:8).

(S7) 6 > 0i¢in @(f;6) negatif olmayan bir fonksiyondur [45].

2008 yilinda Holhos [46] tarafindan sunulan agirlikli siireklilik modiiliiniin tanim1 agagida

verilmistir.
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Tamm 2.27. Her f € C; (R") ve § > 0 igin f fonksiyonunun agirlikli siireklilik modiilii

1f(t) = f(0)]
o(f;0) = —_—
@e(f39) |r(t)—f(xs)l|l£6;t,xe[R+ A(t) +A(x)

ile tanimlanir. @;(f;0) fonksiyonu asagidaki dzelliklere sahiptir:

(i) Her f € Uy (R") i¢in

li .8) =0,
512})(01(f )

(ii) Her f € C3(R™) olmak iizere § > 0 ve ¥ > 0 i¢in

@7 (f378) < 2+ 7)0:(f36),

(iii) Her f € C;(R™) olmak iizere § > 0 ve x,7 > 0 igin

70 1) € A0 +Aw) 2+ D) w16,

Ayrica her f € Cy (R") igin @;(f;0) =0 ve f € C3 (R") icin, @;(f;8), 8 ya gore negatif

olmayan ve azalmayan bir fonksiyondur [46].

Korovkin teoremi reel eksenin sonlu ve kapali alt araliginda verilmektedir. Fakat sinirsiz

araliklar iizerinde tanimlanan operatorler i¢in bu teorem gecerli degildir.

1976 yilinda A.D. Gadjiev [47] Korovkin teoreminin tiim R de hangi kosullar altinda

gerceklendigini asagidaki gibi ifade etmistir.

Her x € R* icin ®(x) = 1 +x? fonksiyonu lim|y 0o @(x) = oo ve @(x) > 1 olacak sekilde
R iizerinde siirekli olsun. Bu durumda My de f fonksiyonuna bagh pozitif bir sabit olmak

uzere

Bo(RT)={f:R" > R:|f(x)| <MsP(x),x e R"}

Ve

Co(RT) ={f €Bo(R"): f, R de siirekli} = Co(RT) N Bgp(RT)
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fonksiyon uzaylarini goz oniine alinsin. Bu uzaylar

| f |lo= sup )

x€RT N

normu ile birer normlu uzaylardir. Burada ® ya agirlik fonksiyonu, Bo(R™) ve Co(RT)
uzaylarina ise agirlikli uzaylar denir. Ayrica Ky de f fonksiyonuna bagl bir sabit olmak

uzere

C5(RY) ={f €Co(R"): lim fx)

= K var ve sonlu
e @(x) J

olarak tanimlanan fonksiyon uzay1 Co(R™) uzayinm bir alt uzay olur. Ozel olarak k=0

oldugunda Cg alt uzay1 elde edilir. Bu uzayin elemanlar; limy . % = 0 seklindedir.
X

Ayrica

f(x)

D(x)

Up(RT) = {f € Co(RT): diizgiin siirekli}

seklinde tanimlansin. Boylece Cf(R") C Uy (R') C Co(R™) C Bop(R™) saglamr [47].

Yardimcr Teorem 2.28. {7;,} pozitif lineer operatorler dizisi igin ®(x) = 1 +x* ve Mg

pozitif bir sabit olmak {izere
T, : C@(R+) — B@(RJr) — HTn (CI);x) ||q> < My

gerceklenir [48].

Teorem 2.29. Cy(R™) uzayindan By (R™) uzayina doniisiim yapan {7,} pozitif lineer

operatérler dizisi ®(x) = 1 +x? agirlik fonksiyonu olmak iizere k = 0, 1,2 igin
Limy o0 || L (55 ) — x¥||e = 0
sartlarini saglasin. Bu durumda herhangi bir f € C¥(R™) i¢in
limy o | L (f5%) = f (%) lo = O

gerceklenir [47].
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Tanmm 2.30. f, A C R iizerinde tanimli, reel degerli, siirekli bir fonksiyon olsun. Her

x,t € Aves e (0,1] i¢in

[f(1) = f(O)] < Mlr —xf°

esitsizligini saglayan M > 0 sabiti varsa f ye s. basamaktan Lipschitz siirekli fonksiyon

denir. Bu fonksiyon sinifi i¢in Lipy(s) gosterimi kullanilir [49].

Yardimci Teorem 2.31. f fonksiyonu [a,b] aralifinda tanimli ve s € (0, 1], M > 0 olsun.

Lipy(s) fonksiyon sinifi asagidaki 6zelliklere sahiptir.

(L1) f € Lipy(s) ise f siireklidir.

(Lp) f tiirevlenebilir ve |f/(x)] < M ise f € Lipy (1) dir.

(L3) f€Lipu(s) <= o(f;8) < Md°.

(Ly) s < kise M den bagimsiz olarak Lip(k) C Lip(s) dir [49].

Tanim 2.32. s € (0, 1] olmak iizere x € (0,00) i¢in Lipschitz tipli s. dereceden maksimal

fonksiyonlar

o) sy DS

0<t<oo; t5x |t —x[$
biciminde tanimhidir[50].
Tamim 2.33. s € (0, 1] ve M pozitif bir sabit olmak iizere Lipschitz tipli fonksiyonlar uzay1

o=

Lipiy(s) = { £ € Cl0.=): () = £ < M2

te (O,oo)}

seklinde tanimhidir [49].

Tanim 2.34. o,f3 > 0, s € (0,1] ve M pozitif bir sabit olmak iizere Lipschitz tipli iki

parametreli fonksiyonlar uzayi

e —x)*
(ox? + Bx+1)

L) = { < o) s 170) - )] <M iR €0}

seklinde tanimhidir [51].
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2.2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Yaklagim teorisinin Onciilerinden P. L. Chebyshev [1] buhar makinasinin lineer hareketini
tekerlegin dairesel hareketine doniistirme diizenegi iizerinde calistif1 sirada heniiz
polinomlarla yaklagimin varlig1 hakkinda herhangi bir calisma yokken 1853 yilinda kapali
aralikta verilen keyfi siirekli fonksiyona en 1yi yaklasimi veren m-inci dereceden polinomu

bulmaya calismistir. A¢ik sekilde ifade edilirse;

“f, la,b] kapal1 araliginda taniml siirekli bir fonksiyon ve m pozitif tamsay1 olmak iizere

max |f(x) — P(x)|

a<x<b

ifadesini minimum yapacak sekilde derecesi en fazla m olan

m
P(x) = Z csx’
s=0

seklinde bir polinom bulunabilir mi?” sorusunun cevabi aranmaktadir. P. L. Chebyshev’in
bu ¢aligmasi ile yaklagim teorisinde onemli bir yere sahip olan en 1y1 yaklasim problemi

anlam kazanmustir.

1885 yilinda Alman Matematikci K. Weierstrass kendi ismini tagsiyan Weierstrass [2]
yaklagim teoremi, [a, b] kompakt aralifinda diizgiin siirekli her fonksiyona [a, b| aralifinda
diizgiin olarak yakinsayan bir {P, (x)} polinomlar dizisinin varligini ispatlamigtir. A¢ik
sekilde ifade edilirse, “f € C[a, D] keyfi bir fonksiyon olmak iizere her € > 0 sayis1 ve her

X € [a, D] i¢in Syle bir cebirsel P, (x) polinomu vardir ki
[f(x) = Palx)| < €

saglanir.” K. Weierstrass bu teoremi benzer sekilde siirekli periyodik fonksiyonlara
trigonometrik polinomlarla yaklagim teoremini ele alarakta ispatlamistir. Ek olarak

Weierstrass, kendi ismini tasiyan yaklasim teoremini ispatlamasiyla P. L. Chebyshev
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den sonra matematikte reel degiskenli fonksiyonlarla yaklasim teorisinin temelini atmus,

uzun ve biiyiileyici bir yolunda 6niinii agmistir.

Weierstrass teoreminin ispati oldukca karmasik ve uzun oldugundan kavramak oldukc¢a
giictlir. Bu nedenle boyle bir karmasa bir¢ok iinlii matematikc¢iyi daha basit ve daha anlagilir
bir ispat elde edebilmek icin bu teorem iizerinde ¢alismaya tesvik etmistir. Matematik¢i C.
Z. Runge [3], K. Weierstrass’tan bagimsiz olarak ayni yilda teoremin baska bir ispatini

vermigstir. Farkli ispatlar yapan diger matematikgilerde su sekildedir:

1891 yilinda E. Picard [4] tarafindan xo : I — R” fonksiyonu olmak iizere n € N i¢in

terimleri
Culfix) =30+ [ f ™ (0)ar

seklinde verilen polinomlar dizisi tanimlanmistir.

1897 yilinda V. Volterra [5] tarafindan K (x,7) ¢ekirdek fonksiyon olmak iizere

Vil f3) = )+ [ K(a)f @)

seklinde polinomlar yardimiyla ispat1 elde etmistir. Bir diger matematik¢i H. Lebesque [6]
1898 yilinda benzer sekilde polinomlarla yaklagim iizerine ¢alisarak farkl bir ispat elde

etmistir.

1900 yilinda L. Fejer [7] tarafindan f siirekli bir fonksiyon olmak tizere f € Cyy icin Fejer

Polinomlari

=Y (1)L / f(e)e i

= n+1

biciminde tanimlanda.

15



1900 yilinda Isvigreli matematik¢i G. Mittag- Leffler [8] tarafindan f siirekli bir fonksiyon

olmak tizere

n

M =Y [ ") (o= 120

k=0 \ k
biciminde polinomlar dizisi tanimlanmigtir.

1903 yilinda M. Lerch [9] tarafindan kendi ismini tagiyan polinomlar dizisi

k+x—1
k

Sl??‘

f@)

B =1

seklinde ifade edilmistir.

1905 yilinda E. Borel [10] polinomlarla siirekli fonksiyonlara yaklasimi incelerken

polinomu

%)

Y D) f(

seklinde almig ve bu bigimdeki polinomlarla ilgili ispat1 elde etmistir.

1908 yilinda C. J. De La Vallee Poussin [11] n € N olmak {izere Poussin Polinomlarini

2n

(=1 3 s

Jj=n+1

biciminde tanimlamistir.

1908 yilinda E. Landau [12] tarafindan terimleri

(1—(t—x)2)" f(t)dr

o

Nu(f3x) = :

2 [(1—2)ndt
0

seklinde olan bir polinomlar dizisi tanimlanmigtir. Ayrica 1911 yilinda D. Jackson ve W.

Sierpinski tarafindan da benzer seklinde polinomlar olusturularak ispatlar1 yapmislardir.
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1912 yilinda S. N. Bernstein [13] tarafindan su ispat verilmistir: f € C[0, 1] olmak iizere

sinirl bir fonksiyon ve 0 < x <1 ve n € N i¢in

CAGOED 3 I
k=0 \ k k
biciminde polinomlar dizisi tanimlamig ve Weierstrass teoreminin anlagilir ve kolay bir
ispatin1 vermistir. Bernstein, B, (f,x) ile gosterilen polinomlarla f € CJ0, 1] fonksiyonuna
diizgiin yaklagilabilecegini ispatlamigtir. Bu polinomlara Bernstein polinomlar1 ad1 verilir.
B, (f,x) operatdrii x(1 — x)"~% > 0 oldugundan lineer pozitif operatordiir. Bernstein,
yaklagimin ilk adimini pozitif lineer operatorlerle atmigtir. Bu adimdan sonra kapali
aralikta stirekli bir fonksiyona yaklagabilmek i¢in pozitif lineer operatorler yaygin olarak
kullanilmaya baglanmistir. Ayrica Weierstrass teoreminin bagka bir ispat1 da A. Pinkus

[52] tarafindan verilmistir.

Bernstein polinomlari, Lebesque integrallenebilir fonksiyonlara yaklasim i¢in uygun
degildir. Bu nedenle 1930 yilinda L. V. Kantorovich [53] [0, 1] araligindaki Lebesque
integrallenebilir fonksiyonlarin yaklagimi i¢in Bernstein polinomlarini degistirerek, 0 <

x < 1ig¢in

b

+1
_|_

K(fi)=n+D)Y [ " xk(l—x)"k/
k
_.l_

1
f(r)dt

n
k=0 \ k
n

1

seklinde tanimli [0, 1] aralig:1 tizerinde integrallenebilir fonksiyonlara genellestirmistir.

{K,} operatoriine Bernstein-Kantorovich polinomlar1 denir.

1932 yilinda E. Voronovskaya [14] tarafindan f € [0, 1] fonksiyonu sinirli ve sabit bir x

noktasinda ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip olmak iizere

lim nlB( i) — ()] = ) gy

n—soo 2

seklinde bir asimptotik formiil verilmistir.
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1935 yilinda T. Popoviciu [54] f € C[0, 1] fonksiyonu igin siireklilik modiilii yardimiyla

5 1
B/~ ()] < G0/, )
seklinde Bernstein polinomlarinin fonksiyona yaklagim hizini belirlemistir.

1937 yilinda I. Chlodovsky [55] f fonksiyonu [0, o) aralig1 iizerinde tamml ve {b,} dizisi

. . n
limb,=c ve Ilm-—=0
n—soo n—oo

sartin1 saglayan monoton artan pozitif reel sayilarin bir dizisi olmak tizere x € [0,b,],n € N

icin Z,(f;x) operatoriinii

ao=£ (1) G) (-5) /()

seklinde tanimlamig ve bu operatériin yakinsaklik 6zelliklerini incelemistir. {Z,} operatorii

Bernstein-Chlodovsky polinomlari olarak adlandirilir.

1938 yilinda Kac [56], [57] f € lipum, f(s) olmak iizere Bernstein polinomlarinin Lipschitz

sartin1 saglayan fonksiyona yaklagimint her n € N ve her x € [0, 1] i¢in

x(1—x))5

n

Busi0) s <2
seklinde incelemistir.

1941 yilinda G. M. Mirakyan [58] f fonksiyonu [0, o) aralig1 iizerinde siirekli ve sinirl

olmasi durumunda x € [0,00) i¢gin S, (f;x) operatoriini

—nk k

Sa(f:9) :é%f (%)

olarak tamimlamig ve bu operatoriin yakinsaklik 6zelliklerini incelemigtir. 1944 ile 1950
yillarinda sirasiyla J. Favard [59] ve O. Szasz [60] tarafindan bu operatorlerin yaklagim
ozelikleri incelenmigtir. {S,} operatorler dizisi literatiirde Szasz-Mirakyan operatorleri

olarak bilinir.
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1951 yilinda H. Bohman [15] x € [0,1] ve 0 < (#;,) < 1, n € N olmak iizere

[}

Ly(f:x) = Z f (tk,n) ug(x)

k=0

seklinde olan pozitif lineer operatorler dizisinin [0, 1] kapali aralifinda siirekli bir f
fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sartin 1, ¢, t> fonksiyonlarinin
operator yardimiyla 1, x ve x> fonksiyonlaria diizgiin yakinsamasi gerektigini ifade ve
ispat etmigtir. Daha sonra 1953 yilinda P. P. Korovkin tarafindan yapilan [16], [38] kiinyeli
caligmalarda bu teoremdeki [0, 1] arali1 [a, D] araligina genisleterek teoremin genel halde
de gecerli oldugu gosterilmistir. Bu nedenle bu teorem literatiirde Bohman-Korovkin

Teoremi olarak bilinir.

1957 yilinda V. A. Baskakov [61] f fonksiyonu [0,c0) aralig1 {izerinde siirekli ve sinirl

olmasi durumunda x € [0,00) i¢in R, (f;x) operatoriinii

Rn(f;x)=(1+x>_n,; HZ_I <1ix)kf<§)

seklinde tanimlanmig ve bu operatoriin yakinsaklik ozelliklerini incelemistir. {R,}

operatorler dizisi Baskakov operatorleri olarak adlandirilir [62].

1960 yilinda Essen [63] f € C[0, 1] olmak iizere siireklilik modiiliiniin yardimiyla

B, (f5)~ ()] < Co < ; @)

seklindeki esitsizligi saglayan en kiiciik C sabitini asimptotik olarak bulmustur.

1962 yilinda Schurer [64] x € [0, 1] ve p negatif olmayan tamsay1 olmak iizere By ,( f;x)

operatoriinii

s+p +
Blro=Y | © " |wa—vrrsl
r=0 r

seklinde tanimlamig ve bu operatoriin yakinsaklik ozelliklerini incelemistir. {B )}

operatorler dizisi Schurer operatorleri olarak adlandirilir.
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1962 yilinda W. Meyer Konig-K. Zeller [65] tarafindan f € C[0,1) ve x € [0,1) olmak

uzere

ol n+k

k
E.(f;x)= KK (1= x) ! (—) 2.1
=2 RO @1
ile E,(f;x) operatorleri tamimlanmig ve bu operatorlerin bazi yaklagim ozellikleri

incelenmistir.

1964 yilinda E. W Cheney ve A. Sharma [66] yukarida verilen (2.1) ifadesindeki

operatorleri monotonluk 6zelliklerini saglamasi i¢in

> n+k

x) = _xn—i—l L
=L " a0 ()

formunda modifiye etmisler ve bu operatorlerin ¢esitli yaklasim o©zelliklerini
incelemiglerdir. E. W Cheney ve A. Sharma tarafindan giiniimiizdeki sekline gelistirilen
modifiye {M,} operatorler dizisi literatiirde Meyer Konig-Zeller operatorleri olarak

adlandirilir.

1967 yilinda J. L. Durrmeyer [67] [0, 1] aralig1 iizerinde integrallenebilir fonksiyonlara

yakinsayan D, (f;x) operatorlerini

n

1
Duf =t Y | |ttt [ At a
0

k=0 \ k
seklinde tanimlamis ve bu operatorlerin yakinsaklik 6zelliklerini incelemistir.

1969 yilinda D. D. Stancu [68] tarafindan Bernstein operatorii 0 < o < 8 olmak iizere

n

(0B) (4. oy — Y Y Y ]
GRUTEES W N PR

seklinde genellestirmistir. Burada o + 3 = 0 olarak alindiginda Bernstein polinomlari elde

edilir. {P,S“ﬁ )} formundaki operatorlere Stancu operatorleri adi verilir.
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1970 yilinda Jain [69] belirli 0 < B < 1 parametresine dayali olarak f € C[0,) icin

Szasz—Mirakyan operatoriiniin

e (nx+kpP)

wg (k,nx) = nx(nx+kB)k! 0

olmak tizere
> k
PP (fix) = Y @p(knn)f (—)
k=0 n

seklinde modifiye formunu Jain tipli operator olarak tanitmig ve bu operatoriin yaklasim
ozelliklerini incelemistir. Buradaki B parametresi n € N sayisina baghdir. = 0 olarak

alindiginda Szasz—Mirakyan operatdrii elde edilir.

1974 yilina kadar tanimlanan veya gelistirilen operatorler, f fonksiyonunun kapali ve
sinirlt olmasi durumunda incelenmistir. Sonlu olmayan araliklarda yeni operatorler ve
bunlarin modifiye edilmis halleri tanimlandikca Bohman-Korovkin teoreminin sonlu
olmayan araliklar iizerinde verilme ihtiyaci olugsmustur. Bu tipteki operatorlerin diizgiin
yakinsakligini, ilk olarak 1974 — 1976 yillan arasinda A. D. Gadjiev [47] ve Z. Ditzian [70]
stnirh ve siirekli fonksiyonlar sinifinin bir alt sinifindaki fonksiyonlar (agirlikli fonksiyon

uzaylar) i¢in incelemiglerdir.
1975 yilinda K. Balazs [71] a, ve b, pozitif sayilar, x > 0 ve n € N olmak iizere

1 1 n

F(fix) = —m— anX k
RU= g | ) @ )"f(bn>

seklinde lineer pozitif operatorii tammmlamistir. Bu operatér Balazs operatorii olarak

adlandirilir.

1980 yilinda G. Bleimann, P. L. Butzer ve L. Hahn [72] tarafindan x € [0,0) ve [0,o0)

aralifinda tamiml ve reel degerli fonksiyonlar icin

= i | 14 (o)

k=0 \ k
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formunda pozitif lineer operatorlerin bir dizisi tanimlanmustir. A. D. Gadjiev ve O.
Cakar [73] bu operatériin [0,0) araligindaki diizgiin yakinsakligini elde etmislerdir. {H,}

operatorlerine Bleimann-Butzer-Hahn operatorleri ad1 verilir.

1982 yilinda K. Balazs ve J. Szabados [74] n =0,1,2,..., ve x > 0 i¢in a, = nP=1 ve

b, = nP olmak iizere

[/3} . 1 Zn n ﬁ_] k k

Rn ) = S —— _—
(32) (1+nP=1)m S\ T nP

seklinde pozitif lineer operatorleri tanimlamig ve yakinsakligin saglanmasi i¢in 0 < 8 < %

olmasi gerektigini gostermislerdir. Bu operatdre Balazs-Szabados operatorii denir.

1992 yilinda Kirov [75] iki operatdriin konvoliisyonu olan Bernstein-Taylor polinomlar

dizisini r = 0,1,2... olmak iizere f € C("[0,1] ve x € [0, 1] igin

norogl)(k AN

B, (f;x) = ];) Z{)l—'(") (x— Z) ckk(1—x)nk
=0 =

seklinde tamimlamig ve bu operatoriin yaklasim 6zelliklerini incelemistir. r = 0 olarak

alinirsa Bernstein polinomlar: elde edilir.

Lupas operatorleri siirsiz araliklarda tanimlandiklarindan yaklasimi sadece agirlikli

uzaylarda saglanabilmektedir. 1995 yilinda Lupas [76] tarafindan x > 0 olmak {izere

o)

L(f) =2y, kg (k) 22)

& 2k \n

seklinde Lupas operatorleri tammmlanmis ve bu operatorlerin yaklasim ozellikleri

incelenmistir.

1999 yilinda Agratini [77] tarafindan (2.2) ifadesinde verilen Lupas operatoriiniin b > 0
olmak tizere |a,b] kapali ve siirl araligindaki yaklagim ozellikleri incelenmis ve bu

operator i¢in Voronovskaya tipli formiil elde edilmistir. Ek olarak Lupas operatorlerinin
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Kantorovich tipli genellemesi x > 0 ve n € N i¢in

seklinde tanimlanmustir.

2000 yilinda E. ibikli [78] f fonksiyonu [0, ) aralig1 lizerinde tanimli {b, } dizisi

. . by
lim b, =c ve Ilm—=0
n—soo n—e n

sartin1 saglayan monoton artan pozitif reel sayilarin bir dizisi olmak iizere 0 < x < b, ve

0<a<pigin

now=% (1) () (-5) o (Spn)

seklinde Chlodovsky polinomlarinin bir genellemesini yapmistir. Ayrica bu operatorlerin
yaklagim ozelliklerini de incelemistir. Bu operatérde o = 8 = 0 alindiginda Chlodovsky

polinomlari elde edilir.

2001 yilinda Ispir [79] tarafindan agirlikli uzaylarda Baskakov operatorlerinin yaklasim

ozellikleri incelenmistir.

2002 yilinda O. Dogru [80] a,, ve b, x, her n ve k igin

At bug=cy Ve n—soo igin — — 1 (2.3)
Cn

sartin1 saglamak iizere x > 0 ve n € N

1 n k
An(fix) = m Z I (anx)kf (bn,k)

k=0

seklinde pozitif lineer operatorlerini tanmimlamustir. Her n ve k igin a, = 1, b, ; = n seklinde

segilirse ¢, = n+ 1 olur. Bu segimler (2.3) sartin1 saglar ve {A,} operatorii Bleimann,
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Butzer ve Hahn operatorlerine doniisiit. {A,} operatorlerine Balazs operatorlerinin

Bleimann-Butzer ve Hahn operator tipli bir genellemesi denir.

Bernstein operatoriiniin f fonksiyonuna yakinsaklik hiz1 E. Voronovskaya [14] tarafindan
verilmistir. Bu asimptotik formiil 2003 yilinda Bardaro, Butzer, Stens ve Vint [81]
tarafindan f € [0, 1] sinirh ve sabit bir x noktasinda iigiincii mertebeden siirekli tiireve sahip
ise

lim nlB,(752) — )] =+ 0+

n—yoo 2

seklinde genisletilmistir.

2003 yilinda Z. Walczak [82] f € C[0,00), r € [2,00) Ve g,s > 0 sabit sayilar n € N ve

x € [0,0) olmak iizere Szasz-Mirakyan operatorlerinin

i . oo S +1)rk k
A X _ ,—(n'x+1) (nx
n(fixgrs) =e k;() k! / nS(nSx+ 1)1 +qr

seklinde yeni bir modifikasyonunu tanimlamig ve bu operatorlerin yakinsaklik dzelliklerini

incelemistir.

2005 yilinda Z. Finta [83] tarafindan f € C[0,0) i¢in

n+k—1 xk , 1 k=1
- t) =
k (14x)"t* ve burlt) B(k,n+1) (14-¢)"tFr1

Pn,k(x) -

olmak iizere

(o)

DL(f32) = Y. Pusx) [ buald)(0)di + Puof2)1(0)
k=1

0

seklinde operatdr tanimlanmig ve yaklagim 6zellikleri incelemistir. {D}} operatorler dizisi

Baskakov-Durrmeyer operatorleri olarak adlandirilir.

2007 yilinda A. Erengin ve F. Tagdelen [84], (a,) ve (by)

an 1 ) 1
G _1y0(=), lim—=0
by, * (bn ) 7 ”gl"lc’ b,
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olacak sekilde pozitif artan ve sinirsiz herhangi iki dizi f € [0,e0) olmak iizere x > 0 ve

n € N icin Lupas operatdrlerinin

x5k [ p. —apx - (anx)k k
L™ (f:x) = n2 k;() 7 f<b—n) (2.4)

seklinde bir modifikasyonunu tanimlamig ve yaklagim 6zelliklerini incelemislerdir.

2009 yilinda Erengin ve Tagdelen [85] f fonksiyonu [0, ) aralifinda integrallenebilir ve

sinirlt (ay,) ve (by) dizileri de n € N i¢in a, > b, olacak sekilde

.1 . ay
Iim—=0 ve lim-—=1
n—eo by, n—eo by,

sartlarin1 saglayan pozitif artan ve sinirsiz herhangi iki dizi olmak iizere (2.4) ifadesinde

verilen Lupas operatorlerinin modifikasyonu iizerinden x > 0 ve n € N icin

k=0

Ly (fix) = b2 Y (“”’“?k / f(t)de

seklinde Kantrovich tipli bir genellemesini tamimlayarak yaklasim ozelliklerini

incelemiglerdir.

2009 yilinda A. Izgi, I. Biiyiikyazic1 ve E. Ibikli [86] iki operatoriin konvoliisyonu olan
Chlodovsky-Taylor polinomlar dizisini » = 0, 1,2... olmak iizere f € C(")[0,0), x € [0, b,]
i¢in
nor f(z) (l_cbn) k i X k X n—k
Bu,(fx) = TP (e Sy Yk (2) (1=
w0 = BY S (i) 4 (5) (-3)
seklinde tanimlamis ve yaklagim ozelliklerini incelemislerdir.

2010 yilinda I. Biiyiikyazici [87] {a,} dizisi lim, ,.a, = 0 ve lim, . a,b, = 0 olacak

sekilde pozitif artan ve 0 < x < b, icin

. n - <If—n +ans> nok=l <1 — 5 +ans>
Pna, = -
i H?:(; (1+ans)
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olmak tizere
Sias 1= 1,1 () e
k=0 \"

seklinde Stancu-Chlodovsky operatorlerini tanitmig ve bu operatoriin yaklagim 6zelliklerini

incelemistir.

2012 yilinda D. K. Verma, V. Gupta ve P. N. Agrawal [88] f € C[0,0), 0 < o < fB i¢in

n+k—1 xk , 1 k=1
- wk(t) =
¢ ) T Y ) S B (g

Pn,k(x) =

olmak iizere D), o g(f;x) operatorlerini

nt+a

Doas(fix) = ; Poa(®) /w bui(1)f ( e ) dt + Poo(x) f (ﬁ)
- 0

seklinde tanimlamiglar ve cesitli yaklagim 6zelliklerini incelemiglerdir. Burada oo = =0
olarak alinirsa D} (f;x) = Dy, 0,0(f;x) elde edilir yani Baskakov-Durrmeyer operatorlerine
indirgenir. {D,La’ ﬁ} operatorler dizisi Baskakov-Durrmeyer-Stancu operatorleri olarak

adlandiriir.

2015 yilinda P. Patel ve V. N. Mishra [89] belirli 0 < 8 < 1 parametresine dayali olarak

f €C[0,) ve x € R i¢in Baskakov operatdrlerinin

o e (eHkB)
wg (k,nx) = nx(nx+kf) —
ve
n+k—1 ik
1) = - -
pn,k( ) ' (1 —|—l‘)”+k

olmak tizere

KP(fix)=(n— I)Iiz)wﬁ(k,nx)

Pk—1(t)f(t)dt +e ™ f(0)
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seklinde modifiye formunu Jain-Baskakov tipli operatorleri tanmitmiglar ve yaklasim
ozelliklerini incelemiglerdir. Burada B = 0 olarak alindiginda Szasz-Baskakov operatorleri

elde edilir.

2016 yilinda V. N. Mishra ve P. Sharma [90] 1. Yiiksel [91] calismasindan yardim alarak f

fonksiyonu [0, ) araliginda reel degerli ve siirekli p,k,n € N igin

n+p+k—1 x* _ o (ntpy ((n+p)e)*

bk = P ——— k t

olmak tizere

Lnp(fix) = (n+p) Zbk,p /f Sn,p(t

seklinde Baskakov-Schurer-Szasz tipli pozitif lineer operatorleri tanimlamis ve bu
operatdrlerin yaklagim 6zelliklerini incelemislerdir. Ayrica aym calismada yine I. Yiiksel

[91] ¢alismasindan yardim alarak b, ,(x) ve sk ,(¢) yukarida tammlandig1 gibi olmak iizere

[e]

P)(fix) = (n+p kgb",p /('Z:g) L(t)dt

0

seklindeki Baskakov-Schurer-Szasz operatoriiniin Stancu tipli genellemesini vermisler
ve bu operatorlerin yaklasim ozelliklerini incelemislerdir. {Lﬁf;,’ﬁ )} operatorlerine
Baskakov-Schurer-Szasz-Stancu operatorleri denir. Burada o = B = 0 olarak alinirsa

yukaridaki {Ln, p} operatorii yani Baskakov-Schurer-Szasz operatorleri elde edilir.

Son yillarda Szasz-Mirakyan operatorleri ve Baskakov operatorlerinin 6rnek oldugu

Yu(f;x) = Z Bk (0) A, k()

tipindeki operatorlerin O. T. Pop, D. Barbosu ve D. Miclaug [92] tarafindan yaklasim

ozellikleri incelenmistir.
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Usta [93] u € C((0,1)) olmak iizere n € N ve x € (0, 1) i¢in

x o 2 k-1 —k=1,, k
B, (u;x) Z (k—nx)2x* 1 (1 —x)"
=AW n
formunda Bernstein tipli pozitif lineer operatorlerin bir modifikasyonunu tanitmigtir. Bu
operatoriin Voronoskaya tipli teoremler, agirlikli yaklasim, yakinsaklik orani gibi bazi

yaklasim ozelliklerini incelemistir.

1987 yilinda ilk kez Lupag [94] tarafindan Bernstein operatorlerinin g-analogu (g-benzeri)
f€C|0,1] ve n € N igin

k(k—1)

Lng(fix) =} [ (Z —x)+¢/7x

seklinde tanimlanmis ve bu operatorlerin diizgiin yakinsakligi Ostrovska [95] tarafindan

incelenmistir.

1997 yilinda G. M. Phillips [96] Bernstein polinomlarinin 0 < g < 1 i¢in

n n—K—

Bt = | " [T 0497 ()

biciminde bagka bir genellemesini yapmustir. Phillips tiiriindeki bu operatorlere g-Bernstein
polinomlar1 adi verilir. ¢ = 1 olmasi durumunda Bernstein polinomlarint verir. G.
M. Phillips’in bu ¢alismasindan sonra yukarida verilen klasik operatorlerin hepsinin
g-benzerleri 6zellikle de tilkemizdeki matematik¢iler tarafindan tanimlanmis ve cesitli
yakinsaklik 6zellikleri tizerinde ¢alismalar yapilmistir. Basta 2000 yilinda Phillips [97],
2002 yilinda H. Oru¢ ve N. Tuncer [98], 2003 yilinda S. Ostrovska [99] gibi yazarlar
olmak iizere g-Bernstein polinomlari ile ilgili calismalar yapmiglardir. Diger yazarlar su

sekilde listelenebilir:
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2000 yilinda T. Trif [100] f € C[0,0) ve g € (0,1) olmak iizere Meyer-Konig-Zeller

operatdrlerinin x € [0, 1) alarak

.. n o >° n+k [k]q
Mn,q(f’ ) sl;!)(l q)k;() k ka([n+k]4>

seklinde g-benzeri operatorii olusturmus ve yaklasim 6zelliklerini incelemistir.

2006 yilinda O. Dogru ve O. Duman [101] f € C[0, ) olmak iizere Meyer-Konig-Zeller

operatorlerinin

.. n o hd n+k xk qk[k]q
Cmq(f’ ) ;I;!)(l q)k;) k . f([n+k]61>

seklinde g-benzeri operatorlerin bir modifikasyonunu olusturmusglardir.

2006 yilinda A. Aral ve V. Gupta [102] Szasz-Mirakyan operatorlerinin g- benzerini

olusturarak yaklasim 6zelliklerini incelemislerdir.

2008 yilinda A. Aral [103] tarafindan f € C[0,0) ve g € (0, 1) olmak iizere Szasz-Mirakyan

operatorlerinin

st =, (i) e (M

k=0
seklinde g-benzeri operatorii tanitmugtir.

2008 yilinda A. Aral ve O. Dogru [104] f € C[0,) ve g € (0,1) olmak iizere

Bleimann-Butzer-Hahn operatorlerinin x € [0, ) i¢in

1 mo|pn _ (K]
H, )= k(k—1)/2 k (—‘1)
o) H’s’:é(1+xqs);;o 0| ! ol g*n—k+1],
q

seklinde g-benzeri operatorii insaa etmislerdir.
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2010 yilinda N. I. Mahmudov [105] tarafindan f € C[0,o) ve ¢ > 0 olmak iizere

Szasz-Mirakyan operatorlerinin

Fo.(f;x) =k (—[n] *kx) i —([n]qx)k f @
ot =R\ T 1 D2\ T,
seklinde g-benzeri operatorii literatiire kazandirmagtir.

2011 yilinda A. Aral ve V. Gupta [106] tarafindan f € C[0,00), n € N ve ¢ > 0 olmak iizere

Baskakov operatorlerinin

1 n+k—1 k(k_l) | [k]
Zng(f10) = ), ¢ 2 (x-S (—)

k=0 k gc! 1]

seklinde g-benzeri operatorii olusturmus ve yaklasim 6zelliklerini incelemislerdir. Ayrica
bir¢cok yazar H. Oru¢ ve G. M. Phillips [107], A. I’inskii ve S. Ostrovska [108], V.
S.Videnskii [109], E. Ibikli [110], H. Karsh ve E. Ibikli [111], G. Nowak ve V. Gupta
[112], H. Karsh [113] kasiklerin g benzerlerini ¢alismiglardir.

2013 yilinda I. Yiiksel [91] tarafindan f fonksiyonu C[0,c0) araliginda reel degerli ve
stirekli p,k,n € Nicin A > 0 i¢in

k
n+p+k—1 > xk I [n+plgt
by ,(x:9) = ) flkm ve s,(rg)=e Hp]qt%
q
q

olmak tizere

=)

oo A(1-q)
L, (fix) = I ply Y b pi) [ 056500yt
k=0
0
seklinde g-Baskakov-Schurer-Szasz tipli pozitif lineer operatorler dizisi tanimlanmis ve

yaklagim ozellikleri incelemistir.

2015 yilinda ilk kez M. Mursaleen ve ark. [114] x € [0, 1] i¢in Bernstein operatérlerinin

xknﬁl (P —q'x)f ([k]ﬂ)

0 [n]p.q

n
Bn,p,q(fﬂ) = Z
k=0 | k s
Psq

30



seklinde (p,q) benzerlerini tanimlamiglardir. Bu operatore (p,q) Bernstein operatorleri
denir. p = 1 alindiginda g-Bernstein operatoriine indirgenir. Burada kullanilan
p parametresi yaklasima esneklik katmaktadir. Yaklasim teorisinde (p,q) benzeri
operatorlerin de kullanilmasi1 arastirmacilarin ilgisi ¢cekmis ve literatiire kazandirilacak

yeni operatdrlerin yolunu agmuistir.

2015 yilinda M. Mursaleen ve ark. [115] tarafindan x € [0, 1] i¢in Bernstein operatorlerinin

k(k—1)

n—k—1 n—k
2 xk . x p [k]l%q +a
P H g ( [n]p.q+B )

Snpalfix) = =0y )3

n
=0 | k s=0

seklinde (p,q) benzeri Stancu operatorii tanimlamiglardir. Bu operatérde @ = 8 =0
olarak alinirsa (p,q) Bernstein operatorii elde edilir. Ayrica p = 1 alindiginda g-Stancu

operatoriine indirgenir.

2016 yilinda A. Aral ve V. Gupta [116] x € [0,00) ve 0 < g < p < 1 olmak iizere Baskakov

operatorlerinin

hod n+s—1

_ - x Pn_l[s]pq
7 f x ps+n(n 1)/2qs(s 1)/2 . sf ( ;
o Z s (1ox)pg" \¢ ' [nlpq

D9

seklinde (p,q) benzerlerini ingaa etmislerdir. Bu operator (p,q) Baskakov operatorleri
olarak adlandirilir. Ayrica p = 1 alindiginda g-Baskakov operatorii, p = g = 1 olarak

alinirsa temel Baskakov operatorii elde edilir.

2016 yilinda T. Acar ve ark. [117] tarafindan x € [0,00) ve 0 < ¢ < p < 1 olmak iizere

Baskakov operatorlerinin

I’l—f-k—l o . xk
bPQ( ) pk+n(n 1)/2qk(k 1)/2

nk ‘ W
P

olmak tizere

ket pa/llpa (1]
Fupg(fix) = qub g /k f<T)th
Mp.g
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formunda (p, g) benzeri Kontorovich operatorlerinin bir modifikasyonunu olugturmuglardir.

2017 yilinda K. Khan ve ark. [118] tarafindan x € [0,1], p > 0 ve ¢ > 0 olmak iizere
Ly pq: Cl0,1] — C[0,1] i¢in Lupas operatdrlerinin

n

n | k

L, fix)= P4 - _
pa(f3%) kZE) ;?:l{pj—l(l—x)—kql—lx}

n—k k
p(nfk)(nfkf1)/2qk(k71)/2xk(1 —x)rkf <P [ ][ ]M)

np,q

biciminde (p,q) benzeri Lupag operatorii tanimlamigtir.
2017 yilinda T. Acar, A. Aral ve M. Mursaleen [119] x € [0,%0),0 < g < p < 1 i¢in

by (x) = " feenn—1) 2 1) 2 X gD

pq

Ms

qu

~
Il
o

olmak tizere

= i1 (Mpa) Epg (=alnlpgt) . ( pF!
Dy pg(fix) = qub )/0 pk(k 1)/2( pq) []Z]Z((Z! pq)f qk—lt dp gt

seklinde (p,q)-benzeri Baskakov-Durrmeyer operatorlerini tanitmiglardir. Ayrica bu

operatorlerin yaklagim 6zelliklerini de incelemislerdir.

2017 yilinda V. N. Mishra ve S. Pandey [120] tarafindan (p,q)-benzeri

Baskakov-Durrmeyer operatorlerinin x € [0,0), 0 < g<p<1veO0<g<p<1

icin
n+k—1 Xk - qn( )/2x"
qu pk+n(n71)/2qk(k71)/2 L E,(x) =
P4
olmak iizere
t
Dszﬁ ququ / e 1/2 pq) ]l;q( qln]p.qt)
k+n 11—k
Xf(p q t["l]p.,quO‘)dpqt
(nlpg+B 7

32



seklinde Stancu genellemesi tanimlanmistir. Bu operatorler (p,q)- benzeri Baskakov-

Durrmeyer-Stancu operatorleri olarak adlandirilir.

2019 yilinda E. Ozkan [121] tarafindan £, [0, ) aralig1 lizerinde azalmayan ve siirekli bir

fonksiyonhern € N, g € (0,1) ve 0 < B < % olmak iizere a, = [n]g_1 ve b, = [n]g icin

41[]';1]61
by -y | on -

R (f19:%) = == q 2 (anx)’ / fOdge  (2.5)
" T2 (1+¢*anx) EZ) k alilg
q 219

bn

seklinde g-Baldzs—Szabados—Kantorovich operatorii tanimlanmustir.

2020 yilinda H. Hamal ve P. Sabancigil [122] f, [0,0) aralifinda integrallenebilir ve

n) !

azalmayan bir fonksiyon hern € N, g € (0,1) ve 0 < 8 < % olmak iizere a, = [n ve

by = [n)? icin

1 n n—k—1

rnk(% ) (1+anx) I 14

olmak tizere

k k
4(f39,%) Zrnkq, /f ([ +qt)dqf

seklinde Baldzs—Szabados operatorlerinin farkli bir Kantorovich tipli g-benzeri operatorii
tanimlamiglardir ve yaklasim 6zelliklerini incelemislerdir. ¢ = 1 olmasi durumunda (2.5)

ifadesindeki ¢ - Baldzs—Szabados—Kantorovich operatorii elde edilir.

A. Acar ve ark. [123] Baskakov operatérlerinin (p,q) benzeri Durrmayer-Stancu, A.
Acar ve ark. [124] Szasz-Mirakyan operatorlerinin (p,q) benzeri Baskakov-Stancu,
V. Gupta [125] Baskakov operatorlerinin (p,q) benzeri Kontorovich, K. Kanat [126]
Lupas operatorlerinin (p,q) benzeri Schurer-Stancu, H. Sharma ve C Gupta [127]
Szasz-Mirakyan operatorlerinin (p,q) benzeri Kantorovich operatorlerini tanimlayarak

yaklagim ozelliklerini incelemiglerdir.
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Bu bilgilerin yam sira 1738 yilinda Leonard Euler [17] faktoriyelin degerini tam say1
olmayan reel sayilara da genisletmek icin Gamma fonksiyonunu tanimlamistir. Daha sonra
pek ¢cok matematik¢inin katilimiyla gamma ve ilgili fonksiyonlarin gelismesine, uzun ve

etkileyici bir tarihinin ortaya ¢ikmasina neden olmustur.

Gamma fonksiyonunun basta matematik olmak {lizere fizikte ve miihendislikte;
sayilar teorisi, kombinatorik, kuantum mekanigi, akigskanlar dinamigi, astrofizik gibi
alanlarda bir¢cok uygulamasi vardir. Ayrica Gamma fonksiyonunun f (¢)e™$ (1) seklinde
fonksiyonlarin integrallerinin elde edilmesinde uzunluk, alan ve hacim hesaplamalarinda

da onemli uygulamalart mevcuttur [128]-[131].

1967 yilinda A. Lupag ve M. Miiller [18] Gamma tipli operatorleri tantmlamig ve yaklagim
ozelliklerini incelemistir. Daha sonra yeni Gamma operatorlerinin ele alinmasinda
literatiir ortaya cikmistir. Bu yeni tanimlanmis operatorlerin de [19]-[21] benzer yaklagim

ozelliklerine sahip oldugunu gostermistir.

X. M. Zeng [24] tarafindan Gamma operatdriiniin yeni bir sinifi olan operatorii tanimlamig
ve cesitli yaklagim 6zelliklerini incelemistir. Daha sonrasinda F. Usta ve O. Betus [22]
tarafindan bu operatorlerden bazi fonksiyonlar sinifi icin daha iyi sonug veren asagidaki

yeni tipli Gamma operatriinii tanimlamiglardir. Bu operator x € R™, n € N i¢in

K**( )_ X -5 —n—4
o (xyu _x”F(n+3)e u

olmak tizere

[e55)

T () = [ K ) () d

0

seklindedir. Bu yeni operatoriin yaklasim Ozellikleri ve niimerik sonuclart [22]

calismasinda detayh bir sekilde incelenmistir.

Bunlara ilave olarak O. Betus ve F. Usta [23] calismasi ile Gamma tipli yeni bir operatorii

asagidaki gibi tamimlamustir.
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Bu operator x € R™, n € N olmak iizere

k% [ _ x" i —xul/n (n_1><n_2)
T, (f,x)—mo/e f( i )du

seklindedir.

2003 yilinda J. King [132] f € C[0, 1] ve (r,), [0, 1] tizerinde taniml1 siirekli fonksiyonlarin

dizisi 0 < r, <1 i¢in

Va(f3x) = ((Buf) 0 1a) (%)

n
=)
k=0

n

K —rn)”_"f(k) . nen

n
seklinde klasik Bernstein operatoriiniin bir genellemesini yaparak literatiire kazandirmistir.

Ozel bir (r,(x)) durumu icin bu operatdrler e, e; test fonksiyonlarmi gercekler.

Daha sonra 2009 yilinda H. Gonska, P. Pitul ve I. Rasa [133] f € C[0,1] ve T € C[0, 1]
iizerinde tanimli, kesin artan ve 7(0) =0, 7(1) = 1 olacak sekilde bir T fonksiyonunu

kullanarak
Vif=(Buf)o(But) 0T

seklinde King tipli operatorii sunmustur. Bu operatoriin yaklagim ve koruma 6zelliklerini

incelemislerdir.

2011 yilinda D. Cardenas-Morales, P. Garrancho ve 1. Rasa [134] f € C[0,1] ve 7, [0, 1]
lizerinde her basamaktan siirekli tiirevlenebilir, x € [0, 1] i¢in 7/(x) > 0 ve 7(0) = 0,
7(1) = 1 kosullarin1 saglayan bir fonksiyon olmak tizere

=Y <r<x>>k<1—r<x>>"k<for1>(l‘c)

n

Zi " (T(X))"(l—T(X))""f(f1 (S)) (2.6)



seklinde Bernstein polinomlarinin bir genellestirilmesini olusturmuslardir. Sekil koruma,

yakinsama 0zelliklerini ve asimptotik davraniglarini incelemislerdir.

Genellestirilmis Szasz-Mirakyan operatorii Bernstein polinomlart i¢in (2.6) daki
genellestirmeye benzer sekilde 2014 yilinda A. Aral, D. Inoan ve I. Raga [135] tarafindan
asagidaki gibi insa edilmistir;

P p, R+ {izerinde siirekli tiirevlenebilir,

(p2) p(0) =0, inficr+ € p'(x) > 1

sartlarim1 saglayacak sekilde bir p fonksiyonu olsun. Genellestirilmis Szasz-Mirakyan

operatorii

- np(x))k
SE(fix) =P Y (fop~h) (£) LRWD

k=0 n
= (Su(fop~)op)(x)
Cap() v o oot (KVY (1o (%))
—¢ p()kzof(p ') %

seklinde tanimlanmistir. Ayrica literatiirde yer alan bir ¢ok operatoriin genellestirilmesi

yapilmusgtir.

Q.B. Cai, K.J. Ansari ve F. Usta [136] p fonksiyonu, yukaridaki (p) ve (py) sartlarini

saglamak tizere 1y, 8, @ [0,1] = R, m € N ve x € [0, 1] igin

(14 7im(x) = sm(x) — p(x))" !

Zh (u;x) = (147 (x))m
YR

seklinde Meyer-Konig-Zeller operatdriiniin yeni bir siifin1 tanimlamiglar ve yaklasim
ozelliklerini incelemiglerdir. Bu operator hem literatiirde bulunan bir ¢ok operatorii kapsar

hemde yeni operatorler tanimlamaya yardimci olmustur.

u fonksiyonu R* iizerinde siirekli bir fonksiyon olsun. A = [0, lf—n) ve np € N olmak iizere

Ny ={n€N:n>np} olsun. oy, B, : A — R fonksiyonlar1 A iizerinde tanimli ve pozitif
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olmak iizere F. Usta [137]

7y = 120 ) = ba () o)) 5 [ (n( ba(p(x) +B ()

n" (14 o, (x))1 =\ &

o ()

seklinde Balazs tipli operatorlerin yeni bir genellemesini tanitmis ve yaklasim dzelliklerini

incelemistir.

Kompakt araliklarda herhangi bir pozitif lineer operator icin siireklilik modiilii yardimiyla
ilk olarak Gonska ve ark [25] quantitative tipli Voronovskaya yaklasim teoremi iizerinde
calismiglardir. Daha sonra bircok bilim adamu farkli siireklilik modiillerini kullanarak
quantitative tipli Voronovskaya yaklasimini incelemiglerdir [26]-[35]. Acu ve ark [36],
yaklagim teorisinde siireklilik moduliinii kullanarak Griiss tipli esitsizligi incelemislerdir.
Gonska ve ark [37] siireklilik modiilii ve Ditzian-Totik diizgiinliik modiilii agisindan Griiss
tipli esitsizlikleri tiiretmis ve klasik Bernstein operatorii i¢in bazi iyi sonuglar ortaya
koymustur. Son zamanlarda, Gal ve Gonska [138] Bernstein operatorleri i¢in Griiss tipli
esitsizlik yardimiyla Voronovskaya tipli teoremi kanitlamis ve bunu Griiss-Voronovskaya
tipli teorem olarak adlandirmistir. Cok yakin zamanda, Griiss-Voronovskaya tipli teoremler,
agirlikl siireklilik modiilii yardimiyla [26] da (2.6) ile tanimlanan operatdrler i¢in ve [28]

de genel diziler i¢in incelenmistir.
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3. MODIFIYE GAMMA OPERATORU

Bu boliimde elde edilen sonuglar "Approximation properties of a new family of Gamma
operators and their applications" [139] adli makalede yayimlanmistir. Ayrica yine bu
boliimde klasik Gamma tipli operatorleri modifiye ederek yeni bir Gamma tipli operator
tanimlanacak ve bu operatoriin, moment ve merkezi moment degerleri hesaplanacaktir.
Daha sonra Voronovskaya tipli teorem, agirlikli yaklagim, yaklagim orani, Lipschitz sinifi
fonksiyonlar yardimiyla ve Lipschitz tipli maksimal fonksiyonlar yardimiyla yaklagim
hiz1 gibi baz1 6zellikler verilecektir. Son olarak bu yeni operatoriin yaklasim 6zelliklerini
daha da somutlastirabilme adina baz1 niimerik sonuglar gosterilecektir. Ilk olarak x € R"
ve k € N olmak iizere ex(t) = t* ve @, x(t) = (f — x)* seklinde tanimlanan fonksiyonlar
kullanilacaktir. || f ||= sup{|f(x)| : x € [0,00) } normu ile [0, c0) iizerinde tiim reel degerli,
siirekli ve sinirl fonksiyonlarin uzayini Cp,[0,0) olarak gosterilecektir. I'(x) ile gosterilen
Gamma fonksiyonu ve f € Cp[0, ) olacak sekilde M > 0, — o i¢cin B > 0 ve |f(7)| <

MeP! sartin1 salamak iizere yeni bir Gamma tipli modifiye operatdrii her x € R := (0,00),

n € Nig¢in
. x" —xul/n
Kon(o, ) = Tntl)
olmak tizere
n
Talfin) = [ Kalxa f (17 ) du @)
0

seklindedir.

Ta(f;x) pozitif ve lineer operatordiir.

Gergekten; her o, o € R ve her fi, f> € Cp[0,00) i¢in

Tu(ou fi + 02 f23x)

n\NX" __ i
(a1 fi+ 02f2) W);e T du
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n

B 7 no\X" _ in 7 no\X" _ 1n
_al/ﬂ(ul/”)ae du—l—(Xz/fz(ul/n)Ee du
0 0

= oy Tu(f15%) + 00 Tn( f25X)

oldugundan 7,(f;x) lineerdir.

X" n ..
x € R :=(0,) ve n € N igin —'e’x”]/ > 0 oldugundan f > 0 i¢in 7,(f;x) > 0 olur.
n!

Bundan dolay1 7,(f;x) pozitiftir.

Yardima Teorem 3.1. Her x € R™ ve n € N olmak iizere asagidaki

Ta(eo(t);x) = eo(x),
Taler():0) = | =] ea(x).
_ n2
Ta(ea(t):x) = m] e2(x),
- n3
Tnles(t):x) = _(n—l)(n—Z)(n—S)]e3(x)’
_ n
Tn(ea(t):x) = _(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)]€4(x)

moment degerleri elde edilir.
Ispat. k = 0igin ey (t) = 1° elde edilir. Simdi bu ifade yeni tanimlanan modifiye Gamma

operatore uygulanirsa

elde edilir. Asagidaki sekilde

t " nt" !
M=t W= u="— ve du= —dt

doniistimler uygulanirsa

n—1
_

dt

Tuleo(t)x) = [ e

0

xi’l
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xX"'n
= / e dr
nlx?

_ X'n(n—1)!

nlxt

elde edilir.
k = 1igin e;(¢) =t elde edilir. Simdi bu ifade yeni tanimlanan modifiye Gamma operatore

uygulanirsa

P _l/n (N
o5 [ ()

n

0
T _yl/n R

= m _ul/n du

0
elde edilir. Asagidaki sekilde
¢ " tn—l
wM =t W= u="— ve du=""_a
X x" X"

doniistimler uygulanirsa

elde edilir.
k = 2 i¢in e5(t) = 1 elde edilir. Simdi bu ifade yeni tanimlanan modifiye Gamma operatore

uygulanirsa
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n 2

X )
=— [e™ du

n! u/n

elde edilir. Asagidaki sekilde

M=, == u

dt

doniistimler uygulanirsa

n 5 = 1
n(ez(r);x):x—/e f”t—j” di

n! X"
0
n,3.2
_ x'nx L
= /e L3t
nlx?
0
_ xX'mx*(n—3)!
n!x"
n2x?

- (n—1(n—-2)

elde edilir.
k = 3 icin e3(t) = £ elde edilir. Simdi bu ifade yeni tanimlanan modifiye Gamma operatére

uygulanirsa

X l/n n 3
T = m/e l/n
0
X" xul/n N
=— [e" du
n! ud/n
0

3 n n—1
3/n t t nt

=—, u=— ve du= dt
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oo

n,4.3
X'n*x o
= / e dr
nlxt
0
X't (n—4)!
N n!x"
n3x3

(n—1)(n—2)(n—73)

elde edilir.

k=4icin eq(t) = t* elde edilir. Simdi bu ifade yeni tanimlanan modifiye Gamma operatore

uygulanirsa

y n! ut/n du
elde edilir. Asagidaki sekilde
4 n n—1
xullm =1t ul/”—£ u4/”=t— u:t— ve duzm dt
’ x’ s X" 7
doniigtimler uygulanirsa
o7 it el
7;,(64(l'),x> = ;/e l’_4 o dt
0
P 5.4 7
2 o
0
_ xX'mx*(n—5)!
B nlx"
B ntxt
 (n—1)(n—-2)(n—3)(n—4)
elde edilir. n

Yukarida elde edilen bilgilerden yola ¢ikarak Gamma tipli modifiye operator, sabit
fonksiyonu dogrudan diger test fonksiyonlarin1 da limit durumunda korur. Bu durumda
Bohman-Korovkin teoremine gore yeni modifiye operatoriin bir yaklagim siirecinde oldugu

anlamina gelir.
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Yardima Teorem 3.2. x € R* ve k € N olmak iizere asagidaki genel

nkT(n—k)

E(ek(t);X) = F(l’l)

ex(x)

moment degeri elde edilir.

Ispat. x € R* ve k € N olsun. e(t) = t* oldugu da goz 6niine alinarak yeni tanimlanan

modifiye Gamma operatore uygulanirsa

x" Oofxu/n n \k
et = gy [« () o
0

n k
X _yl/n N
=—fe™ du
n! uk/n
0

elde edilir. Asagidaki sekilde

k n n—1
t t nt
kn—_ yu==— ve du=

dt

genel moment degeri elde edilir. [

Yardimer Teorem 3.3. f € Cp[0, ) olmak iizere

I Ta () 1<)

esitsizligi saglanir.
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Ispat. (3.1) de verilen modifiye operatorii ve Yardimci Teorem 3.1 verilerini kullanilarak

I =15 e s (

elde edilir.

(o)

U )du

ul/n

0
< ;—To/e‘x””" f<u1L/>

x" _yl/n
I e a

0

du

=[1 £ 1] Taleo(t),x)
=[I £

Yardimar Teorem 3.4. x € R™ olmak iizere agaZidaki

ﬂ

A

N

To(@ea(t)ix) = |

(@ea(t)x) = |

(@es(t)ix) = |

(@ 0(t);x) = eo(x),
Ta(@e1(1):x) = —

n1 l]el(x)’
n+2
_(n—l)(n—2)}e2(x)’
Tn+6
_(n—l)(n—2)(n—3)}e3(x)’
3n? +46n+24

_(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)}e4(x)

merkezi moment degerleri elde edilir.

Ispat. k=0 igin @, o(t) = (t —x)°

modifiye operatore uygulanirsa

7;1((Px,0(t);x

elde edilir. Simdi bu ifade yeni tamimlanan Gamma

) =

n < O
X A/ N
=— [e™ n( —x) du
n! ul/n
0
n oo
X ey l/n
= —/e M 1d
n!
0
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k=1i¢in ¢, (t) = (t — x) elde edilir. Simdi bu ifade yeni tanimlanan Gamma modifiye

operatore uygulanirsa

Ta (@1 (£)5%) = Ta((t = x) 3x)

x" Y n
:—/e u n(——x)du
n! ul/n

0
:x—n/ex"l/n k du—x—n e xdu
n! ul/n n!
0 0
= Tu(e1(t),x) —xTu(eo(t),x)
nx
= —X
n—1

- [nll]x

k =2 igin @, 5(t) = (t — x)? elde edilir. Simdi bu ifade yeni tanimlanan Gamma modifiye

operatore uygulanirsa

Ta(@e2(1);%) = Tal(t = x)° 52)

0
X n? 2, du
" n! u/n yl/n
0
n oo oo oo
X eyl n /N 1/n
:—/ x du—2x—/e Hu du+ x* /e M du
n! u/n n! ul/n n
0 0 0

2.2
n’x nx
S S 2
n—Dn—2 =1 t*
n+2 ’
:|:— X
(n—1)(n—2)

k =3 icin @, 3(t) = (t — x)? elde edilir. Simdi bu ifade yeni tanimlanan Gamma modifiye

operatore uygulanirsa

Ta(@x3(1):x) = Ta((t —x)* ;)
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o)

x" A/ R 3
:—/e u < —x) du
n! ul/n

0
n 3 2
X ey l/n n n n
:—/e s ( -3 x+3 x2—x3>du
n! u3/n u2/n ul/n
0
n 3 n 2
X i N X _on N
XU XU
= — u—3x— [ e du
n!/e u3/”d n!/ u?/n
0 0
X" ) _1/n R X" o A/n
—|—3x2—/e T du—x3 [ e qu
n! ul/n n!
0 0

= T (e3(r),x) —3xT (ex(1),x) +3x>Tp(e1 (1), x) — x> Tn(eo(t) ,x)

nx3 n’x3 nx’ 3

B (n—1)(n—2)(n—73) _3(n_1)(n_2+3xn_1 —x
Tn+6

h [(n—l)(n—z)(n—s)]x3

k = 4 igin @, 4(t) = (t —x)* elde edilir. Simdi bu ifade yeni tanimlanan Gamma modifiye

operatore uygulanirsa

Ta(@ea(t);x) = To((t —x)*3x)

0
n 4 3 2
X A/ N n
:_/ u n( —4 x+6 x? 4—x3—x4>du
n! ut/n ud/n u2/n 1/
0
n % 4 = 3 < 2
X 1 N x" 1 R x" 1 N
:—/e x“ du—4x—/e T —du+6x2—/e x“ 5 du
n! ut/n n! ud/n n! u?/n
0 0 0
X" _/n R X" o /n
—4x3—/e . —7 du+x4—/e U du
n! ul/n n!
0 0

= T (e4(t),x) — 4xT (e3(t),x) +6x°T (ea (1), x)
— 4 Ta(e1(1),x) +x*Ta(eo (1), x)

n*x* n3x3
- (n—1)(n—2)(n—3)(n—4) _4(n—1)(n—2)(n—3)
) n*x? nx> 4
+ 6x m_4xnj+x

B [ 3n? +46n+24 A
S ln—1)(n—2)(n—3)(n—4)
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olacak sekilde merkezi moment degerleri elde edilir. [

Teorem 3.5. [0,0) araliginin her kompakt alt kiimesi i¢in f € Cp[0, ) olmak iizere
lim 7,,(fx) = f(x)
n—oo

gerceklenir.

Ispat. Yardimci Teorem 3.2 yardimiyla k = 0, 1,2 olmak iizere

A

(eo(t);x) = eo(x),

(e1(1):) = | -~

A

}el(x),

n2

(e2(2);x) = [m] e2(x)

n—1

A

esitliklerinden

lim 7, (eo(t);x) = ep(x),

n—roo
Jim T 020 = Jim [ 275 e 5) =10,
2

n

Jim Ta(e2(0):) = [y 7|2 = 20

elde edilir. Bu durumda, Korovkin teoremi geregince [0, o) aralifinin her kompakt alt

kiimesi i¢in f € Cp[0,0) olmak iizere

lim 7,,(f;x) = f(x)

n—soo

saglanir. Boylece ispat tamamlanir. 0
3.1. VORONOVSKAYA TiPLI YAKLASIM TEOREMI

Yaklasim teorisindeki temel problemlerden biri de pozitif lineer operatorlerin f
fonksiyonuna yakinsama hizinin hesaplanmasidir. Yakinsama hizinin hesaplanmasi
amaciyla bu kisimda {7, } modifiye operatoriiniin asimptotik davranigin1 belirleyebilmek

i¢in asagidaki Voronovskaya tipli yaklasim teoremi ispat edilecektir.
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Teorem 3.6. f, [0, ) iizerinde integrallenebilir ve sinirlt bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu

x € [0,00) noktasinda birinci ve ikinci dereceden tiireve sahipse

lim [T, (1) — ()] = xf'(x) + 22" ()

n—oo 2

esitligi gerceklenir.

Ispat. 11k olarak f fonksiyonunun ¢ = x noktasinda Taylor formiilii

£ = F)+ OG-0+ 30— pe ) —x? ()

seklindedir. Burada

o0 =L G100

&, x ve t arasindadir.

limy(t,x) =0

—x

dir. Bu kalan terim Peano formu olarak adlandirilir. {7,} operatériinii Taylor formiiliiniin

her iki tarafina uygularsak
Ta(f3x) = f(x) + £/ () Ta((t —x)5x) + %f”(X)Tn((t—X)Z;X) + Ta((2,2) (1 = x)%:x)

elde edilir. Burada esitligin her iki tarafini » ile carparak

n[Ta(f1x) = f(x)] = £ ()nTa((t —x):2) + %f"(X)fﬂ?t((f —x)%x)
+ 0T (w(t,2) (1 —x)%x)

elde edilir. Bu denklemi limit durumunda ifade edersek

lim n[ 7 (/5) — F()] = £(0) im T (¢ —x)5) + 3 /" (3) lim n (0~ x)%5)

n—yoo n—oo n—oo

+ Jim a7, (Y (2,0 (¢ — )% x)
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dir. Ayrica

lim n7,((t —x);x) = ’}gn nTn(@x1(t);x) = lim n

n—soo n—oo p—

X=X
Ve

. o L (n+2) >
lim n7,((t —x) ’x)_,}5130”771((”)"2@’)6)_nlg?o”(n—l)(n—z)x a

elde edilir. Son durumda

lim n[7,(f;x) — f(x)] = xf (x) + lxzf”()c) +Jiigonﬁ(w(t,x)¢x,2(1);x) (3.3)

n—oo 2

dir. Simdi ispati tamamlamak i¢in

lim 27, (w(t,x)@u2(2);x) =0

n—oo

oldugu gosterilmelidir. Cauchy-Schwarz esitsizligini uygulayarak

WTa (W (1,3)@ea 1)) < m2Gu (W2 (1, )52 Ta( @i 1):) (3.4)
elde edilir. Ardindan Korovkin teoremi geregince

lim 7, (v (t,x),x) = w?(x,x) =0 (3.5)

n—oo

olmaktadir. ¢ € (0,0) i¢in w?(x,x) = 0 ve W?(.,x) siirekli olup ¢ — oo igin smirli ve

gercektende G, (¢, 4(),x) = O(n~?) dir. Sonug olarak

' 1
Tim nfT5(£5) = £(0)] = xf(5) + 52" ()
e / 1, ., ‘ . e |
elde edilir. Burada xf’(x) + Ex f"(x) asimptotik deger, — asimptotik hizdir. ]
n

3.2. AGIRLIKLI YAKLASIM

Simdiye kadar verilen tiim teoremler kompakt aralikta verilmistir. Sinirsiz aralik ve

bolgeler lizerinde Szasz-Mirakyan operatorleri, Baskakov operatorleri, Phillips operatorleri,
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Gamma operatorleri, Lupas operatorleri, Post Widder operatorleri, Bleimann Butzer ve
Hahn operatorleri gibi operatorler tanimlandik¢a ve bu operatorlerin modifiye edilmis
halleri Durrmeyer, Kontorovich, Stancu tipli genellestirmeleri ve bunlarin g-analoglari
olusturulduk¢a Korovkin teoreminin sinirsiz aralik tizerinde verilme ihtiyaci olugsmustur.
1976 yilinda A.D. Gadjiev [47] Korovkin teoremini tiim R de sunmustur. Biz de bu
tanimlamalardan yola ¢ikarak bu kisimda {7,} modifiye Gamma operatoriiniin agirlikh

yaklagimi icin Korovkin tipli teoremler ispat edecegiz.

Her x € R* icin ®(x) = 1 +x? fonksiyonu lim|y| 0o @(x) = oo ve @(x) > 1 olacak sekilde
R iizerinde siirekli olsun. Bu durumda M de f fonksiyonuna bagl pozitif bir sabit olmak

uzere

Bo(RT)={f:R" = R:|f(x)| <MsP(x),x e R"}

veE

Co(RY) ={f € Bo(R"): f, Rdesiirekli} = Co(R") N Bgp(R™)
fonksiyon uzaylarint gbz 6niine alalim. Bu uzaylar

= sup Y&
£ o= sup 12

x€RT N

normu ile birer normlu uzaylardir. Burada ® ya agirlik fonksiyonu, Bg(R™) ve Co(RT)
uzaylarina ise agirlikli uzaylar denir. Ayrica Ky de f fonksiyonuna bagli bir sabit olmak

uzere

C5(RY) = {f € Ca(R"): o, é(();))

= Ky var ve sonlu}

olarak tanimlanan fonksiyon uzay1 Co(R™) uzayimin bir alt uzay1 olur. Ozel olarak kr = 0

@ = 0 seklindedir.
D(x)

oldugunda Cg, alt uzayi elde edilir. Bu uzayin elemanlar; limy .,

Yardimei Teorem 3.7. f € Co(R™) olsun. Norm yardimiyla

I Ta(f) lo<C | f llo

esitsizligi 7,(f) operatorii i¢in saglanir. Bu da modifiye edilmis 7,(f) operatorlerin

Co(R™) dan Co(R™) ya bir yaklagim siireci oldugunu gosterir.
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Ispat. Modifiye operatorii ve polinomlar1 koruyucu dzellikleri goz oniine alinarak

Tatsin) = T (o 01

yazilabilir. Esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

T (f32)] < E(%CD(I);)C)

< E(xselgl %@(r);a

< f Ml Ta(P(2);x)

olur. Buradan da esitsizligin her iki yan1 ®(x) e boliiniirse

| T (f5)] Tn(P(2);x)
o) <|| fllo o)

elde edilir. Ayrica Yardimer Teorem 3.1 yardimiyla ve ®(x) = 1 +x? oldugundan

n’x?

Ta(@(0)i2) = Tu(1 +%%) = 1+ o5

esitligi gecerlidir. Son olarak x > 0 i¢in supremum alinirsa

| Ta(f:x) o< C | f [l@

elde edilir. Ispat tamamlanr. [

Teorem 3.8. f € C§(R™) olsun. Modifiye Gamma operatorii i¢in

lim | 7,(f) = f [le=0

n—oo

esitligi saglanir.

Ispat. Teorem 2.29 (Gadjiev) dikkate alinarak k = 0, 1,2 i¢in lim, . || Tn(ex) —ex [lo=
0 saglandigim1 gostermek yeterli olacaktir. k = 0 i¢in Yardimc1 Teorem 3.4 sonuglari

kullanilarak
lim || 7,(e0) —eo [[o=0
n—oo
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esitligi saglanir. k = 1 i¢in benzer sekilde Yardimci Teorem 3.4 sonuglar1 kullanilarak

[ Tn(er) —ei]
T e — e = Sup —mm—
| Tu(er) —e1 |lo ey
n
‘ 1x_x‘
n_
= Sup —mm—
xG[RIzL 1+x2
< 1 X
Su
“In—1 xe[RIiLl—i_x2
1
<
“ln—1

1
elde edilir. Bu ifadenin limiti alinirsa lim,,_sc ‘—1‘ = 0 oldugundan kosul saglanmig
n p—

olur. Son olarak k& = 2 icin benzer sekilde islemler takip edilerek

- [ Tn(e2) —e2|

Ta(ex) —e =
H n( 2) 2 HCD po 1+x2
2
n 2.2
_ M ‘(n— Dn-2
xe[RI}f 1 —|—X2
3n—2 x?
su
~ In®2—3n+2 xe[Rp+ 1 4 x?
3n—2
~In2-3n+2
- . e ) 3n—2 .
elde edilir. Bu ifadenin limiti alinirsa lim,,—c ‘—‘ = 0 oldugundan bu kosulda
n?—3n+2
saglanmis olur. Boylece ispat tamamlanr. 0

3.3. YAKINSAKLIK ORANI

Yaklasim teorisinde yakinsaklik orani olarak adlandirilan yapiy1 hesaplayabilmek icin
kullanilan yontemler arasinda en yaygin olani siireklilik modiilidiir. Bu dogrultuda
modifiye Gamma operatorii siireklilik modiilii kullanilarak yakinsama orani incelenecektir.
Modifiye Gamma operatoriiniin (1.1) de verilen Klasik Gamma operatoriine oranla daha
iyi bir hata tahminine sahip oldugu ispatlanacaktir. Bu amag¢ dogrultusunda gerekli
tanimlamalar1 yapalim. x; > 0 olmak iizere f fonksiyonu [0,x;] aralid1 tizerinde tanimli,
siirekli ve reel degerli bir fonksiyon olsun. x,z € [0,x;] olacak sekilde keyfi bir § > 0

icin |r — x| < & sartin1 saglayarak |f(z) — f(x)| degerinin tist sinirlarin en kii¢iigiine f
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fonksiyonunun bu kapali araliktaki siireklilik modiilii ad1 verilir.

oy, (f:0) = sup |f(t) = f(x)

[t—x|<8;x,1€[0,x1]

sembolil ile gosterilir [45]. f € Cp[0,0) i¢in 6 — 0 oldugunda @,, (f;0) — O olur. Simdi

{T,} modifiye Gamma operatorii i¢in karsilik gelen orani gosterelim.

Teorem 3.9. f € C,[0,20) ve x; > 0 olmak iizere [0,x; + 1] C [0,c0) sonlu araliginda M,
f e bagl bir sabit olmak iizere fonksiyonunun siireklilik modiilii @y, +1(f; ) olsun. Bu

durumda agagidaki esitsizlik

wufmraﬂwh;M@(@t%ifjg)ﬁu+wnl+mmﬁqQzVG;%igjzfﬂ

gerceklenir.

Ispat. f € Cp[0,),0<x<x; vet>x;+1olsun. t —x > 1 igin

Lf(6) = fF < [f()]+|f ()]

= 3Mf(t —x)2(1 +X1)2

elde edilir. Diger taraftan f € Cp[0,00) ve 0 < x < x; olsun. Siireklilik modiilii 6zellikleri

kullanilarak ve t < x; 4 1 icin

1f() = f(x)] < @y 11(f; ]t —x])
swm4ﬂ®@+§rw0
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seklinde esitsizlik elde edilir. Sonug olarak yukaridaki esitsizlikler ile 0 < x < x; ve

0 <t <eoigin
70— £ < 3450~ 20+ 0 a(58) (14 5l—l) GO

saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafina 7, operatoriinii ve Cauchy-Schwarz esitsizligini

uygulayarak

Ta(f50) — £ < 3MTal(e =2 0) (14t 01 (7:8) (14 54/ Tal 6 —x2.)

n+2

—x% secilirse ve Yardimci Teorem 3.4 sonuglart kullanilarak
(n—1)(n—2)

elde edilir. 6 = \/

[ Ta(f5x) = f(x)] < 3Mf(#(j_2)>x%<l +X1)2 + 20,41 (f, \/#(5—2))6%)

olup istenen elde edilir. 0
3.4. LIPSCHITZ SINIFI FONKSIYONLAR YARDIMIYLA YAKLASIM HIZI

Bu kisimda modifiye Gamma operatOriiniin Lipschitz sinifi fonksiyonlar yardimiyla
yakinsama orani incelenecektir. Bu amag¢ dogrultusunda gerekli tanimlamalar yapilsin.
f> Q C [0,00) iizerinde reel degerli, siirekli ve sinirl bir fonksiyon olsun. Her x,7 € Q ve

s € (0, 1] olmak iizere

[f(6) = fO)] < Ml —x°

esitligi saglanacak sekilde f ve s ye bagli bir My ¢ sabit varsa f ye s. basamaktan Lipschitz

siirekli fonksiyon denir. Bu fonksiyon sinifi icin Lipy¢(s) gosterimi kullamlir [49].

Teorem 3.10. Her bir x € (0,%0) ve Q C [0,00) olmak iizere x ve Q arasindaki uzaklig

veren bir fonksiyon

d(x,Q) = inf{|t x|, € 0}
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olarak tanimlansin. f € C,[0,00) N Lipps¢(s) ve s € (0, 1] i¢in

n s/2
| Ta(f1x) = f(x)] < My [(#(3_2)62@) +2(d(x, Q))S]

dir. Burada My s de f ve s ye bagl bir sabittir.

Ispat. ty, Q kiimesinin kapamisinda olsun. Yani

d(x,Q) = |x—1o]

dir. Uggen esitsizligi yardimiyla

1f(t) = f(x)| = [f() = f(x)+ f(t0) — f(t0)|
= [f(t) — f(t0) + f(t0) — f(x)]
<|f(@) = f()|+f(x) = f(to)]

yazilabilir. {7,} operatorii ve Lipschitz siirekli fonksiyon tanimi kullanilarak

Talf:0) = FO1 < Tal£() = £ 00) ) + Tl () — £ () 1)

= Tall£(0) = £ t0) %) +1£(x) = £(10) | Ta(1:)
My Talle = t0]°5) + My s x = 1o
:Mﬁs_771(|f—f0|52x)+|x—f0|s}
M

s | Ta(Jt = x5 x4+ [x—10]") + |x—t0|s]

= My | Tall =152 +2Jx 1o |

2
oldugu goriiliir. p = - ve g = 1, alarak Holder esitsizligi yardimiyla
S

Talf.0) = F)] < My [ (T (16 —2P,2)) " +2(d(x,0))]

B n+2 $/2 s
=My [(meZ(x)) +2(d(x,Q)) ]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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3.5. LIPSCHITZ TiPLI MAKSIMAL FONKSIYONLAR YARDIMIYLA
YAKLASIM HIZI

Lipschitz tipli s. dereceden maksimal fonksiyonlar Lenze [50] tarafindan s € (0, 1] ve

x € (0,00) igin

Cb(f;X) = sup M

0<t<oojt#£x |l - x|s

seklinde tanimlanmugtir. Simdi |7,(f;x) — f(x)| farkinin yaklagim hizin1 Lipschitz tipli

maksimal fonksiyonlar yardimiyla hesaplayalim.

Teorem 3.11. f € Cp[0,0) olsun. Bu durumda s € (0, 1] ve x € (0,0) igin

n 72

gerceklenir.

: 2 1 1
Ispat. Yukarida verilen Lipschitz tipli maksimal fonksiyonlar tannmive p = —ve — =1——

s q p
alarak Holder esitsizligi yardimiyla

| Ta(f,x) = f()| < Tal £(2) = f(x)], %)
@ (f5) Tu(t —x[*, %)
@ (f32) Ta(lt =27, 0)*/?

IN

IN

IN

n s/2
0797 (= =z

istenilen elde edilir ve ispat tamamlanir. [

Lipschitz tipli iki parametreli fonksiyonlar uzay1 Ozarslan ve H. Aktuglu [51] tarafindan

o,B >0,s € (0,1] ve M pozitif bir sabit i¢in

jr —x[*
X,
(0x2 + Bx+1)3/2

Lipi? (5) = {f € Cl0.00) : |F() — £()] < e <07°°>}

seklinde tanimlanmstir. Son olarak |7,(f;x) — f(x)| farkinin yaklasim hizin1 Lipschitz

tipli iki parametreli fonksiyonlar yardimiyla verelim.
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o.p

Teorem 3.12. f € Lip,;" (s) ve x € (0,0) olsun. o, B > 0 olmak iizere

n+2 s/2
(n—l)(n—Z)ez(X)

ax?+ Bx

| Ta(f3x) = f(X)| <M

gerceklenir.

Ispat. Bu esitsizligin ispat1 iki adimda gosterilecektir. Ik adimda s = 1 alarak yani

fe Lip,‘ff,’l3 (s) ve x € (0,00) igin

| Ta(f3%) = f()| < Tul(|£(t) = f(x)],)

Wz(‘t —x|,x)

gy A
T yJox2+ Bx

elde edilir. Simdi Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanarak

n+2 ) 1/2
) — £ P2 <y | B D=2
‘7;!(]“’) f( )’\/m[%(‘t ”)] =M OCX2+ﬁX

olur ki s = 1 i¢in ispat tamamlanir. Simdi s € (0, 1) alarak yani f € LiprI’B (5) ve x € (0,00)

icin

| Ta(f3%) = F()| < Tul|£(2) = f(x)],%)
e —x[*

MT, ((ch2 + Bx+1)s/2 ,x)

M N
< W,ﬁl(lt —x[*,x)

IN

1
esitsizligi saglanir. Ayrica p = — ve g = P ] alarak Holder esitsizligi yardimiyla
s

M M

TFi) =< g e =0 < (o e

(Ta(lr = x[,2))*
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yazilir. Son olarak, Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanarak

n+2 e() 5/2
M 2 2 <y | = D=2
n\J3X) — S ————F% 75 Inlit—x|7, <M
T = S < gy g Tl = 310) o
elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar. 0

3.6. NUMERIK SONUCLAR

Bu kisimda teorik sonuglar1 desteklemek ve bunlarin verimliligini géstermek i¢in literatiirde
var olan belirli Gamma operatorleri ile yeni modifiye Gamma operatoriiniin yakinsama

davranigi incelenecektir.

Ornek 3.13. 11k 6rnek olarak f : [1,2.5] — R fonksiyonu
flx) =xe™

ile verilsin. n = 15 icin 7, operatorii (1.1) ifadesinde verilen Lupas-Miiller operatorii
(Temel Gamma operatorii) ve 7, operatorii (3.1) ifadesinde verilen modifiye Gamma

operatorii ile [1,2.5] arali1 iizerindeki f fonksiyonunun grafigi asagidaki sekildedir.

0.025

—a— f(z) = ze "
— o= -T.(f,®)
T (f, )

0.02 -\ —

0.015

0.01

0.005

fonksiyona yaklagim grafigi
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f fonksiyonu (mavi), 7, modifiye Gamma operatorii (yesil) ve 7, Lupas-Miiller operatorii
(kirmiz1) olmak iizere grafik incelendiginde en iyi yaklasimi 7,, modifiye Gamma operatorii

sergilemektedir.

Ornek 3.14. ikinci bir 6rnek olarak f : [1,2.5] — R test fonksiyonu olmak iizere
f(x) = cos(x)e™ >

seklinde olsun. n = 15 icin T, operatorii (1.1) ifadesinde verilen Lupas-Miiller operatorii
(Temel Gamma operatoril) ve 7, operatorii (3.1) ifadesinde verilen modifiye Gamma

operatorii ile [1,2.5] aralig1 iizerindeki f fonksiyonunun grafigi asagidaki sekildedir.

0.045

—8— f(z) = cos(z)e 3
— &= T (f2)
0.04 & 7. (f,) 7

0.035

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01

1 1.5 2 25

Sekil 3.2. [1,2.5] aralig1 iizerinde n = 15 icin T,(f;x) ve Tn(f:x) ile f(x) = cos(x)e™*
hedef fonksiyona yaklagim grafigi

f fonksiyonu (mavi), 7, modifiye Gamma operatorii (yesil) ve 7, Lupas-Miiller operatorii
(kirmizi) olmak iizere grafik incelendiginde yine en iyi yaklagimi 7,, modifiye Gamma

operatoriiniin sergiledigi goriilmektedir.

Yukarida verilen her iki grafikte de 7,, Lupas-Miiller operatoriine gore 7,, modifiye Gamma

operatOrii en 1y1 yakinsamay1 gerceklestirir.
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4. GAMMA TIPLI OPERATORLERIN YENI BiR SINIFI

Bu boliimde literatiirde bulunan Gamma tipli operatdrlerin yeni bir sinifi tanimlanacak ve
bu yeni tanimlanan operatdriin moment ve merkezi moment degerleri hesaplanacaktir. Bu
yeni operator literatiirde bulunan Gamma tipli operatorleri hem kapsayacak hem de yeni
operatorler tanirmlamaya yardimci olacaktir. Bu operatdr Holhos [46] tarafindan verilen
agirliklr siireklilik modiilii yardimiyla quantitative tipli teorem ispatlayarak elde edilecektir.
Daha sonra operatoriin asimptotik davranigini belirleyebilmek i¢in Voronovskaya tipli
yaklagim teoremi uygulanarak yaklasim ozellikleri incelenecektir. Son olarak bu yeni
operatoriin yaklagim 6zelliklerini daha da somutlastirabilme adina bazi niimerik sonuglar

verilecektir.

I'(.) Gamma fonksiyonu olmak iizere f, integrali yakinsak olacak sekilde bir fonksiyon

olsun. 7 fonksiyonu

(11) 7, RT iizerinde siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon,

(1) 7(0)=0,infe T (x)>1

sartlarin1 saglasin. Bu durumda Genellestirilmis Gamma operatorii x € R* := (0,), n € N

olmak iizere Erengin ve Rasa [140] tarafindan
Ti (fix) =

ot t
e f<x>t"*1f<r*1<—>>dt 4.1)

seklinde tanimlanir.

Yukarida sozii edilen ¢calismada yazarlar agirlikli siireklilik modiilii araciligiyla quantitative
Voronovskaya ve quantitative Griiss tipli Voronovskaya teoremlerini sunmus ve
kanitlamiglardir. Bu operatdrde T fonksiyonunun ii¢ farkli yerde kullanildig1 acikca

goriilmektedir ki bu da operatoriin anlagilirligin1 azaltmaktadir. Bu nedenle daha
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kapsayici bir operator elde etmek amaciyla bu ti¢ yer i¢in a,(x), B,(x) ve t(x) gibi

farkli fonksiyonlar1 kullanarak yeni bir tip Gamma operatorii olusturulacaktir.

7 fonksiyonu (77) ve (1) sartlarimi saglasin. Bu kosullar 7 fonksiyonunun pozitif bir reel
eksen iizerinde ve lim,_,. T(x) = oo siirekli ve kesin artan oldugunu belirtir. A (x) agirlik
fonksiyonu A (x) = 1 + 7%(x) seklinde tanimlansin. Bu durumda My de f fonksiyonuna

bagl pozitif bir sabit olmak iizere
B (RY) = {f:R" = R:|f(x)] < MyA(x).x € R}

seklindeki agirlikli uzayi

— sup YO
I lh= sup 15

x€ERT

normu ile normlu uzaydir. Ayrica
C,(RY) ={f € By (R"): f, R de siirekli}

veE

Uy (RY) ={f € Cy(R"): fx) diizgiin stirekli }

A(x)
seklinde tamimlansinlar. Bdylece U (RT) C Cy(RT) C By (RT) saglanir. Sunu belirtmek

gerekir ki, (7,) sartina gore her x,7 € R™ igin |[r — x| < |7(r) — 7(x)] esitsizligi saglanir.
4.1. OPERATORUN OLUSTURULMASI

Tamm 4.1. f fonksiyonu R™ iizerinde siirekli olsun. 7 da (71) ve (7») sartlarim saglayarak

x € RT :=(0,) ve n € N olmak iizere operatdriin formu

[}

TY (po _ 1 — B or! 13
To 5 (fixim,v) = (Ocn(x))"“"l“(nJrv)O/e RO (for )<n>dz 4.2)

seklindedir.

(4.2) de yeni tanimlanan Gamma operatdriiniin bir yaklasim siirecinde olabilmesi i¢in

asagidaki iki esitligin var oldugu kabul edilmelidir. Ilk olarak &, : R* — R fonksiyonu
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olmak tizere

T”;;y(l;x;m,v) =14+&,(x)

am n

esitligi saglansm. f(r) = 1icin f(77'(%)) = (1ot !)(L) = 1 elde edilir. Bu esitlikler
(4.2) de yeni tantmlanan Gamma operatore uygulanirsa

[}

1
1,y l; 5 = / ﬁn n yldt
7:36/17ﬁn( X m,v) (an(x))n+ml—‘(n+v) €
0

elde edilir. Asagidaki sekilde

doniistimler uygulanirsa

1
(0 (x))" T (n +v)

(Bl
(0 ()" T+ v)

(Bl Ty
(00 ()T +

= 1+€n(x)

’7:);';;:(1 xX;m,v) =

e (B (x)u)" ™ Bu(x)du

e “u" Vdu

— T3

1)

S|+ ©

olur. Sonug olarak

(Bu(x)" ' T(n—y+1) _

(G tyy T (43)

elde edilir.

Ikinci olarak 1, : R™ — R fonksiyonu olmak iizere

Tr’fgf(f;x;m,v) = T(x) + Nu(x)

(27}

esitligi saglansmn. f(1) = t(t)icin f (77! (£)) = (ro77!) (L) = L elde edilir. Bu esitlikler
(4.2) de yeni tantmlanan Gamma operatore uygulanirsa

[e)

1‘-”7}) n— —1 t
T; ) WY (toT™ (—) dt
7;Xn7ﬁ ( X, m V) (an< I’H—ml" n+v O/e © ) n
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5]

— ﬁn }’l y dl’
(a(x)) ”+mF (n+v) /e
0

elde edilir. Asagidaki sekilde

=u, t=P(x)u ve dt=p,(x)du

doniistimler uygulanirsa

(o]

n yﬁﬂ<)

T (T0,m,v) = e

O, B ﬁn( )

(a(x)) n+mr (n+v) 0/

(o]

(ﬁ n y+2 /e u n y+1du

( n+mr‘n4_v
0

~n(a
_ (Bu)" PO -y +2)
n(0 (X)) (1 +-v)

= T(x) +1Ma(x)

olur. Sonug olarak

(Bu(x)" T (n—y+2)
n( 0 (x))" " T'(n+v)

elde edilir. (4.3) ve (4.4) esitlikleri yardimiyla

B = () ()

= 7(x) + 1 () (4.4)

elde edilir. 3,(x) degerini (4.3) esitlidinde yerine yazilirsa

1

n n— n— X n(0))" ! "
o= (i) (R ()| o

elde edilir. Yukarida elde edilen bilgilerden yola ¢ikarak (4.2) de yeni tanimlanan Gamma

operatdrii x € RT := (0,00) ve n € N i¢in

n—y+1
ey, . o [(n—y+1 (14 &, (x))>+2
f@mﬁf(f’”‘( . ) <<r<x>+nn<x>>"y+1r<n—y+1>>
x/e e Y (fo 1 )(%)dt @.7)
0
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olur. Daha sonra R" iizerinde agirlikli bir yaklagim siireci elde etmek i¢in asagidaki

dizilerin

nh_rgo En(x) =0 ve [E(x)] < Enlx) (4.8)
ve

r}i_g}onn(x) =0 ve |N:(x))| < M(x) (4.9)

seklinde var olduklarini kabul edelim. Diger bir ifadeyle agirlikli Korovkin teoremine gore
(4.5), (4.6), (4.8) ve (4.9) da verilen ifadeler yeni tanimlanan Gamma operatoriiniin R

tizerinde bir yaklagim siirecinde oldugunu belirtir.

Not 4.2. Asagida gosterildigi gibi (4.7) de olusturulan Gamma operatériinde, 7(x), &,(x)
ve M, (x) i¢in uygun secimler yaparak literatiirde incelenen bazi pozitif lineer operatorler

tiretilebilir:

(1) 4.7)det(x) =1, & (x) =0, n,(x) = - vey = 0 secildiginde, (1.1) de Lupas-Miiller
tarafindan verilen Temel Gamma operatérii elde edilir.

(2) 4.7)de t(x) =x, &,(x) =0, Ny (x) =0 ve y =1 secildiginde, (1.2) de Zeng tarafindan
verilen Gamma operatorii elde edilir.

(3) (4.7) de &,(x) =0, n,(x) =0 ve y =1 secildiginde, (4.1) de Erengin ve Rasa

tarafindan verilen Genellestirilmis Gamma operatorii elde edilir.

Simdi (4.7) de yeni olusturulan Gamma tipli operatoriin moment ve merkezi moment

degerlerini belirleyelim.

Yardimcr Teorem 4.3. Her x € R™ ve n € N olmak iizere asagidaki

(l) 7:;’77231)(]’_)5): 1+€n(x)7

(ii) mf;;i(r x) = T(x) + Na(x
n—y+2\ ( (t(x) + nu(x))*
(lll) Otn,ﬁij (l’l y_|_1)< 1+§n(x) )7
) T ( —y+3)(n— y+2>) (<r<x>+nn<x>>3)
Tafi ( (n—y+1) (1+&E) )
T ( —y+4) (n-y+3) (n y+2>> <<r<x>+nn<x>>4)
(n—y+1)° (1+&(x))°
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moment degerleri elde edilir.
Ispat. (i) ve (ii) asikardhr.
(i) f(t) = 7%(t) igin f(v7' (L)) =7 (7' (%)) = (FPor ) (L) = (zo7! (%))2 ve

(’L‘ ot~ ! (%))2 = (%)2 elde edilir. Bu esitlikler (4.7) de yeni olusturulan Gamma operatore

uygulanirsa
1,y 2. = ﬁn () n= y -1 (£>
nnﬁn(r x) (@) ”*’"Fn—l—v /e t ‘L' oT ) " dt
0
O
elde edilir. Asagidaki sekilde
t
e =u, t=PB(x)u ve dt=p,(x)du
n
doniigtimler uygulanirsa
ey (2.0 Pu(x)u
7:Xn7ﬁn (T ’x) _ (al’l n+mF n+V /e ( n ) Bl’l(x)du
0
(B2 [ et
:nZ(OC ”+mF (n+v) /e e du
0
_ (Bu()" " C(n—y+3)
(o) T (n+v)

elde edilir. (4.5) ve (4.6) ifadesindeki f3,(x) ve oy, (x) degerleri yukaridaki esitlikte yerine

yazilirsa
_n(r@)im) "
T,y (‘L’z'x)— ((n—y+l)(1+§,,(x))> F(” y‘|‘3)
(Xmﬁn ’ - n— y+] n—y+1
2 EEF )" [y
n <n y—i—l) ( (1+§”(x))n_y+2 )F(l’l y—|—l)
_ (T(x) + M (x)* (n—y+2)(n—y+1)
(14&u(x)) (n—y+1)?
_ (”—Y+2> (2(x) + 1 (x))*
n—y+1 (1+&,(x))
elde edilir.

() f()) = 2@ gin f (r! (5)) = (71 (1)) = (Por ) (§) = (ror ! (7)) ve



(‘L’ or~! (%))3 = (%)3 elde edilir. Bu esitlikler (4.7) de yeni olusturulan Gamma operatore

uygulanirsa

T,n,y 3. n -1 t
T75x) = ey (ot (—) dt
7‘06,,,[3,1( X) (an( n+m1" n+v /e © ) n

elde edilir. Asagidaki sekilde

=u, t=P(x)u ve dt=P,(x)du

Bn(x)

doniistimler uygulanirsa

[e)

o (850) = o e (@egur () g

O

Be))" > T
( ))”*mF(n+v)0/e u 3du

(e

_ (Bux)" Ty + 4)
(0 () (4 v)

elde edilir. (4.5) ve (4.6) ifadesindeki f3,(x) ve oy, (x) degerleri yukaridaki esitlikte yerine

yazilirsa

_n(e@m00) N
1,y (’L’3;x) _ ((n y+1)(1+§,,(x))> L(n—y+4)

. B - n3< )n y+1 <%) I(n—y+1)

_ @)+ M) 1=y +3)(n—y+2)(n—y+1)
(14& () (n—y+1)3

— (("—y+3)(n—y+2)) (7(x) + (%))’
(n—y+1)? (1+8u(x))?

n—y+1

elde edilir.
W) £() = T(0) dgin £ (71 () = (71 (1)) = (o) (5) = (vor ' (4))" ve

(zor ' (L) )4 = (%)4 elde edilir. Bu esitlikler (4.7) de yeni olusturulan Gamma operatore
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uygulanirsa

(o)

Ty (24 Bl {1~ Y( -1 (E)
,Tamﬁn <T ,X) ((Xn n+m1—‘ n+v /e ! T ot ) n dt
0

(o)

1 ot 4
== Bn(x) n=y(_
(0 (X)) T (n ) O/ e my (L) di

elde edilir. Asagidaki sekilde

e =u, t=P(x)u ve dt=P,(x)du

doniisiimler uygulanirsa

o5}

(éﬁﬂf&mwu

n

Ty (4.
%n,ﬁn (T ’x> _ (an n+ml" n+v /6
0

(Bu(x))y >+ “ﬁwﬂﬂu
<<»wa+wfe ‘

_ (Bx))" T (n—y+5)
n* (0, (x)) T (n+v)

elde edilir. (4.5) ve (4.6) ifadesindeki f3,(x) ve oy, (x) degerleri yukaridaki esitlikte yerine

yazilirsa

_n@m00) N
T’n’y(‘c4;x)— ((n—y+1)(1+§,,(x))) [(n—y+5)

OB - n4< )n y+1 <%) r‘(n—y—f—l)

_ (t(x) + M () (n—y+4)(n—y+3)(n—y+2)(n—y+1)
(1+& () (n—y+1)4
:<(n—y+4>(n—y+3)(n—y+2)) (T(x) +Ma(x))*
(n—y+1)>3 (1+&(x)3

n—y+1

elde edilir. O]

Yardimai Teorem 4.4. x € R* ve k € N icin (p) 9 = p(p+1)(p+2)...(p+ ¢ — 1) olmak

izere asagidaki genel

o _ =y + 2N [ (2(x) + ma(x)
T (5%) = ( (n—y+ 1)1 ) ((Hén(x))"‘1 >
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moment degeri elde edilir.
Ispat. f(t) =1*(t) icin f (71 (L)) =F (z71 (L)) = (tFor ) (L) = (tor! (%))k ve
(zor™' (L) )k = (%)k elde edilir. Bu esitlikler (4.7) de yeni olusturulan Gamma operatdre

uygulanirsa

[o]

T,n,y k. n —1 !
THX) = e Y(tkort (—) dt
7&"73'1< x) (o (x) ’H"”F (n+v) /e °t) n

0
= ﬁn dt
(o (x) ’H"”F (n+v) / ¢
0
elde edilir. Asagidaki sekilde
t
=u, t=pPFx)u ve dt=P,(x)du
doniisiimler uygulanirsa
ey (k) Ba(x)u
7:)6}1 ﬁn <T ’x> o (an n+m1" n+V /e ( n ) ﬁn(x)du

0

[}

(Bu(x))" 4! une
nk(an(x))nerF(n-i-v)O/e W du

_ (B@) Ty +k+ 1)
n* (0 (x))" T (n+v)

elde edilir. (4.5) ve (4.6) ifadesindeki f3,(x) ve oy, (x) degerleri yukaridaki esitlikte yerine

yazilirsa

n(t(x)+1,(x)) n—y+k+1
((n—y+1)(1+én(x))> C(n—y+k+1)

n—y+1 n—y+1
) () e+

(T(x) + (X)) (n—y+ k) (n— y+k—1) (n—y+2)(n—y+1)
(1+ &) (n—y+ 1)k
)

_ ((n—y+k)(n—y+k—1 ...(n—y+2)> (T(x) + ()"
(n—y+1)*! (14 &n(x))* !
((n—y+2)(k1)) ((T(x)+nn(x))k>
(n—y+ 1)1 (14&u(x))*!

elde edilir. L]
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Yardima Teorem 4.5. x € R* olmak iizere asagidaki

() Tal ((20) = 7)) = 1+-&ul),
(i) T (2(0) = 7(2))5x) = 1 @) = 2(x) ).
— X (X 2
i) T () - w() = (22202 (“ﬂ’: sl >+12(x) (ux)~ 1)
~22(x) ().
B SR R e ) N W M G160 R . 10)
() To, s, ((7() = 7)) = ( (n—y+1)? ) ( (1+&(x))?
— X n(X 2
—3(2_§jf)(‘“ﬂj§fﬁ>)r@»ﬁwdw+nam»ﬂ@w—u+¢aw»ﬁ@x
) e o) = (D (@@ F 1)
v Toli (20— 2(x))sx) ( v y+n3>< L E )
(n—y+2)® +nn n y+2 DM 2
(n—y+1)> 1—1—5,1 ” y+1 1+§n
—4(T(x) + M (x)) T (x) + (1 + & (x) 4<x
. TN,y 5 n— y+2)4 +nn
(Vl) 7:1 B < X < n y+1 4 > < +§n
YRR S S WG R ICO) A DY U y+2@ (@ +m@)’) o
(n=y+1)° +€n )’ (n=y+1)* )\ (1+&)°
u>2§1f(ffj£’ ) () + 1) 7 () = (14 &l)) (1),

ity (e _zove, ) (=32 [ (2@) £ )
o o (22t
m—y+zﬂ“>(cmw+n4xf) <m—w+2ﬂ$><CWﬂ+ndﬂf>
-6 X X
((mw+n4 irem) )P ey ) Uirawy )Y
ooy 2PN (@m0 s (12 ((E@ M)
20<(n—y+1)2) ( (14 &,(x))? )T( )+15<n—y+1> 1+&,(x) ),

= 6(T(x) 4+ 1(x)) ©(x) + (1 +&u(x)) T°(x)

merkezi moment degerleri elde edilir.

Ispar. ) £(r) = (z(t) = 7(x)) igin £ (z71 (£)) = ((2(1) = £(x)° 07" (£) ) ve
((r(t) —1(x))00 7! (1) ) - <r (z71 () - T(x))o — 1 elde edilir. Bu esitlikler (4.7) de
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yeni olusturulan Gamma operatore uygulanirsa

(oo}

Ty ((2(0) = 2(2)3x) = <an<x>)n+lmr<n+v) 0/ I (1 ()

(oo}

1 n
~ (@ ()T ) 0/ R

elde edilir. (4.5) ve (4.6) ifadesindeki f3,(x) ve oy, (x) degerleri yukaridaki esitlikte yerine

yazilirsa

Tl (20 = 1)) = T2 (13%)
= 1+8(x)

elde edilir.
(i) £(1) = (v(0) = (@) igin £ (v~ (£)) = ((2() ~ () 0w (£) ) ve
((T(t) ) ) - (r (v (L)) - ’L’(x)) — (L —(x)) elde edilir. Bu esitlikler

(4.7) de yeni olusturulan Gamma operatore uygulanirsa

[

T (70 = 2()52) = o5 n+mr o) 0/ 7 (5~ a(w)) a

[}

e ﬁn dt

(0 (x) ”+mF (n+v) /

(o)

— e ﬁnx)t” yT dt
(o (x) ”*mF (n+v) /
0

(=]

elde edilir. (4.5) ve (4.6) ifadesindeki f3,(x) ve oy, (x) degerleri yukaridaki esitlikte yerine

yazilirsa
T (2(t) — 7)) ) = T (2ax) — T T (15)
= T(x) + M (x) = 7(x) (1 4 &a(x))
= M (x) — T(x)En(x)
elde edilir.

(iii) £(t) = (v(r) — 1(x)) igin f (771 (L)) = ((f(t) —1(x)?or" (L) ) ve



((r(t) —z(x))2o7! (1)) - (r 0) —T(x)>2 = (L —7(x))? elde edilir. Bu esitliKler

n

(4.7) de yeni olusturulan Gamma operatore uygulanirsa

T (50~ #0053) = (o oy 7 e (et
0

1
(0 (x))" " (n +-v)

1
(0 ()" (n+v)

_|_

0
- T 0/ B (1) o
/

elde edilir. (4.5) ve (4.6) ifadesindeki f3,(x) ve oy, (x) degerleri yukaridaki esitlikte yerine

yazilirsa

Tl ((20) = 1@)5x) = To (¢%50) = 200 T () + 2 ()T (15)

— X X 2
- (=22 (“(fjg’gi)” ) ~22() (¢() + ()
FPW 1 +E)

— X (X 2
_ <—§ﬁ) <(T(1)++gf<i>)) ) ) (B0 1)
2

elde edilir.
(i) £(r) = (2(0) = (@) igin £ (7 (£)) = ((z() = z(x))P o7 (£) ) ve
((”L’(t) —r(x))Yor! (,g)) - (r I0) —‘L'(x)>3 = (L —7(x))? elde edilir. Bu esitliKler

(4.7) de yeni olusturulan Gamma operatore uygulanirsa

Ta'i (v = o))" 3x) = (Otn(x))n+1mr(n+v) 7 emm (- T<x>)3d’
0
S
- (Ocn(X))”+1mF(”+V)0/ emine ()
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(0 (x))" " (n +v)

1
(0 ()" (n+v)

0
T 0/ e mm (1) 2o
/

elde edilir. (4.5) ve (4.6) ifadesindeki f3,(x) ve oy, (x) degerleri yukaridaki esitlikte yerine

yazilirsa

1+ G (x)

elde edilir.
W) £(0) = (5(0) = 7)) igin £ (7 (£)) = ((z(0) =2 o (£) ) ve
() =rtx)*or (4) ) = (s (= (2)) —T(x)>4 = (L —7(x))* elde edilir. Bu esitliKler

(4.7) de yeni olusturulan Gamma operatore uygulanirsa

Tols (w0 —7(0)*5x) = (Ocn(X))”+1mF(n+v) 7 e minr (1 o)
0
(

S S 4
B (Otn(x))n-Flmr(n—f—V) 0/6 o %) i
(o (x))n+4mr(n+v) O/e_ﬁ Rl <%)3 Tlx)ds
R A e 0/ e (1) R
- (Otn(x))”+4mF(n+v) /e_ﬁ e <%> v x)dr
0
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o)

I’l

yr

n+m1" n+v /
0

elde edilir. (4.5) ve (4.6) ifadesindeki 3,(x) ve a,(x) degerleri yukaridaki esitlikte yerine

yazilirsa
Tl (20 = 7)) = TE (¢450) = ()T () + 62200 T (224)
—4T3(x)7:;l’7'g(r;x) +T4(x)7;”’j1’i(1 x)
_ ((n—y+z><3>> ((f(x)+nn(x)>4>
(n=y+ 1 )\ (1+& @)’

elde edilir.
i) £(6) = (2(0) = (@) igin £ (¢ (£)) = ((z() — x(x))° 0 (£) ) ve
((r(t) —(x)Sor! (5)) - (r ) —’c(x))s — (L —7(x)) elde edilir. Bu esitlikler

(4.7) de yeni olusturulan Gamma operatore uygulanarak

- T Jeme )

B <an<x>>n+5mr<n+v> Z e R (%)4“)6”

+ (Ocn(x))nJlrgF(n—FV) Z e R (%)3 © )
- (Otn(x))nJlrSzF(n—l—V) 07 e HI <%>2T3(X)d’
T ) o
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o)

I’l

yr

n+m1" n+v /
0

elde edilir. (4.5) ve (4.6) ifadesindeki 3,(x) ve a,(x) degerleri yukaridaki esitlikte yerine

yazilirsa

m%z((r(t)—r(x))s;x):7;177’;;( ) STO) T (240) + 1022 () T2 (2:x)

— 1073 (x )Tfny (t%5x) +57%(x )7:;"; (T,x)—’vs(x)m'g(l;x)
[ (n— y+2 —|—T]n x))
(n— )’+1 1+€n

. ((n y+2)% (e + m(x)) )
(n=y+ 1)’ )\ (1+&)

<n—y+z><2>> ((f(x)+nn(x >3> 20

n_y+2> (T(x)+77n(x))2 T3(X)

elde edilir.
vil) () = (x(1) = ©(0) dgin f (v (£)) = ((2() — 7(@))00 ! (£) ) ve
((r(t) —(x))0or! (5)) - (r (z71 (L)) —’c(x))6 — (L —7(x))° elde edilir. Bu esitlikler

(4.7) de yeni olusturulan Gamma operatore uygulanirsa

T (10~ 58) = / e ()
e 6
- <an<x>>"+1mr(n+v> me (C) d
6 L 5

n 15
(0 (X)) (n +-v)

20
(0 (X)) (n +-v)
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15
(0 (x))" " (n +v)

_|_

6
(0 ()L (n+v)

1 ot
+ /e 5n(x)ln_yf6 x)dt
(@ ()T ) J o

elde edilir. (4.5) ve (4.6) ifadesindeki f3,(x) ve oy, (x) degerleri yukaridaki esitlikte yerine

yazilirsa

Toni (70 =70)3x) = T3 (%) =6 T (i) + 152 (T (')
—2073(x) ”y(r ;x) + 1574 (x )Trn';}: (t%:x)
—67° ()T (T:0) + O T (1)
)

xX)+7T i
y ((n—y+z>< >) (( T(x) + 04(x)) )
(n—y+1)° (1+&,(x))°
(n—y+z><4> (( T(x) + Na(x >5>
—6 X
<<n—y+1)4 (14 &(x))* &

(n=y+2)") (@ +m@)* |
ANKIER A

20 ((n—y+2><z>> ((r(x) +nn(x2)3> P)

(1+8.(x))

n_y+2) (T(x)+77n(x))2 T4(X)

elde edilir. n

Yardimer Teorem 4.6. {K,} pozitif lineer operator dizisi igin A (x) = 1+ 72(x) ve M,

pozitif bir sabit olmak iizere
T,:Cy(RT) = By (RT) <= |Ky(A;x)| < M2 (x)

gerceklenir [48].
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Not 4.7. Yeni tanimlanan {T;%y } Gamma operatorii, Yardimci Teorem 4.3 ve Yardimci
Teorem 4.6 yardimiyla C; (R*) dan By (R™) uzayina bir yaklagim siirecinde oldugunu

belirtir.

4.2. AGIRLIKLI YAKLASIM

Bu kisimda yeni tanimlanan Gamma operatorii icin quantitative tipli teorem sunulacaktir.
Bu amag¢ dogrultusunda 2008 yilinda Holhos [46] tarafindan sunulan agirlikli siireklilik

modiiliiniin tanim1 agagida verilmistir.

Tanmim 4.8. Her f € C3 (R™) ve § > 0 i¢in f fonksiyonunun agirlikli siireklilik modiilii

1f(t) = f(x)]
o(f;0) = T
@:(39) |r(t)—‘c(§)T£5;t,x€[R+ At) +A(x)

ile tanimlanir. @;(f; &) fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(i) Her f € Uy (R") i¢in
li ;0) =
Slr%a)r(fﬁ) 0,

(i) Her f € C3 (R™) olmak iizere § > 0 ve ¥ > 0 i¢in
@:(f378) < (2+7)0:(f36),

(iii) Her f € C;(R™) olmak iizere § > 0 ve x,7 > 0 igin

170~ 100) < (0 +26) (24 TN o 15,

Ayrica her f € Cy (RT) igin @;(f;0) =0 ve f € C3 (R) i¢in @.(f;8), § ya gore negatif

olmayan ve azalmayan bir fonksiyondur.

Ayrica bu kismin ana sonucu i¢in Holhos [46] tarafindan sunulan asagidaki teoremi

hatirlamamiz gerekmektedir.
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Teorem 4.9. P, : C;(RT) — B, (R") olmak iizere P, pozitif lineer operatdr ve n — oo

iken 61, 6, , 63, 0, sifira yakinsayan diziler olmak iizere

1Pa(7°) — 2% 30 = 64 (4.10)
[Pu(T) = Tllp102 = 62 4.11)
1Pa(2®) — 7|12 = 63 (4.12)
1Pa(2*) = T332 = 64 (4.13)

esitliklerini saglasin. Bu durumda

O, = 2\/(1 + 91)(91 +26, + 93) +60;+36,+365+ 64
olmak iizere her f € C; (RT) i¢in

1Pu(f) = Fllzs2 < (74461 +263) @c(f38,) + || 112,61

esitsizligi gerceklenir.
Teorem 4.10. Her f € C; (RT) ve

B n—y+2 2
80 =&+ 3N+ (—n—y—|—1> (121, +67;)

(n—y+3)(n—y+2)
+< (n—y+1)>

+2\/(1 +&) (én +21, (%ﬁ) (410 +2’73>>

) (31, +3n2+1n))

olmak iizere

T.n 2
ITE00) — Fllon < <7+4¢n<%)<4nn+zng>)wf<f;an>+uf|u§n

esitsizligi gerceklenir.

Ispat. Bu ispat boyunca TT i ( fix) = 7:;’"[? (f) olarak ifade edilecektir. Bu teoremi

ispatlamak i¢in 0y, 6, , 63 ve 94 dizilerini sirasiyla hesaplanmasi gerekmektedir. Teorem
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4.9 ve Yardimci Teorem 4.3-i kullanilarak

|| T,n,y

1+ &, (x)— 1]
T (TO)—TO| 0= sup’—: sup &,(x) <&, =6,
O | A xRt (1 —+ Tz(x))o xRt

elde edilir. Yardimci Teorem 4.3-ii kullanilarak

H T,n,y

T (1)~ 230 = sup 7(x) + M (%) — T(x)| ()

xeRT V14 Tz(x) xeR+ \/ 1+ Tz(x)

elde edilir. Yardimc1 Teorem 4.3-iii kullanilarak

| (1=222) (el — )

TE"(12) = 12||, = su
17, 6,(7) —7"lIa Sup [T 2(x)
n—y-+2
< (m) (2N +n5)
— 6,

elde edilir. Yardimci Teorem 4.3-iv kullanilarak

| (e ( (s (x>>3> ()

n (n—y+1)? (14&,(x))?
172" (2%) = 7| 332 = sup
ol P ewr (1+72(x))
n—y+3)(n—vy+2
§<( y(n_iil)i )>(3nn+3n3+n3)

—0,

elde edilir. Bu durumda, (4.10)-(4.13) sartlar1 saglanir. Boylece Teorem 4.9 geregince

ispat tamamlanmis olur. [

Not 4.11. f € U, (R") olmak iizere Teorem 4.10 ve limg_,o @;(f; ) = 0 yardimiyla

175 (|2 = 0

elde edilir.
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4.3. VORONOVSKAYA TIPLI YAKLASIM TEOREMI

Bu kisimda yeni tanimlanan Gamma operatorii i¢cin noktasal yakinsaklik incelenecektir.
Bu ama¢ dogrultusunda Voronovskaya tipli yaklasim teoremi ispatlayarak elde edilecektir.

Oncelikle Holhos [46] tarafindan sunulan Yardimci Teorem asagida verilmistir.

Yardimear Teorem 4.12. Her f € C; (R™) olmak iizere 6 > 0 ve x,¢ > 0 i¢in

70~ 1) < (0 + 2 (24 T TN) o 1)

gerceklenir [46].

Teorem 4.13. f € C; (R*) ve x € R olsun. (fo7!) ve (fot!)" fonksiyonlar: da 7(x)

" . ol .
noktasinda var olsun. Bu durumda, (f o r_') fonksiyonu R* iizerinde sinirh ve

r}l_ri}o n&,(x) =z ve r}1_r>r°1° nMa(x) =22

saglaniyorsa

!

lim n 7:;’%’(]‘;)6) —f(x)} =z21f(x) + (22— T(x)z1) (fo 1*1) (t(x))

n—oo
"

2720 (for™!) ()
gerceklenir.

Ispat. 11k olarak, fo1~! fonksiyonunun 7(x) € R™ noktasindaki Taylor agilimi

f6)=(for ) (x@) = (for ) (e)+(for ) (x(x)(z(r) — 7(x))

(£ or ) () (500) — 7)) + Av(r) (2(1) — ()

seklindedir. Burada

(for ) (2(0) ~(for !) (t(x)

Ac(t) = >

(4.14)

{, x ile r arasinda kalan sayidir. (4.14) ifadesi, her ¢ i¢in |A((¢)| < S esitsizligini saglar ve

t — x iken sifira yakinsar. Yeni tanimlanan {7:;? } Gamma operatériinii Taylor agiliminin
nsyMn
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her iki tarafina uygularsak

T (i) = (For ) (x) TR 5 ((v(r) — 7(x))%x)
+(for™ ) (T()) T 5 ((2(r) — 7(x)):x)
F2(F ot ) (R TE (2(6) — 7))
+ T3 (1) (3(2) — () %5)

elde edilir. Burada Yardimci Teorem 4.5-i yardimiyla ve esitligin her iki tarafini n ile

carparak

n[TER(f) — )] = nf &)+ (Fo ) (T@)RTES (2(r) — o(x)):)
+ l(fo r—1>'/(r(x))n7$,';i’((f(t) _ ”L'(x))z;x)
T (A1) (T(1) = T(x))%3)

elde edilir. Bu denklemi limit durumunda ifade edersek

Tim [ T2 (1) = £(0)| = £(2) lim né (x

+(for 1) (7(x) lim nT " (7() = 7(x): )
+3(For™ ) (2() lim aTE ((2(0) — 1))
o Tim n T2 (A1) (2(6) = T(2)3)

elde edilir. Ayrica Yardimc1 Teorem 4.5-ii yardimiyla

lim 7" ((2(t) = 7(x));%) = 22 — T(x)z)

n—oo 0P

ve Yardimci Teorem 4.5-iii yardimiyla

lim nTMy(( 7(t) — t(x))%:x) = 72 (x)

n—yoo O, ﬁn

elde edilir. Son durumda

lim n mj;z(f;x) —f@)| =afx) + (2 —t(x)z)(for 1) (z(x))

n—oo
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n

P3P (o) ()
+ lim T2 (A0 (2(0) — 2(2))5)

n—yoo

dir. Simdi ispat1 tamamlamak i¢in

lim n7,"8 (|Ax(1)[(7(r) — 7(x))%:x) = 0

n—soo

oldugu gosterilmelidir. Simdi burada esitligin son terimi incelendiginde

[7(t) = T(x)] < & ise |Ac(r) (2(r) — 7(x))*] < &(z(r) — 7(x))?

elde edilir. Diger taraftan

2(f) — 7(x)| = & ise |Ac(r)| < S olacagindan |Ac(r)(2(t) — T(x))2] < S (2(r) — 1(x))*

olur. O halde

lim 755" (Ax(t) ((1) — £(x))%:x) < € lim n T2 (1(1) — 7(x)) %)

n—yoo n—soo ana n

S lim n7 r;;z( (t) — t(x))*:x)

62 Nn—ro0 aVH

elde edilir. Boylece

lim 7" (7(r) — 7(x)) %)

n—yoo amﬁn

I
o

elde edilir. Sonug olarak

lim 77" (|A(2) | (2(f) — T(x))%:x) = 0

n—yoo n:ﬁn

oldugundan ispat tamamlanmis olur.
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4.4. NUMERIK SONUCLAR

Bu kisimda teorik sonuglar1 desteklemek ve bunlarin verimliligini géstermek i¢in literatiirde
var olan klasik Gamma operatorleri ile yeni tanimlanan Gamma operatoriiniin yakinsama

davranisi incelenecektir.

Ornek 4.14. Tk drnek olarak f : [2,4] — R fonksiyonu
f(x) = x*in(1+x%)

ile verilsin. n = 15 i¢in

B x x
T(x) =" —1, ﬁn(x):;, nn(x):; ve y=2

olacak sekilde 7;, operatorii (1.1) ifadesinde verilen Lupas-Miiller operatorii (Temel Gamma

operatorii), 7,° operatorii (1.2) ifadesinde verilen Zeng operatorii ve 7:;’? operatorii (4.7)

nsyMn

ifadesinde verilen Gamma operatorlerinin yeni bir sinifi ile [2,4] aralig: iizerindeki f

fonksiyonunun grafigi agsagidaki sekildedir.

3000 ; ‘ ‘
—%— f(z) =2*In(1 + %)
— B T.(f;x)
—A& T(f5x)
—o— T3 (f;) fx

2500

2000

1500

1000

500

Sekil 4.1. [2,4] arahig1 iizerinde n = 15 i¢in T,,(f;x), T, (f;x) ve 7:;’%(]‘;)() ile f(x) =
x*In(1 + x*) hedef fonksiyona yaklagim grafigi
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f fonksiyonu (mavi), 7:;’;% Gamma operatorlerinin yeni bir smifi (pembe), 7, Zeng
operatorii (siyah) ve 7;, Lupas-Miiller operatorii (kirmizi) olmak iizere grafik incelendiginde
klasik Gamma operatorlerine kiyasla en iyi yaklasimu, f(x) = x*In(1 4 x*) test fonksiyonu

ny

icin ’7:;" B Gamma operatorlerinin yeni bir sinifi sergiledigi goriilmektedir. Ayrica 7(x),

)

En(x), Mu(x) ve y degerlerinin segimi, iyi bir yaklagim elde etmek i¢in 6nemli rol oynar.

Ornek 4.15. Tkinci bir 6rnek olarak f : [2,4] — R test fonksiyonu olmak iizere
f(x) =e " (16x° —24x+5)

seklinde olsun. n = 15 i¢in

X

X
T(x) =e" — 1, én(x)zﬁa nn(x):n_5 ve y=1

olacak sekilde 7;, operatorii (1.1) ifadesinde verilen Lupag-Miiller operatorii (Temel Gamma
operatorii), 7, operatorii (1.2) ifadesinde verilen Zeng operatorii ve 7:;7"; operatorii (4.7)
ifadesinde verilen Gamma operatorlerinin yeni bir sinifi ile [2, 4] aralif1 iizerindeki f

fonksiyonunun grafigi asagidaki sekildedir.

19

18 -

17 -

16

B>

15 -

14 +

12 L J % —%— f(x) = e (162% — 24z + 5) |
/ —o— T,(f;x)
P4 R — & Th(fa)
11 4£ — O T (i) i
4
10 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

Sekil 4.2. [2,4] aralig1 iizerinde n = 15 i¢in T,,(f;x), T, (f;x) ve m’jzf(f;x) ile f(x) =
e~*(16x> —24x+ 5) hedef fonksiyona yaklasim grafigi
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f fonksiyonu (mavi), 7:;’;% Gamma operatorlerinin yeni bir smifi (pembe), 7, Zeng
operatorii (siyah) ve 7;, Lupas-Miiller operatorii (kirmizi) olmak iizere grafik incelendiginde
klasik Gamma operatdrlerine kiyasla en iyi yaklagimi, f(x) = e (16x> —24x +5) test

n,y

fonksiyonu i¢in 7:;’ 8 Gamma operatorlerinin yeni bir siifi sergiledigi goriilmektedir.

)

Ayrica t(x), &,(x), Ny (x) ve y degerlerinin se¢imi, iyi bir yaklagim elde etmek i¢in dnemli

rol oynar.

Ornek 4.16. Son rnek olarak f : [2,4] — R fonksiyonu
f(x) = x2sinx

ile verilsin. n = 15 i¢in

X

. X
T(x)=¢"—1, ﬁn(x)zﬁ, 1‘],1(36):’1—5 ve y=1

olacak sekilde, 7, operatorii (1.1) ifadesinde verilen Lupag-Miiller operatorii (Temel
Gamma operatorii), 7, operatorii (1.2) ifadesinde verilen Zeng operatorii ve 7:;’?
operatorii (4.7) ifadesinde verilen Gamma operatorlerinin yeni bir sinifi ile [2, 4] aralif1

tizerindeki f fonksiyonunun grafigi asagidaki sekildedir.

Sekil 4.3. [2,4] arahig1 iizerinde n = 15 i¢in T,,(f;x), T, (f;x) ve 7:;’%(]‘;)() ile f(x) =
x?sinx hedef fonksiyona yaklagim grafigi
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f fonksiyonu (mavi), 7:;';% Gamma operatorlerinin yeni bir smifi (pembe), 7, Zeng
operatorii (siyah) ve 7, Lupas-Miiller operatorii (kirmizi) olmak iizere grafik incelendiginde

2

klasik Gamma operatorlerine kiyasla en iyi yaklagimi, f(x) = x“sinx test fonksiyonu i¢in

7;;’"[3 Gamma operatdrlerinin yeni bir sinifi sergiledigi goriilmektedir. Ayrica 7(x), &,(x),

Mn(x) ve y degerlerinin segimi, iyi bir yaklasim elde etmek igin 6nemli rol oynar.

Yukarida verilen her ii¢ grafikte de 7, Zeng operatorii ve 7, Lupas-Miiller operatoriine

gore ’Tof’"[;y Gamma operatorlerinin yeni bir sinifi en iyi yakinsamay1 gerceklestirir.
nyMn
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada ilk olarak klasik Gamma tipli operatorleri modifiye ederek yeni bir Gamma
tipli operator tamimlandi. Bu yeni operatdriin moment ve merkezi moment degerleri
elde edildi. Bu bilgilerde yola ¢ikarak yeni tanimlanan modifiye Gamma operatorii sabit
fonksiyonu dogrudan korur diger test fonksiyonlarinida limit durumunda korur. Bu durum
Korovkin teoremi geregince yeni tanimlanan modifiye Gamma operat0riiniin bir yaklagim
stirecinde oldugunu belirtir. Daha sonra bu operatoriin diizgiin yakinsaklig1 sagladigi
gosterildi. Yakinsama hizinin hesaplanmasi amaciyla modifiye operatoriin asimptotik
davranisini belirlemek i¢in Voronovskaya tipli yaklasim teoremi kullanilarak asimptotik
deger ve asimptotik hiz1 elde edildi. Sonrasinda iizerinde calisilan uzay degistirilerek
Agirlikli Korovkin tipli teoremler yardimiyla yaklasim 6zellikleri incelendi. Siireklilik
modiilii, Lipschitz sinifi ve Lipschitz tipli maksimal fonksiyonlar yardimiyla yaklagim hizi
elde edildi. Klasik Gamma operatorleri ve yeni tanimlanan modifiye Gamma operatorii ile
hedef fonksiyona yaklasimi grafikler yardimiya sunuldu. Bu grafikler neticesinde klasikler
ile modifiye Gamma operatorii karsilastirildiginda yeni olusturulan modifiye Gamma

operatorii hedef fonksiyona daha iyi yaklagim sergiledigi gosterildi.

Erencin ve Rasa [140] tarafindan verilen Genellestirilmis Gamma operatoriinde 7
fonksiyonu ii¢ farkli yerde kullanilmistir. Bu operatdrden yola ¢ikarak daha kapsayici
bir operator elde etmek igin a,(x), B,(x) ve 7(x) gibi farkli fonksiyonlar1 kullanarak var
olan Gamma tipli operatorlerin yeni bir sinift tanimlandi. Bu yeni tanimlanan operator
literatiirde bulunan Gamma tipli operatorleri hem kapsar hemde yeni operatdr tanimlamaya
yardimct olur. Gamma tipli operatorlerin yeni bir smifi olan operatdriin moment ve
merkezi moment degerleri hesaplandi. Sonrasinda Voronovskaya tipli yaklasim teoremi ve
Holhos [46] tarafindan verilen agirlikhi siireklilik modiilii yardimiyla yaklasim hizi elde
edildi. Son olarak, teorik sonuclar1 desteklemek ve bunlarin verimliligini gdstermek i¢in
literatiirde bulunan klasik Gamma operatorleri ile Gamma tipli operatorlerin yeni bir sinifi
olan operatoriin yakinsama davranigi karsilastirildi. Gamma tipli operatorlerin yeni bir

sinifi olan operatoriin daha iyi yaklasim sergiledigi gosterildi.
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Yukarida elde edilen bilgiler 1s1¢1inda modifiye Gamma operatorii ve yeni olusturulan
Gamma tipli operatorlerin yeni bir sinifi olan operator yani yeni tanimlanan her iki

operatorde klasik Gamma operatorlerine gore daha verimli bir yaklagim sergilemektedir.
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