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OZET

LOKAL KESIRLI INTEGRALLER iCIN YENI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI VE
UYGULAMALARI

Tuba TUNC
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Doktora Tezi
Danigman: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
Agustos 2018, 81 sayfa

Matematikte bilindigi lizere fraktal egriler her yerde siirekli ama hicbir yerde tiirevlenemezdir.
Bundan dolayi klasik analiz bu gibi egrilerin ele alinmasi ve karakterize edilmesi acisindan
yetersiz kalmigtir. Fraktal {izerindeki olaylar1 tanimlamak ve siirekli ama hicbir yerde
tiirevlenemeyen fonksiyonlarin davranislarini agiklamak i¢in lokal kesirli analiz bir arag
olmustur. Buradan hareketle, lokal kesirli analiz teorisi ile ilgili literatiirde var olmayan
esitsizliklerin elde edilmesi yoluyla lokal kesirli analiz alanina katki saglamak ve alandaki
eksiklikleri gidermek tezin amacini olusturmustur. Bu amag¢ dogrultusunda, tez dort boliimden
olusmaktadir. 11k boliimde, esitsizlik ve lokal kesirli analiz teorilerinin tarihsel siirecinden
bahsedilmistir. ikinci boliimde, iizerinde calisilan Cantor fraktal kiimesi hakkinda bilgi
verilmistir. Ayrica Yang tarafindan kurulan ve yeni bir analiz olugsmasini saglayan R* uzay1
ile ilgili bilgiler ve bu bilgilerden faydalanarak tanimlanan lokal kesirli limit, siireklilik,
tiirev, integral icin temel teoremler ve ozellikler verilmistir. Ugiincii boliimde, lokal kesirli
integralden yararlanarak Steffensen, Cebysev, Griiss gibi yeni esitsizlikler elde edilmistir. Son
boliimde ise bu konu ile ilgili sonug¢ ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar sozciikler: Cantor kiimesi, Fraktal, Lokal kesirli integral, Lokal kesirli tiirev.
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ABSTRACT

NEW INTEGRAL INEQUALITIES FOR LOCAL FRACTIONAL INTEGRALS
AND APPLICATIONS

Tuba TUNC
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
August 2018, 81 pages

As it is known in mathematics, fractal curves are everywhere continuous but nowhere
differentiable. Therefore, classical analysis is inadequate to handle and characterize such
curves. Local fractional analysis has become a tool for describing the events on fractals
and the behavior of functions that are everywhere continuous but nowhere differentiable.
From this point of view, the aim of the thesis is to contribute to the field of local fractional
analysis and to solve the deficiencies in the field by obtaining the inequalities which are not
existed in the literature related to the theory of local fractional analysis . For this purpose, the
thesis consists of four sections. In the first section, the historical process of inequality and
local fractional analysis theories is mentioned. In the second section, information is given
about the Cantor fractal set studied. In addition, information about the R* space which is
established by Yang and providing a new analysis has been given and the basic theorems
and properties for local fractional limit, continuity, derivative, integral defined by using this
information have been given. In the third section, by using local fractional integration new
inequalities such as Steffensen, Cebyéev, Griiss are obtained. In the last section, conclusions
and recommendations related to this subject are given.

Keywords: Cantor set, Fractal, Local fractional derivative, Local fractional integral.
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EXTENDED ABSTRACT

NEW INTEGRAL INEQUALITIES FOR LOCAL FRACTIONAL INTEGRALS
AND APPLICATIONS

Tuba TUNC
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
August 2018, 81 pages

1. INTRODUCTION

Fractional analysis is a branch of mathematics that deals with the generalization of integral
and derivative operations to the fractional order. Fractional derivative and integral concepts
were first introduced by Liouville. Then, fractional analysis has improved with the pioneering
work of Leibniz, Euler, Lagrange, Abel and many other mathematicians. Using various
approaches, several definitions on fractional derivative operators have been made by several
mathematicians such as Riemann, Grunwald, Weyl [1]. These fractional derivative operators
are non-local operators. But the fractals have a local scaling property.

On the other hand, in the past years it was believed that a continuous function should be
differentiable at least at one point. This view was changed in 1872 by Karl Weirstrass.

Weirstrass defined the following function that is everywhere continuous but nowhere
differentiable [2]:

wWi(t) = Y A ksinAfe reRA>1,1<s<2).
=1

The graphics of the functions that are everywhere continuous but nowhere differentiable are
often similar to fractals. Therefore these irregular functions are also called fractal functions.
Classical analysis is insufficient to characterize and handle such irregular curves and planes.
Thus, a new analysis was needed to describe the events on the fractals and to explain the
behavior of the functions that are everywhere continuous but nowhere differentiable. Local
fractional analysis in other words fractal analysis has become a branch of mathematics that
responds to these needs.

In recent years, this analysis has attracted considerable attention from scientists and engineers.
For this reason, different approaches to the definition of local fractional derivatives have been
developed and as a result many local fractional analysis types have emerged. Firstly, the local
fractional derivative operator was introduced by Kolwankar and Gangal in the 1990s as a
renormalization of the Riemann-Lioville definition [2], [3], [4]. However, several fractional

X



derivatives were presented via Hausdorff measure [5], [6] using fractal geometry [7], [8] and
using generalization of Taylor series [9], [10].

In the near future, the simpler absolute definition of local fractional integral and derivative
[11], [12], [13] was established by Gao, Yang and Kang through investigating the definition
of Kolwankar and Gangal, Adda and Cresson and Jumarie. Using these definitions many
studies have been done. Among these [14], [15], [16], [17], [18], [19] referenced studies are
also included. Particularly, the inequalities obtained have given the idea of thesis. Apart from
the issue of inequality, the local fractional analysis theory also plays an important role in
various fields such as elasticity and fracture mechanics [11], signal analysis [20], theoretical
physics [21], heat transfer theory [22]. For example fractal heat conduction problems [7],
local fractional Fokker-Plank equation [21], local fractional Stieltjes transformation [23],
local fractional generalized integrals [24] are a few contributions of local fractional analysis
theory.

As is seen, the theory of local fractional analysis has an important place in the literature. As a
consequence, the aim of this thesis is to solve the deficiencies and to contribute to the field by
means of obtaining new inequalities different from the other ones in the literature .

2. MATERIAL AND METHODS

Firstly, a literature search for local fractional derivative and integral was made in terms of
questions such as "What is the cause of existence?", "Which fields are used?", "What kind
of studies are there?" and "What is the importance?". As a result, it has been seen that
these concepts are related to everywhere continuous nondifferentiable functions which are
connected with irregular patterns i.e. fractals and there are various local fractional derivative
operators the result of using different approaches. In this thesis, the definition of local
fractional derivative and integral introduced by Gao, Yang and Kao is used. Before going into
the definition of local fractional derivative and integral,the properties of the space established
by Yang to describe these concepts and the characteristics of the Cantor fractal set studied
have been examined. Then, the concepts of local fractional derivative and integral, basic
theorem and properties about them are given. Finally, using these concepts, basic inequalities
that are not in the literature have been obtained.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS

Local fractional analysis is a new branch of mathematics that deals with fractional derivatives
and integrals of functions defined on fractals. Recently, this area has been of interest to
many scientists, engineers and researchers. Because of its importance, opinion of solving the
deficiencies in the field and thinking of contributing to the field has helped to occur this thesis.
In this thesis, using local fractional derivatives and integrals defined by Gao, Yang and Kao,
we obtained Ostrowski-Griiss, Steffensen, Hermite-Hadamard type inequalities besides the
fundamental inequalities such as Steffensen, Griiss, Ostrowski which are not in the literature
for local fractional analysis. Also, special cases of inequalities have been examined. It is
seen that these new inequalities are a generalization of classical inequalities. In the future,
it is thought that the inequalities which are obtained in this thesis will be a useful tool for
researchers working on local fractional analysis and applications.

X1



4. CONCLUSION AND OUTLOOK

In this study, we obtain several inequalities for local fractional analysis theory such as
Steffensen, Griiss, Ostrowski. Besides, types of them are given. It is seen that the obtained
inequalities are generalization of classical inequalities.

In the future studies, researchers interested in the subject can obtain inequalities that are
not in the literature for local fractional analysis and can make many applications of these
inequalities. On the other hand, two variable functions and various convex functions can be
studied on the topic of inequality.
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1. GIRIS

Esitsizlikler, diger bilim alanlarinin yani sira matematigin hemen hemen tiim dallarinda
onemli bir yere sahiptir. Ayrica A. L. Cauchy, P. L. CebySev, C. F. Gauss ve diger
bilim insanlarinin zamanlarindan beri yaklasim metotlarinin temellerinin kurulmasinda da
onemli bir rol oynamaktadir. On dokuzuncu yiizyilin sonu ve yirminci yiizyilin baglarinda
matematikciler tarafindan, ¢ok sayida yeni sonug¢ ve problemlerin olusmasina neden olan
matematik esitsizliklerinin giicii taninmis, birgok esitsizlik incelenmis ve kullanilmistir. 1k
temel calisma ise i¢cinde farkli tiirden klasik ve yeni esitsizlikler, problemler, sonuclar, ispat
yontemleri, uygulamalar bulunduran Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan 1934 yilinda
ortaya konulan "Inequalities" adli ¢alisma olmustur [25]. Bu calismanin ¢esitli analiz
dallarinda arastirma tizerinde ¢ok etkisi olmustur. Ayrica bu caligma, analizdeki matematiksel
problemler icin temel bir kaynak haline gelmistir. 1965 yilinda Beckenbach ve Bellman
tarafindan yazilan "Inequalities" kitab1 [26] ve 1970 yilinda Mitrinovic tarafindan yayilanan
"Analytic Inequalities" kitab1 [27] bu calisma i¢in tamamlayici unsurlar olmuglardir. Bu
kitaplar, detayli olarak konular1 kesfetmek ve esitsizlik teorisinin uygulanabilir bir arastirma

alan1 olarak kuruldugunu gostermek isteyen okuyucular i¢in kullanigh referanslar saglamistir.

Bir yiizyil1 agkin bir siiredir cesitli esitsizliklerin incelenmesi teori ve uygulama ile ilgilenen
cogu arastirmacilar tarafindan biiyiik ilgi odag1 olmustur. Analitik esitsizlikleri ele almak i¢in
farkli arastirmacilar tarafindan farkli yaklasimlar gelistirilmistir. Temel sonuglar, yontemler

ve uygulamalar icin yeni arastirmacilara yonelik bir¢ok klasik ve dnemli kitaplar var olmustur.

Esitsizlik teorisi siirekli bir gelisim siireci i¢indedir ve bu siirecte esitsizlikler matematigin
cesitli dallarinda ¢ok sayida problemleri incelemek icin ¢ok etkili ve gii¢lii araclar haline
gelmigtir. Son yillarda bu teori birden fazla arastirmacinin dikkatini ¢ekmis, yeni aragtirma
yonlerini uyarmis, matematiksel analiz ve uygulamalarin ¢esitli yonlerini etkilemistir. Bircok
esitsizlik arasinda Jensen, Hadamard, Hilbert, Cebyéev, Griiss, Ostrowski, Hardy ve Poincare
adlariyla iligkili olanlar derin koklere sahip olup matematigin cesitli dallar lizerinde biiyiik

bir etki yapmuglardir. Bugiine kadar bu esitsizlikler {izerinde bir¢ok ¢alisma yapilmis ve ¢cok
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sayida sonuglar elde edilmistir. Ayn1 zamanda bu esitsizlikler bir¢cok ¢alismay1 da motive
etmistir. Simdi tez calismasini da motive eden ve tezin olusmasini saglayan bazi temel

esitsizlikler hakkinda asagidaki sekilde genel bilgi verilecektir.

Matematigin temel kesiflerinden biri, 1882 yilinda P. L. Cebysev tarafindan ispatlanan ve
literatiirde Ceby3ev esitsizligi olarak bilinen asagidaki esitsizliktir [28]:
f,& : [a,b] — R mutlak siirekli fonksiyonlar ve birinci tiirevleri f’ ve g’ simirli olsun. Bu

durumda

1
71,9 < 5= [If . ]¢]., (1.1)

dir. Bu esitsizlikte

b

T(f /f x)dx — /f e a/g(x)dx (1.2)

a

ve ||| ise ||pl|.. = esssup|p(¢)| seklinde tammlanan Le|a, b] uzayindaki normdur. Yillar
t€la,b)

boyunca (1.1) esitsizligi bir¢ok arastirmacinin ilgisini ¢ekmistir. Bunun sonucu olarak bu

esitsizlik ile ilgili literatiirde ¢ok sayida calisma ortaya ¢ikmistir. Bunlardan birkacini [29],

[30], [31], [32], [33], [34] referansli calismalar olarak verebiliriz.

J. S. Steffensen, 1919 yilinda tiim [a, b] aralid1 izerindeki integral ile [a, b] arali§inin bir alt
kiimesi tizerindeki integrali karsilastiran bir esitsizlik ispatlamistir [35]. Literatiirdeki adi
Steffensen esitsizligi olarak bilinen bu esitsizlik asagidaki sekilde ifade edilir :

a ve b reel sayilar, a < b olmak iizere f, g : [a,b] — R integrallebilen fonksiyonlar dyle ki f

artmayan ve her x € [a,b] i¢in 0 < g(x) < 1 olsun. Bu durumda

a+A

if M</ e@dr< [ fdx (1.3)
A a a

b—

dir. Burada

b
A= /g(x)dx

seklindedir. Steffensen esitsizligi integral esitsizlikleri ¢alismalarinda onemli bir rol

oynamaktadir. Bundan dolay1r matematikgiler tarafindan bugiin bile hala biiyiik ilgi gormekte



ve bu konuda ¢ok sayida arastirma makalesini de motive etmektedir. Ornek olarak [36], [37] ,

[38], [39], [40], [41] calismalarina bakilabilinir.

G. Griiss, 1935 yilinda iki fonksiyonun ¢arpiminin integrali ile fonksiyonlarin integralinin
carpimi arasindaki fark icin bir tahmin veren asagida gosterildigi sekilde ilging bir esitsizlik
ispatlamistir [42]:

f,g: [a,b] = R, [a,b] araliginda integrallenebilen ve m,n,M,N € R olmak iizere tiim x €
[a,D] i¢in

m<f(x)<M ve n<g(x)<N

sartlarin1 saglayan iki fonksiyon olsun. O halde

(M —m)(N —n) (1.4)

B -

T(f,8) <

dir. % sabiti en iyi olasiliktir. Burada

b

b b
1(f.8) = 5 [ f@sx— | o [ far | | s [sax

a

dir. Griiss esitsizliginin diger integral ve ayrik esitsizliklerinin yani sira daha basit ispati igin
Mitrinovic, Pecaric ve Fink tarafindan yazilan kitaba [43] bakabilirsiniz. Ayrica [44], [45],
[46], [47] no’lu calismalara da bakilabilinir .

A. M. Ostrowski, 1938 yilinda agsagidaki kullanisli, literatiirde 6nemli bir yere sahip olan
esitsizligi ispatlamigstir [48]:

f :|a,b] — R fonksiyonu [a,b] aralifinda siirekli ve (a,b) araliginda tiirevlenebilir olsun.
Ayrica [ : (a,b) — R fonksiyonu (a,b) arahiginda sinirli yani || ||, := sup |f/(¢)| < oo

t€(a,b)
olsun. O halde tiim x € [a, b] i¢in,

, ( _a+b>2
1 1 2 /
1) = 5— [ f0ar] < o | el (15)

dir. Buradaki zlt sabiti en iyi sabittir.



Literatiirde ad1 Ostrowski esitsizligi olan (1.5) esitsizligi x € |a, b] noktasindaki f(x) degeri

araciligiyla

b
1
b—a /ﬂt)dt

integral ortalamasinin yaklasimi i¢in bir iist sinir belirler. Bu konu ile ilgili bu esitsizligin
ortaya cikmasindan itibaren literatiirde cok sayida 6nemli sonuglar var olmustur. Bu
sonuclar arasinda [49], [50], [51], [52], [53], [54], [55] referansh ¢aligmalar 6rnek olarak
verilebilinir. Ayrica literatiirde (1.4) ve (1.5) esitsizliklerinin arasindaki baglantiy1 saglayan
bircok Ostrowski-Griiss tipli esitsizlikler de ortaya ¢ikmistir. Bunlardan birkagini [56], [57],

[58], [59] no’lu ¢aligsmalar olarak verebiliriz.

Bir konveks fonksiyonun integral ortalamasi ile ilgili olan ve literatiirde Hermite-Hadamard
esitsizligi olarak bilinen asagidaki esitsizlik C. Hermite ve J. Hadamard tarafindan ifade
edilmistir [60]:

f : I — R fonksiyonu reel sayilar kiimesinin bir / araliginda konveks ve a < b olmak iizere
a,b € I olsun. Bu durumda

dir. (1.6) esitsizligi sadeligi, yol actig1 cok sayida sonug ve ilgili olabilecek ¢esitli uygulamalar
acisindan dikkate degerdir. Cesitli uygulamalardaki 6nemi nedeniyle bu esitsizlik, yillar
boyunca yogun ilgi gormiistiir. Bunun sonucunda da literatiirde bu esitsizlikle ilgili pek¢ok
kitap ve calisma var olmustur. Bunun i¢in [60], [61], [62], [63], [64], [65], [66], [67], [68]

no’lu ¢aligsmalara bakilabilinir.

Kesirli analiz, kesirli mertebe i¢in integral ve tiirev islemlerinin genellestirmesi ile ilgilenen
matematigin bir dalidir. Kesirli tiirev ve integral kavramlari ilk olarak Liouville tarafindan
duyurulmustur. Daha sonra Leibniz, Euler, Lagrange, Abel ve diger bircok matematik¢inin
oncii calismalari ile kesirli analiz gelisme gostermistir. Literatiirde kesirli tiirev operatorleri
ile ilgili Riemann, Grunwald, Weyl gibi bir¢cok matematik¢i tarafindan c¢esitli yaklagimlar
kullanilarak bircok tanimlama yapilmigstir [1]. Bu kesirli tiirev operatorleri lokal olmayan
operatorler olarak karsimiza cikar. Ama fraktallar lokal bir 6l¢ekleme 6zelligine sahip

kiimelerdir.



Diger yandan ge¢mis yillarda, siirekli bir fonksiyonun en azindan bir noktada tiirevlenebilir
olmasi gerektigi diistiniiliiyordu. Bu goriis, 1872 yilinda Karl Weirstrass [2] tarafindan kurulan

her yerde siirekli ama hig¢bir yerde diferansiyellenemeyen
W(t) = Y A6 Dksindke teRA>1,1<s5<2)
k=1

fonksiyonu ile degismistir.

’ il i
H - W ' H. f
b e W Mo M
\ 4 f [
II1||I|.IIIJ. — ,HIIIlJl'C'r ! Il,i.ll i LI 'F
{ \ |
I
|

!

\‘. | f~.|1|'. i} I'i

H.If.* T gjl -1

Sekil 1.1. [—2,2] aralig1 tizerinde Weirstrass fonksiyonu

Weirstrass fonksiyonunun grafigi Sekil 1.1°de verilmistir. Sekilden de goriildiigii gibi bu
ozellikteki fonksiyonlarin grafikleri genellikle fraktallara benzer. Bundan dolay: diizensiz
olan bu fonksiyonlara fraktal fonksiyon da denilir. Klasik analiz, boyle diizensiz egri ve

diizlemlerin karakterize edilmesi ve ele alinmasi acisindan yetersiz kalmistir.

Sonu¢ olarak fraktallar tizerindeki olaylar1 tamimlamak ve siirekli ama hicbir yerde
tirevlenemeyen fonksiyonlarin davramiglarimi aciklamak i¢in yeni bir analize ihtiyag
duyulmustur. Lokal kesirli analiz diger bir ifadeyle fraktal analiz, bu ihtiyaclara cevap

veren matematigin bir dali olmustur.

Son yillarda, bu analiz bilim adamlar1 ve miihendislerin 6nemli 6l¢iide dikkatini ¢cekmistir.
Bu nedenle lokal kesirli tiirev taniminin farkli yaklasimlari olusmus ve bunun sonucu
olarak da bir¢ok lokal kesirli analiz cesidi ortaya ¢ikmustir. Ilk olarak lokal kesirli tiirev
operatorii, 1990 I yillarda Kolwankar ve Gangal tarafindan Riemann-Lioville taniminin

yeniden normallestirilmesi yoluyla asagidaki sekilde tanitilmistir [2], [3], [4]:



0<a<1ved*[f(x)]/[d(x—x0)]* ise a. mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi

olmak iizere
o 417 ) = F(xo)]

1.7
T 4

DY f(x) =

dir. Bu tanim matematik ve miihendislikte genis bir uygulama alanina sahiptir. Bununla
birlikte Chen, s- boyutlu Hausdorff olciisiinii [5], [6]; Jumarie, Taylor serisinin bir
genellemesini [9], [10] ve He ise fraktal geometriyi kullanarak [7], [8] kesirli mertebeden
tiirev elde etmislerdir. Ayrica Parvate ve Gangal fonksiyonlarin fraktal davraniglarin1 anlamak
[69], [70], Adda ve Cresson ise (1.7) tanimin1 gelistirmek amaciyla [71] kesirli mertebeden
tiirev elde etmiglerdir. Lokal kesirli tiirevde oldugu gibi lokal kesirli integral i¢in de bir¢ok
farkli yaklagim vardir. Bunlarin birka¢i Kolwankar ve Gangal [72], Parvate ve Gangal [69],
[70], [73] ve Jumarie [74] tarafindan yapilmistir.

Yakin zamanda ise lokal kesirli integral ve tiirevin daha basit ve mutlak tanimi1 Gao, Yang ve
Kang tarafindan yapilmigtir. Bunun i¢in Jumarie’nin, Adda ve Cresson’nun ve Kolwankar ve
Gangal’1in tanimini incelemisler ve bunun sonucunda asagidaki lokal kesirli tiirev ve integrali
elde etmiglerdir [11], [12], [13] :

0 < a < 1 olmak iizere f(x) fonksiyonunun x = xy noktasindaki ¢. dereceden lokal kesirli

tiirevi
A% [f(x) — f(x0)]

x—>x0 (X—X())a

WD f(x) = (1.8)

seklindedir. Bu tanimda I'(«t) =: [t* e~"dt klasik Euler Gama fonksiyonu olmak iizere
0

A% [f (%) = f (x0)] =T (1 + ) [ (x) = f (x0)] dir.

O<a<lvea=ty<t) <---<ty_| <ty =>b olmak iizere |a,b] arali§inin [tj,tjur]},

(j=0,...,N —1) seklinde bir béliintiisii olsun. Bu durumda f(x) fonksiyonunun lokal kesirli

integrali:
o 1 N—-1 o
aly (%) 1+a / U I(1+a) Al}glojgf(fj)(mj) (1.9)

seklindedir. Bu integralde I'(ot) =: [+*~!e~"dt klasik Euler Gama fonksiyonu, At; =11 —t;
0

ve At = max {At,Ary, ..., Aty } dir.

Yang ve digerleri tarafindan yapilan (1.8) ve (1.9) tanimlar1 kullanilarak bir¢ok calisma

yapilmistir. Bu calismalar arasinda [14], [15], [16], [17], [18], [19] referansli calismalar da



yer alir. Ozellikle, bu tanimlarla elde edilen esitsizlikler tez ¢aligmasinin olusmasina fikir ve
yon vermistir. Bu esitsizliklerden biri olan Holder esitsizligi Yang tarafindan asagidaki gibi
verilmistir [11]:

1,8 € Cqla,b] ve p,q > 1 olsun. Bu durumda

1

1
b P q
1

b b
1 o a 1 o
F(l + (X) a/|f(x)g('x)| (dx) S F(l + (X) /|f()€)|p (dX) m ! |g(x)|q (dX)

a

1 1
dir. Bu esitsizlikte — + — = 1 dir.
P q

Ayrica Yang, lokal kesirli integral i¢cin Minkowksi esitsizligini de su sekilde ifade etmistir
[11]:

f,8 € Cqla,b] ve p > 1 olsun. Bu durumda

1
b b p b

J 156+l @0 < | s [0 @0 |+ mrpgs [ 1s0r @

a a a

1
I'(l1+o)

dir.

Mo ve arkadaglari ise [15] calismasinda genellestirilmis Hermite-Hadamard esitsizligini
asagidaki gibi belirtmigtir:
fe€I¥a,b] ve f fonksiyonu a < b olmak iizere [a, b] aralig1 iizerinde genellestirilmis konveks

fonksiyon olsun. O halde

a+b IN+oa) , fla)+ f(b)

dir.

Esitsizlik konusunun disinda, lokal kesirli analiz teorisinin elastisite ve kirilma mekanigi [11],
sinyal analizi [20], teorik fizik [21], 1s1 iletimi teorisi [22] gibi farkli alanlarda da 6nemli bir
rolii vardir. Ornegin, fraktal 1s1 iletimi problemleri [7], lokal kesirli Fokker-Plank denklemi
[21], lokal kesirli Stieltjes doniisiimii [23], lokal kesirli genellestirilmis integraller [24] lokal
kesirli analizin bu alanlara olan katkilarindan birkacidir. Daha fazla bilgi i¢in [75], [76], [77],
[78], [79], [80] no’lu ¢alismalarina bakilabilinir.



Goriildiigii gibi lokal kesirli analiz teorisi literatiirde 6nemli bir yere sahiptir. Bunun sonucu
olarak lokal kesirli analiz ile ilgili literatiirde var olan esitsizlikler disinda yeni esitsizlikler
elde etme araciligiyla, alandaki eksiklikleri giderme ve alana katki saglama diisiincesi bu
tezin amacim olusturmustur. Bu amag dogrultusunda, tez dort boliimden olusmaktadir. i1k
boliimde, esitsizlik ve lokal kesirli analiz teorilerinin tarihsel siirecinden bahsedilmistir. Ikinci
boliimde, iizerinde calisilan Cantor fraktal kiimesi hakkinda bilgi verilmistir. Ayrica Yang
tarafindan kurulan ve yeni bir analiz olusmasini saglayan R% uzayi ile ilgili bilgiler ve bu
bilgilerden faydalanarak tanimlanan lokal kesirli limit, siireklilik, tiirev, integral i¢in temel
teoremler ve 6zellikler verilmistir. Uglincii boliimde, lokal kesirli integralden yararlanarak
Steffensen, Cebysev, Griiss gibi yeni esitsizlikler elde edilmistir. Son boliimde ise bu konu ile

ilgili sonug ve Onerilere yer verilmistir.



2. ON BILGILER

2.1. FRAKTALLAR VE FRAKTAL BOYUT

Benoit Mandelbrot doganin bircok deseninin alisilmisin disinda ve parcalanmis oldugunu
iddia etmektedir. Bu desenlerin varligi, Oklid’in bicimsiz olarak kenarda biraktig1 formlarin
incelenmesini ve formlarin morfolojisinin aragtirtlmasini zorlagtirmaktadir. Mandelbrot, bu
zorluga kars1 yeni bir doga geometrisi gelistirmistir ve bu sekildeki desenlerin ailesine fraktal
ismini vermigtir. "The Fractal Geometry of Nature" adl kitabinda ise [81] tanim olarak
"Fraktal, Hausdorff-Besicovitch boyutu kesin olarak topolojik boyutunu agan bir kiimedir."

seklinde vermistir.

Diger yandan, fraktallar tamsay1 olmayan boyutlara sahip kiimeler veya nesneler olarak
bilinir. Bir nesnenin boyutu, genellikle negatif olmayan bir tamsayidir ve verilen nesnenin
tam belirtimi i¢in gerekli olan koordinat sayisi ile tanimlanir. Tamsay1 olmayan bir boyuta
sahip olan fraktal gibi nesneler i¢in koordinatlara baghh olmayan farkli bir boyut tanimi
yapilmas1 gerekir. Buradan hareketle, bir¢cok kesirli boyut tanimi yapilmigtir. Tanimlanan
fraktal boyutlar arasinda en eski olan1 Hausdorff boyutudur. Bu 6nemli boyutun tanimina

gecmeden Once asagida gerekli olan bazi tanimlar verilecektir:

Tanmm 2.1. U C R” kiimesi bogtan farkli olsun.
U] =sup{lx—y|:x,ycU}

kiimesine U kiimesinin ¢ap1 denir [82].

Tamm 2.2. F C R” ve § pozitif bir reel say1 olsun. Her i i¢in 0 < |U;| < § olmak iizere

F C U U; ise {U;} sayilabilir kiime ailesine F kiimesinin 0 —ortiisii denir [82].
=1

1=

Tanim 2.3. F C R" ve s, pozitif reel sayilar olsun. Herhangi bir 6 > 0 i¢in

Hy(F) := inf{z \U;|* : {U;} , F kiimesinin bir § — 6rtiisii}

i=1



seklindedir [82].

Tamim 2.4. Herhangi bir F/ C R" kiimesi i¢in,

H'(F) := lim H3(F)

ifadesine F kiimesinin s—boyutlu Hausdorff 6l¢iisii denir [82].

Tanim 2.5. Herhangi bir F C R” kiimesi i¢in,
dim(F) =inf{s: H°(F) =0}

ifadesine F kiimesinin Hausdorff boyutu denir [82].

Tanimdan da goriildiigii gibi Hausdorff boyut, herhangi bir kiime i¢in tanimlanir ve bu
ozelliginden dolay1 en 6nemli boyutlardan biri olarak bilinir. Bu tanimin en biiyiik dezavantaji

ise algoritmik olmamasidir. Bu yiizden bir kiimenin Hausdorff boyutunu hesaplamak zordur.

Siradaki boliimde ise bir fraktal kiime 6rnegi olan ve iizerinde ¢alisilan Cantor kiimesinin

ozellikleri ve boyutu hakkinda bilgi verilecektir.
2.2. CANTOR KUMELERI

Georg Cantor (1845-1918), trigonometrik serilerle ilgili bir problemi ¢6zmek i¢in Cantor
ticlii kiime 6rnegini bulmusg ve bir dipnotta [83] ise, herhangi bir araligin her yerinde yogun
olmayan sonsuz, miikemmel bir kiime olarak Cantor iiclii kiime 6rnegini vererek, mitkemmel
kiimelerin her yerde yogun olmasi gerekmedigini gostermigtir. Cantor liclii kiimesi olarak
bilinen bu kiime igin "Cantor kiimesi" terimi de kullanilir. Insan sezgisine aykir1 gelen
ozellikleri ve goriinen c¢eligkileri nedeniyle matematikte ilging bir yere sahip olan Cantor

kiimesi asagidaki sekilde inga edilir [82], [84]:

Ko = [0,1] aralig1 olsun. Ky aralig1 3 esit parcaya boliinsiin ve ortadaki agik kiime olan

1
<§, 5) aralig1 kaldirilsin ve geriye kalan kiimeye K denilsin. O halde

e

10



dir. Daha sonra K kiimesindeki iki kapali kiimenin her birinin ortasindaki tigte birlik kisim

olan acik aralik kaldirilsin ve geriye kalan kiimeye K> denilsin. Boylece

k=0 lul2 L ul2 T ul8
27179 93] T 1379] 7|9
olur. n € N olmak iizere her n adimda bu sekilde devam edilip . adima gelindiginde K,,’deki
her bir kapali kiimenin ortasindaki tigte birlik agik aralik kaldirilsin ve kalan kiimeye K,

denilsin. Higbir sinir tantmadan yani ’yi sonsuza gotiirerek ayni sekilde isleme devam edilsin.

Bu siirecin sonunda

C=)Kx 2.1)

n=1

seklinde bu siirecin de limit kiimesi olan yeni bir kiime olusur.

Tanim 2.6. C olarak gosterilen kiimeye Cantor kiimesi denir [82], [84].

0 1
1 2
0 1 2 1
0 L 2 L 2z 7 8
9 5 3 3 5 5
. SR B .. SR ' -
om_mm -, BE R .. mom am

Sekil 2.1. Cantor kiimesi

2.2.1. Cantor Kiimesinin Ozellikleri

Cantor kiimesinin mitkemmel olmasi, hi¢bir yerde yogun olmamasi, sayllamaz olmasi, hicbir
aralik igcermemesi, kompakt olmas1 gibi 6onemli 6zellikleri, Cantor kiimesinin 6zel dogasini

ortaya ¢ikarir. Bu 6zelliklerin ayrintili agiklamalar sirasiyla asagidaki gibidir :

11



a. C kiimesi kompakttir [84], [85].

C kiimesinin kompaktligin1 géstermek i¢in "R’nin bir alt kiimesi kompakttir < Kapali ve
stmirlidir” ifadesi olarak bilinen Heine-Borel teoremi kullanilacaktir. Ilk olarak kapali oldugu
gosterilsin. Her n € N i¢in K, kiimeleri sonlu sayida kapali kiimelerin birlesimi oldugundan
kapaldir. C kiimesi (2.1)’de goriildiigii gibi K}, kapali kiimelerin bir koleksiyonu oldugundan
kapalidir. Simdi sinirli oldugu gésterilsin. K, kiimelerinin her biri [0, 1] araliginin altkiimesi
oldugundan ve C kiimesi de (2.1)’de goriildiigii gibi K, kiimelerinin kesisimi oldugundan C

kiimesi sinirhidir. Boylece C kiimesi kapal1 ve sinirli oldugundan kompakt olur.

b. C kiimesi miikemmeldir [84], [85].

Tamm 2.7. A kiimesi limit noktalarinin kiimesine esit ise A’ ya miikemmel kiime denir.
Diger bir ifadeyle A kiimesi kapali ve A kiimesinin her noktas: limit noktas1 ise A kiimesi

miikemmeldir [86].

C kiimesi kompakt oldugundan kapalidir. C kiimesinin her u¢ noktasi i¢in, € > 0 yarigapl
bir delinmis komsulugunun bir tarafinda kiimede bagka bir nokta vardir. Ciinkii her
basamaktaki kalan araliklar sonsuz kiiciik alt araliklara ayrilmistir ve reel sayilar sonsuz
yogunluktadir. Benzer sekilde kiimedeki her u¢ olmayan noktalar i¢in, € > 0 yaricapl bir
delinmis komsulugunun her iki tarafinda kiimede bagka bir nokta vardir. Bu nedenle kiimenin
her noktasi kiimenin limit noktasidir. Kiime kapal1 ve her noktasi limit noktast oldugundan C

kiimesi mitkkemmeldir.

c¢. C kiimesi yogun degildir [86].

Tamm 2.8. (S, 7) bir topolojik uzay ve A C Solsun. Her U C SiginV CU ve VNA = ¢
olacak sekilde bir V € 7 kiimesi varsa A kiimesine S uzayinda hicbir yerde yogun degildir

denir [86].

I = (a,b) C [0,1] bir agik aralik olsun. 37¥ < b —a olacak sekilde bir k pozitif tamsayist
vardir. K, kiimesinden K, kiimesine gecis yapilirken, var olan herhangi bir araligin ii¢ esit
parcaya boliiniip ortadaki parcanin atildig1 bilinmektedir. Bu nedenle, n+ 1. basamakta 37" ~!

uzunlugunda {ii¢ aralik yanyana bulunmaz. Bu yiizden [ araligi, C kiimesinin kurulugsunda

12



k4 1. adimda atilan bir J araligini icerir. Bu da C kiimesinin hicbir acik aralik icermedigini

sOyler. Buradan da higbir yerde yogun olmadig: goriiliir.
d. C kiimesinin uzunlugu sifirdir [84], [85].

C kiimesinin uzunlugunu bulmak i¢in [0, 1] araligindan atilan araliklarin toplam uzunlugunun

1 oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Cantor kiimesinin olusturma siirecine bakildiginda n.
1

adimda her birinin uzunlugu e olan 2"~ ! tane araligin kaldirildig1 goriiliir. [0, 1] araliginin

icinden sonsuz sayida kaldirma isleminden sonra, atilan uzunluklarin ayrik olmasindan dolay1

atilan araliklarin toplam uzunlugu

Yo (n)=2n (2) =R (3) -4y
k) 34\3 34\3 30,2

k=1 z
3

olur. Boylece 1 uzunluguna sahip olan [0,1] birim araligindan 1 uzunlugundaki kiime
cikarilmig olunur. Buradan Cantor kiimesinin 0 uzunluguna sahip oldugu goriiliir. Ayrica

buradan kiimenin hig¢bir aralik icermedigi sonucuna da ulagilir.

e. C kiimesinin elemanlar: 3 tabanina gore acilimlarinda yalmz 0 ve 2 rakamlarim

bulunduran [0, 1] arah@indaki sayilardan olusur [84], [86].

Sayilar genellikle 10 tabanina gore yazilir ve kullanilir. Bu tabanda sayilar yazilirken
0,1,2,3,...,9 rakamlar1 ve 10 sayisinin bir kuvvetini ifade eden bir basamak pozisyonu
kullanilir. [0, 1] aralifindaki her ¢ sayisinin 10 tabaninda c¢,,’ler 0, 1,2,3,...,9 rakamlarindan
biri olmak {iizere 0.cjc;... seklinde ondalik bir gosterimi vardir. Burada ¢ onda birler, ¢;

yiizde birler,... basamagini1 gosterir. Bundan dolay1
c=y
= 10"

seklinde yazilabilinir. Ayni sey 3 tabani i¢in disiiniiliirse ¢, ’ler 0, 1,2 rakamlarindan biri
olmak tizere (0.cic;...)3 seklinde bir gosterimi vardir. Burada ¢ iigte birler , ¢, dokuzda

birler,... basamaginm gosterir. Benzer sekilde

N

= C
)
n=1

<|
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seklinde yazilabilinir.

Cantor kiimesinin yapisi 3 tabanina uygundur. Birim aralik {i¢ esit par¢aya boliindiigiinde,
sayilarin ilk basamaklarina gore boliindiigii goriiliir. Sol kisim, ligte birler basamag: sifir olan;
orta kisim {icte birler basamagi 1 olan; sag kisim ise iigte birler basamagi 2 olan sayilardan
olugur. Ortadaki acgik araligin kaldirilmasiyla iicte birler basamagi 1 olan tiim sayilar atilir.
Sol aralik ii¢ esit parcaya boliiniir ve ortadaki aralik kaldirilirsa, O ve 1 arasinda 3 tabaninda
.00 ve .02 olarak baslayan sayilar kalir. Bu sekilde devam edildiginde, Cantor kiimesinin

elemanlarinin 3 tabanina gore sadece 0 ve 2 rakamlarindan olusan sayilardan olustugu goriiliir.

f. C kiimesi sayllamazdir [85].

C={x€10,1): xsadece 0 ve 2’lerin oldugu iiclii acilima sahiptir.} kiimesi sayilabilir olsun.
Sayilabilirligin tanimindan f : N — C birebir ve 6rten fonksiyonu vardir. Bu fonksiyon her

n € Ni¢in x, = f(n) seklinde tanimlansin. Boylece

x1 = 0.cy,c1,015.-.

X =0.c3,2,C2;...

Xp = 0.Cp,CpyCpy e

olmak tizere C = {x,Xx2,x3,...,Xp, ...} olur. Burada tiim n,m’ler igin ¢,,,, 0 veya 2 dir.

2 ¢,=0 2 ¢,=0 2 ¢,=0
1= , €2 = yeeyCn =
0 ¢,=2 0 c,=2 0 ¢, =2

g oo

ile ¢ = 0.cjcpc3... tammlansin. ¢ € C oldugu aciktir. Fakat herhangi bir n igin ¢ # x,, dir.

Ciinkii ¢’nin 37""’inci yerinde ¢ # x,, dir. Bu bir ¢eligkidir. Boylece C sayilamazdir.
2.2.2. Cantor Kiimesinin Boyutu

Cantor kiimesi bitisik olmayan noktalarin bir koleksiyonu gibi goriinmektedir. Bu yiizden
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bitisik olmayan noktalarin rasgele koleksiyonu sifir boyutuna sahip oldugundan, Cantor
kiimesi de sifir boyutuna sahip olmalidir. Bu anlamda, Cantor kiimesinin topolojik boyutu
sifirdir. Ancak, Hausdorf boyutu gibi farkli bir boyut tanim1 kullanmak; nokta, dogru ve
diizlemlerin tamsay1 boyutlarini korurken, Cantor kiimesinin kesir boyuta sahip oldugunun

goriilmesini saglar.

Tanm 2.9. y : R” — R” olsun. Her x,y € R" i¢in |y (x) — y(y)| < c|x —y| olacak sekilde

0 < ¢ < 1 araliginda c elemani1 varsa y’ye daralma doniisiimii denir [87].

Tanim 2.10. y bir daralma doniisiimii olsun.

inf{c:|y(x) —y()| <clx—yl,vx,y € R"}

degerine y daralma doniisiimiiniin oran1 denir [87].

Tanmm 2.11. y : R” — R" bir daralma doniisiimii ve £ C R" olsun. y doniisiimii £ kiimesinin
geometrisini korursa (y doniisiimii oteleme, donme, yansima ve/veya genislemenin bir

birlesimidir. ), y ’ye bir benzerlik doniisiimii denir [87].

Tanmm 2.12. E C R" ve {l//i}f;l ise daralma dontigiimlerinin sonlu bir ailesi olsun. E =

k
.Ul V;(E) ise E’ye {l;/,-}le ailesine gore invaryant kalir denir [87].
=

Tanm 2.13. E C R" ve { I//,}f‘: | benzerlik doniigiimlerinin bir ailesi dyle ki E kiimesi,
{I//i}fle ailesine gore invaryant kalsin. H*(E) > 0 fakat i # j i¢in H*(y;(E) N y;(E)) =0

olacak sekilde s > 0 varsa E kiimesine 6zbenzes (self-similar) denir [87].

k

Tanmm 2.14. {y;}*_, daralma déniisiimlerinin sonlu bir ailesi olsun. |J w;(V) CV vei# j
i=1

i¢in y;(V) Ny (V) = 0 olacak sekilde sinirl1 bir V agik kiimesi varsa {l//i}le ailesi acik kiime

sartina sahiptir denir [87].

Bir 6zbenzes kiimenin Hausdorff boyutu asagidaki teorem kullanilarak bulunabilinir:

Teorem 2.15. {l//i}le benzerlik doniisiimlerinin bir ailesi 6yle ki E kiimesi, {l//,-}f:l ailesine

gore invaryant kalsin. {l//i}i-;l ailesi acik kiime sartin1 saglar ve r; ise i.nci y; benzerlik
k

doniigiimiiniin oran1 ise E kiimesinin Hausdorff boyutu Y. (r;)* = 1 esitligini saglayan bir tek

i=1

pozitif s sayisidir [87] .
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Cantor kiimesinin doniisiimleri, yani ¥ tizerindeki tiim varyasyonlar, kiimenin geometrisini
korudugu icin Cantor kiimesi 6zbenzestir. Kiimenin pozitif bir s—boyutlu Hausdorff

Olciisii vardir. Cantor kiimesinin Hausdorff boyutu yukaridaki teorem kullanilarak kolayca

gosterilebilinir:
o TP log2 .
Onerme 2.16. Cantor kiimesi C’nin boyutu d = oa3 dir [85].
0g
Ispat. y(x) ve yr(x),
(3) = ;
yi(x) = 3)6
1 2
Yy (X) = §X + g

2
seklinde tanimlansin. Buradan C = |J y;(C) oldugu goriiliir. Ayrica, {l//,-}izzl, V =(0,1)
i=1

1 1 2
icin acik kiime sartini saglar. r; = 3 ver, = 3 icin teorem uygulanirsa, Y (r;)* = 1 esitligini
i=1

saglayan s, kiimenin boyutunu verir. O halde islemler yapilirsa:

2 s

1 log2
Z(r,-)szz(—) ] ey g = 2B
= 3 log3

log?2
olur. Yani dim(C) = % dir. O
0g

Christopher Shaver, "An Exploration of the Cantor Set" ¢calismasinda [85] Cantor kiimelerinin
birka¢ genellestirmesi lizerinde durmustur. Eger kaldirma siireci farkli sekilde tanimlanirsa,
kiimenin boyutu ne olur meraki iizerine bu ¢aligmay1 yapmustir. Bunun i¢in [0, 1] araliginda,
k dogal sayisina bagl olarak ii¢ farkli kaldirma methodu diisiinmiistiir. Bu methodlarin her
birinde k = 3 alinirsa Cantor kiimesinin elde edildigi goriiliir. Simdi asagida bu methodlarin

ne oldugu aciklanacaktir:
1. Method C

{Ci}, k > 2 i¢in k dogal sayisina gore tanimlanmig kiimelerin bir koleksiyonu olsun. Bu
dizideki her bir kiime, baslangic araligi [0, 1] olmak iizere herbir kapalig1 araligin merkezinden

1
Z uzunlugundaki acik araligin tekrarli bir sekilde kaldirilmasi ile olusur. Bu yolla, kaldirilan

I 1 .
acik aralifin her iki tarafindaki her bir kapali araliin uzunlugu (E — ﬂ) olur. Ornegin
k=4 ve k=35 i¢in,
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Sekil 2.2. Cy4
0 215 305 1

I I

Il I . I .

EEEER HENE ER EEEE HENE BN
Sekil 2.3. Cs

seklindedir. Her bir C; kiimesi 0zbenzes oldugundan kiimelerin Hausdorff boyutunu
hesaplamak ic¢in yukaridaki teoremden faydalanilacaktir. Hausdorff boyut genel olarak

herhangi bir £ > 2 icin hesaplanacaktir.

¢1(x) ve ¢(x)

2 1 1
seklinde tanimlansin. Buradan Cy = |J ¢;(Cy) oldugu goriiliir. r} = (5 — 5{) ve 1y =
i=1

I 1

2
(5 — ﬂ) icin teorem uygulanirsa, Z (r;)® = 1 esitligini saglayan s, kiimenin boyutunu verir.
i=1

O halde islemler yapilirsa,

1 1)\’ log 1
: S: _—— frd —2
Y () 2(2 2k) 1< s :

- log(5—5)

olur. Boylece dim(Cy) = dir. Ayrica k sayist sonsuza yaklastiginda dim(Cy), 1

degerine yaklasir.
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Gercekten;

1
dir. Boylece [0, 1] aralig1 ii¢ alt arali§a boliindiigii zaman, kaldirilan A uzunlugundaki aralik

k—>°° k—)oo

log 1 log 1
lim dim(Cy) = lim ( 082 )) — 082

1 1

- 1

ne kadar kiiciikse Hausdorff boyut 1’e daha yakindr.

2. Method D

{Dy}, k > 2 igin k dogal sayisina gore tanimlanmig kiimelerin bir koleksiyonu olsun. Bu
dizideki her bir kiime, baglangi¢ aralig1 [0, 1] olmak iizere herbir kapalig1 araliin merkezinden

2
(1 — z) uzunlugundaki acik araligin tekrarli bir sekilde kaldirilmasi ile olusur. Atilan

1
araligin her iki tarafinda % uzunlugunda araliklar olusur. Bu kaldirma yontemiyle, k’ya gore

yan araliklarin uzunluklari degistirildigine ve daha sonra aradaki aralifin kaldirildigina dikkat

edin. Ornegin k = 4 ve k = 5 igin,

seklindedir.

hesaplamak i¢in yukaridaki teoremden faydalanilacaktir. Hausdorff boyut genel olarak

0 1i4 3i4 1
|
| |
Em == Em =
| I | 11 11 | | |
Sekil 2.4. D4
0 115 4i5 1
|
I I
[ | L |
11 11 11 11
Sekil 2.5. Ds

Her bir D, kiimesi 6zbenzes oldugundan kiimelerin Hausdorff boyutunu

herhangi bir k > 2 i¢in hesaplanacaktir. ¢;(x) ve ¢,(x),

o1(x) = o
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1 1
= — 1——
(Pz(x) kx+ A

1

2 1 1
seklinde tanimlansin. Buradan Dy = |J ¢;(Dy) oldugu goriiliir. r; = (E — ﬂ) ve rp =
=1

1 1 2

(5 — 5{) icin teorem uygulanirsa, Y (r;)* = 1 esitligini saglayan s, kiimenin boyutunu verir.
i=1

O halde islemler yapilirsa:

2 s
1 log?2
_S:2 — =]l 5§=—
i:f”) (k) >~ logk

log2
olur. Buradan dim(Dy) = % oldugu goriiliir. Ayrica k sayisit sonsuza yaklastiginda
0g

dim(Dy), 0 degerine yaklasir. Gergekten;

log?2
nmﬁmwg:hm(ﬂi)zo
k—roo k—oo \ logk

1
dir. Boylece [0, 1] aralig1 ii¢ alt arali§a boliindiigii zaman, kaldirilan Z uzunlugundaki aralik

2
ne kadar kiiciikse yani kaldirilan (1 — %) uzunlugundaki aralik ne kadar biiyiikse Hausdorff
boyut 0’a daha yakindir.

3. Method E

{E}, k > 2 icin k dogal sayisina gore tanimlanmig kiimelerin bir koleksiyonu olsun. Bu

dizideki her bir kiime, baslangi¢ aralid1 [0, 1] olmak iizere, her bir kapal aralik k alt araliga
1

boliiniir ve her bir kapali araliktan x uzunlugunda ardisik acik araliklar atilir ve bu iglem

tekrarlanir. Bu yontem, benzer ama birbirinden farkli iki durumun olugsmasina neden olur. k

1
sayist1 tek ise her biri % uzunlugunda olan araliklar birakilarak, her bir kapali araliktan
1
tane ardigik kisim kaldirilir. & sayisi ¢ift ise sol ugta z uzunlugunda bir aralik ve sag ucta

1 k
birbirine bitisik olan her biri % uzunlugundaki iki tam aralik birakilarak, <§ — 1) ardisik
kistm kaldirilir. Ornegin k = 4 ve k = 5 icin ;
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Sekil 2.7. Es

seklindedir. Kiimeleri olusturmak icin farkli doniisiimlere ihtiya¢ oldugundan, her iki durum
kiimelerin farkli Hausdorff boyutlarina sahip olmasini saglar.
k sayisinin tek olmas1 durumunda Hausdorff boyutu bulmak icin yukaridaki teorem kullanilirsa

¢1(x), P2(x), ..., ¢% (x) doniistimleri

1 k—1
P (¥) = pxt =~

seklinde tanimlamir. Ihtiya¢ duyulan ¢; doniisiimlerinin sayis1 k dogal sayismin degeri

1
ile belirlenir. & tek say1 oldugunda tane doniisiime ihtiya¢ duyulur. r; = %,rz =
1
oo = icin teorem uygulanirsa

»
A

lygh

~
I
—_

()
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k+1 k+1

€2 pulunur. Boylece dim(Ey) = li;

esitligi elde edilir. Buradan s = olur. Ayrica k

sayist sonsuza yaklagtiginda dim(Ey), 1 degerine yaklagir. Gergekten;

log ktL
lim dim(E,) — lim< £ 2 ):1
k—boo k—ro0 logk

dir.
k say1sinin ¢ift olmas1 durumunda ¢ (x), ¢ (x), ..., Prp (x) doniigiimleri & = 1,2,..., (5 — 1)
icin

¢1(x) = —x

k 1
belirlenir. k ¢ift say1 oldugunda 3 tane doniisiime ihtiya¢ duyulur. r| = e =

icin teorem uygulanirsa

B~ () () () -

esitligi elde edilir. Bu denklem daha basit olarak

k
__1 :ks_zs
()

seklinde ifade edilir. Goriildiigii gibi genel bir k£ degeri i¢in bu denklem coziilebilir degildir.

Fakat her bir kiimenin boyutu verilen k degeri icin, denklemi saglayan s sayisina esittir.

Yukarida agiklanan methodlar karsilastirildiginda asagidaki onemli sonug verilir [85]:

Sonuc¢ 2.17. C3 = D3 = Ejs.

Ispat. C; kiimesi, [0, 1] baslangi¢ aralig1 olmak iizere her bir kapal araligin merkezinden %
uzunlugunda agik bir araligin tekrarli sekilde kaldirilmasiyla yani her iki yanda % uzunlugunda

kapali araliklarin birakilmasiyla olusur. D3 kiimesi ise [0, 1] baglangi¢ aralig1 olmak iizere
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2
her bir kapali araligin merkezinden (1 — §) =3 uzunlugunda agik bir araligin tekrarh

sekilde kaldirilip her iki tarafta 3 uzunlugunda kapali araliklarin kalmasiyla olustugundan, D3
kiimesi C3’e esittir. Ayrica, E3 kiimesi ise [0, 1] aralifinin ii¢ alt araliga boliiniip degisen kisim
olan orta kismin kaldirilmasiyla ve bunun sonucunda her iki ucta % uzunlugunda araliklarin
kalmasiyla olustugundan, E3 kiimesi C3 ve D3 kiimelerine esittir. Boylece C3 = D3 = E3 olur.

O
2.3. KESIRLI KUMELER

Bu bolimde R* uzay1 hakkinda genel bilgiler verilmis olup daha sonra lokal kesirli analiz
icin temel tanim ve teoremlere yer verilmistir [11], [12], [13]. Bu boliim boyunca 0 < o < 1

olmak iizere o fraktal boyutu temsil etmektedir.
2.3.1. «- tipli Kiimeler

Tanim 2.18. 0 < o < 1 olmak iizere Q kiimesinin -tipli kiimesi Q* seklinde tanimlanir. Bu

kiimeye, €2 kiimesinin kesirli kiimesi denir.

Ornek 2.19. Reel sayilar kiimesi iizerinde Q = U(ai,bi) kiimesi verilsin. Bu kiime ile
i=1

birebir eslesen Q% = | J(af*, b{*) kiimesi, Q kiimesinin a- tipli kiimesidir.
i=1

2.3.2. «- tipli Say1 Kiimeleri
0 < o < 1 olmak tizere baz1 o-tipli kiimeler asagidaki gibidir:

a. a-tipli dogal sayilar kiimesi; N§ ={0%,1%,2%,...,n%,...}.

b. o-tipli pozitif dogal sayilar kiimesi; ~N% = {1* 2% ... n% ..}

c. a-tipli tamsayilar kiimesi; 7% ={0% £1% £2%.. +n% ...}.

d. a-tipli rasyonel sayilar kiimesi; Q% ={m* = (5)0‘ :p,q € Z,q # 0}.
e. o-tipli irrasyonel sayilar kiimesi; I ={m* #£ (‘7;)“ :p,q € Z,q #0}.
f. a-tipli reel sayilar kiimesi; R* =3%UQ*.

Not 2.20. o-tipli say1 kiimeleri arasinda N* C Z% € Q% C R* seklinde bir iligki vardir.
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Teorem 2.21. Q% kiimesi Q = U (ai,b;) C R ile bire-bir eglegen bir kiime ve A C Q olsun.

i=1
O halde A C R ile bire-bir eslesen bir A% kiimesi vardir ve A% C Q% dur.

Ispat. A C Q ve x € A keyfi olsun. Boylece x € Q olur. Bir kiimenin kesirli kiimesinin

tanimindan x% € A% ve x* € Q% elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. O]
2.3.3. Geometrik Gosterim

Reel sayilar kiimesinin kesirli kiimesinin herbir elemant, reel eksen olarak adlandirilan reel

dogru iizerindeki bir noktadir. Herbir elemana reel dogruda bir tek nokta kargilik gelir.

Ornek 2.22. 0 < o < 1, o cantor kiimesinin boyutu olmak iizere 1% 2% 3% ¢ R* olsun.
1% +2% = 3% dir. Bu ifadenin geometrik yorumu: [0, 3] cantor kiimesi, [0, 1] cantor kiimesi

ve [1,3] cantor kiimesinin toplamina esittir.
Ornek 2.23. & =1In2/In3 igin (0.2)* 4 (0.4)* = (0.6)* olup, bu toplama isleminin grafigi
8.7 -

8.6

8.5 _/j

o4

B.3

B.2

8.1

a a1 .2 0.3 0.4 g.3 B.6 .7

Sekil 2.8. o = In2/In3 igin (0.2)% + (0.4)% = (0.6)*

seklindedir.

Ornek 2.24. a =1In2/In3 icin (0.8)% + (0.2)* = 1% olup, bu toplama isleminin grafigi
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8 8.2 a.4 8.6 8.8 1

Sekil 2.9. @ =1n2/In3 igin (0.8)% 4 (0.2)% = 1¢

seklindedir.
2.3.4. Aritmetik Islemler

a®,b?%, c* € R% olmak iizere R* kiimesi tizerinde "+" ve "-" islemleri sirasiyla a® +b%* := (a+
b)* ve a* - b* = a®b?* := (ab)®* seklinde tanimlidir. Bu iglemlere gore asagidaki 6zellikler

mevcuttur:

1. a%+b%* € R% ve a%b* ¢ RY,
a®*+b*=b%+a%=(a+b)* = (b+a)%,
a®+ (b* +c%) = (a®* 4+ b%) +c“,

a®b®* = b%*a* = (ab)* = (ba)?,
a®*(b%c*) = (a*b*)c?,

a®*(b%* +c%) = a*b* +a%c?,

a®*+0% =0%+a%* = a% ve a%*1%* = 1%a%* = a“.

N A

Not 2.25. (R%, +) ve (R*\ {0%*}, -) degismeli gruplardir. (R%*, +) grubunun etkisiz elemani
0% ve (R*\ {0%}, -) grubunun birim eleman1 1% dir. Ayrica a® € R* elemanin toplama ve

carpma iglemlerine gore tersi sirasiyla —a® ve (a®)~! gosterilir. Buradan a* € R* elemanin
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toplama islemine gore tersi —a® = (—a)%; carpma islemine gore tersi ise (a®)™! = (a=1)*
dir [88].

p tane

—_——~—
Not 2.26. Bir a* sayisinin kendisinin p kere ¢arpilmasi yani a®-a% - --a% ¢arpimi a?® ile

tanimlanir. Burada p sayisina iis ve a* sayisina taban denir. Bu tanima gore asagidaki kurallar

gecerlidir:

o o __ o
1. aP%q1% = glr+ta)a

2. (aP*)" = a"P*

al? N
3 ww:a(P (J)a’
a\re qgP?
L (5) =

Ozellikle p = g = 0 olmasi durumu a** = 1% seklinde tanimlanur.
2.3.5. Esitsizlikler

a* — b* negatif olmayan bir say1 ise "a%, b*’dan biiyiik veya esittir." ya da" b%, a%*’dan
kiiciik veya esittir." denir. Bu ifadeler sirasiyla a® > b%, b* < a®* seklinde gosterilir. Eger
a® = b* olma ihtimali yoksa ifadeler a® > b%*, b* < a* seklinde yazilir. Bu tanima gore

a®,b% c* € R” olmak iizere asagidaki ozellikler vardir:

1. a* > b%*, a* = b* veya a* < b* durumlarindan biri gegerlidir.
a® > b% ve b* > c%* ise a* > ¢“.
a® > b%ise a% 4 ¢* > b* 4 .

a® > b% ve c%* > 0% ise a®c* > b%c?.

A

a® > b% ve c%* < 0% ise a®c%* < b%c?.

Ayrica asagidaki ifadeler dogrudan bir sonug olarak verilebilinir:

i. a%* > b%ise a > b.
il. a®* =b%ise a = b.

ii. a®* < b%ise a < b.
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2.3.6. Mutlak Deger

Tanmmm 2.27. x% € R olsun.

x| = x% x*>0¢

—x% x* < 0%

ifadesine x*’nin mutlak degeri denir.

Mutlak deger ifadesinin bazi 6zellikleri a®*,b* € R* olmak iizere asagidaki gibi verilir:

L. [a%b®| = |a®||b%|,

2. Ja 5] < o+ 5% < [ac] 4 %]
2.3.7. Komsuluk ve Limit Noktasi

Tamim 2.28. 6%,a%* € R% ve 6% > 0% olsun.
K={x*eR%: x*—a% < 6%}

kiimesine a®* noktasinin 0% — komsulugu denir. K\{a®} kiimesine de a* nin delinmis 0% —

komsulugu denir.

Tanim 2.29. A C R% ve a% € R? olsun. a* noktasinin her §%— komgulugunda A kiimesinin

a%®’dan farkli en az bir elemani varsa bu a* noktasina A kiimesinin bir limit noktasidir denir.

2.3.8. Smmrhihk

Tamm 2.30. A C R* olsun. Eger A kiimesinin her x* elemani igin x* < M% olacak sekilde
bir M% sayis1 varsa A kiimesine iistten sinirlidir denir. M* sayisina ise A kiimesinin bir iist
sinirt denir. Benzer sekilde, eger A kiimesinin her x* elemani igin x* > m% olacak sekilde bir
m% sayisi varsa A kiimesine alttan sinirlidir denir. m® sayisina ise A kiimesinin bir alt sinir1

denir.

Tamm 2.31. A C R¥ kiimesi iistten sinirlt bir kiime olsun. A kiimesinin iist sinirlarinin en

kiicligiine A kiimesinin en kiigiik iist sinir1 veya supremumu denir. supA ile gosterilir. A
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kiimesinin alt sinirlarinin en biiyiigiine A kiimesinin en biiyiik alt sinir1 veya infimumu denir.

infA ile gosterilir.

2.3.9. Fonksiyonlar ve Limit

Fraktal kiime iizerindeki bir fonksiyonunun tanim kiimesinin ve deger kiimesinin elemanlari
sirastyla x € R ve y* € R% olsun. Bu durum y* = f(x) seklinde ifade edilir. a boyutlu bir
fraktal kiime iizerinde taniml1 Lebesgue-Cantor fonksiyonu ise x € R ve 0 < a < 1 olmak

iizere
flx) =x*
seklindedir. Grafigi ise asagidaki gibidir:

1

09

0.8}

0.7

0.6

05}

04F

03

0.2}

0.1

O 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 2.10. a = In2/In3 igin x* fonksiyonun grafigi

Tamm 2.32. F C R, f: F — R® bir fonksiyon ve 0 < & < 1 olsun. V € > 0 i¢in bir 6 > 0
sayist 0 < |x —a| < & ozelligini saglayan her x € F i¢in |f(x) — [%| < €* olacak sekilde
varsa x = a noktasinda f fonksiyonunun limiti [* sayisidir denir ve lim f(x) = [* seklinde

X—a
gosterilir.

Siradaki teorem fonksiyonlarin limitleri ile ilgili 6zellikleri gdstermektedir:

Teorem 2.33. lim f(x) = I{ ve lim g(x) = I$ olsun. Bu durumda
X—a X—a

i lim [f(x)+g(x)] =1 +15,

X—a
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.o . _ a

i, lim | ()] = 19,

iii. lim f(x)g(x) = {15,
xX—a

. . f(x) _E o o
1V. igﬂ;w— lg (12 %0 )

2.4. LOKAL KESIRLI SUREKLILIK

Bu alt boliimde Yang’in kitabinda verilmis olan lokal kesirli siireklilik i¢in temel tanim ve

teoremler verilecektir [11], [13] .

Tammm 2.34. F C R, f: F — R% bir fonksiyon ve a € F olsun. Eger her € > 0 i¢in 0 <

|x —xo| < & iken |f(x) — f(x0)| < €% olacak sekilde & > 0 sayisi varsa f fonksiyonuna x = x

noktasinda lokal kesirli siireklidir denir. Yani ILm f(x) = f(xo) ise f fonksiyonuna x = xg
X—¥X(

noktasinda lokal kesirli siireklidir denir.

Eger f fonksiyonu F kiimesinin her noktasinda lokal kesirli siirekli ise f fonksiyonu F

uizerinde lokal kesirli siireklidir denir.

Eger f fonksiyonu I = (a,b) araliginda lokal kesirli siirekli ise f € Cy(a,b) ile gosterilir.

Tamm 2.35. F C R, f: F — R* bir fonksiyon ve xo € F olsun. Eger her € > 0 i¢in xy <
x <xo+ 6 iken |f(x) — f(x0)| < €% olacak sekilde & > 0 sayis1 varsa f fonksiyonuna x = x
noktasinda sagdan lokal kesirli siireklidir denir. Yani lim f (x) = f(xo) ise f fonksiyonuna
x = xo noktasinda sagdan lokal kesirli siireklidir denir.x_m0

Tamm 2.36. F C R, f: F — R% bir fonksiyon ve xy € F olsun. Eger her € > 0 i¢in xg — 6 <
x < xq iken |f(x) — f(x0)| < €* olacak sekilde 6 > 0 say1s1 varsa f fonksiyonuna x = x
noktasinda soldan lokal kesirli siireklidir denir. Yani lim f(x) = f(xo) ise f fonksiyonuna

X—)XO
x = xg noktasinda soldan lokal kesirli siireklidir denir.

Siradaki sonug sagdan ve soldan lokal kesirli siireklilik ile lokal kesirli siireklilik arasindaki

iliskiyi gostermektedir:
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Sonug 2.37. F C R, f: F — R% bir fonksiyon ve xo € F olsun. Eger lim f(x), lim f(x)

+ —
X—)Xo X—)XO

limitleri var ve lim f(x) = lim f(x) ise
x—>x8' X=X

lim f(x) = lim f(x) = lim f(x)

X=X x—x] xX—xy
bagintis1 vardir.

Teorem 2.38. F C R, f,g: F — R% iki fonksiyon ve xo € F olsun. lim f(x) = f(xg) ve

X=X

lim g(x) = g(xp) ise

X—X0

i lim |f(x)| = |f(xo)l;
iii. lim [f(x)g(x)] = f(x0)g(x0);

. x.ﬁxo Lx) _f(xO) a
. lim {g (x)] =20 () 0%

2.5. LOKAL KESIRLI TUREV

Bu alt bolimde Yang’in kitabinda verilmis olan lokal kesirli tiirev i¢in temel tanim ve

teoremler verilecektir [11], [13].

Tamim 2.39. f € Cy(a,b) ve 0 < oo < 1 olsun. & > 0 ve 0 < |x —xp| < & igin

WD f(x) = Tim AW = Sx0)

X—X0 (x—xo)a

limiti var ve sonlu ise bu limite f(x) fonksiyonunun x = xo noktasindaki . dereceden lokal
kesirli tiirevi denir. Bu tamimda I'(a) =: [ 1%~ 'e~'dt klasik Euler Gama fonksiyonu olmak
0

tizere A% [f(x) — f(x0)] =L (14 o) [f(x) — f(x0)] dur. Bu tiirev

d”f(x)

LD veya £ (x)

X=XQ

ile gosterilir.

k+1 k
cre
Eger her x € I C R igin f(+1)@)(x) = D D% f(x) tiirevi varsa bu durum k = 0,1,2,...

olmak iizere f € D(j1)¢ (1) seklinde ifade edilir.
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Tanim 2.40. f € Cy(a,b) ve 0 < or < 1 olsun. & > 0 ve xp < x < xo+ 9 i¢in

DO f(x) = lim 2 W) = fx0)]

x—>xa' ()C — X0 ) «

limiti var ve sonlu ise bu limite f(x) fonksiyonunun x = xy noktasindaki . dereceden sagdan
lokal kesirli tiirevi denir. Bu tanimda A% [f(x) — f(x0)] =I'(1 + &) [f(x) — f(x0)] dir. Bu
tiirev

df(x)

(04
dx® |

veya 1% (xg)

ile gosterilir.

Tanim 241. f € Cy(a,b) ve 0 < ox < 1 olsun. § > 0 ve xp — & < x < xg i¢in

DOf(x) = lim 2 ) = f(x0)]

X—Xg ()C — X0 ) ¢

limiti var ve sonlu ise bu limite f(x) fonksiyonunun x = x( noktasindaki c¢t. dereceden soldan
lokal kesirli tiirevi denir. Bu tanimda A% [f(x) — f(x0)] =I'(1 + &) [f(x) — f(x0)] dir. Bu

tiirev
d%f(x)

dx®

veya 1% (xy)

X :XO

ile gosterilir.

Siradaki sonug sagdan ve soldan lokal kesirli tiirev ile lokal kesirli tiirev arasindaki iligkiyi

gostermektedir:
. def(x) d®f(x) iy :
Sonug 2.42. f € Cy(a,b) ve 0 < a < 1 olsun. Eger e |x:x$ e |x=x6 tirevleri
df(x) d*f(x) -
var ve — |x:xar =— 2 |x:x6 ise
d°fx)| 4] d%f(x)
dx® x:xa' dx® X=Xg dx*® X=X(

bagintist vardir.

Teorem 2.43. f,g € Dy(a,b) ise asagidaki tiirev alma kurallar1 gecerlidir:

Cd¥lf)Egl)] _ dUf(x) | d%8(x).
' dx® dx® dx®
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o f(X) xf(x %ol
[ L8] I e
111. P = g2<x) :
v, & C[Zi;(x)] - cdz: 0) ¢ bir sabit;

d®f(x)

v. f(x) = (goh)(x) ise = g1 (h(x)) 1 ().

dx®

Sonug 2.44. Ozel olarak k € N olmak iizere f(x) = x** alinirsa,

d%xke C'(1+ka) -

dx*  T(1+(k—1a)

tiirevi elde edilir.

Asagidaki teorem lokal kesirli tiirev ile siireklilik arasindaki iligkiyi ifade etmektedir:

Teorem 2.45. f € Dy(a,b) ise f € Cy(a,b) dir.

2.6. LOKAL KESIRLI INTEGRAL

Bu alt boliimde Yang’in kitabinda verilmis olan lokal kesirli integral i¢in temel tanim ve

teoremler verilecektir [11], [13].

Tanmm 2.46. f € Cyla,bjveO < a <lolsun. a=1y <t} <--- <ty_1 <ty = b olmak iizere
[a,b] arahgnn [t;,2;41],(j =0,...,N — 1) seklinde bir boliintiisii olsun. Bu durumda f(x)

fonksiyonunun lokal kesirli integrali;

1

b
T = s | 0@ = Al;gnOZfr, (a1,)°

seklinde tamimlanir. Bu integralde T'(o) =: [t% le~'dt klasik Euler Gama fonksiyonu,
0
Atj =tjy1 —t; ve At = max {At],Arn,...,Aty_1} dir. Bu tamima gore asagidaki ozellikler
gecerlidir:
ia=b ise Jff(x)=
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. a<b ise Jff(x)=—pITf(x).

Ayrica her x € [a,b] i¢in ,I% f(x) integrali mevcutsa f(x) € I¥ [a,b] seklinde gosterilir.

Teorem 2.47. f,g € Cyla,b] olmak iizere lokal kesirli integral icin asagidaki 6zellikler vardir:

Lol [f(x) £ g(x)] =a 17 f (%) £aI8(x);

ii. a <c < bolmak iizere I f(x) =4 12 f(x) +c I f(x).
alf [C flx } Calf f(x), C sabit;

iv. f(x)>0%ise I f(x) > 0%
fx) =

ii. 4

V. g(x) ise oI f(x) >4 I7g(x);
Vi | @) < o1 @)
vii. [a,b] tizerinde f(x) fonksiyonunun maksimum ve minumum degerleri sirasiyla M ve m

olmak tizere

(b—a)®
I'l+a)

(b—a)®

Za Il?f(x) > mm

Not 2.48. Bazi fonksiyonlarin lokal kesirli integralleri asagidaki gibi verilebilir:

L. o®[1] = (b—a)*/T(1 + a);
ke pltla glktha
} I

2. JIf [r(1+koc) 1+ (k+ Do) T(1+Gk+1Da)

Simdi agsagida lokal kesirli integraller ile ilgili temel teoremler verilecektir:

Teorem 2.49 (Lokal Kesirli Integraller i¢in Ortalama Deger Teoremi). f € Cyla,b] olsun. Bu

durumda
(b—a)®

I f(x) Zf(g)m

olacak sekilde & € (a,b) vardir.

Teorem 2.50. f € Cyla,b] olsun. Bu durumda g(x) =, I% f(x) olacak sekilde g € Cya,b]

fonksiyonu vardir ve bu fonksiyonun lokal kesirli tiirevi a < x < b olmak lizere

seklindedir.
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Teorem 2.51 (Lokal Kesirli Integral igin Newton-Leibniz Formiilii). f, [a,b] araliginda tanimli
ve lokal kesirli integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Eger her x € (a,b) icin g(® (x) = f(x)

olacak sekilde g € Cy[a,b] fonksiyonu varsa

aly f(x) = g(b) — 8(a).

Teorem 2.52. g € Cyla,b] ve fog € Cy|g(a),g(b)] olsun. Bu durumda

e@ I f () =a I (Fo8) () [¢' ()] . 2.2)

Teorem 2.53 ( Kismi Lokal Kesirli integrasyon). f,g € Dy (a,b) ve f(®), g(®) € Cy [a,b]

olsun. Bu durumda lokal kesirli integral i¢in kismi integrasyon

JE )P () = [f(0)g(x)]” —aIFF P (x)g()

seklindedir.

Teorem 2.54 (Lokal Kesirli Taylor Teoremi). f(( 1@ (x) € Cy(a,b) olsun. Her x € (a,b)

ve k=0,1,2,...,ni¢in a < xy < & < b olmak iizere

i X f(ka) (x0) o
f(x) = kzom(x—xo)k +

£ ()

ECESI) (x—xo) 1),

Teorem 2.55 (Fubini Teoremi). F(x,y) fonksiyonu R = {(x,y) : a < x < b,c <x <d}
dikdortgeni iizerinde lokal siirekli olsun. S, SB) iki boyutlu fraktal alanin fraktal boyutu

olmak iizere asagidaki esitlik vardir:

gs® - (@)= — ([ Fx ®(dx)®,
J[ Fleyas [r<1+a>]zs(/ﬁ[” 3)(dx)%(dy) [F(Ha”zs(/ﬁ{ﬂ ) (dy)*(dx)

S(B)
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3. LOKAL KESIRLI INTEGRALLER ICIN BAZI ESITSIZLIKLER

Bu boliimde, 2. boliimde verilen lokal kesirli analiz yardimiyla Steffensen, Griiss, Cebyéev
gibi temel esitsizliklerin yaninda Ostrowski-Griiss ve Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler de

elde edilmistir.
3.1. STEFFENSEN ESITSIZLiGi

Bu alt boliimde lokal kesirli integraller icin Steffensen esitsizligi verildikten sonra, bu

esitsizligin genellestirilmis hali ve Steffensen tipindeki esitsizlikler verilecektir.

Teorem 3.1 (Genellestirilmig Steffensen Esitsizligi). f(x),g(x) € IZ [a,D] 6yle ki f artmayan

ve a < b igin [a, b] tizerinde 0% < g(x) < 1% olsun. Bu takdirde

b2 15 F(%) < alf F()8(x) <a I 2 f (%) 3.1
dir. Bu esitsizlikte
A =T (14 a) 7g(x).

Ispat. Teoremin ispat1 iki farkl1 yoldan yapilir.

Birinci yol: Direk hesaplamalardan

a+A

1 Y
I(1+a) / f)(dx)™ = ol f(x)8(x) (3.2)

at+A
1

- m/[f(X)—f(aHL)][1“—8(X)](dX)°‘

esitligi elde edilir.

(3.2) esitsizliginde f fonksiyonunun artmayan 6zelligi kullanilarak (3.1) esitsizliginin ikinci
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tarafi bulunur. Benzer sekilde direk hesaplamadan

b
T80~ g [ 1 (33)

b—A

b—A
1 o
- o / () = f (b— )] g(x) (dx)

—f)I[1% = g(x)] (dx)*

8
L\w
Ly
>

b

elde edilir. (3.3) esitsizliginde f fonksiyonunun artmayan o6zelligi kullamilarak (3.1)

esitsizliginin birinci tarafi bulunur. Boylece ispat tamamlanmisg olur.

Ikinci yol: f artmayan bir fonksiyon oldugundan (3.1) esitsizliginin ikinci tarafi:

a+A

1 04 o
=T / 1) () = Wl f ()8l

a+A
1 o
= i | Sl - Af
f(a—|—l) a+A . . | b ,
>t / 1~ £(0) (@9 ~ 7 A F(0)g(e) )
gy [ a

- / [Fla+2) = £ ()] g (dx)* = 0

a—HL

seklinde elde edilir. (3.1) esitsizliginin birinci tarafi ayni sekilde hesaplanir. Simdi

ve



seklinde tanimlansin. Buradan x € (a,b) i¢in 0% < g(x) < 1% ise 0% < G(x) < 1% oldugu

goriiliir. (3.1) esitsizliginin ikinci tarafi G(x) fonksiyonu tarafindan saglandigindan

-
ey /b FEOW@ < e / F(2) ()
| b A | b
e [0 s [ e < s [ s
! | : | 3
e +/A e / F(3)8(x)(dx)”
yazilir.
AT =T(1+ @) JEG() = b —a® ~ 27
oldugundan dolay1
Ata=b—A 3.4)

dir. (3.4) esitliginden

b
ﬁb 4 (D) < I f ()5 ()

esitsizligi elde edilir ki bu (3.1) esitsizliginin birinci kismini verir. Boylece ispat tamamlanir.

]

Genellestirilmis Steffensen esitsizliginin agirlikli halini ispatlamak i¢in asagidaki Lemma’nin

ispatina ihtiyac vardir:

Lemma 3.2. f(x),g(x),h(x) € [*[a,D] ve A

alg—i—lh(x) = aI[;xg<x) = b—llgch(x)

sartin1 saglayan bir reel say1 olsun. Bu takdirde

a+i
1

aly f(x)g(x) = (+a) / (f()h(x) = [f(x) = fla+A)] [h(x) — g(x)]) (dx)*(3.5)

a
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ve

[f(x) = f(b—2)]g(x) (dx)®. (3.6)

Ispat. Lemma’nin hipotezinden

a<at+A<bvea<b—-A<b

dir. Tlk dnce (3.5) esitligi ispatlanacakur. Direk hesaplamalardan

oy f(x)g(x) 3.7)
| a+A 1 b
= Fira | TOWE@ g 4 £ ) (x) (d)°
a at+
f( —}—ﬂ,) b a+A b
i) ( [e@x— [ g@n®- 4 8(x) <dx>°‘>
a a a+
esitligi bulunur. Lemma’nin
alg‘Mh(X) = algg(x)
varsayimi (3.7) esitliginde kullanilarak
oy f(x)g(x) (3.8)
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esitligi bulunur. (3.8) esitliginin sag tarafina
a+A a+A

1 o 1 04
firw / FOM) () ~ g / F()h() (@)

ifadesi eklenip ve daha sonra elde edilen sonuca birtakim islemler uygulandiginda istenilen

ifadeye ulagilir. Ikinci olarak yukaridaki islemler Lemma’nin

aly 8(x) = p-215 h(x)

varsayimi altinda uygulandiginda ve a < b — A < b durumu diisiiniildiigiinde (3.6) esitligi

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. ]

Simdi lokal kesirli integraller icin genellestirilmis Steffensen esitsizliginin agirlikli hali

asagidaki gibi verilecektir:

Teorem 3.3. f(x),g(x),h(x) € I [a,D] ve f artmayan fonksiyon olsun. Ayrica her x € [a, D]
icin 0% < g(x) < h(x) olsun. O halde

p-2dp f(x)h(x)

b
1 a
< mb_/)L (f()h(x) = [f(x) = f(b = A)] [h(x) — g(x)]) (dx)
< aly fx)g(x)
a+A
< Tt a/ (f()h(x) = [f(x) = fla+A)] [A(x) — g(x)]) (dx)*
< alg ) f(0)h(x)

dir. Bu esitsizliklerde A,

angrkh(x) = all;xg(x) = bflllgxh(x)
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kosulunu saglayan bir reel sayidir.

Ispat. f fonksiyonu |a,b] iizerinde artmayan ve her x € [a,b] i¢cin 0% < g(x) < h(x)

oldugundan
b—A

: x)—f(b—2A)]gx)(dx)* > 0 (3.9)
el MUCRNICEIE > 0, |

1 b
fiva) 4 (b= A) = F0)] [h(x) — ()] (d0)® > . (3.10)

1 b o

F(1+a)A[f(x)—f(aﬂt)]g(x}(dx) < 0, (3.11)

a+A
iy | Vet M= rlhe -0 @) < o (3.12)

a

esitsizlikleri vardir. (3.6)’daki esitlik ile (3.9) ve (3.11)’deki integral esitsizliklerini birlikte

kullanarak
bl F(x)h(x) (3.13)
< r<1l+a>b /Z (FREE) — [Fx) — F(b— M [h(2) — £(0)]) ()
et
bulunur.

(3.5)deki esitlik ile (3.11) ve (3.12)’deki integral esitsizliklerini birlikte kullanarak

alp f(x)g(x) (3.14)

at+A

—1 04
T +a) / (f(0)h(x) = [f(x) = fla+A)] [h(x) — g(x)]) (dx)

IN

IN

alg+1f(x>h(x)
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bulunur. (3.13) ve (3.14) birlestirilirse istenen sonuca ulasilir. [l

Sonuc 3.4. f(x),g(x) € I¥[a,b] ve f artmayan fonksiyon olsun. Ayrica her x € [a,b], a < b

icin 0% < g(x) < 1% olsun. Bu durumda A% =T'(1 + «) ./ g(x) olmak iizere

b1y f(x)

VAN
ﬂ
—_
;\w
~~
(.
~~
&
|
=
—~
&
|
~
—~~
S
|
>
=
—
Q
|
=
¥
=
&
Q

IN
2
w}
~
—~
=
SN—r
oQ
—~
=

IN

VAN

5~
IS}
+$2
>
e

=

N—

esitsizlikleri vardir.

Teorem 3.5. f(x),g(x),h(x) € I¥[a,b] ve f artmayan fonksiyon olsun. Ayrica her x € [a,b]
i¢cin

0% < w(x) < g(x) < h(x) — w(x)

olsun. Bu taktirde

p-ady f(X)h(x) +

< aly f(x)g(x)

< alga f(x)h(x) =

dir. Bu esitsizliklerde A,



kosulunu saglayan bir reel sayidir.

Ispat. f fonksiyonu [a, b] iizerinde artmayan ve her x € [a, b] igin

0% < p(x) < glx) < h(x) — y(x)

oldugundan
at+A
1+oc / [F(x) = fla+A)] [h(x) — g(x)] (dx)*
1 a
+Fa;ajéﬁﬂa+m—¢unamww

a+A

- e /Lf fla+ )| [H() - g (d)”

/ﬁfa+z £l g0

1 +a)
a+A
a+A
Y- 4 /Lf Fla+2) () (d)”
1 b
e J et h) - @Iy @
a+A
| b
= Fira ] I~ rat D) @)

I'(1+ oc)b_/1
| b—2
el R R GV LT
1 b
> rira ) VW= o=y @)

(3.15)

(3.16)



esitsizligi bulunur. Burada (3.5) ve (3.6) esitsizliklerinden ve (3.15), (3.16) esitsizliklerinden

istenen sonug elde edilir. ]

Sonug 3.6. Yukaridaki teoremin varsayimlari altinda h(x) = 1% ve y(x) = M* geklinde

alinirsa
M ’
b2l )+ g | 10 = Fo= A0 ()
SR
M* /
< aalf )~ g [ 1P~ Flat A ()"

a

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizliklerde

M* e REU{0}ve A¥ =T(1+ o) I g(x)

seklindedir.

Teorem 3.7. f(x),g(x) € I¢¥ [a,D] ve f fonksiyonu [a,b] lizerinde artmayan olsun. Ayrica her
X € [a,b] igin
0% < A < A% =T(14@) (JZg(x) < A < (b—a)"

Ve

0% <M* < g(x) < (1-M)*

olsun. O halde

b
b M)+ s (= M) 4 g [ 1) = £6 = ) a0

< oly fx)g(x)

fB) e M

< Wl fx)+ T(1+a)
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Ispat. Direk hesaplamalardan

b
)80 =12, S0+ (xf‘ -/ g(x)(dx)a) G.18)

b a+Ay
1 o o
- m(/ f2)g()(d0)" = / fx)idx) )

a

a+y b
1 o (04
) ( a/ F(b)(dx)* — / f(b)g(x)(dx) )

IN
o
—
+ Ll
2
Q\@
=
\ad
I
=
=
o
Na?
E
Q
I

dir. Teoremin

0% <AX <A <AZ < (b—a)®
varsayimindan
olur. Buradan

a<a+A<a+X<b

sonucu ortaya ¢ikar. Ayrica f fonksiyonu [a, b] iizerinde artmayan oldugundan, her x € [a, b]
icin f(x) — f(b) > 0% dir. Diger yandan f(x) — f(b) € I¥ [a,D] ve [a,b] iizerinde artmayan
fonksiyondur. Boylece Sonug 3.6’da f(x) yerine f(x) — f(b) alinirsa

b b
1 o 1 o
o) / 1) — S (B)] 8() () — +/A [£(x) — £(B)] ()

< -Firw /r fla-+2)] (49"

esitsizligi bulunur. (3.18) ve (3.19) esitsizlikleri birlestirilirse

aly F(¥)8(x) =a I3, /(%) +
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< -Firw /| fla+ 1) (@)*

olur ki bu (3.17)’nin ikinci tarafin1 verir. Benzer sekilde

aly f(x)8(x) —p—3, 15 f (x)

b
1 1

> — « _ o
> Firay ) VO Ol @) + e [ 1) = 7w @

a b—2
> d
e / Is — )]l ()

esitsizligi ispatlanir. Bu ise (3.17) nin birinci tarafimi verir. Boylece ispat tamamlanir. [

Teorem 3.8. g(x),¢(x) € 1[0, 1] negatif olmayan fonksiyonlar olsun. Ayrica f : R — [0, 1]

artmayan ve ¢ artan, 0% < g(x) < 1% ve p > 1,
1
o(Ar) < A%

olsun. O halde
OISO (F(x)) > AT O(AT) oI%9(f(x))g(x)

dir. Bu esitsizlikte

IS}

Ar =T(1+oa)ol¥g(x)
seklindedir.

Ispat. ¢ > 0% artan ve f artmayan oldugundan ¢ (f) artmayandir. Ayrica

AT 9(AP)g(x) SAT P(AP) < A% F < 1%

oldugu kullanilarak
A 1 | 1
o [ P 27 00 h) s [0 st @)
0 0
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v
<
—~
~
—~
>
~—
~
[
oo
)
|
o>
R
<
—~
o>
<=
oQ
~~
B
x
=
~—
)
|
o>
>l
<
—~
o>
<=
\
2
=
~
Y
Nab
)
S —— |

sonucu elde edilir. Boylece istenilen ifadeye ulagilmig olunur. ]
Teorem 3.9. g(x),¢(x),h(x) € I¥ [0, 1] negatif olmayan fonksiyonlar olsun. Ayrica

f:R —[0,1] artmayan ve ¢ artan, 0% < g(x) < 1%ve p > 1,

1

9(A7) <T(1+ ) offh(x), 27 ¢(27) < h(x)

olsun. O halde

O1ZO(f(x)h(x) > AT 9(A7) oI%(f(x))g(x)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikte
AP =T(1+a)olg(x)

seklindedir.

Ispat. ¢ > 0% artan ve f artmayan oldugundan ¢ (f) artmayandir. ¢ fonksiyonunun bu

ozelligi ve teoremin varsayimlar: kullanildiginda

A 1
1 o —a 1 1 o
| U AT 00 s [ o

(1 I'(l+a)
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vV
<
—~~
—
—~
~
S—
SN~—
[S—
oo
=
-
S~—
|
>
N
<
—~
>
< 1=
oQ
—~
3
=
=
8]
|
Y
~[&
<
>~
|
e _
oQ
~
-
S—
=
s
S
| I |

Sl

[ A
= UM g | [ M@ o )] > 0
| 0

elde edilir. Bu durumda ispat tamamlanur. [

Teorem 3.10. g(x), ¢ (x) € I¥ [0, 1] negatif olmayan fonksiyonlar olsun. Ayrica f : R — [0, 1]
artmayan ve ¢ artan, @(p) >0, A%?(P)g < 1% ve A*1=9(P)) = (1 + @) oI%g(x) olsun. Bu
takdirde

0§ O (f(x)) = 24P oI o (£ (x))g(x)

dir.

Ispat. ¢ > 0% artan ve f artmayan oldugundan ¢ ( f) artmayandir. Ayrica
1
A%0(P) g < 1% — wP@)/g(x)(dx)“ <1IP = A%< 1% =21 <1
0

dir. Bu durumda

1
I'l+o)

A 1
[ ot =290 = [ 6(r(5)e(x) )"
0 0
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A 1
1 o [0 o 1 o
- Fira 0/ 0(/()) [1 A% Wg()] ()~ A< s ! 0(F(0)g(x)(dx)
| A 1
> 00 e O/ 1% =229 Wg(x)| (d)* — 290)) ! g(x)(dx)“]
i 1
= Mg (=2 | g(x)(dx)“]
L 0
= ) gy A = 0"
sonucu vardir. Boylece istenilen ifade elde edilir. O]

Sonug 3.11. g(x), ¢ (x) € I¥ [0, 1] negatif olmayan fonksiyonlar olsun. Ayrica f : R — [0, 1]

_p
artmayan ve ¢ artan, 0% < g <1%ve p > 0i¢in A% = [['(1+ a)ol{*g(x)] >~ " olsun. O halde

(04

"B\'—‘

ol @(f(x)) > AP oI o(f(x))g(x)

dir.

Ispat. Teorem 3.10 nun ispatinda, @(p) = % — 1, 0 < p < 1 alinirsa istenen sonug elde edilir.
O

Simdi sonraki birkag¢ teoremde kullanilacak olan asagidaki 6nemli 6zdeslik verilecektir. Bu

durumda 7} (x) fonksiyonunu agagidaki gibi tammlayalim:

Ti(x) =

(n—1-k)" (f("“) (a) (x — )" — f) () <x—b>a)
I'(1+ka) (b—a)® '

Lemma 3.12. f("=D) () [a,b] iizerinde siirekli ve f"*)(x) € I%]a,b] olsun. O halde

1 1
n“( +kz’ ) (b—a)*T(1+ o) /f ()

1
% (b—a)T(1+(n—1)a) T(1+a)]?
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[ D 1 )

dir. Bu esitlikte

Fy) — 1R (f“" D) (@) (6 — @) — (D) () b)k“)
(1 + kat) (b—a)®
b (t—a)®, (a<t<x<b)
Ko (t,x) =
(t—b)*, (a<x<t<b)
seklindedir.

Ispat. 11k olarak

s SO 1 g
f@) =10+ X +r(1+a)/a T(1+(n—1)a) ()

lokal kesirli analizdeki Taylor formiiliiniin |a, b] aralig1 izerinde y’ye gore integrali alinarak

baglanilacaktir. Son terimin integralini almak i¢in

/ab(dy)a/yxwt)a - /ax(dy)a/yx(dt)“+/xb(dy)“/yx(dt)a
_/ (dr) / /(dy) /xy(dt)“
= [t [ae= [ane [

esitliginden yararlanilir. Boylece yukaridaki Taylor formiilii

f)b-—a)* 1 b - 1
r(l+a) _F(1+a)/a f)(dy) +];11k+1_,(1+(n_1)a)[r(1+a)]2 (3.20)

- /bf("“)(t)(x—f)(””“Ka(tﬂ)(dt)“
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sekline doniisiir. Burada

1 bRy =)
Li(x) = F(1+a)/a (1 +ka) (dy)

dir. I;(x) i¢in yukaridaki ifadede kismi lokal kesirli integrasyon yapilirsa

L(x) =L 1(x)—(b—a)*F(x)(n—k)~* (1<k<n-—1)

elde edilir. Boylece

(n = k)% [Ie(x) = 1 (x)] = = (b — @) * Fe(x)

olur. (3.22) esitliginde kK = 1’den kK = n — 1’e kadar toplam alinirsa

n—1 n—1
Z Ik = —(b —a)o‘ Z Fk(x) + (I’l — 1)06]0
k=1 k=1

(3.21)

(3.22)

(3.23)

esitligi bulunur. (3.23) esitliginin (3.20)’de yerine yazilmasi ve sonra gerekli diizenlemeler

yapilmasi sonucunda istenilen ifadeye ulagilinir.

]

Teorem 3.13. f : [a,b] — R fonksiyonu dyle ki n € N\ {1} icin f("~D® mutlak siirekli;

g(x),h(x) € I%[a,b] fonksiyonlar: da dyle ki [a,b] iizerinde h fonksiyonu pozitif ve 0% <

g(x) < 1% olsun. Ayrica
ala12h(t) = alpg(t)h(t)

olsun ve §; fonksiyonu

ﬁf; 19— g h(@O)(d)®  x€aa+A]
S] (x) =
ﬁ [} 8(0)h(r)(ar)® x € a+2,b]

seklinde tanimlansin. O halde

1

— [ rwrsmyane

a+A 1
[ o @n® - g

n—2 1 b o
_I(1+a) kzo fira / §1(0) T (x) (dx)
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esitligi saglanir.

1
(b—a)“F(l + (n—2)oc) T(1+o))?

<[ (/ ’S106) (1) (1) (@)% £00)

Ispat. Kolayca goriiliir ki

I'll+a)

+

¥

+

I'l+a

a+A b
o [ om0 - s [ rosn e

1 a+A
[ 0 @ M0 ) @

1

b
m/m [f (a+2A) = f()] g(t)h(r)(dt)"

a+A

| 1% = @) ) 0) - £ (a-+)

I'l+a

a

v [ (e /[ 1= sl ) st

b

(r(; /btg(x)h(x) (dx)“) [fla+2A)—f(t)]

1+ o)

a+A

v | " (e [ 0% - elne@n®) s

1
I'(l+o)

b
e L S0

/ " S1(0)d(F(1))?
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dir. Lemma 3.12, f(%) fonksiyonu i¢in uygulanip ve n yerine n — 1 (n € N\ {1}) alirsa

n—2
(@) () — _ 1
FOW =T +0) YT+ - AT (11 (n—2)o)T(1 + ) (3-:26)
b
x [ =)D e 0,0) 10 (1) ()
esitligi elde edilir. Bu durumda (3.26) esitligi kullanilarak,
1 b

- (o) o

fiTa / §100) £ (x) (dx) (3.27)
n—2 1 b "

= T0+a) ¥ gy [, SIWT0E@)
1

T (1t (- 2)a) [T+ @)

X / ’ S1(x) ( / b(x—t)<"—2>“ Ko (7,%) f(”a)(t)(dt)“) (dx)*

bulunur. Son olarak (3.27)’nin son teriminde iki katli lokal kesirli integraller icin olan Fubini

teoremi uygulanirsa, teoremin istenilen ifadesi elde edilmis olunur. ]

Tamm 3.14. f: [a,b] — R* fonksiyonu igin f € D, (a,b) ve her x € (a,b) igin fFa) >0

ise f fonksiyonuna lokal kesirli analiz i¢cin n— konveks fonksiyon denir.

Teorem 3.15. f : [a,b] — R fonksiyonu 6yle ki n € N\ {1} icin f("=D®) mutlak siirekli;
g(x),h(x) € IZ[a,b] fonksiyonlar1 da dyle ki [a,b] iizerinde A fonksiyonu pozitif ve 0% <
g(x) < 1% olsun. Ayrica

b-aIph(t) = alpg(1)h(t)

olsun ve S, fonksiyonu

i J80A0) (@n° relaboA
S2(x) = (3.28)
F(lita) R =g d)®  xelb—A.b]
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seklinde tanimlansin. O halde,

b
F(l +OC) b—

1
I'l+oa)

/abf(t)g(t)h(t)(dt)a — /lf(t)h(t)(dt)a (3.29)

n—2

~T(1+a) Y,

k=0

b
Fira ), SOmE)"

1
(b—a)*T (14 (n—2)o) [[(1+4 a)]?

<[ (/ ’ $2(6) (e 1) (1) (@)%) 1) ar®

esitligi saglanir.

Ispat. Kolayca goriiliir ki

1 b (x 1 b .
e ), F0s @)~ o [ fon) )

i
- o O — £ (0 A g(0)h(e) (dr)®

I'Nl+o
1 b
er/b_A [f(b=2) = FOI 1% —g(0)] A(t) (dr)*

b—2

_ (ﬁ / tg(x)h(x)(dxw) () = F (b= )

a

_ﬁ / - (ﬁ / t g(x)h(x)(dx)“) (df(1))”

1 L. a
+ (i [ 1 - @@ i 0-2) 50

b

b—2

b b
i b (e [ 1 - st (aro)”

- e [ (e [ et @) @)
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b b
e o (e [ s ) ()

1

b o
- R / $2()d(f(1))

1

b
:-TU;BL&@ﬁwaw

Lemma 3.12, f(®) fonksiyonu icin kullanilip ve n yerine n — 1 (n € N\ {1}) alinrsa,

n—2 1

f(a)(x) = —l—‘(l-f—OC)kZ‘ka(x)""(b_a)ar(1+(n—2)a)r(l+0l)

(3.30)

b
[ ) )0 1) )
a
elde edilir. Boylece (3.30) esitligi kullanilarak

() /a ’ S5 (x) £ ¥ (x) (dx)* (3.31)

n—2 b
82(x) T (x) (dx)

a1+ (1—2)a) L1+ )

<[ se0) ([ =002 ralr ) ) e

sonucu bulunur. Son olarak (3.31)’in son teriminde iki katli lokal kesirli integraller i¢in olan

Fubini teoremi uygulanirsa, teoremin istenilen ifadesi ispatlanmis olunur. [

Teorem 3.16. f : [a,b] — R fonksiyonu 6yle ki n € N\ {1} i¢in f("=D® mutlak siirekli;
g(x),h(x) € I%[a,b] fonksiyonlar: da dyle ki [a,b] iizerinde h fonksiyonu pozitif ve 0% <
g(x) < 1% olsun. Ayrica

alas20(1) = alpg(t)h(t)

olsun ve S fonksiyonu da Teorem 3.13’deki gibi tanimlansin. f fonksiyonu lokal kesirli

analiz icin n -konveks ve
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/ bsl(x)(x—tw*z)“ Ko (£,%)(dx)* <0 (t €[a,b])

ise asagidaki esitsizlik saglanir:

i L rosomoan®

1 a+A " n—2 1 b .
1"(1+oc)/a f(@)h(t)(dr) —F(1+0‘)k§6m/a S1(x) T (x) (dx) .

Ispat. f fonksiyonu n-konveks oldugundan, f fonksiyonu n kez diferansiyellenebilir ve
(%) > 0 dir. Bu 6zellik ve Teorem 3.13’de elde edilen esitsizlik kullanilarak ispat tamamlanr.

]

Teorem 3.17. f : [a,b] — R* fonksiyonu dyle ki n € N\ {1} icin £(("~1D®) mutlak siirekli;
g(x),h(x) € IZ[a,b] fonksiyonlar1 da dyle ki [a,b] iizerinde A fonksiyonu pozitif ve 0% <
g(x) < 1% olsun. Ayrica

b-alph(t) = alpg(t)h(t)

olsun ve S, fonksiyonu Teorem 3.28’deki gibi tanimlansin. f fonksiyonu lokal kesirli analiz

icin n-konveks ve
b
/ Sy (x)(x— )" 1, (£,x) (dx)* <0 (¢ € [a,b])
a
ise asagidaki esitsizlik saglanir:

L P g (Oh()(d)E > = [P, FOR()(d)®

I'(l1+a) F(1+a)
n—2
+I(1+a) L M+a) S S2(x) T (x) (dx)*.

3.2. GENELLESTIRILMIS GRUSS ve CEBYSEV TiPLI ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde genellestirilmis Griiss ve Ceby3ev tipli esitsizlikler verilmistir.

Teorem 3.18 (Genellestirilmis Griiss Esitsizligi). f(x),g(x) € [¥[a,b] olsun. ¢, D,y ve

y € R olmak tizere tiim x € [a,b] igin @ < f(x) < P ve ¥y < g(x) < y ise,

54



(b—a)*®

Ta(f,8)] Sm(q’—fp)(W—Y) (3.32)
esitsizligi vardir. Burada
Tulf.8) = {1 e B 0)0) ~ LS 0) L) 6.3

dir.

Ispat. f(x),g(x) € I%][a,b] fonksiyonlar igin lokal kesirli integral kullanilirsa,

1
C(1+ a)]?

b b
170 = sl 86) ~ 8] (@) (@) (334)

b b
N M/ / [f(x)g(x) — f(x)8(y) — F)g(x) + F(¥)g(3)] (dy)* (dx)*

b
2%(b—a)* a
- 2 (<1 - a)>12 [ #9800 @
1“ / 1 /
—2¢ (m/f(x) (dx)a) (ma/g(x) (dx)a>
_ 21i Eﬁ ;’2) oI F(0)g(x) = 2% [ W (0] [ alftg()
= 2%Tu(f,8)

elde edilir. p = g = 2 i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa

1
[2“ (b—a)**[[(1+a))? (3.35)

b b 2
< [ [ 1) = 10 le) — 8] @)* <dx>°‘]

b b
1 2 a a
< (2a o] [ RSl @) @ )

a a
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b b
1 2 o o
. (W T / / [8() — ()1 (dy)* (dx) )

b 2
- 1 ? %— ! X xa
N {(ba)“[F(lJra)]za/f (7)) ((ba)“r(1+a)/f( ) (@) ) ]

b b 2
1 o 1 o

esitsizligi elde edilir. Kolayca goriiliir ki

b b 2
1 2 a 1 a
_ (I) 1 / d o
B F(H—a)_(b—a)“l“(lJra)a/f(x)(x)
1 ’ [0}
X (F(1+oc)(ba)a /f(x)(dx)ar(1+a))

b
1+a 2/ 9] ()

dir. Her bir x € [a,b] igin [® — f(x)] [f(x) — @] > 0% oldugundan

a

b b 2
1 o 1 o
(b—a)o‘[F(l+a)]2/f2(x)(dx) - ((ba)“r(1+a)/f(x)(dx) )

b
b 1 a
= (r(1+a)(ba)“r(1+a)a/f(x)(dx) ) (339

—_—

b
a o
8 (r(1+a> (b—a)® /f(x) (dx) F(l+a))

esitsizligi saglanir.

Benzer sekilde,
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b 2
1 a 1 o
(b—a)“[F(1+a)]2/g2(x)(dx) B ((ba)“r(1+a)/g(x)<dx) )

a

b
v 1 a
= (r(1+a)(ba)“r(1+a)a/g(x)(dx)) G0

b
1 o ¥
8 (r(1+a)(ba)“ /g(x) () F(1+a))

a

esitsizligi vardir. (3.35) esitsizliginde (3.36) ve (3.37) esitsizlikleri kullanilirsa, asagidaki

esitsizlik bulunur:

[ b b 2
o T AT / / [f(X)f(y)][g(X)g(y)](dy)“(dX)“]

b
P 1 "
r(1+a)_(b—a)“r(1+a)a/f(x>(dx) )

IN

Simdi, a— tipli reel sayilar i¢in

2
4%pg < (p+q)°, p.geR”

esitsizligi kullanilirsa

b b
1 . .
o EaT e [ Ol 0 @)
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< T

elde edilir ki bu ispat1 tamamlar. (3.32)’nin keskinligini ispatlamak i¢in f, g fonksiyonlari

—1¢ a§x<#

Y

1%, 4l <x<b

seklinde secilsin. Bu durumda

(b—a)
F(l+a)

Jf F(x)g(x) =
5 F(6) =a I (x) = 0°

(@-0)=(y-7) =

olur. Boylece (3.32) esitsizligi gerceklesir.

Teorem 3.19 (Genellestirilmis Ceby3ev Esitsizligi). f,g € Dg [a,b] ve f (o

yani;

olsun. O halde

H ). 20

b 4o
(14 a)? F(1+4a)( %)

| T (

dir. Burada Ty (f,g), (3.33)’de tanimlandig: gibidir.

]

)(x), g% (x) sirh

Ispat. (3.34) esitliginin her iki tarafi 2% ile béliiniip daha sonra mutlak degeri alinirsa,

|T(X(f7 )|
b b
< FFOTaT / / 1700 = FO) () = 80| (d)* ()
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b b X X
1
= ( o (a) o
FiTw 2//F a)/f )| g £ () (@) ()
y
\ G -y
-y
<
- 2%r1+ap //}?1+a "
L. frovaa
_ 3(x _ \3a o
29T (1+a)]’ /r 113q) (b =x)" ] (dx)
_ ‘f(a) ) (a)”mr(1+2a) (b_a)406
- [M(+a)? T(l+4a)
esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmus olur. [

Teorem 3.20. f(x) € [*[a,b] ve f € Daq [a,b] olsun. @, ® € R* olmak iizere tiim x € [a, b]

)
icin @ < f%(x) < ® ise asagidaki esitsizlik vardir:

fla)+/f(b) T+a)
‘ ] F (b a)a alb f( )

_@—@“[ru+a) I'(142a)

200 |T(14+2a) I[(1+3a)

A9 w) - )]

< (b—a)2®
- (32)r(1+aw)?

(P—9).

Ispat. Genellestirilmis Griiss esitsizliginden,

Ot b
i AL

C(1+a)?
1 7 1 7
(b_a)m
< m(q’—ﬁ’))@—l)
elde edilir. Burada .
L= sup {(x-a)*(b-x)%) = P20
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veE

I= inf {(x—a)*(b—x)*} =0

x€la,b]

seklindedir. Basit hesaplamalarla

/ T(l+a) T(1+2a)

1 o o o o
r(1+a)a/(x_a) (b=0%(dx)" = (b—a) [r(1+2a)_r(1+3a)

oldugu goriiliir ve [89] referansinda

oc b
o Jiartari e
o (1
baZV - i)
0zdesligi mevcuttur. Buradan
a 2w [fla)+f(b) T+a) 4
2oy | A 2R o)

[TO+a) TU+20)] [ e
=(b=a)’ [F(1+2a)_1“(1+3oc)] [f( (URSS )(“)}

g (b—a)m
— (16)%[C(1+a)]?

(P—9)

sonucu ¢ikar. Yukaridaki ifade diizenlenirse,

fla)+ ) _T(1+a)
e = L

(b—a)* [T(1+a) T(1+20)] T . .
X {F(1+2a)_1“(1+3a)] [f( ) -1 )(“)}

) (b—a)2®
- (32)¢r(1+a)?

(®—9)

esitsizligi elde edilir ve boylece ispat tamamlanmais olur.

60



Teorem 3.21. / C R bir aralik ve f,g: I° CR — R* (1%, I'nmn ici) 6yle ki a,b € I°, a < b

icin f,g € D (I°) ve f®),g(®) € Cy [a,b] olsun. O halde

‘Ta(fag)’

T(i+50) ~ T(l+4a) T(i+3a)

< [2aF(1+4a) 2aF(1+3a) F(1+2oc)]

20T (1 + )

“Th+a)l (b—a)**| @ . Hg(a)
dir. Burada
[F = su [£ )| <
t€(a,b]
¢, = s [ 0] <
*  t€la,b]

seklinde tanimlidir.

Ispat. Hipotezden asagidaki esitlikler saglanir [16]:

b
F+0) o, _ 1 a a
f(x)—walb (t)_l“(1+a) (b—a)” a/P(xJ)f( (1) (an),
I'l+o) 1 ;
800~ —ay ) = Er T e / plx.n)g® (1) (dn)*.
Burada

dir. (3.39) ve (3.40) esitliklerinden,

10 G 0] )~ e o)

(3.38)

(3.39)

(3.40)



elde edilir. Buradan

LA+l o

To(f,8) (3.41)

b b
B : ! X (o) a
p (ba>2“F<1+a)a/[F<1+a>/P< 0f (f>(dt)]

a

b
% [ﬁ/p(xvt)g(“)(t) (dt)“] (dx)*

sonucu ortaya ¢ikar. (3.41)’den ve mutlak degerin 6zelliklerinden

’1‘(1-;—05)

WTa(fa )'

b

b
F(lia)/P(x,t)f(a)(t)‘(dt)a]
b
X [ﬁ/P(x,t) (“)(I)(dt)“] ()"
|1

b azal“ 1_|_(x

1
: (b—a)zar(ua)a/

OC a b

IN

b 2
e ] <dr>°‘] ()"
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2
- o-o e (R ]

J(N+4a) T(143a) _,T(1+2a)
{4 F(1+5a)_4 F(1+4a)+2 F(1+3a)]

esitsizligi elde edilir. Burada

2
1

b b
1 , )
F(1+a)/ r(1+a)a/|l’(x,t)!(dt) (dx)

a

b
{rr ((11j 202)} T 1+ ) / (= a4 (0 _x>2a]2 (dx)®

— (h—a)™ r(l+a)l’ gal(1440)  (T(1+30) oT(1+20)
N I'(1+2a) C(1+5a)  T(l1+4a) ~ C(1+3a)
esitligi kullanilmistir. Bu sekilde ispat tamamlanmis olur. n

Teorem 3.22. f,g fonksiyonlar1 Teorem 3.21°deki sartlar1 saglasin. O halde

|1 00)1] H ) ()

\m@gﬂsﬁﬁgig—/mf 8]+ o

esitsizligi saglanir. Burada

H) = fg [ 1Pl @

seklinde tanimlidir.

Ispat. (3.39) ve (3.40) ifadelerinin her iki tarafi sirasiyla g(x) ve f(x) fonksiyonlari ile

carpilip ve daha sonra elde edilen sonuglar taraf tarafa toplanip tekrar yazilirsa

F005)~ 5 o) )~ oo f5) ) (340
1 b
T 2a(h_a) 1+a / pix 1) (@n)”



b

s [ g6 (@

esitligi elde edilir. (3.42) esitliginin her iki tarafinin x’e gore a’dan b’ye integrali alinip ve
tekrardan yazilmasiyla

I'l+a)

) (343)

b

2%(b—a) l+a/ r1+a / (x,0) f ¥ (1) (dr)*

b
+ﬁa/ F@)p(x,1)g' (1) | (dx)*

oldugu goriiliir. (3.42)’den ve mutlak degerin 6zelliklerinden

‘F(H—a)

)

IN

2a(b—a)‘1”r(1+a)/ 1+oc /'p“ |‘f ‘
b b
s //|pxr|g )| (a0

b
Y (b_a)‘lxr(l ta) a/ [Hf(a)

1801+ [ | 1reol] B (a0)®

sonucu ortaya ¢ikar. Bu da ispati tamamlar. ]
3.3. OSTROWSKI-GRUSS TiPLI ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde Ostrowski-Griiss tipli esitsizlik ve bu esitsizlikle ilgili sonuglar elde edilmistir.

Teorem 3.23. I C R bir acik aralik ve a,b € I,a < b olsun. f : [ — R% fonksiyonu / aralig1
iizerinde lokal kesirli tiirevlenebilir 5yle ki 7, y € R® sabitler olmak iizere y < f(%)(x) < v,

x € [a,b] olsun.O halde tiim x € [a,b] ve A € [0,2] i¢in
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veE

IN

IN

‘ (1 - %) ) - A (<x— b>°‘f;b(>b—_ (;c); a)“f(a))

aF(1+a) o a-+b F(1+a)
) F(1+2a)( —A) ( ) ) b A3 f(x )‘
r(1+a)2ia[1a+|1‘1|a} {(b;aa) x- 2 }(5—7’)

(1-2) - a0 (R st

o T(1+ ) & a+tb I(l+a)
b r(1+2a)(1—/1) (x— 5 ) B_ae Ibf()‘
F(1+a>2i“[1a+|l_’”a} [(b;aa) x‘a;b }(W—S)

b) —
esitsizlikleri vardir. Burada S = £ b) fia)l“(l + o) seklindedir.

Ispat.

x—a\“
t—a—A ) , 1€ [a,x]

o
, t€(x,b]

=
an
=
~
~—
|
/\/\
S
[\
=
~—
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integralleri hesaplanacaktir. Lokal kesirli integral i¢in kismi integrasyon yapilirsa

K = ﬁa/x(t—a—?tx;a>af(a)(t)(dt)a

“Fire a/F(l + o) f(1)(dr)®

= [(mam2250) - (475 a1 Y / ) a1)®

\%&

b

K = /(t_

) ) (dr)*

S e /b 7(e)(a)”

X

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler yukarida yerine yazilip ve ile carpilirsa

1
(b—a)®

b
(za_a)alr(l T a) | Ko (3.44)

N AT Taeh) ()~ a—a)%fa)] _T(+a)
- (1-3) 10 Goag | 2 b= /0

elde edilir. kinci olarak
b

1 (04
Fir e / K (x,1)(dr) (3.45)

I'l+o)
I'l1+2a)

. I'(l+a) o o
~ T(1+20a) (= a1 -2)] +

[—(x—b)**(1-2)%]

. I'l+a) - o a+b\*
= F(1+2a)(1_l) 2%b—a) (x— 5 )
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integrali vardir. (3.44) ve (3.45) ifadelerinden

1
(b—a)°T(1+a)

- (1-2) o[BIt

b
[ Kxn) (790 ~7) (dr)®

2

_ﬂa§(1+a) _a+b>°‘_r(1+a)

(1+2a)(1_l)a<x 2 (b—a)®

elde edilir. Diger yandan

Iy f(x)

b
1

a

(3.46)

b
< max |K(x,1)| (b—a)“;(l—i—oc)/‘f(a)(t)_y‘ (d)®

t€la,b]
dir. Ayrica
\

max |K(x,7)| =

t€la,b) 2¢

[1%+]1-2]%] {(b;aa)“ +‘x_a42rb

\

b
CEEN(E [l =] anr

B ) — (b—a)*
- [f(b) f(a) ymw)}

- I'l+a) (5=7)

dir. Bu iki ifade (3.46)’da yerine yazilirsa istenilen sonuca ulasilmig olunur. Diger esitsizlik

benzer sekilde hesaplanir. [

Sonug 3.24. Teorem 3.23’iin kogullari alinda A = 1 alinirsa x € [a, ] igin

'(1)af(x)_{(x—b)“f(b)—(x—a)“f(a) I'(l+a) 12 7(x)

2 20(b—a)® CEI
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elde edilir.

Sonug 3.25. Teorem 3.23’iin kogullari altinda A = 0 alinirsa x € [a, D] igin

L(1+a) _a+b)“_r(1+a)

‘f(x)_"zar(uza) (x 2 (b—a)® ly /(%)

1 —a)®

1 [(b _a+b|*
-~ I'(l+a)2¢| 2¢

2 5=

—}—‘x

o T(1+a) a+b\* T(l+a)
‘f(x)_"’ T(1+2a) (x_ 2 ) ~boa S

a+bl|*
2

11 {(b—a)“ .

= T(1+a)2%| 2 }(W_S)

dir.

Sonug 3.26. Teorem 3.23’iin kogullari alinda A = 2 alinirsa x € [a, D] igin

e (o B) (b @] Tt

S




(b—a)*
a

a+b
2

+ |x—

] (v-5)

<
- I(l+a)
dir.

alinirsa

Sonug 3.27. Teorem 3.23’iin kogullar1 altinda x = a—;

‘(1_%)af<a42rb> . (%)a {f(a);;f(b)} _1(;()1:;;)2 JEF ()

(b—a)®

< Fag LA ey
(47 (530) 13 [ e
< [1% +[1=2]%] <b;a“)a(w—8>

I'l+a)
dir.

Sonug 3.28. Teorem 3.23’iin kosullar1 altinda x = a alinirsa

(-4 g

I'(l+o)
I'(1+2a)

'l+a)
(b—a)* *

+Y (1=2)*(b—a) - Iy £ (x)

1 (b—a)®

S Ti+a) 20 R =AF] 5 -)

\
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I (b—a)®
S Ti+a) 2o

19411 -A[%] (y -$)

dir.
3.4. HERMITE-HADAMARD TIPLi ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde lokal kesirli analiz i¢in tanimlanan h-konveks fonksiyonlar kullanilarak
Hermite-Hadamard tipli esitsizlik elde edilmis olup daha sonra bu esitsizlik ile ilgili
birka¢ sonug verilmigtir. Teorem ve sonuclar verilmeden once kullanilan ¢esitli konveks

fonksiyonlarinin tanimlari verilecektir.

Vivas ve arkadaglar1 [90] calismalarinda Fraktal analiz i¢in 2— konvekslik tanimini asagidaki

sekilde vermislerdir:

Tamm 3.29. /:J — R%, h # 0, negatif olmayan ve (0, 1) C J olmak iizere J C R kiimesi
tizerinde tanimlh bir fonksiyon olsun. Eger I C R aralifinda tanimli olan f : I — R%

fonksiyonu negatif olmayan, tiim ¢ € (0, 1) ve x1,x; € [ igin

fltxr +(1=1)x2) < h(t)f(x1) +h(1—1)f(x2)

esitsizligini sagliyorsa f : I — R fonksiyonuna A— konveks fonksiyon denir.

Mo ve Sui ise [91] calismalarinda iki tip olan genellestirilmis s— konveksligi asagidaki sekilde

vermiglerdir:

Tanmm 3.30. (i) Ry = [0,00) olmak iizere f : R} — R% fonksiyonu verilsin. Eger tiim

u,v € Ry ve A + A5 = 1 sartim saglayan tiim 41,4, > 0 i¢in
Faut2v) < A0 f(u) + 22 f(v)

esitsizligi saglaniyorsa f : R — R* fonksiyonuna 1. tip genellestirilmis s— konveks (0 <
s < 1) fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin sinifi GK! seklinde gosterilir.
(ii) Ry = [0,00) olmak iizere f : Ry — R* fonksiyonu verilsin. Eger tim u,v € Ry ve

A1+ Ay = 1 sartin1 saglayan tiim A, A; > 0 igin
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Faut2v) < A f(u) + 2% f(v)

esitsizligi saglaniyorsa f : R — R* fonksiyonuna 2. tip genellestirilmis s— konveks (0 <

s < 1) fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin sinifi GK? seklinde gosterilir.

Son olarak bu tezde tamimlanan P— konveks tanimi asagidaki gibidir:

Tamm 3.31. f: ] — R* fonksiyonu negatif olmayan ve tiim x,y € [ ve 7 € [0, 1] i¢in

flx+(1=1)y) < f(x)+ f(y) (3.47)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna genellestirilmis P— konveks fonksiyon denir.

Simdi ise asagida sonuclar icin gerekli olan temel teorem verilecektir:

Teorem 3.32. 4 : [0,1] — R fonksiyonu negatif olmayan ve f : I — R% fonksiyonu da
h-konveks fonksiyon yle ki /2 (1) # 0% ve oI%h(t) > (1) olsun. O halde,

1 a+b IN+oa) ,
AR =l

< A <T(1+a) [[ fla)+£(b)] [h (%) + (%) a” oI%h(t)

=g (5) o (45)

A =T(1+ ) {w +f (a;b)} oI%h (1)

dir. Burada

\(

seklinde tanimlidir.
a+b

. . b
Ispat. 1lk olarak, [a,b] araliginin {a,%} ve { 5

,b] seklinde iki parcaya bolerek

b
baglanilacaktir. f fonksiyonu i-konveks fonksiyon oldugundan, [a, at } aralig1 icin

b b b
at ta+(1—t)%+(l—t)a+t%

2

a—+

2 —
fl—52| = ¢
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Q) -2 ()

esitligi vardir. Esitligin her iki tarafi [0, 1] aralig1 izerinde #’ye gore integrali alinirsa,

1 3a+b F(H—a)
< Ia 3.48
e o : a+b .
esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde T,b aralig1 icin
b b b
at +b 4T +(1—t)b+(1—r)i+rb
f 2 - f 2

2 2

< h(%) [f (ta—;b—l—(l—t)b) +f<(1—t)a;b+tb)}

esitligi vardir. Esitligin her iki tarafi [0, 1] aralig1 izerinde #’ye gore integrali alinirsa,

1 a+3b) _Di+a a1 (3.49)

220‘h(%)f( 4 = (b—a)”

esitsizligi elde edilir. (3.48) ve (3.49) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa,

o = gy (5) 0 (9)

I'l+a)
Walbf( x)

IN

C T+a)[ 2 20
= Taip (X)er

20 | (b—a)* %
S @ (452) } atncn]

S (S8) s ot <>}

s (x )}

IN




olur. $imdi teoremin kalan esitsizlikleri gosterilecektir. f, h— konveks ve I'(1 4 a)ol{*h(t) >

(%) * oldugundan,

T () - = i ()
= e [hl(%)]2 [h@) {f<#) f(att—%)H
+
4

= sy 550) +(55)] -

< T1+a)|[[@F1®) +f(i)} oI%h(t) = As

2
< v B (3) @+ o) o)

= rosa[ir@-sen{n(3)+(3) ] v

dir. Boylece ispat tamamlanmuis olur. [

Sonug 3.33. Teorem 3.32°de h(t) = 1* secilirse,

f(#) < ms%alg‘f@)

elde edilir. Burada




dir.

Sonug 3.34. s € (0, 1] olmak iizere f : I — R* fonksiyonu ikinci tip s— konveks fonksiyon
Syle ki T(1 + ot)pI%** > (1) olsun. O halde,

f(a+b) < ms%aq‘} (%)

< el (3)' ()

dir. Burada
A1:2(S { (a—lfb)_i_ <3a+b)}
ve
o fla)+ f(b a+b\ | T(1+so)[(1+a)
2_{ 20 ( )} T(1+(s+1)a)
dir.

Sonug 3.35. f: 1 — R% fonksiyonu P— konveks fonksiyon olsun. O halde,
1 a+b
22_ocf ( > ) < A

< m<(3) @rre

o D))

I'l+a)
Wahyf( )

IN

dir. Burada

veE
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Lokal kesirli analiz, fraktallar izerinde tanimlanan fonksiyonlarin kesirli mertebeden tiirev ve
integralleriyle ilgilenen matematigin yeni bir dalidir. Son zamanlarda bu alan, bir¢ok bilim
adam1 ve miihendislerin ilgi konusu olmus ve bir¢ok kisi tarafindan ¢aligilmigtir. Konunun
oneminden dolay1, alandaki eksiklikleri giderme ve alana katki saglama diislincesi tezin
olusmasini saglamigstir. Bu tezde Gao, Yang ve Kao tarafindan tamimlanan lokal kesirli tiirev
ve integral kullanilarak, lokal kesirli analiz i¢in literatiirde olmayan Steffensen, Griiss, Cebysev
gibi temel esitsizliklerin yaninda Ostrowski-Griiss ve Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler
elde edilmistir. Ayrica bazi esitsizliklerin 6zel halleri incelenmistir. Elde edilen bu yeni
esitsizliklerin klasik anlamda olan esitsizliklerin bir genellemesi oldugu goriilmiistiir. Tleride
ise lokal kesirli analiz ve uygulamalar iizerinde calisan arastirmacilar i¢in bu tezde elde

edilen esitsizliklerin yararli bir ara¢ olacag diisiiniilmektedir.

Ileriki calismalarda, konuyla ilgilenen arastirmacilar lokal kesirli analiz icin literatiirde
olmayan esitsizlikler elde edebilir ve bu esitsizliklerin bircok uygulamasini yapabilirler.
Diger yandan esitsizlik konusu iki degiskenli fonksiyonlar ve cesitli konveks fonksiyonlar

tizerinde de ¢alisilabilinir.
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