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OZET

SINIRLI VARYASYONLU FONKSIYONLAR ICIN OSTROWSKI TiPLi
INTEGRAL ESITSIZLIKLERI VE UYGULAMALARI

Hiiseyin BUDAK
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi
Danisman: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
Ekim 2017, 141 sayfa

Bu tez calismasi iki ana bolimden olugmaktadir. Birinci boliimde, Oncelikle sinirh
varyasyona sahip tek degiskenli fonksiyonlar i¢in bazi genellesmis Ostrowski tipli
esitsizlikler ispatlanmis ve 6zel durumlar incelenmistir. Bunun yani Sira, sirasiyla tiirevi
ve n. tirevi sinirli varyasyonlu fonksiyonlar i¢in bazi genellesmis esitsizlikler elde
edilmistir. Daha sonra kendisi veya tiirevi sinirli varyasyona sahip fonksiyonlar igin
onemli agirlikli esitsizlikler ispatlanmistir. Ayrica, niimerik hesaplamalari igin bazi
formiiller verilmis ve elde edilen esitsizlikler yardimiyla integrallerin hatalar igin {ist
sinirlar elde edilmistir. Ikinci ana boliimde ise, iki degiskenli sinirli varyasyonlu
fonksiyonlar igin bazi Ostrowski tipli esitsizlikler elde edilmistir. Ayrica bu
esitsizliklerin agirlikli versiyonlari da ispatlanmistir.

Anahtar sozciikler: Siirli varyasyonlu fonksiyon, Ostrowski tipili esitsizlikler,
Riemann-Stieltjes integrali.



ABSTRACT

OSTROWSKI TYPE INTEGRAL INEQUALITIES FOR FUNCTIONS OF
BOUNDED VARIATION AND APPLICATIONS

Hiiseyin BUDAK
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
October 2017, 141 pages

This thesis work consists of two main parts. In the first part, some generalized
Ostrowski type inequalities are first proved for the function of bounded variation with
one variable and special cases of these inequalities are analyzed. Moreover, some
generalized inequalities are established for the mappings whose derivatives and nth
derivatives are of bounded variation, respectively. Then, some significant weighted
inequalities are proved for the functions of bounded variation and the functions whose
derivatives are of bounded variation. Moreover, some quadrature formula for numerical
integration are given and some bounds for the remainder term are established with the
help of obtained inqualities. In the second main part, some Ostrowski type inequalities
are obtained for the functions of bounded variation with two variable. Weighted
versions of these inequalities are also proved.

Keywords: Function of bounded variation, Ostrowski type inequalities, Riemann-
Stieltjes integral.
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EXTENDED ABSTRACT

OSTROWSKI TYPE INTEGRAL INEQUALITIES FOR FUNCTIONS OF
BOUNDED VARIATION AND APPLICATIONS

Hiiseyin BUDAK
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
October 2017, 141 pages

1. INTRODUCTION

Functions of bounded variation of a single variable were first introduced by Camille
Jordan dealing with the convergence of Fourier series in1881. Functions of bounded
variation of one variable are of great interest and usefulness because of their valuable
properties, such as particularly with respect to additivity, decomposability into
monotone functions, continuity, differentiability, measurability, integrability, and so on,
have been much studied. Soon after Jordan’s work, many mathematicians began to
study notions of bounded variation for functions of two and more variables. In the
literatiire, some of these definitions are known as Vitali, Hardy, Arzela, Pierpont,

Fréchet and Tonelli.

On the other hand, Mathematical inequalities have played an important role in
establishing the foundations for methods of approximation. Around the end of the
nineteenth and the beginning of the twentieth century, numerous inequalities were
investigated and used in almost all branches of mathematics as well in other areas of

science and engineering.

One of the many fundamental mathematical inequalities is known as “Ostrowski
inequality”. Ostrowski inequality has applications in quadrature, probability and
optimization theory, stochastic, statistics, information and integral operator theory. In
2001, S. S. Dragomir extended the Ostrowski inequality for the function of bounded

variation.

Te aim of the this thesis is to establish some generalized Ostrowski type inequalities for

function of bounded variation function of one and two variables and to give some

Xii



application.
2. MATERIAL AND METHODS

We first remind the definition and some fundamental properties of the function of
bounded variation. We then consider algebraic properties as well as more abstract
properties such as realizing that every function of bounded variation can be written as
the difference of two increasing functions. We also recall the Rimann-Stieltjes integral
concept in one and two variables. Later, we remind the some well-known definitions of
the function of bounded variation with two variables and give the relationship between
Rimann-Stieltjes integration and bounded variation. Moreover, we give the Ostrowski
inequalities for the function of bounded variation and present some generalization of

these inequalities.
3. RESULTS AND DISCUSSIONS

In this chapter, we first prove some generalized Ostrowski type inequalities for the
function of bounded variation with one variable and give the special cases of these
inequalities. We also establish some inequalities for the mapping whose first derivatives
or n-th derivatives are of bounded varition, respectively. Then we obtain some
weighted Ostrowski type inequalities for the function of bounded variation and
mappings whose first derivatives are of bounded varition. Moreover, applications for
the approximation problem of the Riemann-Stieltjes integral in terms of Riemann-
Stieltjes sums are also given utilizing the inequalities obtainded in the previous
subsection. In the literature a few sutudy on Ostrowski type inequalities for the function
of bounded variation with two variables. Finally, we establish some important

Ostrowski type inequalities for the functions of bounded variation with two variables.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK

In this study, we establish some generalized Ostrowski type inequalities fort he
functions of bounded varation with one and two variables and give weighted versions of
these inequalities. Moreover, some application for quadrature formula are given using

obtained inequalities for the functions of bounded variable with one variable.

In the further studies, one can establish some application for cubature formula utilizing
the established inequalities for the functions of bounded variable with two variables.
Moreover, some new inequalities for the mappings of bounded variable with two

variables can be obtained.

Xiii



1. GIRIS

Tek degiskenli sinirli varyasyonlu fonksiyonlar ilk olarak 1881 yilinda Camille Jordan
tarafindan Fourier serilerinin yakinsakligi arastirilirken ortaya konmustur [1]. Jordan,
eger stirekli bir fonksiyon sinirli varyasyonlu ise, bu takdirde bu fonksiyonun Fourier
serisi kapali sinirli bir kiime {izerinde diizglin yakinsak oldugunu kanitladi. Kompakt

[a, b]cR araliginda smurli varyasyonlu fonksiyonlar uzayr noktasal carpima gore

degismeli Banach cebri oldugu bilinmektedir [2]. Tek degiskenli sinirli varyasyonlu
fonksiyonlar, onemli oOzellikleri nedeniyle ilging ve kullanighdir. Toplanabilirlik,
monoton  fonksiyonlara  pargalanabilirlik,  siireklilik,  diferansiyellenebilirlik,
Olciilebilirlik, integrallenebilirlik vb. ozellikleri bircok bilim adam tarafindan
calistlmistir. Sinirli varyasyonlarin bu kadar fazla c¢alisilmasinin sebebi, diizeltilebilir
egri, Fourier serileri, Walsh-Fourier serileri ve diger seriler, Stieltjes integrali,
Henstock-Kurzweil integrali ve diger integraller ve varyasyon hesabindaki onemli

roliinden kaynaklanmaktadir.

Tek degiskenli sinirli varyasyonlu fonksiyonlarin tanimi verildikten ve gelistirildikten
sonra, bircok arastirmaci iki ve daha cok degiskenli sinirli varyasyonlu fonksiyonlarin
tanimi iizerine ¢alismis ve yeni tanimlar vermislerdir. Bu tanimlarin en 6nemlileri
literatiirde Vitali, Hardy, Arzela, Pierpont, Fréchet ve Tonelli adlariyla bilinirler. J. A.
Clarkson ve C. R. Adams bu tanimlar1 ayn1 ¢alismada toplamis ve aralarindaki iliskiyi

vermislerdir [3].

Diger yandan matematiksel esitsizlikler, yaklasim metotlarinin temellerinin elde
edilmesinde A.L. Cauchy, P.L. Cebysev, C.F. Gaus ve diger birgok bilim insamindan
beri 6nemli rol oynamaktadir. On dokuzuncu yilizyilin sonu ve yirminci ylizyilin
baslarinda, ¢ok sayida esitsizlik matematigin hemen hemen tiim branglarinda, bilim ve
miihendisligin ise birgok alaninda incelenmis ve kullanilmistir. Hardy ve dig. [4]
tarafindan ortaya konulan ve Oncli g¢aligmalardan olan "Inequalities" adli kitap,
esitsizlikler alanini izole olmus formiiller yiginindan sistematik bir bilim dalina
doniistiirmiistiir. Bu ¢alisma temel fikirleri, sonuc¢lar ve teknikleri sunmus ve analizin

bircok dalinda arastirmalara etkisi olmustur. 1934 ten bu yana literatiirde, dikkate deger



cesitli esitsizlikler sunulmus ve ¢alisilmistir. Kendi yayin yillarina kadar yapilan 6nemli
calismalar, birgok referansi ile birlikte [5] ve [6]’da verilen kitaplarda bulunabilir. Bu ii¢

kitap esitsizlikler konusunda énemli yere sahiptir.

Esitsizliklerin bir¢ok tipi hem teorik hem de uygulama ¢alisan arastirmacilar tarafindan
yillardir calisilmaktadir. Analitik esitsizlikleri kullanmak i¢in farkli arastirmacilar gesitli
yaklagimlar gelistirmistir. Temel sonuglar, yontemleri ve uygulamalar yeni
arastirmacilara tanitan ve ayni zamanda matematigin diger alanlarindaki yiiksek lisans

ogrencileri i¢in de yardimci olan birgok temel ve dnemli kitap vardir.

Son yirmi yildan beri, esitsizlik alan1 dikkate deger bir gelisim gdstermistir. Ozellikle
Cebysev, Griiss, Yamuk (Trapezoid), Ostrowski, Hadamard ve Jensen olarak
adlandirilan esitsizlikler ile ilgili pek ¢ok arastirma makalesi yapilmistir. Son birkag
yilda yayinlanan baz1 arastirma ve monografiler esitsizlik alanindaki ilerlemenin 6nemli

bir kismini olusturmustur.

En 6nemli matematiksel esitsizliklerden biri A. M. Ostrowski tarafindan asagidaki gibi

verilmistir [7]:

a,beR ve a<b olmak tizere f : [a, b]—)R fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve

(a,b) araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger ' : (a,b) >R tiirev

fonksiyonu (a,b) araliginda sinirlt ise, yani, |[f| sup|f'(x)| <o ise, bu takdirde her
xe(a,b)

X e [a, b] i¢in

f!

(1.1)

0

‘f(x)—bfla_[f(t)dt

1 ey,
i ooa oo

esitsizligi saglanir. Buradaki % katsayisi bu sartlar altindaki en iyi katsayidir ve daha

kiiciik olan bir katsay1 ile yer degistirilemez. (1.1) esitsizligi, X e [a,b] noktasindaki

f(x) degeriile

1 b
—— | f(t)dt
b_a£ ®)

integral ortalamasi arasindaki yaklagim i¢in bir iist sinir vermektedir.



Bu esitsizlik literatiirde Ostrowski esitsizligi olarak bilinmektedir. 1938 de ortaya
cikisindan beri, pek ¢ok arastirmaci (1.1) tipindeki esitsizlikler ve uygulamalar {izerine
yogunlagmustir. [8] ve [9]’da verilen kitaplar Ostrowski esitsizligi ile iliskin sonuglarin
onemli bir kismini igerir. Son yillarda literatiirde Ostrowski esitsizligi tizerine birgok
calisma yapilmistir. Siirekli ve ayrik durumlarda, Ostrowski tipi esitsizliginin ¢ok sayida
genellemeleri, genislemeleri ve varyantlar1 yapilmistir. Ayrica n kez tiirevlenebilir
fonksiyonlar, sinirli varyasyonlu fonksiyonlar, vektdr degerli fonksiyonlar, ¢ok katli
integraller ve zaman skalasinda daha genel versiyonlart galisilmistir. Niimerik analiz,

olasilik teorisi ve diger alanlarda ¢ok sayida uygulamalar1 vardir [10].

S. S. Dragomir, 1999 yilinda yaptig1 ve 2001 yilinda yayinladig ¢alismasinda, sinirli
tirevli diferensiyellenebilir fonksiyonlar i¢in olan klasik (1.1) Ostrowski esitsizligini,
daha genel bir simf olan smrli varyasyonlu fonksiyonlara asagidaki sekilde

genisletmistir:

f : [a,b] >R fonksiyonu [a,b] iizerinde smirli varyasyonlu fonksiyon olsun.
V,(a,b), f fonksiyonunun toplam varyasyonunu gostermek iizere, her x < [a,b] igin
1 X — a+b
<|=+
2 | b

‘f (x) —é [ f f;}vf (a.b) (1.2)

esitsizligi saglanir. Buradaki 4 katsayisi bu sartlar altindaki en iyi katsayidir ve daha

kiigiik olan bir katsay1 ile yer degistirilemez [11].

Yapilan bu genelleme iizerine, son yillarda basta S. S. Dragomir olmak iizere K.-L.
Tseng, P. Cerone, G-S. Yang, N.S. Barnett, S.-R. Hwang ve M. W. Alomari gibi
arastirmacilar  (1.2) esitsizliginin  genellestirmeleri ve genislemeleri {izerine

calismiglardir.

S. S. Dragomir, sinirl varyasyonlu fonksiyonlari kullanarak Simpson Kuralindaki, Orta
Nokta Kuralindaki ve Yamuk Kuralindaki kalan terimler i¢in sirasiyla [12], [13] ve
[14]’te tahminler vermistir. Ayrica bu Ui¢ c¢alismada da 0Ozel ortalamalar igin
uygulamalar incelenmistir. Bunun yan sira [15]te Dragomir n adimli bir ¢ekirdek
yardimuiyla sinirli varyasyonlu fonksiyonlar i¢in genellesmis Ostrowski tipli esitsizlikler

elde etmis ve 6zel durumlar i¢in bir ¢ok sonug¢ vermistir. Daha sonra [16]’da Cerone ve



dig. genellesmis Yamuk tipli esitsizlikler elde ederek, bu esitsizlikler yardimiyla
integrallerin niimerik hesaplamalar, olasilik teorisi, 6zel ortalamalar ve Beta

fonksiyonunun tahmini i¢in uygulamalar vermislerdir.

[17]-[19]’da Alomari ve [20]’de Dragomir, ii¢ pargali ¢ekirdek kullanarak sinirl
varyasyonlu fonksiyonlar i¢in genellesmis Ostrowski tipli esitsizlikler elde etmislerdir.
Ayrica bu ¢alismalarda integrallerin niimerik hesaplamalar i¢in formiillerin hatalarinin
ist sinirlar1 ve olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in uygulamalar verilmistir. Bunun yani
sira [21]’de Barnett ve dig. sinirli varyasyonlu, Lipschitz, konveks ve mutlak siirekli
gibi bir¢ok fonksiyon sinifi i¢in genellesmis Yamuk ve Ostrowski tipli esitsizlikleri

ispatlamis ve esitsizliklerin agirlikli ortalamalar i¢in uygulamalarini vermislerdir.

Diger yandan, sinirlt varyasyonlu fonksiyonlar i¢in agirlikl esitsizlikler de calisilmustir.
[22] ve [23]’te Tseng ve dig. sinirli varyasyonlu fonksiyonlar i¢cin Yamuk ve Simson
esitsizliginin bazi agirlikli genellemelerini elde etmislerdir. Ayrica ayni ¢alismalarda, r
-moment, siirekli bir rastsal degiskenin tahmini ve Beta fonksiyonu icin birgok
uygulama vermislerdir. Bunun yan sira [24]’te Tseng ve dig. agirlikli Ostrowski
esitsizligini ispatlamis ve [25]’te ise Liu bu esitsizligin baska bir genellemesini elde
etmistir. [26]’da Tseng ve dig. n adiml ¢ekirdek yardimiyla genellesmis agirlikl
Ostrowki tipli esitsizlikler elde etmisler ve 6zel durumlar i¢in bir¢ok sonug¢ vermislerdir.

Agirlikli esitsizliklerin elde edildigi diger bazi ¢alismalar [27]-[29] olarak verilebilir.

[30]’da Liu yaptigi ¢aligmada tiirevi siirli varyasyonlu fonksiyonlar igin bazi genel
esitsizlikler elde etmistir. Diger yandan [31]’de Dragomir ve [32]’de ise Dragomir ve
Abelman n. tirevi siirli varyasyonlu fonksiyonlar i¢in bazi esitsizlikler elde edip
onemli sonuglar vermislerdir. Sinirli varyasyonlu fonksiyonlar i¢in esitsizlikleri igeren

diger bazi caligmalar [33]-[48] olarak siralanabilir.

Tek degiskenli sinirli varyasyonlu fonksiyonlar icin Ostrowski esitsizligi bir ¢ok
matematik¢i tarafindan calisilirken iki degiskenliler i¢in durum aymi degildir. iki
degiskenli smirli varyasyonlu fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli esitsizlikler iizerine
yapilan ¢alismalar yok denecek kadar azdir. Bu tipteki ilk esitsizlikler [49]’da Jawarneh
ve Noorani tarafindan ispatlanmistir. Yazarlar bu c¢alismada iki degiskenli sinirl

varyasyonlu fonksiyonlar i¢in Ostrowski, Yamuk, Orta Nokta ve Simpson tipindeki



esitsizlikleri vermislerdir. Fakat bu ¢calismada ki esitsizliklerin bazilarinda kiigiik hatalar

mevcuttur. Bu esitsizlikler dogru hali ile 4. Béliimde yeniden ispatlanacaktir.

Bu tezin akist su sekilde olacaktir: Ikinci boliimde tek ve iki degiskenli sinirh
varyasyonlu fonksiyonlarin tanimlart ve bazi o6nemli Ozellikleri verilerek bu
fonksiyonlar igin literatiirde var olan bazi énemli Ostrowski tipli esitsizlikler ispatsiz

olarak sunulacaktir.

Uciincii béliimde ise ilk olarak sinirli varyasyona sahip tek degiskenli fonksiyonlar i¢in
bazi genellesmis Ostrowski tipli esitsizlikler ispatlanacak ve 6zel durumlar: verilecektir.
Bunun yan: sira sirastyla tiirevi ve n. tiirevi sinirli varyasyonlu fonksiyonlar igin
esitsizlikler elde edilecektir. Daha sonra kendisi veya tiirevi simirli varyasyona sahip
fonksiyonlar i¢in 6nemli agirlikli esitsizlikler ispatlanip 6zel durumlart i¢in sonuglar
verilecektir. Son olarak, elde edilen esitsizlikler yardimiyla integrallerin niimerik
hesaplamalar: i¢in bazi1 formiiller verilerek hatalar1 igin Ust sinirlar elde edilecektir.
Ayrica bazi belli fonksiyonlar igin farkli yontemlerle niimerik hesaplamalar yapilarak

karsilastirmalar yapilacaktir.

Literatiirde iki degiskenli smirli varyasyonlu fonksiyonlar igin Ostrowski tipli
esitsizlikler yok denecek kadar azdir. Bu a¢ig1 doldurmak igin, doérdiincii boliimde tek
degiskenli sinirli varyasyonlu fonksiyonlar igin literatiirde var olan bazi Ostrowski tipli

esitsizlikler iki degiskenli sinirli varyasyonlu fonksiyonlar i¢in elde edilecektir.

Son olarak besinci boliimde ise tezde elde edilen sonuglar 6zetlenecek ve karsilagilan
zorluklar ifade edilecektir. Ayrica sonraki ¢alismalarda neler yapilabilecegi lizerinde

durulacaktir.



2. GENEL BIiLGILER

Bu boéliimde ilk olarak tek degiskenli sinirli varyasyonlu fonksiyon ve tek degiskenli
Riemann-Stieltjes integral tanimlar verilerek temel 6zellikleri sunulacaktir. Daha sonra
iki degiskenli simirli varyasyonlu fonksiyon tanimi verilecektir. Son olarak, sinirh
varyasyonlu fonksiyonlar i¢in literatiirdeki bazi 6nemli Ostrowski tipli esitsizlikler

ispatsiz olarak ifade edilecektir.

2.1. TEK DEGISKENLI SINIRLI VARYASYONLU FONKSiYONLAR

Sinirli varyasyonlu fonksiyonlarin tanmimi verilmeden oOnce bazi gerekli Onbilgiler
verilmelidir. Ilk olarak iist simr ve alt sinir kavramlar: verildikten sonra parcalanisin

tanimi verilecektir.
Tanmim 2.1.1. S bos olmayan bir reel say1 kiimesi olsun.

(1) Eger her xeS i¢in M > x olacak sekilde bir M sayist varsa S kiimesi iistten

stnirlidir. M sayisina da S nin bir st sinirt denir.

(2) Eger her xeS i¢in m<X olacak sekilde bir m sayis1 varsa S kiimesi alttan

stnirlidir. m sayisina da S nin bir alt sinir1 denir.

(3) Eger S alttan ve iistten simirh ise simrhdir. Yani, her xeS igin [x|<r olacak

sekilde bir r pozitif sayis1 varsa S kiimesi sinirlidir. r sayisina da S nin bir sinir
denir [50].

Tamm 2.1.2. S bos olmayan bir reel say1 kiimesi olsun.

(1) S dstten sinirh olsun. £ sayisy, S nin en kiiciik tist sinir1 ise S sayisina S nin

supremumu denir ve S =supS$S ile gosterilir.

(2) S alttan sinirli olsun. « sayisi, S nin en biiyiik alt sinir1 ise « Sayisina S nin

infimumu denir ve g =inf S ile gosterilir [50].



Teorem 2.1.1. S istten sinirl bos olmayan bir reel say1 kiimesi ve b, S nin bir iist

sinir olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir [50].

(1) b=supS

(2) Her & >0 igin |b - X| < ¢ olacak sekilde bir x € S vardir.
(3) Her & >0 igin x e (b—&,b] olacak sekilde bir x e S vardir.

Tamim 2.1.3. a=X, <X <X, <..<X,=Db olmak iizere {XO,Xl,XZ,...,Xn} noktalar

kiimesine [a, b] araliginin bir pargalanis1 denir [50].
Bu tanimlar ele alinarak sinirli varyasyonlu fonksiyonlarin tanimi verilebilir.

Tamm 2.14.f : [a,b] >R fonksiyonu ele alinsin. [a,b] kapali arahginin keyfi

P= {Xl, Xy yuees Xn} parcalanisi i¢in

i] )= (x| <M (2.1)

olacak sekilde simrli bir M sayisi varsa, f fonksiyonuna [a,b] araliginda sinirh

varyasyonlu fonksiyon denir. Tiim bdliintiiler i¢in (2.1) seklinde gdsterilen toplamin en

kiigiik {ist stirina, f fonksiyonun [a,b] kapali araliginda toplam varyasyonu denir ve

V2(F) =V (F.[a.b) =V, (a.b) =sup 3| f (x) - F(x,.)

ile gosterilir [51].

Bu tezde f fonksiyonunun [a,b] arahgindaki toplam varyasyonu igin V. (a,b)

sembolu kullanilacaktir.

Ornek 2.1.1. Eger f fonksiyonu [a,b] arahgnda sabit ise, f fonksiyonu [a,b]

araliginda sinirl varyasyonludur.

Gergekten, [a,b] iizerinde f(x)=c sabit fonksiyonu ele alinsin. Boylece her

parcalanma i¢in



n

D00 = (x|

i=1
toplamu sifirdir. Yani V, (a,b) sifirdir.

Teorem 2.1.2. Eger f fonksiyonu [a,b] araliginda artansa, bu durumda f fonksiyonu
[a,b] araliginda simirh varyasyonludur ve V, (a,b) = f (b) — f (a) dir. Benzer sekilde f
fonksiyonu [a,b] arahiginda azalansa, f fonksiyonu [a,b] araliginda simirls

varyasyonludur ve V, (a,b) = f(a) — f (b) dir [51].

2.1.1. Sinirh Varyasyonlu Fonksiyonlarn Cebirsel Ozellikleri

Bu alt boliimde sinirl varyasyonlu fonksiyonlarin bazi 6zellikleri ele alinacaktir.

Teorem 2.1.3. f ve g fonksiyonlar [a, b] araliginda sinirli varyasyonlu fonksiyonlar ve

k bir sabit olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler vardir:

(1) f fonksiyonu [a,b] araliginda sinirli varyasyonludur.

(2) f fonksiyonu [a,b] araliginin her kapali alt araliginda sinirh varyasyonludur.
(3) kf fonksiyonu [a,b] araliginda sinirli varyasyonludur.

(4) f+g ve f—g fonksiyonlari [a,b] araliginda sinirli varyasyonludur.

(5) fg fonksiyonu [a,b] araliginda sinirh varyasyonludur.

(6) 5 fonksiyonu [a,b] araliginda sinirls ise, + fonksiyonu [a,b] araliginda sinrl

varyasyonludur [52].

Teorem 2.1.4. f : [a,b] >R bir fonksiyon ve ce(a,b) olsun. Eger f fonksiyonu
[a,c] ve [c,b] araliklar iizerinde simrh varyasyonlu ise bu durumda f fonksiyonu

[a,b] tizerinde sinirli varyasyonlu ve V, (a,b) =V, (a,c) +V, (c,b) dir [52].

Simdi 6zel bir aralikta sinirli varyasyonlu olmayan bazi fonksiyonlar ele alinacaktir. Bu

verilen fonksiyon oOrnekleri, hangi fonksiyonlarin sinirli varyasyonlu olmasina gerek



olmadigin1 belirlemeye ve bir fonksiyonun sinirli varyasyonlu olmadigint nasil

gosterilmesi gerektigine yardim edeceklerdir.

Ornek 2.1.2.f : [a,b] >R fonksiyonu (a,b) nin her bir alt araliginda simrh
varyasyonlu olsa bile [a,b] araliginda sinirli varyasyonlu olmasina gerek yoktur.

Bu ifadenin dogrulugu bir 6rnekle gosterilebilir.
f(x)=

fonksiyonu ele alinsin. Bu fonksiyon (0,1) araliginda artan ve bdylece Teorem 2.1.2
geregince (0,1) aralhiginin her bir kapali alt araliginda sinirl varyasyonludur. Fakat

x =1 de dikey asimptotu oldugundan, pargalanma 1 e yeterince yakin segilirse
P LICORR I
i=1

toplam istenildigi kadar biiyiik yapilabilir. Boylece V, (0,1) =0 ve f fonksiyonu [0,1]

araliginda sinirli varyasyonlu degildir.

Asagdaki Ornek siirekli fonksiyonun sinirli varyasyonlu olmasi gerekmedigini

gosterdiginden 6nemli bir drnektir.

Ornek 2.1.3.

xsin(z/x), x#0

f(x)=
0, x=0

olarak tanimlanan f fonksiyonu [0,1] arahiginda sinirh varyasyonlu degildir.

Bunu gostermek i¢in [0,1] araliginin uygun bir parcalanisi ele ahnmalidir. Genelligi
bozmadan pargalanma noktalarinin sayist ¢ift, yani n c¢ift olsun. Bdylece, [O, ]

araliginin



Sekil 1.1. f(x) = VYxsin(sr/x) fonksinunun grafigi
-1 R ~ -2 _k=12..n-1 -0
Xn l Xn—(2k+1) k+3! Xn—2k 2k+31 l 1"'an VeXO

pargalanigi ele alinsin. Bu durumda,

n n/2

\Z 0,2) = Z| f (Xi) —f (Xi—1)| 2 Z| f (X2i+l) — f (X2i )|

i=1 i=1

olur. Burada toplamdan bazi araliklar atildi. Kalan araliklar iizerinde fonksiyon uygun
ozelliklere ~sahiptir. Ele ahnan araliklar [L/(k +3),2/(2k +3)] formunda ve
f(LI(k+3))=0 ve f(2/(2k +3))=3/2/(2k +3) oldugu agiktir. 3/x fonksiyonu artan
bir fonksiyon oldugundan, f fonksiyonunu artan veya azalan olmasim etkileyecek tek
bilegen sin(z/x) fonksiyonudur. Siniis fonksiyonunun hangi aralikta nasil davrandig:
bilinerek, f fonksiyonunun [1/(k +3),2/(2k +3)] formundaki her bir aralikta monoton

oldugu goriilebilir. Boylece,

V(0,1 > fl f (Xpi0) — F(Xy)| = anl f (/G +3)) - f(2/(2i +3))|
o2 ]S q2
_; 2i+3 _iz:;%/zi+3

olur. Payda i ye gore artan oldugundan,

10



n 3 n
IR S
i=1 ?{/ZI +3 i=1 %/I +3

dir. Bu seri bir p-serisi ve }<1 oldugundan iraksaktir. Yani bunun anlami n’yi

yeterince biiylik secerek

3

n 2
;3\/2i+3

toplamu istenildigi kadar biiyiik yapilabilir ve V, (0,1) = oo olur. Sonug olarak, fonksiyon

stirekli fakat sinirli varyasyonlu degildir.

Asagidaki teorem sinirli varyasyonlu bir fonksiyonun iki monoton artan fonksiyonun

farki olarak yazilabildigini gostermektedir.

Teorem 2.1.5. f : [a,b] >R fonksiyonu sinirl varyasyonlu ise, f = f, — f, olacak

sekilde f, ve f, artan fonksiyonlar vardir [51].
Bu teoremin ispati asagidaki iki lemma yardimiyla kolaylikla yapilabilir.

Lemma 2.1.1. Bir f fonksiyonu i¢in V, (a,b) =0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f

fonksiyonunun [a,b] de sabit olmasidir [51].

Lemma 2.1.2. Eger f fonksiyonu [a,b] de simrh varyasyonlu ve xe[a,b] ise bu

durumda g(x) =V, (a, x) fonksiyonu artandir [51].

Siradaki teorem sinirl varyasyonlu fonksiyonlarin siirekliligi iceren bazi 6zelliklerini

vermektedir.

Teorem 2.16. f :[ab]—>R fonksiyonu [a,b]’de simrli varyasyonlu olsun. V
fonksiyonu V(a)=0 ve her XG(a,b] icin V(X) =V, (a,x) olarak tanimlansin. Bu

takdirde asagidaki ifadeler vardir [51].
(1) Eger a<x<y<b ise V(y)-V(x) =V, (x,y) dir.

(2) V, [a,b]’de artandur.

11



(3) Eger V, cela,b] noktasinda siirekli ise f fonksiyonu da ce[a,b] noktasinda

sureklidir.

(4) Eger f fonksiyonu ce[a,b] noktasinda siirekli ise V de ce[a,b] noktasinda

sureklidir.

(5) Eger f, [a,b] de stirekli ise f fonksiyonu iki siirekli fonksiyonun farki seklinde

yazilabilir.

2.1.2. Mutlak Siireklilik Ve Sinirli Varyasyonlu Fonksiyonlar

Bu alt bolimde mutlak siireklilik ve sinirli varyasyonlu olma arasindaki iliski
incelenecektir. Tlk olarak mutlak siireklilik ve diizgiin siireklilik tanimlart verilip, sonra

mutlak siirekliligin diizgiin siirekliligi gerektirdigi ifade edilecektir.

Tamm 2.1.5. | biraralik olsun. f : I — R fonksiyonu | fizerinde diizgiin siireklidir

< Her ¢ >0 veher x,y el igin
F()—f(y)<e
olacak sekilde |X — y| < ¢ sartini saglayan bir & > 0 sayis1 vardir.

Mutlak siireklilik tamimi i¢in sunu bilmek gerekir: Iki araligin kesisimi en fazla bir

nokta igeriyorsa bu araliklar ortiigmeyen araliklardir.

Tamm 2.1.6. | bir aralik olsun. f : I — R fonksiyonu | iizerinde mutlak siireklidir
= {[Ci,di] :1<i<n}, | arahgindaki Srtiismeyen araliklarn sonlu birlesimi olmak

lizere, her £ >0 i¢in

n

St -fe)<e

i1
olacak sekilde i(di —C;) <0 sartint saglayan bir ¢ > 0 sayisi vardir [52].
i=1

Ornek 2.1.4. g(x) = Jx fonksiyonu [0,1] arahginda mutlak siireklidir.

Teorem 2.1.7. Mutlak siirekli fonksiyonlar diizgiin stireklidir [52].

12



Simdi, mutlak siirekli fonksiyonlarin, Lipschitz fonksiyonlar gibi, bazi genel 6rnekleri

ele alinacaktir. Ayrica mutlak siirekliligin cebirsel 6zellikleri de incelenecektir.

Tanim 2.1.7. f : | — R bir fonksiyon ve k >0, ke R olsun. Eger her a,be | i¢in
|f(b)— f(a)|£ k|b—a|

oluyorsa, f fonksiyonu k sabiti igin Lipschitz kosulunu saglar ve f fonksiyonuna

Lipschitz fonksiyonu denir [52].

Teorem 2.1.8. f : | — R fonksiyonu k Lipschitz sabiti i¢in Lipschitz fonksiyonu ise,

bu takdirde f fonksiyonu | araliginda mutlak siireklidir [52].

Teorem 2.1.9. f,g : | — R fonksiyonlar i¢in asagidaki ifadeler dogrudur [52].

(1) f fonksiyonu | araliginda mutlak siirekli ise |f| fonksiyonu da I arahginda

mutlak stireklidir.

(2) f ve g fonksiyonlar1 | araliginda mutlak siirekli ise f +g fonksiyonu da |

araliginda mutlak stireklidir.

(3) f wve g fonksiyonlar | araliginda mutlak siirekli ise fg fonksiyonu da |

araliginda mutlak siireklidir.

Asagidaki teorem mutlak siireklilik ile sinirli varyasyonlu olma arasindaki bagintiyi

vermektedir:

Teorem 2.1.10. Bir f fonksiyonu [a,b] araliginda mutlak siirekli ise f fonksiyonu

[a,b] araliginda sinirl: varyasyonludur [52].

Teorem 2.1.10 kullanilarak, diizgiin siirekli fakat mutlak siirekli olmayan bir 6rnek
verilecektir. Bu ornek iki siireklilik tipi arasindaki farki gosterdigi igin Onemli bir

ornektir. Bunun i¢in ilk olarak analizden bilinen asagidaki teorem verilsin.

Teorem 2.1.11. X kapali ve siirli bir kiime ve f, X flzerinde siirekli ise, bu

durumda f, X ftizerinde diizgiin siireklidir [52].

13



Ornek 2.1.5. x#0 igin f(x)=3/xsin(z/x) ve f(0)=0 ile tammlanan f fonksiyonu

diizgiin stirekli fakat mutlak siirekli degildir.

Daha 6nce bu fonksiyonun [0,1] arahginda sinirli varyasyonlu olmadigi gosterildi.
Boylece Teorem 2.1.10 geregince mutlak siirekli degildir. Fakat bu fonksiyon diizgiin

sureklidir. f, [0,1] kapali ve siirli kiimesinde stirekli oldugundan, Teorem 2.1.11

geregince [0,1] ’de diizgiin stireklidir.

Teorem 2.1.12. f : | —» R fonksiyonu mutlak siireli ise bu durumda f , iki siirekli ve

artan fonksiyonun farki olarak yazilabilir [52].

Asagidaki teorem tiirevle mutlak siireklilik arasindaki dolayisiyla tiirevle sinirh

varasyonlu olma arasindaki bagintiyr vermektedir.

Teorem 2.1.13. f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve f' tiirevi var ve (a,b)

araliginda sinirli ise, bu durumda f fonksiyonu [a,b] araliginda mutlak siireklidir [52].
Not. Tirevi sinirli olmayan fonksiyon mutlak siirekli olabilir.

Gergekten, [0,1] arahginda f(x) =v/x fonksiyonu ele alinsm. Daha &nce bu
fonksiyonu mutlak siirekli oldugu belirtilmisti. Ancak, f'(x) == tirevi (0,2)

araliginda sinirli degildir.

Sonug 2.1.1. f fonksiyonunun [a,b]araliginda sirl bir tiirevi varsa f fonksiyonu bu

aralikta sinirli varyasyonludur.

Not. f fonksiyonun simnirli varyasyonlu olmasi i¢ini f' tiirev fonksiyonunun sinirli
olmasma gerek yoktur. Yani, f', tiirev fonksiyonu sinirli olmadan da f fonksiyonu

sinirl varyasyonlu olabilir.

1
f (x) = x3 fonksiyonunu goz Oniine alalim. Bu fonksiyon tek diize oldugundan her

sonlu aralikta sinirl varyasyonludur. Oysa, x = 0 i¢in f'— cogeklinde sinirsizdur.
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2.2. RIEMANN-STIELTJES INTEGRALLERI

Bu boliimde Riemann-Stieltjes integralini tanimlamp bazi 6zellikleri ele alinacaktir.
Daha sonra Rieman-Stieltjes integralleriyle ilgili bazi teoremler sunulacaktir. Son
olarak, Rimann-Stieltjes anlamda inegrallenebilir fonksiyonlar ile sinirli varyasyonlu

fonksiyonlar arasindaki iligki verilecektir.

Tamm 2.2.1. «, [a,b] tizerinde monoton artan bir fonksiyon olsun. [a, b] araliginin
her bir P={x, : 0<i<n} parcalanis1 igin Ae; = (X,) — (X, ,) olsun. [a,b] arahginda

keyfi sinirli reel f fonksiyonu ve keyfi P parcalanisi igin, sirasiyla iist ve alt toplamlar
UP, f,@)=> Mg, L(P, f,a)=> mAg
i1 i1

olarak tamimlanir. Burada M, ve m, degerleri f fonksiyonunun [x,,X]
araligindaki supremum ve infimum degerleridir. P, [a, b] nin bir pargalanis1 olmak

tizere iist ve alt integraller sirasiyla

fde = inf{U(P, f,a):}

D ey T |

["fda = sup{L(P. f,a)}

olarak tanimlanir [53].

Eger bu iki ifade birbirine esit ise, bu ortak deger f fonksiyonunun « iizerinden
b b b

Riemann-Stieltjes integralidir ve Ifda veya J'f(x)da(x) ile gosterilir. Eger Ifda

integrali varsa, f fonksiyonuna « ya gore Riemann-Stieltjes integrallenebilir denir ve

f € R(a) olarak yazilir.

o =X ic¢in Riemann-Stieltjes integrali bilinen Riemann inegraline indirgenir. o =X

durumu ele alinsin. Her [a,b] arahginda & nin monoton artan oldugu bilinmektedir.

Ayrica, Aq; =(X —X,_,)=AX dir. Bu durumda alt ve iist toplamlar Riemann
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toplamlarina doniigiir. Eger bu iki toplam ortak bir degere yakinsarsa, bu deger f

b
fonksiyonunun Riemann inegrali olan I fdx dir.

Simdi Riemann-Stieltjes integrasyonu ve sinirlt varyasyonlu olma arasindaki bagintiyi

vermek i¢in gerekli bazi teoremler verilecektir.

Tamm 2.2.2. Pc P" ise P* pargalamisi P parcalanigindan daha incedir denir. P, ve

P, iki parcalanis icin P =P, U P, pargalanisi ikisinden de incedir [53].

Teorem  2.2.1. P*  parcalamst P pargalamsindan daha ince ise

L(P, f,a)<L(P, f,a) ve U(P, f,a)>U(P", f,) dir [53].
Teorem 2.2.2. [a, b] araligi tizerinde f fonksiyonunun « ya gore ist ve alt integrali
arasinda

1 b
I fda ijda

bagintisi vardir [53].

Teorem 2.2.3. [a, b] arahig1 tzerinde f € R(er) olmast igin gerek ve yeter kosul her

>0 igin
UP, f,a)-L(P, f,a)<e¢ (2.2)
olacak sekilde [a,b] araliginin bir P pargalanisinin olmasidir [53].

Teorem 2.2.4. Asagidaki ifadeler vardir [53]:

(1) Keyfi & ve bir P pargalanisi igin (2.2) esitsizligi saglaniyorsa, P ’den ince her

parcalanis (ayn1 &£ igin) i¢in de saglanir.

(2) P= {XO,..., Xn} parcalanisi i¢in (2.2) esitsizligi saglaniyor ve S;,t, noktalari [XH, Xi]

araliginda keyfi noktalar ise bu takdirde
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n

Y If)-ft)Aa <&

i=1

dir.
(3) Eger (2) nin hipotezi saglanyor ve f € R(«) ise bu durumda

<&

i f(t,)Aq, —jl fda

saglanir.

Teorem 2.2.5. Eger f fonksiyonu [a,b] araliginda monoton ve «, [a,b] arahginda

stirekli (ve monoton) ise bu takdirde f e R(e) dir [53].

Teorem 2.2.6. f fonksiyonu [a,b] arahiginda sinirli ve sonlu sayida siireksizlik noktasi

olsun. Ayrica f fonksiyonunu siireksiz oldugu her yerde « siirekli ise f € R(e) dir

[53].

Teorem2.2.7. Eger f =f, + f, ve P de [a, b] araliginin bir pargalanisi ise bu takdirde
L(P, f,,&)+L(P, f,,&) <L(P, f,&) <U(P, f,a) <U(P, f,,a)+U(P, f,,a)

dir [53].

Teorem 2.2.8. Eger [a,b] arahiginda f e R(a), m< f <M, ¢ fonksiyonu [m,M] de
siirekli ve [a,b] arahginda h(x) = #(f(x)) ise bu durumda [a,b] araliginda h e %R(a)
dir [53].

2.2.1. Riemann-Stieltjes Integrallerinin Ozellikleri

Simdi Riemann-Stieltjes integralinin bazi 6zellikleri verilecektir.

Teorem 2.2.9.
(a) Eger f,, f, e R() ise

f,+ f, e R(a),
her ¢ sabiti i¢in cf € R(x) ve
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T(f1 - fz)dazjl flda+i f,de,

b b
jcfda:cjfda

dir[53].
(b) [a,b] arahiginda f,(x) < f,(x) ise

b b

[fda<|fda
dir.
(c) [a,b] arahginda f e R(e) ve a<c<b ise bu takdirde [a,c] ve [c,b] araliklarinda
f e R(x) ve

jﬁa+jﬁa=?ﬁa

dir.
(d) [a,b] araliginda f e R(c) ve her x e[a,b] i¢in |f (X)| <M ise

<M|a(b)-a(a)]

b
Ifda

dir.
(e) Eger f e R(e,) ve f eR(a,) ise f e R(e, +2,) dirve

jlfd(al+a2) =jl fde, +j‘ fda,

saglanir. Eger f € R(«) ve c bir pozitif sabit ise f e R(ca) ve

de(ca):cifda

a

18



dir [53].
Teorem 2.2.10. Eger [a,b] araliginda f e R(a) ve g € R(a) ise, bu takdirde

(@) fg e R(x)

(b) |f| € R(ax) ve

b
'[fda

b
£I|f|da,

ifadeleri saglanir [53].

Teorem 2.2.11. (Degisken Degistirme) ¢ fonksiyonu goriintiisii [a,b] araliginmn icine
diisen [A, B] araliginda kesin artan siirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica «, [a,b]
araliginda monoton artan ve [a,b] arahginda f e 9%i(a) olsun. [A B] arahginda g ve

g fonksiyonlar

By) =ale(y)), 9(y) = f(e(y)

olarak tanimlansin. Bu durumda g € R(¢p) ve
b B
j fde = j gde
a A

dir [53].
Teorem 2.2.12. f, g : [a,b] > R fonksiyonlar i¢in g siirekli ve f fonksiyonu [a,b]

b
iizerine sinirh varyasyonlu ise, [ g(t)df (t) integrali vardir ve
a

< sup|g )V, (a,b) (2:3)

te[a,b]

i g(t)df ()

esitsizligi saglanir [54].

Bu bilgiler 1siginda Riemann-Stieltjes integrasyonu ve sinirli varyasyonlu olma

arasindaki iliski su sekilde verilebilir: f fonksiyonu [a,b] aralig1 tizerinde sinirh
varyasyonlu oldugu farz edilsin. Bu durumda f fonksiyonu artan iki fonksiyonun farki

seklinde yazilabilir yani f, ve f, artan olmak tizere f = f, — f, dir. Boylece, Teorem
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2.2.5 geregince « siirekli oldugunda f,, f, € R(e) dir. Ayrica Teorem 2.2.9 un (a)
sikki geregince « siirekli olmak lizere f e R(«) dir. Yani f fonksiyonu sinirh
varyasyonlu ve « siirekli ise bu durumda f fonksiyonu « ya gore Riemann-Stieltjes

anlamda integrallenebilirdir.

f, ve f, fonksiyonlar: kapal: ve sinirli bir aralikta artan olduklarindan, bu fonksiyonlar
[a,b] araliginda simrhdirlar. Boylece, bu fonksiyonlar [a,b] arahiginda sonlu sayida

stireksizlik noktalara sahip ve a bu siireksizlik noktalarinda siirekli oldugundan,

f,, f, e R(e) yazilabilir. Yani, f sinirli varyasyonlu olmak iizere, f sonlu sayida
stireksizlik noktasina sahip ve « bu noktalarda siirekli ise, f fonksiyonu « ya gore

Riemann-Stieltjes integrallenebilirdir.

2.3. iIKi DEGISKENLI SINIRLI VARYASYONLU FONKSiYONLAR

Bu alt boliimde iki degiskenli sinirli varyasyonlu fonksiyonlarin tanimlari verilecektir.
Ayrica iki katli Riemann-Stieltjes integrallerinin 6nemli 6zelliklerinden bazilar

sunulacaktir.

[3]’te Clarkson ve Adams iki degiskenli sinirli varyasyonlu fonksiyonlar i¢in yapilan

asagidaki tanimlar vermislerdir:

f(x,y) fonksiyonunun Q(a<x<h, c<y<d) dikdortgeninde tanimli oldugunu kabul

edelim.

X = Xl(i =0,1,2,...,n), a:XO <X1 <. < Xn =b;
y=y;(j=012..m),c=y,<y, <..<y, =d

olmak tizere asagidaki notasyonlar verilsin:
A f Y = (X Yi) — T y;) — FOG YD) + T (XL Y))
Af (Xi 1 yj) = f (Xi+1' yj+l) - f(xi | yj)'

Tamm 2.3.1. (Vitali-Lebesque-Fréchet-de 1a Vallée Poussin). Eger
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n-1, m-1

> Aty

i=0, j=0

toplami biitiin pargalanmalar igin sinirl ise f(x,y) fonksiyonu sinirli varyasyonlu

olarak adlandirilir.

Tamm 2.3.2 (Fréchet) Eger

n-1, m-1

Z & g_j‘Allf (X, yj)‘

i=0, j=0

toplami biitin pargalanmalar ve biitiin muhtemel ¢, =£1 ve g_j=i1 secimleri igin

stnirlvise f(x,y) fonksiyonu sinirli varyasyonlu olarak adlandirilir,

Tamm 2.3.3 (Hardy-Krause). Tanim 2.3.1°in kosullar saglansin. Buna ek olarak

f(>_<, y) fonksiyonu en az bir x icin sinirli varyasyonlu ve f(x, 3_/) fonksiyonu en az bir

§ icin sinirh varyasyonlu ise f (x, y) fonksiyonuna sinirli varyasyonludur denir.
Tanim 2.3.4 (Arzeld). (X,,Y;) (i=0,12,...,m) noktalar

a=X, <X <..<X,=Db;
C=Y, <Yy <..<y,=d.

kosullarint saglayan herhangi noktalar olsunlar. Bu takdirde, eger
D AT (%, ;)
i=1
toplami bu sekilde segilen tiim noktalar igin sinirli ise f(x,y) fonksiyonu sinirh

varyasyonlu olarak adlandirilir.

Bu takdirde, iki degiskenli simirli varyasyonlu fonksiyonlar igin toplam varyasyon

kavrami asagidaki sekilde tanimlanabilir:

Tamm 2.3.5. f fonksiyonu Q =[a,b]x[c,d] iizerinde sinrl: varyasyonlu fonksiyon ve

Z(P) sembolii de, Q nun keyfi bir P pargalanmasi i¢in
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n-1 m-1

YAt y,))

1
i=0 j=0
toplamint gostersin. Bu durumda,
Vi@ =V, (F)=sup{}(P) : PePQf

sayisina, Q iizerinde f fonksiyonunun toplam varyasyonu denir. Burada, P(Q)

sembolii, Q tlizerindeki biitlin par¢alanmalarin ailesini gosterir.

1910 yilinda [55]’te Fréchet iki katli Riemann-Stieltjes integralleri i¢in asagidaki

karakterizasyonu vermistir:
f(x,y) ve a(x,y) fonksiyonlar
Q: (a<x<bic<y<d)
dikdortgeni lizerinde tanimli olsun. Ayrca R
a=X, <X <..<X,=b,vec=y,<y <..<y,=d
parcalanmalariyla elde edilen dikdortgensel alt bdlimler olsun. & ve 7;, sayilan

Xy S&ESX, ve Yia<n; <Y; (i=12,...,n; j=12,.,m) esitsizliklerini saglayan

herhangi iki say1 olmak tizere her i ve ] igin

Apa(X, YY) =a(Xiy, Vi) —alXiy, Yy) —alX, yi) +alX, y;)

olsun. Eger altboliimlerin normu sifira giderken

m

S=3" £(&.7,)Aua(x,y,)

i=L j=1

toplaminin sonlu bir limiti varsa, bu takdirde f fonksiyonunun o fonksiyonuna goére
Riemann-Stieltjes integrali vardir denir ve f eRS(«) ile gosterilir. Bu limite

kisitlanmis (restricted) integral denir ve
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[[feoyd,da(xy) (2.4)

sembolii ile gosterilir.

& ve ny; saylar X, <&; <x;, ve Yy, <m; <Y, esitsizliklerini saglayan herhangi iki

say1 olmak tizere, yukardaki S formiiliinii

§" = ii f (é:ij 115 )Alla(xi , yj)!

i=1 j=1

toplami ile yer degistirilebilirse, limit var oldugunda bu limit kisitlanmamis

(unrestricted) integral olarak adlandirilir ve

4] £(x y)d,d,a(x,y). (25)

sembolii ile gosterilir.

Aciktir ki, (2.5)’in varligi (2.4)’iin varligint gerektirir. Diger yandan, [56]’da Clarkson

(2.4)’in varliginin (2.5)’1n varligint gerektirmedigini gostermistir.

But tezde birgok teorem ispatlanirken kullanilacak iki katli Riemann-Stieltjes

integrallerinin asagidaki 6zellikleri verilsin:

Lemma 2.3.1. (Kismi Integrasyon) Eger f(t,s), Q=[a,b]x[c,d] tizerinde stirekli ve
a(t,s) smirlt varyasyonlu ise, bu durumda «(t,s), f(t,s) ye gore Q iizerinde

Riemann-Stieltjes anlaminda integrallenebilir ve

f(t,5)d,d.a(t,s)

D ey T
0 —y

a(t,s)d,d. f (t,s)

Il
D e T
O e O D C—— T O — O

a(t,d)d, f (t,d)+ia(t,c)dt f(t,c) (2.6)

a(b,s)d, f(b,s) +:‘[a(a, s)d, f(a,s)

f(b,d)e(b,d)— f (b,c)a(b,c) - f(a,d)a(a,d)+ f (a c)a(ac).
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dir [57].

Lemma 2.3.2. Eger f fonksiyonu Q iizerinde siirekli ve a fonksiyonu Q {izerinde

sinirlt varyasyonlu ise, bu takdirde f € RS(«) dir [49].

Lemma 2.3.3. Q iizerinde g € RS(a) ve « fonksiyonunun Q iizerinde sinirh

varyasyonlu ise, bu takdirde,
bd
[[atxy)d,d,a(xy) < SUp [ (x, V)V, (Q) 2.7)
ac X, y)€

dir [49].

2.4. SINIRLI VARYASYONLU FONKSIYONLAR ICIN BAZlI ONEMLI

OSTROWSKI TIPLi ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde sinirl varyasyonlu fonksiyonlar i¢in literatiirde var olan Ostrowski tipli

esitsizliklerin bazilar1 verilecektir.

Tek degiskenli sinirli varyasyonlu fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli ilk esitsizlik S.S.

Dragomir tarafindan ispatlanmistir. Bu esitsizlik asagidaki gibidir:

Teorem 2.4.1. f : [a,b]— R fonksiyonu [a,b] iizerinde sinirl1 varyasyonlu fonksiyon
olsun ve V, (a,b) ise bu fonksiyonun toplam varyasyonunu gostersin. Bu takdirde, her

x e[a,b] igin

a+b

</ 1.
2 |b

esitsizligi saglanir. Buradaki % katsayisi bu sartlar altindaki en iyi katsayidir ve daha

‘f(x)—rlaj f (t)dt

}vf (a,b) (2.8)

2
—a

kiiciik olan bir katsayi ile yer degistirilemez [11].

Sinirlt varyasyonlu fonksiyonlar i¢in elde edilmis ve literatiirde mevcut olan diger

Ostrowski tipli esitsizliklerin bazilari asagida verilmistir:
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Teorem 2.4.2. f : [a,b]— R fonksiyonu [a,b] iizerinde sinirli varyasyonlu fonksiyon

olsun. Bu taktirde

f(a)+f (b)

. jf(t)dt (b a)V, (a,b) (2.9)

"Yamuk esitsizligi" saglanir. Buradaki 4 katsayisi bu sartlar altindaki en iyi katsayidir

ve daha kiigiik olan bir katsayi ile yer degistirilemez [14].

Teorem 2.4.3. f : [a,b] > R fonksiyonu [a,b] iizerinde sinirh varyasyonlu fonksiyon

olsun. Bu takdirde,

|b—a{f(a)+f(b) Zf[a+bj:| If(t)dt (b—a)vf(a,b) (2.10)

B 2

Simpson tipli esitsizligi saglanir [12].

Teorem 2.4.4. [a,b] araliginin bir parcalanist 1, @ a=X, <X <..<X_, <X =b ve ¢,
(i=0,..k+1) noktalar: &, =0, &, €[x ,,x] (i=1...k) ve e, =b seklinde olsun.

Eger f : [a,b] >R fonksiyonu [a,b] iizerinde simrh varyasyonlu fonksiyon ise, bu

takdirde

Z( |+l_ai)f(xi)

i=0

< Ev(h) + max{ aiy

< v(h)V, (a,b)

Xi + Xiq
2

¥ =o,...,k—1va (a,b) (2.11)

esitsizligi elde edilir. Burada, h =X,-% (i=L1..k-1) olmak iizere

v(hy:=max{h, : i=0,..,k—-1} dir [15].

Teorem 2.4.5. f : [a,b]— R fonksiyonu [a,b] iizerinde sinirli varyasyonlu fonksiyon

olsun. Bu durumda, her x [a,b] igin
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—aTb}v (a,b) (2.12)

(x—a)f(a)+(b—x)f(b)—if(t)dt sE(b—a)+

esitsizligi gegerlidir. Buradaki 4 Katsayisi bu sartlar altindaki en iyi katsayidir ve daha

kiiciik olan bir katsayi ile yer degistirilemez [16].

Teorem 2.4.6. f : [a,b] > R fonksiyonu [a,b] iizerinde sinirl: varyasyonlu fonksiyon

olsun. Bu durumda, her x € [a, 22] igin

1 15
‘E[f(x)+ f(a+b—x)]—E£f(t)dt

= bl {(X_a)vf (a1X)+(aT+b—ijf (x,a+b—x)+(x—a)Vf(a+b—x,b)}

s v @),

ey ()|
x [B/f @x)f +N, (xa+b-x)f +|v, (@a+b- X1b)]ﬁ]%

if o >1, i+%—1

[“’” }max{\/ (a,x),V, (x,a+b-x),V, (a+b- Xb)}

IN

(2.13)

dir. Ikinci esitsizligin birinci satinndaki + katsayisi bu sartlar altindaki en iyi katsayidir

daha kiigiik olan bir katsayi ile yer degistiremez [20].

Teorem 24.7. g : [a,b]—>R negatif olmayan ve siirekli bir fonksiyon ve
h: [a,b]—>]R fonksiyonu ise h'(t)=g(t) olacak sekilde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. Eger f : [a,b]— R fonksiyonu [a,b] iizerinde sinirli varyasyonlu bir

fonksiyon ise, bu takdirde her x e [h(a), h(b)] i¢in

fg(t)f(t)dt—[(x—h(a))f(a)+(h(b)—x)f(b)i

< Eig(t)du X

(2.14)
~ h(a)+h(b)‘ V. (ab)
2 A
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esitsizligi elde edilir. Buradaki 1 katsayisi bu sartlar altindaki en iyi katsaydir ve daha

kiiglik olan bir katsayi ile yer degistirilemez [22].

Teorem 2.48. w: [a,b]—>]R negatif olmayan ve siirekli bir fonksiyon ve

h : [a,b] >R fonksiyonu ise h'(t)=w(t) olacak sekilde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon  olsun.  Aynca  O0<a<1, a=h"(1-%)h@)+2hb) ve
b, =h™(2h(@)+([1-%)h(b)) olarak tammlansm. Eger f : [a,b] >R fonksiyonu

[a,b] iizerinde sinirl varyasyonlu bir fonksiyon ise, bu takdirde her x < [a,, b, ] igin

<KV, (a,b) (2.15)

.Tw(t) f(t)dt —{(1— a)f(x)+ awﬁwa)dt

dir. Burada

b [w(t)dt +[h(x) - 225 if0<a<i

D e T

b b
K = max{l—Ta j wt)dt + |h(x) — M) o j W(t)dt}, ifi<a<2

a

<ax<l

b
¢ [w(t)dt, if

w(r

olarak tanimlh olup 0<a <3 durumu i¢in 5* Katsayist ve 4 <o <1 durumu i¢in ¢

katsayis1 bu sartlar altindaki en iyi katsayilardir ve daha kiigiik olan katsayilar ile yer

degistirilemezler [24].

Teorem 2.4.9. f : [a,b] > R fonksiyonu [a,b] iizerinde simirh varyasyonlu fonksiyon

olsun. Bu durumda

f(a)(t—a)+(b—t)f(b)

W (t)=f ()~ o

olmak lizere
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e, (1)< lea[(t —_a)V, (at)+(b-t)V, tb)]

4+ v b

() + 2 v @oP + v @mP +] it ps1tei=n
1V, (a,b)+ 3V, (@ t) -V, (t,b)|

(2.16)

IN

esitsizlikleri vardir. Esitsizligin birinci ve tiglincii satirndaki 3 Kkatsayisi bu sartlar

altindaki en iyi katsayidir daha kiigiik olan bir katsayi ile yer degistirilemez [21].

Teorem 2.4.10. f : [ab]—>R fonksiyonu [a,b] iizerinde sirh varyasyonlu

fonksiyon olsun. Bu durumda her 1 €[0,1] ve a+ A2 <x <2 icin

‘ [ f(a)+f(b) - ﬂ\f(x)”(za*b‘x)}_if(t)dt
ax{A

bT,( (- )a+ib),(a+b )}V (a b) (217)
<
bamaxV, (a,X),V, (x,a+b—x),V, (a+b—xb)}

esitsizligi saglanir. Ikinci esitsizlikteki 1 katsayisi bu sartlar altindaki en iyi katsayidir

ve daha kiigiik olan bir katsayi ile yer degistirilemez [18].

Teorem 2.4.11. f : [a,b] >R fonksiyonu [a,b] araliginda sirh varyasyonlu bir
fonksiyon ve w : [a,b] —>[0,0) fonksiyonu (a,b) araliginda siirekli ve pozitif bir

fonksiyon olsun. Bu takdirde, her x [a,b] ve « €[0,1] igin

T f (t)w(t)dt —{(l—a) f (x)'TW(t)dt + 0{ f (a)'x[w(t)dt + f(b)ffw(t)dt}}
SE%WHWW

dir. Buradaki %+|%—a| katsayisi bu sartlar altindaki en iyi katsayidir daha kii¢iik olan

(2.18)

Jx.w(t)dt - %Tw(t)dt

}Vf (a,b).
bir katsayi ile yer degistirilemez [25].
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Teorem 2.4.12. f :[a,b]>R fonksiyonu [a,b] dizerinde simrh varyasyonlu

fonksiyon olsun. Bu takdirde, her X e [a, a—gb] icin

(x—a)[f(a)+ f(b)]+(a+b—2x)f(a+bj—.b[f(t)dt

2
< F(b—a)+‘x—3a+b
4 4

(2.19)

}vf (a,b)

esitsizligi vardir. Buradaki % katsayisi bu sartlar altindaki en iyi katsayidir ve daha

kiiglik olan bir katsayi ile yer degistirilemez [19].
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3. TEK DEGISKENLI SINIRLI VARYASYONLU FONKSIiYONLAR
ICIN OSTROWSKI TiPLI ESITSIZLIKLER

Bu béliimde ilk olarak sinirli varyasyona sahip tek degiskenli fonksiyonlar igin bazi
genellesmis Ostrowski tipli esitsizlikler ispatlanacak ve 6zel durumlar1 verilecektir.
Bunun yani sira sirasiyla tiirevi ve n. tiirevi sinirli varyasyonlu fonksiyonlar igin
esitsizlikler elde edilecektir. Daha sonra kendisi veya tiirevi sinirli varyasyona sahip
fonksiyonlar i¢in onemli agirlikl esitsizlikler ispatlanip 6zel durumlari i¢in sonuglar
verilecektir. Son olarakta, elde edilen esitisizlikler yardimiyla integrallerin niimerik
hesaplamalar i¢in bazi formiiller verilerek hatalar igin st sinirlar elde edilecektir.
Ayrica bazi belli fonksiyonlar i¢in farkli yontemlerle niimerik hesaplamalar yapilarak

karsilastirmalar yapilacaktir.
3.1. SINIRLI VARYASYONA SAHIiP FONKSIYONLAR iCiN OSTROWSKI
TiPLi ESITSIZLIKLER

Bu alt bolimde tek degiskenli sinirli varyasyonlu fonksiyonlar i¢in bazi genelesmis

Ostrowski tipli esitsizlikler elde edilip 6zel durumlar1 incelenecektir.

Teorem 3.1.1. f : [a,b]— R fonksiyonu [a,b] iizerinde sinirl1 varyasyonlu fonksiyon

olsun. Bu durumda, 1 [0,1] olmak tizere her x e [a,b] icin

‘(b—a)(l—%j £(x)+ 4 (x=a)f (@) +(b-x)f(b) —i f ()t

2
s(l—ij b—a+ X
2 2

esitsizligi saglanir.

(3.1)

Ispat. Ispat igin ilk olarak K, (x,t) déniisiimii
t-(a+1%52) a<t<x
K, (x1)=
t—(b-A2%%), x<t<b

30



seklinde tanmlansin. Tek katli Riemann-Stieltjes integralleri i¢in ksmi integrasyon

kullanilirsa

TKﬂ(x,t)df (t)

It—(a+/lTDdf(t)+'[( ( ﬂ.andf(t)
(t—a ;Lij(t)

(t—b+/1bTXjf(t)

'—.

j f (t)dt

a a

j f (t)dt

X X

_ (x—a)(l—gjf(x)m% f(a)

zb—x f(b) + (b—x)(l—%j f(x)—i f (t)dt

_ (b—a)(l—%j f(x)+/1(x_a)f(a);(b_x) ) —z f (t)dt

elde edilir.

Diger yandan, (2.3) esitsizligini kullanarak

j‘Kl(x,t)df )

JIt (a+ z—n df (t)[+

t—a-—

<

[t-p-st5 oo

< sup t—b+ 22XV, (x,b)

tefa, x|
= (x- a)(l— %)Vf (a,x)+(b- x)(l— %)Vf (x,b)

< (1—%} max{x —a,b - x}V, (a,b)

_ (1_ij{b‘a+‘x— a+b|}vf(a,b)
2 )| 2 2 |

bulunur. Bdylece ispat tamamlanmais olur.

V (a,x) + sup

te[x,b]
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Sonu¢ 3.1.1. Eger Teorem 3.1.1°de 6zel olarak A =0 ahinirsa, (3.1) esitsizligi [11]°de

Dragomir tarafindan elde edilen (2.8)’deki Ostrowski esitsizligine doniisiir.

Sonug 3.1.2. Teorem 3.1.17in sartlar: altinda 6zel olarak A =1 segilirse

b
%(b—a)f(x)+(X_a)f(a);(b_x)f(b) [ f @t
: (3.3)
< l{b—a+‘x_a+b}vf ab)
2
esitsizligi elde edilir.
Sonug 3.1.3. Sonug 3.1.2°de X =2 alinirsa, [18]’de Alomari tarafindan verilen
b-al . (a+b) f@+f(®b)] | 1
f —| f@)dtj<=(b—a)V,;(a,b
‘ZHZ} . !() ;b-a)v,@b)
esitsizligine doniisiir.
Sonug 3.1.4. Teorem 3.1.1’in sartlar1 altinda 6zel olarak A =2 segilirse
b
%(b—a)f(x)+(X_a)f(a);(b_x)f(b) [ f @t
@ (3.4)
L2 b—a+‘x_a+b| v, (ab)
3| 2 2 |

olur.

Sonu¢ 3.1.5. Sonu¢ 3.1.4’de x=2 alinirsa, (3.4) esitsizligi [12]’de Dragomir

tarafindan elde edilen (2.10)’daki Simpson tipli esitsizlige dontisiir.

Sonug 3.1.6. Teorem 3.1.1°in sartlan altinda, f e C*[a,b] oldugu kabul edilirse, her

x €[a,b] igin

‘(b—a)(l—%j £(x)+ A (x-a)f (a);(b‘ x)1 () —I f ()t
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S[l_&) u+‘x_a_+b
2 2 2

Jies

olur. Burada ||||l ifadesi,

b
[£1, = [l @l

seklinde tanmlanan L, -normudur.

Sonu¢ 3.1.7. Teorem 3.1.1’in sartlar1 altinda, f : [a, b]—)]R fonksiyonu L >0 sabiti

icin Lipschitz fonksiyonu oldugu kabul edlirse, her x [a, b] i¢cin

‘(b— a)(l—%j £(x)+ 4 (x=a)f(@)+({b-x)f () —i f (t)dt

2
S(l_ij m+‘x_a_+b
2 2 2

}(b—a)L

olur.

Sonug 3.1.8. Teorem 3.1.1%in sartlar1 altinda, f : [a,b]— R fonksiyonu monoton ise,

her x e[a,b] igin

‘(b— a)(l—%j F(x)+ A (x=a)f (@) +(b-x)1(b) —i f ()t

2
< 1_ij E-l— X_a_+b
2 2 2

esitsizligi bulunur.

}If(b)— f(a)|

Teorem 3.1.2. f : [a,b]— R fonksiyonu [a,b] iizerinde sinirl1 varyasyonlu fonksiyon

olsun. Bu takdirde, her x e[a, 22] icin

b%ﬁ{f(xﬁ flasb-x)s o 234 f[“zzb‘xﬂ—ff(t)dt

< max X_3a+b|’(a+b_xj’x—a v, (a.b)
4 [\ 2 2

(3.5)

33



esitsizligi vardir.

Ispat. [58]’de Qayyum ve dig. tarafindan

t-a, te[x 2]
t—32  te(ex x]
P(x,t)=4t—2%  te(x,a+b-x]

t—a3  te(a+rb-x 22

t—b,  te[ax p]

seklinde tanmladigi P(X,t) ¢ekirdegi ele alnsin. Ksmi itegrasyon yardimiyla

Tp(x,t)df (t)

:b%‘ra{f(xﬁ flatb—x)+ f(%} f(wﬂ—If(t)dt

2

oldugu kolaylikla goriiliir. (2.3) esitsizligi kullanilarak

T P(x,t)df (t)

a+X

< f (t—a)df () + j (t—3a+bjdf(t) +

a aix 4
2

T (t - aT”’j df (1)

X

a+b—x
2 b
4 [ (t—a+3bjdf(t)+ | t-b)are
a+b—x 4 at+b-x
2
< sup |t—a|Vf(a,¥j+ sup t—3a;bivf(agx,x]
te[a,%} IE[%,X}
+ sup t—a—+bvf(x,a+b—x)
te[x,a+b-x] 2
+ sup t—a+3bvf[a+b—x,wj
t{a+b—x,&;_x} 2
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+ sup  [t—h|V, (

te|: a+2b—xyb}

a+2b—x’bj
2

2
X—a [ a+xJ 3a+b|1(a+b j [a+x j
=——V,|la,—— [+ Mmaxq|X— = =X V| —,X
2 2 4 20 2 2
+(aT+b—ijf(x,a+b—x)

3a+b| l(a+b j ( a+2b—xj
+max- X — = X [{Vila+b—-X,——
4 |2\ 2 2

+x—avf(aJer—x,bj
2 2

s max{‘x—3a:b|,(a+b —x], x—a}Vf (a.b)

2 2

esitsizligi elde edilir. Bu da istenilen sonugtur.

Sonu¢ 3.1.9. Teorem 3.1.2°de Ozel olarak x=a alinirsa (3.5) esitsizligi [14]’te

Dragomir tarafindan elde edilen (2.9)’daki Yamuk esitsizligine donisiir.

Sonug 3.1.10. Teorem 3.1.2°nin sartlar altinda X =22 ahlinirsa

E{zf(a—”’} f(3a+bj+ f(a+3bﬂ—if(t)dt
4 2 4 4 )|

esitsizligi elde edilir.

< %(b—a)vf (a,b) (3.6)

Sonug 3.1.11. Teorem 3.1.2’nin sartlar1 altinda X =22 alnirsa

) (2 () (5 o

< %(b —a)V,(a,b)

(3.7)

esitsizligi elde edilir.

Sonu¢ 3.1.12. f  fonksiyonu Teorem 3.1.2°deki sartlar1 saglasin. Eger
f(x)= f(a+b—x)ise

b-a a+x a+2b—x\]
T[zf(x)n( . j+f( 2 ﬂ—!f(t)dt
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< max{

X_3a+b| (a+b_x} x—a}vf (a.b)

4 [\ 2 2
esitsizligi elde edilir.
Sonuc 3.1.13. Sonug 3.1.12°de 6zel olarak X =a i¢in

‘3f(a)+ f (b)

; (b—a)—'e[ f (t)dt

< %(b—a)vf (a,b) (3.8)
dir. Buradaki % katsayisi bu sartlar altindaki en iyi sabittir ve daha kii¢iik olan bir
katsayi ile yer degistirilemez

Ispat. Katsaymin en iyi katsayr oldugunu ispatlamak igin (3.8) esitsizliginin keyfi bir
A> 0 sabiti i¢in saglandigi kabul edilsin. Yani

3f(a)+ f (b)

7 (b - a)—jj f(t)dt| < Abb—a)V, (a,b)

olsun. f : [a,b]— R fonksiyonu
1, if xe{a,b}
f(x)=

0, if xe(a,b)

olarak segilirse, bu durumda f , [a,b] arahg iizerinde simirl varyasyonlu bir fonksiyon

ve
3f(a)+ f(b) =4, T f(t)dt=0, veV, (a,b)=2,

olur. Bu ifadeler yukaridaki esitsizlikte yerilerine yazihrsa 1<2A—= A>3 olarak

bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Sonug 3.1.14. Teorem 3.1.2’nin sartlar altinda f € Cl[a, b] ise, her X e [a, %b] icin

B{f(x)+ fla+b—x)+ f(?}+ f(%b‘xﬂif(t)dt

4
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a+b X—al .,
’(T—X}T}”f I,

dir.

Sonug 3.1.15. Teorem 3.1.2°nin sartlar altinda, eger f : [a,b] - R fonksiyonu L >0

Hememufmm9wmuBaha'XEhﬁ%]imn

b%a{f(xp fla+b—x)+ f(?} f(%b_xﬂ—z‘f(t)dt

smw{x—si:%(a+b—x}X_a}m—aﬂ_

2 2
esitsizligi vardir.

3.2. TUREVI SINIRLI VARYASYONLU FONKSIiYONLAR ICIN OSTROWSKI
TiPLi ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde tiirevi sinirli varyasyona sahip tek degiskenli fonksiyonlar icin yeni

Ostrowski tipli esitsizlikler ispatlanacaktir.

Teorem 3.2.1. f : [a,b]—> R olmak iizere, f'tiirev fonksiyonu [a,b] aralig1 iizerinde

stirekli ve sinirli varyasyonlu olsun. Bu durumda, her X € [a, a—“’] i¢in,

1 % 1
E{f(t)dt—z[f(xﬂ fa+b-x)]

+%(X_3a+bjhxxy_fxa+b—x4 (3.9)
. iF(x—a)z ~2(x—a)(b-x)+(b-x)° +4‘X_ 3a+b }Vv(a’b)
16 b-a 4

esitsizligi saglanir.

Ispat. Ispat i¢in p(x,t) doniisiimii,
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(t-a) telax]

p(xt) =1(t-22)° te(xa+b-x]

(t-b)’ te(a+b-xb]

olarak tanimlansin. Bu doniisiim yardimiyla

[ pOx.tydf (1)

(t—a)df'(t)+ j (t—a%bj di'@)+ [ (t-b)df'(t)

X a+b—x

D C— <

=1, +1,+1;

yazilir. Kismi integrasyon kullanilarak

I, = [(t—a)*df'(t)

I
D Commy <

(x—a)’ f'(x) - ZT(t —a) f'(t)dt

= (x—a)’ f '(x)—2(x—a)f(x)+2jx. f (t)dt

oldugu agiktir. Benzer sekilde,

a+b—x a+b 2
I, = t—— | df'(t
) j ( . j (t)

a+b

=(X-Tj [f'@a+b-x)— f'(x)]

+2[x— a;bj[f(x)+ f(a+b—x)]+ 2T f (t)dt

ve
b

l,= [ (t-b)df'(t)

a+b—x
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(3.13)



= (x-alf'(a+b-x)-2(x—a)f(a+b-x)+2 i f ()t

a+b—x

esitliklerinin saglandigi agiktir. (3.11)-(3.13) esitlikleri (3.10)’da yerine yazilip elde

edilen esitligin her iki tarafi m ile ¢arpilirsa

1% ,

262 j p(x,t)df ()
1 % 1

=G£f(t)dt—5[f(x)+ f(a+b-x)] (3.14)
%( —3a+bj[f’(x)—f'(a+b—x)]

esitligi bulunur.

(3.14) esiliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinip, (2.3) esitsizligi uygulanirsa

1 % 1
‘E;‘:f(t)dt—a[f(x)ﬂL f(a+b-x)]

+%(X—3a+bj[f’(x)— f’(a+b—x)1
- j:p(x,t)df )
< 2(bl— 3 |:.I(t —aydf(t)|+ .T(t - a;bjzdf @)+ ajx(t—b)z df '(t)} (315
= 2(b1— a) [i[i'ﬁ](t -afvi(ax)

2
+ sup (t—aij V. (x,a+b-x)+ sup (t—b)zvf,(a+b—x,b)}

te[x, a+b—x] tela+b—x,b]

2 a+b 2
< 2063 {(x—a) Vf,(a,x)+( > —x] V,.(x,a+b-x)

+(x—a)V,.(a+b- x,b)]

- ﬁmax{(x—a)z,(a;b - sz}vf,(a,b)

sonucu elde edilir. Yani,
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1 7 1
E!f(t)olt—z[f(X)+ fa+b-x)]

%( —3a+bj[f’(x)— f’(a+b—x)1
< mmax{(x—a)z,(a—;b—xf}vf,(a,b)

esitligi bulunur. Bu son ifade de max{x, y} =21

elde edilir.

Sonu¢ 3.2.1. Teorem 3.2.1°in sartlar1 altinda 6zel olarak Xz%b

esitsizligi [30]’da Liu tarafindan elde edilen
f(a—”)j —Li f (t)dt
2 b-a

esitsizligine doniistir.

b-a
gTVf,(a,b)

3a+b

Sonug 3.2.2. Teorem 3.2.1’in sartlar1 altinda 6zel olarak X === alinirsa,

1 ° 1 3a+b a+3b
E!f(t)dt—z{f( , j+f( y H

esitsizligi elde edilir.

b-a
32

< V,(a,b)

Sonug 3.2.3. Teorem 3.2.1’in sartlar1 altinda 6zel olarak x =a alinirsa,

1 ° 1 b-ay,, ,
m!f(t)dt—i[f(aﬂ f o))+ —=f'0)-f (a)i

<

(b-a)v.(a,b)

@ | =

(3.16)

esitligi uygulanirsa istenen sonug

alinirsa, (3.9)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlige benzer bir esitsizlik [30]’da Liu tarafindan

1

verilmistir. Fakat esitsizligin sag tarafindaki katsayr ; olarak verilmistir. Burada ki

katsay1 daha kiiciik bir sabit olan § oldugundan, elde edilen bu esitsizlik daha kesindir.
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Teorem 3.2.1’in sartlar1 altinda, bu sonuglara ek olarak asagidaki sonuglar da verilebilir.

Sonug 3.2.4. Eger f € C%[a,b] ise her x e [a, 2] igin

1 7 1
m!f(t)dt—g[f(xﬂ fa+b-x)]

%(x—3a+bj[f’(x)— f’(a+b—x)1 (3.20)
g % {5(x_a)2 —2(x;a_)a(lb—x)+(b—x)2 . 4‘X_3a4+b}”f T

esitsizligi vardir.

Sonug 3.2.5. Sonug 3.2.4°te X =22 segilirse, (3.20) esitsizligi [59]’de Liu tarafindan

elde edilen

b—a|
8

< £’

[a,b]1

1 ° a+b
‘ﬁ j f(t)dt—f(Tj

esitsizligine doniistir.

Sonug 3.2.6. Eger f' : [a,b] > R tiirev fonksiyonu L >0 igin bir Lipschitz doniisiimii

ise, her x < [a, 2] igin

1 % 1
m!f(t)dt—g[f(xﬂ f(a+b-x)]

1 3a+b),, ,
+E(x— 7 j[f (x)- f (a+b—x)1
g%[S(x—a)z—2(x—a)(b—x)+(b—x)2+4(b—a)x—3a+b}

esitsizligi vardir.
Siradaki teorem verilmeden 6nce asagidaki Lemmanin verilmesine gereksinim vardir.

Lemma 3.2.1. [60]’da Qayyum ve dig. tarafindan tamimlanan asagidaki P(X,t)

cekirdegi gbz Oniine alinsin;
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t-a)f,  tex]
-2, el
PO, =11(t—22F, te(xa+b-x] ,XE{aa—;b]

%(t_"”—%)z, te(a+b—x,%b—X]

3t-b),  tefxgep]

Bu takdirde her x < [a, 2] igin
b
j P(x,t)df (t)

z (t)dt——{ ()+f(a+b_x)+f(¥]+f(%b_xj
+(X_5a;‘3bj{f’(a+b—x)_f'(x)}

A=)

esitligi vardir.

(3.21)

Ispat. P(x,t) ¢ekirdegi kullanilarak

_b[P(x,t)df )

a+Xx

1% 3a+bY ..,.. 1% a+b) .,
=3 !( ) df () + j( jdf (t)+E j (t Tj df'(t)  (3.22)
2
a+2b—x
1 2 a+3pb)’ 1 "
+= [t— jdf’(t)+— [ (t-bydf@)
2a+b—x 4 2a+2bx

2

parcalanisi yazilabilir. Burada her bir integral i¢in kismi integrasyon uygulanirsa



TP(x,t)df (1)
_(x-a) f,(a+xj (a+xj j.xf(t)dt
-8 2 )
+£(X_3a+bj f(x)——[x— + j (a+xj
2 4 2
3a+b 1 a+b f
—(x— ; )f(x)—E(X—Tj( ] If(t)dt

+l(aLb—x) f'(a+b— x)——(Tb—xj f'(x)

2( 2
a+b a-l—b a+b—x
_(T_x]f(awb X) - (T—xjf(x)+ [t

X

2 2
+1(a+b_xj f,(a+2b—xj__(3a+b X) f(a+b—x)
8\ 2 2 2 4

a+2b—x

_l(a_”’_xj f[a+2b_xj+(3a:b—xj flasb-x)+ | f@d

2 a+b—x

2 b
_(x-a) f,(a+2b—xj_x—af(a+2b—xj+ (0t
2 2 2 a+2b—x

2

elde edilir. Gerekli diizenlemeler ve sadelestirmeler yapilirsa istenen esitlik elde
edilebilir.

Simdi bulunan bu esitlik yardimiyla asagidaki esitsizlik ispatlanacaktir.

Teorem 3.2.2. Teorem 3.2.11n sartlar1 saglansin. Bu durumda X € [a,a—”’] i¢in

=222 )+ b o £ o 212)

A 2

+(x—5a;3bj{f’(a+b—x)— £(x)

S-S (2= {252

< %max{x— 3a+bjzll(a_+b_sz’ (x-af }Vf,(a,b)

4 4\ 2 4

(3.23)
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dir.

Ispat. (3.21) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinip, (2.3) esitsizligi

uygulanirsa

TP(x,t)df (t)

a+x

s% i(t—a)zdf’(t)Jr Ix(t‘3a:bj df () +

a a+

a+b—x a+b 2 ’
j (t—Tj df '(t)

X

2
a+2b—x

+ f (t_afbj df '(t)| + j (t—b) df ()

a+2b—x
2

a+b—x

1 a+Xx 3a+b)’ a+x
< =] sup (t—a)zvf'(a,—j+ sup (t— )Vf,( ,xj
2 te[a,ﬂ} 2 te[ﬂ,x} 4 2
2 2
a+b)
+ sup [t—-——|V,(xa+b-x)
te[x,a+b—x] 2
2
+  su t—al+3b V., a+b—x,$b_X
p 4 f 5
te[a+b—x,§i%?:5}

+ sup (t- b)ZVf,[w,bj

te[m,b}
2

2 2 2
_ 1 (x-a) Vf,(a,a+xj+max (X_3a+bj ,1(a+b_xj Vf,(aﬂ(,x)
2 4 2 4 4\ 2 2

a+b ?
+H ———x| V. (x,a+b-x)

[ 3a+bj2 1(a+b jz ( a+2b—xj
+max{| x— S| ——x| WV.|a+b-x,——=
4 4\ 2 2

+(x—a)zvf(a+2b—x’bﬂ

4 2
s 2221 (52 5

elde edilir ki, bu da ispati tamamlar.
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Sonug 3.2.7. Eger Teorem 3.2.2°de x =a alinursa, (3.23) esitsizligi bir 6nceki teoremin

sonucu olan (3.19) esitsizligine doniisiir.

Sonug¢ 3.2.8. Teorem 3.2.2°nin sartlar1 altinda 6zel olarak X = aT*b alinirsa

1 7 1.(a+b) 1] ,(3a+b a+3b
‘Elf(t)dt—gf(Tj—z{f( ; j+f( . ﬂ

_b-a f,(a+3bj_ f,(3a+bJ
32 4 4

esitsizligi elde edilmis olur.

Sonuc 3.2.8. Teorem 3.2.2’°nin sartlar altinda 6zel olarak X = 3aT+b alinirsa, bu durumda

(3.23) esitsizgi

b

_[f(t)dt—b_a f(3a+bJ+f(a+3bJ+f(7a+bj+f(a+7bj

) 4 4 4 8 8
b—a{ ,[a+3bj ,(3a+ij

+ f —f
32 4 4

 b-a
32

Vi(a,b)

esitsizligine doniisiir.
Teorem 3.2.2’nin sartlar1 altinda asagdaki sonuglarda yazlabilir.

Sonug 3.2.9. f € C?[a,b] olsun. Bu durumda,

j:f(t)dt—b%f{f(xﬁ fa+b—x)+ f(%}r f(%b_x]

+(x—5a;3bj{f’(a+b—x)— f'(x)}

(e o))
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1 3a+bY 1(a+b ? (x—a) "
szmax{(x— 2 )Z( > —Xj ( 4 ) }”f ”[a,b],l

dir.
Sonug¢ 3.2.10. f' : [a, b] — R tiirev fonksiyonu L >0 sabiti ile bir Lipschitz doniisiim

olsun. Bu takdirde

if(t)dt_b%a{f(xp f(atb—x)+ f(%} f(%’“]
J{x_ 5a;3bj{f '(a+b—x)- f'(x)}
-2 o{2ex). ()]

o 2202 53]

esitsizligi saglanir.

33.n. TUREVI SINIRLI VARYASYONLU FONKSIiYONLAR iCIN
OSTROWSKI TIPLi ESITSIiZLIKLER

Bu boliim i¢in ana teoremler verilmeden 6nce gerekli asagidaki lemmalar verilecektir:

Lemma 3.3.1. f :[ab] >R olmak iizere, f™ tiirev fonksiyonu [a,b] aralig:

tizerinde siirekli olsun. Bu durumda,

(t_a)n+1

O ast<x
Py (x,1) =
% Xx<t<b
olmak iizere her x € [a,b] igin,
b
[P tydf ™ 1)
o . i (3.24)
-V > [0 (x-a) + - %) ]9 0 + (-2 [
k=0 : a
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esitligi vardir.

Ispat. (3.24) esitligi matematiksel tiimevarim yontemiyle ispatlanacaktir.

n=1 i¢in,

TPll(x,t)df "(t)

1 h 2 ' p 2 !
:EL[(t—a) df (t)+£(t—b) df (t)}
a+b

= —(b-a)f(x)—(b- a)(x——j+.|.f(t)dt

olup (3.24) esitligi saglanir.

(3.24) esitliginin n i¢in sagland1 kabul edilip, n+1 i¢in dogrulugu gosterilecektir. Bu

durumda n+1 igin

b
[PL(x)df (1)

1

_ (n " 2) |:J' (t a)n+2 df (n+1) (t) +.[(t b) n+2 df (n+1) (t)}

[(X _ a) n+2 (X _ b) n+2] f (n+1) (X)

:(_
(n+2 [I(t a)"df ™ (t) + j(t b)”*ldf(“)(t)}

( 1) n+l

~(n+2)

n s l k+1 k+1 k n+1
(-1) kZ_O(k+l)l[( 1) (x-a) ™ +(b—x)"] £ 9 (x) - (- jf(t)dt

:(—1)”+1ki(k il)l[( 1) (x—a) ™ + (b —x)* £ 9 () + (-2) j f (t)dt

[( 1)n+1(x a)n+2+(b X)n+2]f(n+l)(x)

oldugundan (3.24) esitligi vardir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 3.3.2. Lemma 3.3.1’in sartlar1 saglansin. Her X € [a,a—”’] icin

47



wot-a)"  te(asy]
wolt=20)" e ]
PZ(xt) = i t—22)", te(xa+b-x]

zn_}-lﬁ(t - a+st)n+1’ te (a +b-x, —a+22b‘x]

wnt-b)"™  te(=3=b]

olarak tanimli P?(x,t) doniisiimii i¢in

i P? (x,t)df ™ (t)

(3.25)

G ) wore(ez=)

+ (=)™ j f (t)dt

a
esitligi saglanir.
Ispat. Ispat yine matematiksel tiimevarim metoduyla yapilacaktir.

n=1 igin,
b
j P2 (x,t)df '(t)

j:f(t)dt——{ (x)+ f(a+b—x)+ f(aszj+ f(w)

2
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+[x—5a;3bj{f’(a+b—x)—f’(x)}
+%(X_3a:bj{f,(a+22b—xj_ f,(a;xjH

olup (3.25) esitligi n =1 igin saglanir.

(3.25) esitligi n igin dogru olsun. n+1 igin
b
[P (x,tydf ™ (t)
_1)2n+2 n+2
_ (D 12 (x—a)“+2—(x—a+bj 1t(M)(a+x
(k+1) | 2™ 2 2
n+2 n+2
+{(x— 3a+bj _(X_ibj } £ 049 x)
4 2
n+2 n+2
+(_1)n+2{(x_a7+bj _(X_3a4'.|'bj }f(n+l)(a.+b—X)
+(—_1jn+2 (X— a+an+2 _(X_a)mz f (1) &+ 2b —x
2 2 2

O I L YT
e o2

—()“jfmm

a

n+k+l k+1
kll (X_a)kﬂ_[x_a'l‘b f(k) a+ X
k+ﬂ 2k 2 2
k+1 k+1
. (X_3a+bj _(X_a_+b) }f(k)(x)
4 2

M:s
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k+1 k+1
+(—1)k+1{x—a—;rbj —(x—3a:b) }f(k)(a+b—x)

G (3=

+H- r”jfamt

a

olup, (3.25) esitliginin dogrulugu ispatlanmis olur.

Simdi bu iki lemma kullanilarak n. tiirevi sinirli varyasyonlu olan fonksiyonlar icin

bazi1 Ostrowski tipli esitlikler verilecektir.

Teorem 3.3.1. f : [a,b] >R olmak iizere, f tirev fonksiyonu [a,b] aralig:

tizerinde siirekli ve sinirli varyasyonlu olsun. Bu durumda, her x [a, b] i¢in

‘ Z +1)I[ X a‘)k+1 (b X k+1]f (k) (X)+( )n+1J‘ f (t)dt

% ? (3.26)
b_ _a_+b
2

n+1

} V.. (a,b)

S

esitsizligi vardir.

Ispat. Lemma 3.3.1°de mutlak deger alinip (2.3) esitsizligi uygulanirsa,

Tﬂﬂxﬂdﬂma)

b

+|[t=b)"df (1)

X

f a)"tdf ™ ()| +

Lla

1

IN

|

sup|t ~a""'V, ., (a,x)+ suplt—b""V (x,b)}

| tefa, x] tela,b]

(n

1)

+

IN
[

—

+

1)

n

-G Jlrl)! :(x —a)"V, o (@, x)+ (b= %)™V, (x, b)]
< ﬁ max{(x —a)"™, (b—x)" }Vf »(a,b)

1 |b-a a+b|]"
L P e
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elde edilir ve bu da ispat: tamamlar.

Sonu¢ 3.3.1. Theorem 3.3.1°de 6zel olarak n=0 segilirse, (3.26) esitsizligi [11]’de

Dragomir tarafindan verilen (2.8)’deki Ostrowski tipli esitsizligine doniisiir.

Sonug 3.3.2. Teorem 3.3.1°in sartlar1 altinda n =1 alimirsa, her x e [a, b] icin

1 % a+b ,
nglfGXH—f(@—(—E——fo(n

SEB_F _a_+b
2| 2

va,(a,b)

esitsizligi elde edilir.

Sonu¢ 3.3.3. Sonug 3.3.2°de X =22 secilirse (3.26) esitsizligi [30]’da Liu tarafindan

elde edilen (3.17) esitsizligine doniisiir.

Teorem 3.3.2. Teorem 3.3.1’in sartlar1 saglansin. Bu durumda, her X € [a, %b] icin

k+1 k+1
x—aTerj _(X_3a4+bj } f®@a+b-x)

[
{(_bju}(_b)]

+@D“Tfmm

n+l n+l n+l
1 ax X_3a+b| ’(a+b_xj ’(x—a) V . (a.b)
(n+1) 4 | 2 7

(3.27)

dir.

Ispat. Lemma 3.3.2°de mutlak deger almip, (2.3) esitsizligi kullanilirsa
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n+1)' j;

b

fwoumﬂmm

a+b—x a+b n+l
A @——fq df ™ (t)| +

3a+b\"
a)"df ™ (t)|+ ( ) df @t
o+ ] (-2 ®

a+x
2

a+2b-x

2 n+l
| @—az%j df ™ (t)

a+b—x

| [ =b)df @)

a+2b-x
2

1
<-——=| Su

(n +1)' te[a, anrx

n+1 a—+ X
p}| -4 f()(a,T]+ sup

n+1

+ sup g 2+b V.o (x,a+b-x)
te[x,a+b-x] 2
n+1
+  sup ¢ BP0 Vf(n)(a+b—x,wj
te[aﬁ-b—x w} 2
Y2

+ sup Jt-b"V,, (w,bj

’[e|: a+2b—x b}
2

2

1 | (x—a)" a+ X
:(n+1)!|:( 2n+1) Vf(ﬂ)(a’ —; J

3

+max{x—

a+b|n+l 1 (a+b e a+x
' An+l —X Vf(") ' X
4 | 2 2 2

a+b \"™
H— X V., (xa+b-x)

3a+b|n+1 a+b e a+2b—x
+max< (X — - X V.,la+bh-—x,———
4 | 2n+1 2 f 2

(x—a)™

+ 2n+1 f

v (%b—xbﬂ

- max{x
~ (n+1)

3a+b|™ (a+b " (x—a)™t
Jsasb™ (s ) ,@}me(&b)

| 2 2n+l

bulunur. Bu da ispati tamamlar.
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Sonug¢ 3.3.4. Teorem 3.3.2°de 6zel olarak n=0 alinirsa, (3.27) esitsizligi daha once

ispat verilen (3.5) esitsizligine doniisiir.

Sonug 3.3.5. Teorem 3.3.2°de 6zel olarak n =1 alinirsa, (3.27) esitsizligi bir onceki alt

boliimde ispati verilen (3.23) esitsizligine doniisiir.

3.4. SINIRLI VARYASYONLU FONKSIiYONLAR iCiN BAZI AGIRLIKLI
OSTROWSKI TIPLI ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde sirasiyla kendisi ve tiirevi sinirli vayasyonlu fonksiyonlar i¢in bazi

agirhikl Ostrowski tipli esitsizlikler elde edilecektir.

[k olarak, ana teoremlerde kullanilacak bazi gdsterimler verilecektir.

[a,b] araligmin  bir pargalamsi |, 1a=X,<X <..<X,=b olsun. Ayrca
o, (i=01..,n+1) noktalan o, =a, a €[¥,%] (i=1..n), a@,,=b seklinde
verilsin. w : [a,b]— (0,0) fonksiyonu (a,b) iizerinde siirekli ve pozitif bir doniisiim

olmak lizere

o(h):=maxfh|i=0,.,n-1}, h

=%, —% (=01..,n-1)

ve

Xis1

o(L) = max{L;| i =0,...n-1}, L, = [ w(u)du(i =0,1,....n-1)

i
X

olarak tanmlansin.

Teorem 3.4.1. Eger f : [a, b]—>R fonksiyonu [a,b] tizerinde sinirl varyasyonlu ise,

bu takdirde

Qi1

Z[ | w(u)du} f(x) —T f (t)w(t)dt

i

X+ Xy

ai+l

1
< ||W||w’[a’b]{gu(h) + _max. }vf (a,b) (3.28)

< [l NV ()
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ve

{j W(u)du} f(x,) —i f (w(t)dt

a

]

(3.29)
<| v+ max 2 [ w)du— | wiuydd |V, (ab)
T2 if01, .02 2| ks A
< v(L)V,(a,b)
esitsizlikleri vardir.
Ispat. Bu esitsizlikleri ispatlamak igin
t
[wu)du, tela,x)
tl
[wu)du, telx,x,)
Kty=1 :
t
I wudu, telx, ;%)
271
[w(u)du, telx _,,b]
ile tanmh K doniisiimii ele alinsin.
Kismi integrasyon yardimiyla,
b
j K (t)df (t)
n-1 _XHl
= j K (t)df (t)
i=0|
n-1 _Xi+1 t
=>1 [ | W(u)du]df (t) (3.30)
i=0 | x \a,
n-1 + Qi Xiy

J

i
Xi
i

1w(u)dqu(xM)+[ J'lw(u)duJ f(x)- j f(t)W(t)dt}

X

gl

_f W(u)du} f(x)+ nzll{a_r W(u)duJ f(x)- T f (H)w(t)dt

X
[2%

Il
o

X

+

Il
.MD

1
N

bulunur. (3.30) esitliginin son satirindaki toplamlar
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Zn:[ff w(u)du} f(x)= [I W(u)duJ f (b)+ ni{]' w(u)duJ f(x),

=\ g i=l \
ve

n-1{ %

[ j W(u)dqu(xi) [ j w(u)du]f(a)+i[aj W(u)dqu(xi)

i=0 | X

olarak yazlabilir. Bu ifadeler (3.30) esitliginde yerine yazilrsa,
b
j K (t)df (t)

[T W(u)duj f(b)+ HZ%‘(T w(u)duj f(x)
. S (3.31)
+[ j (u)du] f(a) - j f (t)w(t)dt

i1

_ z[ [ W(u)du} F(x,)— j f (w(t)dt

bulunur. Elde edilen (3.31) esitliginde mutlak deger alinip iiggen esitsizligi kullanilirsa,

Z(I | W(U)dUJ F(x) —T f ()w(t)dt

i=0 \ o

- iK(t)df )

1[][ j W(u)du]df (t)}

(3.32)

< Zl j[j w(u)dquf (t)
LU | (EEREL

bulunur. (3.32)’nin son satirinda (2.3) esitsizligi uygulanirsa
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Xit1

[ t—a.)df @

< Sup |t a|+1|v ( i I+1)

te[X, X

=X X = 0 V1 (%)

77N+l 7 N+l

}v (4 5,2)

= max{a

i+1

E() ‘

X; + Xy

i+1

elde edilimis olup, bu ifade yerine yazilip maksimumun 6zelligi kullanilirsa

>

i=0

[j W(u)du] f(x)— j f (t)w(t)dt

=y X + X
L 3 T e
e (3.33)
1 XX,
SV ¥ ECRERE S A
Xi + Xin

<ol o 3000+ g, }vma,b)

bulunur ve (3.28) deki ilk esitsizlik ispatlanms olur.
Diger taraftan (3.33)’te

< %u(h)

i+1

i+ 2

i+1

X +X;
ai+1 2

X; +X;
a —_—

<1h ve max
2 i€[0,....n-1]

esitsizlikleri kullanilirsa (3.28)’deki ikinci esitsizligin  dogruluguda kolaylikla

gosterilebilir.

(3.29) esitsizligini ispatlamak i¢in (3.31)’de mutlak deger alnirsa

n [T W(u)duJ f(x) —i f (t)w(t)dt.

_ j[j[j w(u)dquf (t)}

i=0

j.K(t)df t)

< nz_ll T{ 't[ w(u)du]df ()

56



bulunur. Burada yine (2.3) esitsizligi uygulanarak

T[ j W(u)dquf )

Xi \ in

t w(u)duV

Qi

= ma_X{o]Il W(U)dU, Xir W(U)dU} (X| ) XH—l)

X Qi

< SUp (XI ' X|+l)

telx;, %]

Qi1 Xis1

j w(u)du — I w(u)du

X iy

Xis1

1 1
= {E I w(u)du +§

Xi

.

elde dilip, bu ifade yerine yazilirsa

[j W(u)du] f(x)- j f (t)w(t)dt,

< TZ::E X:r w(u)du +% T w(u)du — X:r w(u)du } ¢ (X, %)

(3.34)

1 Xis1 1 iy n
< ie{m%l}{a j w(u)du +E J w(u)du —aJ;W(u)du}ZVf LX)

_[—V(L)+ max }% fw(u)duiw(u)dulvf (a,b)

bulunur. Bu da (3.29)’daki ilk esitsizligin ispatin1 tamamlamis olur.

(3.29)’daki ikinci esitsizligin ispat igin, (3.34)’in son satirinda tiggen esitsizligi

uygulanarak

Iw(u)du— I w(u)du| < J'W(u)du + jw(u)du = jw(u)du
oldugu ve boylece
max + Tw(u)du—T w(u)du| < Sv(L)
iefo.1.n1} 2| J oo 2
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oldugu goriilebilir, bu da ispat1 tamamlar.

Sonu¢ 3.4.1. Teorem 3.4.1°de w(u) =1 ahinirsa, (3.28) ve (3.29) esitsizlikleri [15]’de

Dragomir tarafindan verilen (2.11) esitsizligine doniisiir.

Sonu¢ 3.4.2. Eger Teorem 3.4.1°de w(u)=h'(u) (u ya gore diferansiyellenebilir)

alinirsa, bu durumda (3.29) esitsizligi [26]’da Tseng ve dig. tarafindan ispatlanan

{j W(u)duJ F(x) - j f @)w(t)dt

X; + X,
h(am) Tl

}vf (a.b)

esitsizligine doniistir.

Sonu¢ 3.4.3. Teorem 3.4.1’in sartlar1 altinda, X,=a,X,=b, @,=a, o, =a,a,=b

|
|

< uw(u)dujvf (a,b)

olarak secilirse

D Sy R

W(u)du] f(a)+ U W(u)duJ f(b) —j' f (t)w(t)dt

N

Tw(u)du+ Iw(u)du Iw(u)du

} (a b) (3.35)

esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.4.4. (3.35) esitsizliginde

1) a =b alinirsa

Ulw(u)du} f(a) -T f ()w(t)dt

< @W(u)dujvf (a,b),

2) o =a alinirsa
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ﬁw(u)du] f (b) —T f (t)w(t)dt

s@w(u)duJVf (a,b)

esitsizlikleri elde edilir.

Teorem 3.4.2. w: [a, b]—)R negatif olmayan ve siirekli bir fonksiyon ve
f : [a,b] > R fonksiyonu da (a,b) iizerinde diferansiyellenebilir olsun. Eger f' tiirev

fonksiyonu [a,b] araliginda sinirl varyasyonlu ise, bu durumda her x <[a,b] iin

U u—x w(u)dqu (x)+(f w(u)du]f(x) j w(t) f (t)dt

b (3.36)
< U u—x W(u)du] (a,x) U u—x w(u)du] (x,b)

dir.

Ispat.

u—t)wu)du, a<t<x

P,(x,t) =
u-—t w(u)du Xx<t<hb

o—'—..—» [} '—.""

ile tammli P, (X,t) déniistimii g6z 6niine alinsin. Kismi integtrasyon kullanilarak

b

j P, (x,t)df '(t)

X[t b/t

=j[j u-—t W(u)dujdf (t)+j[j u-—t w(u)dujdf '(t)

a\a x \ b
t X[t

U u—t)w(u)du]f'(t) +| U W(u)dujf’(t)dt (3.37)

{ ( | w(u)du] f(t)dt

U- u—X W(u)dujf "(X) — { u-—X w(u)dujf (x)

_l_

U-.F.

u-—t W(u)du]f ()

X

g
[
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X

{j W(u)duJ f(0)| - iw(t) f (t)dt

a
b

+ﬁ w(u)du] f(t) — j.w(t) f (t)dt

X

= U(u - x)w(u)du] f/(x)+ U' w(u)du] f(t)— j'w(t) f (t)dt

bulunur. Elde edilen bu ifadede (2.3) esitsizligi kullanilirsa, bu takdirde

[_T(u - x)w(u)du] f'(x) + ﬁ W(u)duJ f(t)— j.w(t) f (t)dt

- TPW(x,t)df (t)

IA

j(t u-— tw(u)dquf ")+ T[t(u—t)w(u)dujdf '(t)

j. u t W(u)du

a

sup {jt u W(u)du} (a,x)+ sup {T W(u)du} (x,b)

teax texb t

:U(x u)w(u)duj (ax+U W(U)dUJ (x,b)

a X

IA

(x.b)

(a,x)+ sup
te[x,b]

sup

teax

j w(u)du

IA

oldugu goriiliir ki bu da istenen sonugtur.

Sonu¢ 3.4.5. Teorem 3.4.2’nin sartlar1 alttnda w = 1 olarak alinirsa, Teorem 3.4.2 bir

onceki alt boliimde verilen Sonug 3.3.2”ye doniistir.

Ispat. Teorem 3.4.2°de w=1 alinip maksimum 6zelligi kullanilirsa

‘(b— )(aTer—xjf '(x)+(b—a) f(x)—iw(t)f(t)dt
< Zlx-apvi @)+ b-xPv..(x)

g%max{<x—a>2,<b—x)z}vff<a’b>=%{b_—a*\x‘a—?’
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oldugu kolaylikla goriiliip, ifadenin dogrulugu ispatlanmis olur.

Ayrica, Teorem 3.4.2 nin 6zel durumu olarak asagdaki sonuglar da verilebilir:

Sonug 3.4.6. Eger f € C®[a,b] ise her x e[a,b] igin

Uu X w(u)dujf (x)+U W(u)du]f(x) [wet) f )t
¢ ¢ (3.38)
I

<[ u— xw(u)du}|f”||‘,“]1 Uu xw(u)duJ

[x,b]2

dir.
Sonug¢ 3.4.7. Sonug 3.4.6’daw=1 ve X=2% ahnirsa, (3.38) esitsizligi [59]’da Liu

tarafindan elde edilen ve Sonug 3.2.5'te verilen esitsizlige doniisiir.

Sonug¢ 3.4.8. Eger f' : [a,b] >R fonksiyonu, L, >0 sabiti icin [a,x] arahginda ve
L, >0 sabiti i¢in [x,b] araliginda Lipschitz déniisiim olsun. Bu durumda her x € [a,b]

i¢in

Uu xw(u)du]f (x)+U W(u)du]f(x) [w(t) f (t)at
<( u—x W(u)duj Lﬁ[b u-— x)w(u)duj(b—x)L2 (3.39)

o

< @ u—Xx W(U)dUJ|:E(b—a)+‘X—a%b

esitsizligi saglanir. Burada L =max{L,,L,} dir.
3.5. INTEGRALLER iCiN BAZI NUMERIK GOSTERIMLER VE HATA UST
SINIRLARI

[lk olarak bu alt boliimde kullanilacak bazi tanim ve gosterimler verilecektir:
|, ia=X, <X <..<X, =b, [ab] aralginn bir paralamsi olsun. Ayrica

h =X, —X ve v(h)=max{h :i=0,1..,n-1} olarak tammlansin.
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Simdi Onceki alt boliimlerde verilen esitsizlikler yardimiyla asagidaki teoremler ve

sonugclar verilebilir.

Teorem 3.5.1. f fonksiyonu Teorem 3.1.1°deki gibi taniml: olmak iizere ¢ e[xi,xm]

i¢in

_ N A (& —x) FO)+(xa = &) F (%)
ACF,1 .8 ._Zﬁl ij(gi)him : } (3.40)

i=0

olsun. Bu durumda
b
jf(t)dt:A(f,ln,§)+R(f,|n,§) (3.41)

olmak tizere R(f,1,,<&) kalan terimi

£ Xi + X
|

0,1,...,n-1}

R(f,1,,8)< (1—%){%v(h)+ie{max

}vf (ab)
(3.42)

< (1-%)v(h)vf (a,b)
esitsizligini saglar.

ispat. Teorem 3.1.1, [x,X,] (i=01..n-1) araliklari igin uygulanirsa, her

i N+l

ie{0,1..,n-1} igin

(1‘%j f(&h +,1(9Zi =) F ) + (%0 = &) F (xin) —Xif f (t)dt

2
< 1_£ ﬁ+§i_m
2)| 2 2

elde edilir. (3.43)’te i {izerinden, O dan n—1 e kadar toplam alinip ve genellesmis

Xi

(3.43)

)

ticgen esitsizligi kullanilirsa
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R(F1,9)<[1-2 ] { |§ - +X'“}vf(x.,x.ﬂ)
A i X; + X,
<1l-— ie{OT,%—l}|:E+ é:i - j|zv i |+l
A\ 1 X + Xig
< 1—5 {—v(h)+ max ¢, - } (a,b)
bulunur. Bu da ilk esitsizligin ispatin1 tamamlar.
Ikinci esitsizlik icin
g Xt Xal My non)
2 2
ve
Xi+X,,] 1
max ————=(<=v(h
ief0,1,...,n 1}§ 2 2 ( )

oldugu g6z 6niine alinirsa, ikinci esitsizligin de dogrulugu kolaylikla goriilebilir.

Sonu¢ 3.5.1.Teorem 3.5.1’de Gzel olarak A =0 alinirsa, (3.42) esitsizligi [11]’de

Dragomir’in
AT, 2)= 3 1(Eh, ve [ T0dt = ACT,1,8) +R(, 1,2
icin elde ettigi

X; + X

i+1

{0,1,..., }i

R(f,1,.&)< {v(h)+ max }Vf(a,b)

<v(h)V, (a,b)
esitsizligine doniisiir.
2

Sonug 3.5.2. Teorem 3.5.1°de 6zel olarak A =% ve & =72 ahnirsa, bu durumda
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if(t)dt:AS(f,In)+RS(f,In)

ve

As(f,|n)=gZ[f(x)+f(le) Z (“X”lj

i=0 =0
olmak iizere, (3.42) esitsizligi [15]te Dragomir’in ispatladig:

Ry (.1, < Sv(h)V, (a.b)

esitsizligine doniistir.
Ayrca Teorem 3.5.1°in 6zel durumlar i¢in asagidaki sonuglar da verilebilir.

Sonug 3.5.3. 4 =1 segilirse
b
[ f@dt=A(f,1,,8)+R(f,1,,8)

ve

( )f(X)+( |+1_§i)f(xi+l):|
Af,1,,6) = Z{ F(&oh + 5

olmak tizere, R(f, 1, &) kalan terimi igin

X; + X

_ O i
S >

{0,1,...,n-1}

|R(f,|n,§)|s{—v(h)+ max

}vf (ab)

< Ev(h)vf (a,b)

alinirsa

A(f ) Z|: (Xi +2Xi+1j+ f(Xi) +2f (Xi+l):|hi

i=0

esitsizligi saglanir. Ozel olarak, & =

Xi+ X1
2
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gosterimi ve
1
R(F.1,, < vV, (a.b)

esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.5.4. f : [a,b] >R fonksiyonu L >0 sabiti ile bir Lipschitz doniisiim olsun.

Bu durumda, (3.40) ve (3.41) gosterimleriyle birlikte R(f, I, &) kalan terimi igin

R(f,1,,8)[< L(l—%ij(h)jtie{max

Xi + Xi+l

S~

0,1,...,n-1}

< L(l— gj v(h)(b -a)

}(r)—a)

esitsizligi saglanir.

Sonu¢ 3.5.5. f : [a,b] >R fonksiyonu [a,b] iizerinde monoton bir déniisiim olsun.

Bu durumda, (3.40) ve (3.41) gosterimleriyle birlikte R(f, I, &) kalan terimi igin

A1
R(f,1,,8)< (PEJ{EV(M * ie{(m%—l}

Xj + Xiq
2

gi_

}If(b)— f(a)

< (1—§jv(h)| f(b)— f ()

esitsizligi vardir.

Xit+Xia

Teorem 3.5.2. f fonksiyonu Torem 3.1.2°deki gibi tanimlansin. & e [Xi,T] icin

AT, 14.6)
15 _ X +& X, + 2, —& (3.44)
'_4§hi|:f(§i)+f(xi+xi+l fi)"’f( 5 j+f(—2 ﬂ

ve

b

[ f(dt= AT, 1,8 +R(F,1,,8) (3.45)

a
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olmak tizere R(f, I, ,<&) kalan terimi

) 2

RCF 1, &)< max }[maxﬂa; R ™ (X‘ X —;j, s =%, va (a,b) (3.46)

esitsizligini saglar.

Ispat. Teorem 3.1.2%yi [X.1X.+1] (i=0,4..,n-1) arahklart icin uygulanirsa her
ie{0,1...,n—1} icin

h, X; +&;
‘Z{f(fi)jL f(xi +Xi+1_§i)+ f( 2 j

. %Lﬂ T f (Ot

. max{‘éi 3, ;X.HI’(Xi +2Xi+1 —éj, Si ;Xi }Vf (x,%..)

(3.47)

elde edilir. (3.47) esitsizliginde i ftzerinden 0 dan n-1 e kadar toplam alinip

genellesmis tiggen esitsizligi uygulanirsa

R(F,1,,8))
- 3 i+1 i i+ — A
< Zmax{f, - X ZX I,(X +2X _§|ja§ 2 }Vf(XHXHl)

i 33X + X X: + X E—X
< max |max{|e — T T g o) 21 T V ,
i€{0,1,..., n—l}_ {‘5' 4 ( 2 5' j 2 } Z | |+1

:i maxi max{‘gi_3Xi+Xi+l’(xi+Xi+l_6gij’§i_xi} Vf(a,b)

4

bulunur. Bdylece ispat tamamlanmais olur.

Sonu¢ 3.5.6. Teorem 3.5.2°de o6zel olarak & =X, segilirse, bu durumda [14]’te

Dragomir tarafindan verilen

A(f,n):iﬂw}

2

ve
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b
[ f@dt=A(f.1)+R(f,1,)
integraller i¢in Yamuk kural gosterimleri ve R(f,1,,&) kalan terimi igin
1
Re (f 1)< vV, (a.b)

esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.5.7. Eger Teorem 3.5.2°de & == alinirsa, bu durumda
b
[ f@dt=ACf,1,)+R(f,1,)

ve

ot gEnlar(ge (g (2
i=0

gosterimleri ve R(f, 1) kalan terimi igin
REE1n)| < gv(h)Ve(a,b)

esitsizligi elde edlir.

Sonug 3.5.8. Son olarak Teorem 3.5.2°de & = 2% secilirse
b
jf(t)dt = A(f,1.)+R(f,1.),

A(f,1,)

:zlzhi ; 3X; + Xy Lt X, +3Xi,, Lt X, + Xy Lt X, + 71X,y
415 2 2 8 8

ve
R(F,1,) s%v(h)vf (a,b)
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bulunur.

Teorem 3.5.3. f fonksiyonu Teorem 3.2.1°deki gibi tanimlansin. Bu durumda her

& e[xi,xm] (i=0,..,n-1) iin

n-1

[ fdt=2 3 FE)+ F0x+x. =)

——2[5 —M][f(&)— F(X + X0~ &) +RA,, £,8)

gosterimi igin R(I, f, &) kalan terimi

..... 2

R(I,, f §)|<l max }{max{(g —x. ) (X X —éﬂj va,(a,b) (3.48)

esitsizligini saglar.
ispat. Teorem 3.2.1°deki esitsizlige denk olan (3.15) esitsizligi [X;,%,,] arahg igin
uygulanirsa

Xis1

J HOd—[FE)+ T +x-8)]h

Xi

(a 3Xf’%j[f(cfi)— x4 —éi)]hi‘ (3.49)
1 2 [ X+ Xy ’
< Emax{(ézl - %) ,( > fuj } (% %)

bulunur. (3.49) esitsizliginde i lizerinden toplam alinirsa

R(1,, f,&)
s%flmax{(gﬁ -x ) ,(X X —é’j } (X0 X1)
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elde edilir ve ispat tamamlanir.

Xi+Xia

Sonuc¢ 3.5.9. Teorem 3.5.3’te Ozel olarak & =-5+ (i =O,...,n—1) alinirsa, integral

icin
if(t)dt—nzl:f X35y 4R (1, f)
) < 2 i M\%n?

seklinde Orta Nokta gdsterimi ve kalan terim i¢in

Rt 0= YOy, ap)

esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.5.10. Teorem 3.5.3’te & =% (i =0,...,n—1) ahnirsa,

Tf(t)dt%nz_l[f(mf(xi+xi+1—§i)]hi+R(ln,f)
ve
(v(h))’
R(1,, )< o Vi (a,b)
elde edilir.

Teorem 3.5.4. f fonksiyonu Teorem 3.2.1°deki gibi tanimlansin. Bu durumda her

& elx,221] (1=0.....n—1) igin

b

_[f(t)dt
_ lnil _ X+ Xi + 2%, — &
_4;|:f(§i)+f(xi+xi+l é:i)—i_f( > j"‘f( 5 j:|hi
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+l ( 5X, +3x Hf [x + 2%, — éij_f,(aJrfij}hi
44 2 2

+1n1(§__3x+x j{ (X +2X|+1 éi}_f'(xi_'_;_]}hi
8 2 2

+R(1,, f,&)

niimerik integral hesaplama gosterimi vardir. Burada R(l , f,&) kalan terimi igin

R(1,, f,£)
1 _3Xi+xi+l ’ 1(Xi+X, i (*fi_xi)2
e e e B Gty B o A

esitsizligi vardir.
Ispat. Teorem 3.2.2, [x,, I+1] aralig: i¢in uygulanirsa

Xi1

[ f@dt-"[1 @)+ 106 %

X

S5
+(§i _M]{f(MJ_ fr[a"‘ézi j}
8 2 5
+l( i_3Xi+Xi+l){f (wj_f{xi—ké }i”
2 4 2 >

< %max{(é 3+ Xi+1j2’£(xi + Xy _égijz’ (& -x) }Vf (X, %.1)

4 2

olur. Burada i iizerinden toplam alinirsa

R(1,, .9)]
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1 STt Y 2 1M X+Xy 2 & _Xi)2
= 2ie{rg]f'.i?l(l}{max{(é:i 4 ) ’4( > éj " }}Vf,(a,b)

olur ve boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.5.11. Teorem 3.5.4’te & =X, yazilirsa

if(t)dt%g{f@w f(X,) - f'(x”l); f'(Xi)hi}hi +R(,, )

gosterimi ve
2
R(1,, ) s@vf,(a,b)
esitsizligi bulunur.

3.6. BAZI INTEGRALLER iCIN FARKLI NUMERIK YAKLASIMLAR VE
KIYASLARI

Bu alt boliimde bazi 6zel fonksiyonlar i¢in niimerik integraller hesaplanacaktir. Bu
hesaplamalar Bolim 3.3’te verilen Teorem 3.3.2°den faydalanilarak elde edilen ve
fonksiyonun n. tiirevini igeren farkli niimerik integral hesaplama yontemleri yardimiyla
yapilacaktir. Daha sonra bu niimerik hesaplama yontemleri arasinda kiyas yapilarak
hangisinin daha iyi olduguna karar verilecektir. Teorem 3.3.2’de x yerine sirasiyla a,

38b ye &b §zel degerleri yazilarak integraller igin asagidaki niimerik hesaplama

yontemleri bulunabilir:

Qu.(f) =] f(tyct

) 1 (- a)! [f (k)(a)+ (_1)k f (k)(b)l

Sk+1p 2+

Q..o(f) = f ()t

N (-2)" [(1+(—1)k)(b_a)k+1{f(k)(7a_+bj+ f(k)(a+7b]}

Sk +1p] 4ok 8 8
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ve

Bu niimerik metodlar sirasiyla

f.(x)=x>+x+2,  f,(X)=xsinx,
f.(x) = e*sinx, f,(x) = x> +sinx,
fo(X) = e, fs(x)=¢” cos(eX - 2x),

f,(X) = X+Cos X, fo(X) = Iog(x2 + 2)sin[log(x2 + 2)]
fonksiyonlarimin [0,1] aralig: iizerinde integralleri i¢in kullanilacaktir. Mathematica

programinda yapilan hesaplamalar sonucunda Cizelge 3.1°deki sonuglar ortaya

cikmustir,

Hesaplamalar gosterdi ki, n=2 ig¢in {i¢ kuralda f, fonksiyonunun integralinin gercek

degerini verdi. Keyfi bir k dereceli polinom i¢in, n=k+1 alinirsa fonksiyonun
integralinin gercek degeri elde edilebilir. Bu yontemlerde kabul edilebilir hata
tahminleri n degerinin kii¢iik degerleri i¢in elde edilebilir.

Genel olarak, n in kiigiik degerleri i¢in Qn]z(f) diger iki metotla kiyaslandiginda daha
iyi sonu¢ vermektedir. Bu nedenle, anz(f) metodunun hata yaklasim, sadelik ve
zaman aciSindan daha etkili oldugu sonucuna varilabilir. Ornegin, Mathematica 8.0 de
yazilan algoritma ile Iog(x2 + Z)Sin[log(x2 + 2)] fonksiyonunun integrali hesaplanmis ve

yaklagik degerini elde etmek 26.30 saniye siirmistiir. Ayni1 fonksiyonun benzer

yaklasimi, Q, , () metodu ile bir saniyeden az zaman almigtr,
Bu incelemeye bagh olarak, Q, ,(f) metodunun en etkili metot oldugu varsayilabilir.

Arzu edildigi takdirde n nin degeri hata sinirlart gelistirmek veya hesaplama zamanini

azaltmak i¢in ayarlanabilir.
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Cizelge 3.1. Baz1 fonksiyonlarin niimerik integrallleri

Sr.No.| Metot | n: Qni(f) | n: Qu2(f) | n: Qns(f) |Gergcek Deger
1. j'fl(x)dx 2: 2.83333 2: 2.83333 2: 2.83333 2.83333
0
Hata: 0 0 0
2. jl‘fz (x)dx | 6:0.301168 | 4:0.301169 | 4:0.301168 0.301169
0
Hata: | 5.5921x10~7 | 7.20674x10~7 | 1.07696x10°°
3. j' fa(x)dx | 6:0.909332 | 4:0.909329 | 4:0.909333 0.909331
0
Hata: |1.22345x10°% | 1.66306x10° |2.48778x10°°
4. Jl‘ fo(x)dx | 4:0.793022 | 3:0.793023 | 4:0.793031 0.793031
0
Hata: |8.63182x10°°  8.08331x107¢ |1.03192x10~’
5. _1[ fs(x)dx | 10:1.46266 6:1.46265 6:1.46265 1.46265
0
Hata: | 5.8789x10°° | 1.54452x10°6 | 2.29707x107°
6. j‘fe(x)dx 10:1.31384 6:1.31383 6:1.31383 1.31383
0
Hata: |7.37624x107% | 3.15394x107 | 1.47843x10~'
7. }f7 (x)dx | 5:1.34147 4:1.34147 4:1.34147 1.34147
0
Hata: |2.46065x107% | 1.26192x10~" | 1.88891x10~7
8. j‘fg (x)dx | 8:0.62977 4:0.629773 | 4:0.629762 0.629769
0
Hata: |1.18074x107° | 4.86274x107° | 6.3567x10°°
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4. IKi DEGISKENLI SINIRL| VARYASYONLU FONKSiYONLAR
ICIN OSTROWSKI TiPLI ESITSIZLIKLER

Bu boliimde tek degiskenli sinirl varyasyonlu fonksiyonlar igin literatiirde var olan bazi
Ostrowski tipli esitsizlikler iki degiskenli sinirh varyasyonlu fonksiyonlar i¢in elde

edilecektir.
4.1. SINIRLI VARYASYONA SAHIiP iKi DEGISKENLi FONKSiYONLAR
ICIN OSTROWSKI TIPLI ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde ilk olarak iki degiskenli sinirl varyasyonlu fonksiyonlar igin Ostrowski
ve Simpson tipli esitsizlikler ispatlanacak ve daha sonra bu esitsizliklerin genellemeleri
elde edilecektir.

Teorem 4.1.1. f : Q:[a,b]x[c,d] >R fonksiyonu Q iizerinde sinirli varyasyonlu

fonksiyon olsun. Bu durumda, her (x,y)eQ igin

l b 1 d 1 b d
‘f(x, y)—mlf(t,y)dt—alf(x,s)ds+mﬂf(t,s)dsdt
1 =], =
S{EJF b-a }{EjL d-c }Vf(Q)

Ostrowski esitsizligi vardir. Burada V,(Q)ifadesi f  fonksiyonunun toplam

varyasyonunu gostermektedir.

Ispat. Lemma 2.3.1 kullanilarak

ﬁ(t —a)(s—c)d,d, f(t,s)
=(x—a)(y—-c)-(y- c).X[ f(t,y)dt—(x— a)jf f (x,s)ds + ﬁ f (t,s)dsdt,
olur. Benzer sekilde,
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ﬁt a s ddd JT(t,s)
ay

=(x-a)(d-y)-(d- y)f f(t,y)dt — (x— a)j' f (x,5)ds +ji f (t,s)dsdt,

(t—b)(s—c)dd, f(t,s)

X ey T
O — <

=(b- X)(Y—c)—(y—c)i f(t,y)dt—(b- x)i f(x,s)ds +TJ¥ f (t,s)dsdt,

ve

X Sy T

d
j )(s—d)d,d, f(t,s)
y

=(b-x)(d-y)-(d - y)i f(t,y)dt—(b— x)} f(x,5)ds +ﬂ f (t,s)dsdt

dir. Boylece P(x,t;y,s) doniisiimii

(t-a)s—c) (ts)efax]x[c,y]
(t-a)it-b) (ts)elax]x(y.d]
P(x,t;y,s) =

(t-b)(s—c) (t.s)e(xb]x[c,y]
(t-b)t-b) (t,s)e(x,b]x(y,d]

olarak tanimlanmak {izere

1

m”P(xtys)ol f(t,s)

ﬁ f (t,s)dsdt

1
-t g froas o]

dir. Diger yandan Lemma 2.3.3 uygulanarak
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ﬁP(x,t;y,S)dtdsf(t,s)

up IP(X,t;y,S)[Vf(Q)

{ (x-a)d - yho-x)(y—c) b x)(d - YV, (@
fx—a)(y ) (x-a)(d ~yhb—x)(y—c) (b x)(d Y, (Q)
amax(y ) - y} (o -x)max{(y ~chd -y}, (@, (@)
)b xmaxl(y—chd )

{H ol s

+ (X
2 2
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.1.1. Eger Teorem 4.1.1°de 6zel olarak X=22 ve y=%% aliirsa, Bu

f(aer,sjds
2

durumda asagidaki Orta Nokta esitsizligi elde edilir:

b d
; a+b’c+d r 1 If t’c+d di — 1 I
2 2 b-a 2 d-c?

a

1 b d
Bead=0 j j f (t,s)dsdt
1
< Vi Q).

Bu esitsizlikteki + katsayisi bu sartlar altindaki en iyi katsayidir ve daha kiigiik olan bir

katsayi ile degistirilemez.

Ispat. Katsayinim en iyi katsay1 oldugunu ispatlamak igin bu esitsizligin keyfi bir A >0

sayisi igin saglandigi kabul edilsin. Yani,

b d
f[a+b’c+dj_ 1 J.f(t,CerJdt— 1 J-
2 2 b-a? 2 d-ce

1 bd
T j j f (t,s)dsdt
<AV, (Q)

olsun. Eger f : Q — R fonksiyonunu
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1, x=2p, y=9lise
f(xy)=
0, (xy)elab]xc,d]\{z, 0} ise

olarak segilirse, bu takdirde f fonksiyonu Q {iizerinde sinirh varyasyonlu fonksiyon ve

.Tf[t ﬂ)dt_jf(a—”’ sjds—.[ij[f(t,s)dsdt=0,

a+b c+d
f(—z - jzlver(Q):4

olur. Bu ifadeler yukaridaki esitsizlikte yerine yazilirsa 1<4A ve A>3 olur. Béylece

ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.2. f : Q » R fonksiyonu Q iizerinde sinirli varyasyonlu fonksiyon olsun.

Bu durumda asagidaki Yamuk tipli esitsizlik vardir:

[f(b,d)+ f(b,o)+ f(ad)+ fac) 1
| 4 2(d —c)

_Z(b;—a)ﬁ; f(t,c)dt+j: f (t,d)dt}mz

ﬁ f(a,s)ds +j f (b, s)ds}

f (t, s)dsdt

O ey O

Bu esitsizlikteki + katsayisi bu sartlar altindaki en iyi katsayidir ve daha kiigiik olan bir

katsayi ile degistirilemez.

ispat. R(t,s)=(t—22)(s—%¢), a<t<b, c<s<d olmak iizere, Lemma 2.3.1°den

yararlanarak

m”R(t,s)dtds f(t,s)

_fbd)+fbo)+f@d+fac) 1
- 4 2(d -

C)H f(a,s)ds +Ji. f(b,s)ds

1 5 b 1 b d
2(b—a)L': f (t,c)dt +£ f (t,d)dt}umﬂ f (t,s)dsdt
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dir. Bu esitlikte Lemma 2.3.3 kullanilirsa

< m sup |R(t, S)|Vf (Q): %Vf (Q)

1
(b-a)(d—c) (t.5)=Q

ﬁR(t,s)dtds f(t,s)

olur, bu da ispat: tamamlar.

Sabitin en iyi sabit oldugunu ispatlamak i¢in esitsizligin keyfi bir B >0 sayist i¢in

saglandig1 kabul edilsin. Yani,

f(b,d)+ f(b,c)+ f(a,d)+ f(ac) 1| ‘
| . —2(d_C)hf(a,s)dsjt.[f(b,s)ds}
1 b b 1 b d
“26-3) _!f(t,c)dt+£f(t,d)dt}tm!‘!f(t,s)dsdt
< BV,(Q)

olsun. E kiimesi ={(b,d),(b,c),(a,d),(a,c)} olmak iizere, eger f : Q >R
fonksiyonunu
1, (xy)eEise
f(x,y)=
0, (x,y)elab]x[c,d]\E ise

olarak segilirse, bu takdirde f fonksiyonu Q fizerinde sinirl varyasyonlu fonksiyon ve
d d b b
jf(a,s)ds:j f(b,s)ds:j f(t,c)dt:jf(t,d)dtzo

a+b c+d b
f[T,szL _I'!f(t,s)dsdtzo, V,(Q)=4

olur. Bu ifadeler yerlerine yazilirsa 1<4B ve B>Z olur. Boylece ispat tamamlanmig

olur.

Iki degiskenli sinirli varyasyonlu fonksiyonlar igin asagidaki Simpson tipli esitsizlik

saglanir.

78



Teorem 4.1.3. f : Q —» R fonksiyonu Q iizerinde sinirli varyasyonlu fonksiyon olsun.

Bu durumda

Hf(b,dn f(b,c)+ f(a,d)+ f(ac)
9 4

+f(a,ﬂj+f(a—m,c)+f(b,c+dj+f(a+b,dj+4f(a—+b,ﬂj
2 2 2 2 2 2
— jf(as)ds 4jf[a+b st—j’f(b,s)ds}

1 If(t,@dt—ﬂf(tﬂjdt Tf(t,d)dt}

)1 ﬂ £ (t,s)dsdt

1
< §Vf Q)

dir.

Ispat. Lemma 2.3.1°den,

o

c+d

j( 5a+bj( 50+d}OI d.f(ts)
_(b—ca)(d—c){ (a+b c+d (a+b } %(a,czd)+%(a,0)}

9
Lb
1 2
j E! f(t,c)dt

a-+|

m‘—.w‘

;/

[a+b

d—cT
5 (e

1
(e}
+
o
(]
+
o
Q
+
o
o
+
Q.

2 E
_b-a I f(a+b,3jds+%j f(a,s)ds |+ f (t,s)dsdt

m'—.m‘
n'-—.m‘

esitligi vardir. Benzer sekilde,

:[b jd[ 5a+bj( C+66djdtdsf(t’s)
omakaof3ash ) (050 250 3,3, 020

9 2 2 2 2 4 2 2
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as

d-c 2 c+d
f(t,d)dt t,—— |dt
e | =

5

1
2

QD
g,-_,,\,‘+
o

3 c+d 2

_b—a j- f(a_-l_b s)ds-p%j. f(a,s)ds +.I.cj.d f (t,s)dsdt,
2

c+d

TT( a+5bj(s Sng]dtdsf(t,s)

a+h
2

i) oo (258 ]

d—-c| & ( c+d} 1°
e flt,— |dt+= | f(t,c)dt
(et o

SR ab
o crd ord
2 2 b 2
23] s | (2500 as « | [ ressa

2

ve

j’. ]’-(t_a;Sbj(s_c+65detdsf(t’s)
=wﬁ(ad)+l(b’c+d)+l(a—+b d} f(aLb’Cerﬂ

2 2 2\ 2 2 2

d-c|1? f c+d
———|= [ f(t,d)dt flt, dt
Za'[b ( ) +a+b ( 2 j
2

L 2

f(b,s)ds + } f[a%b,sjds + T j f (t, s)dsdt

crd atb c+d
2

|
o
w | |
%)
N |-
(o]
N‘at—.a

esitlikleri vardir. Yukardaki esitlikler taraf tarafa toplanirsa, K(s,t) doniisiimii
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olarak tanimlanmak tizere

m”K(t,s)dtdsf(t,s)

_1{f(b,d)+ f(b,c)+ f(a,d)+ f(a,c)
9 4

+f(a,ﬂj+ f(a—”’,cj+ f(b,ﬂj+ f(a—m,dJ+4f(a—m,ﬂj
2 2 2 2 2 2

! _j‘f(a,S)ds—4j‘f(a+b,sts—Tf(b,s)ds}

2

1 [ % (. c+d ¢ 1 b d
_6(b_a)_-£f(t,c)dt—4£f(t,Tjdt—£f(t,d)dt}tmﬂf(t,s)dsdt

esitligi elde edilir.

Diger yandan Lemma 2.3.3 uygulanarak

< sup|K(ts)V; (Q)= va @

.Tj-K(t,s)dtdsf(t,s)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Siradaki teoremin ifadesi verilmeden 6nce asagidaki notasyonlar verilmelidir:
An,m = {(XO’ yO )1 (XO’ yl) """ (XO1 ym )’ (X11 yO) """ (Xl’ ym) """ (Xn ’ yO )’ (Xn ’ yl) """ (Xn ’ ym )}

ifadesi, Q =[a,b]x[c,d] nun, a=x,, b=x,, y,=¢, v, =d, a,=a, a [X_,%]
(i=1..,n), a,,=b, B =c, ve B e [yH,ij (j=1..,m), B,.=d kosullarim
saglayan bir parcalamsi olsun. Aynca h =X,-X, |, =y,-y; Ve

Q = [X X1 )x|y; Yy olmak iizere
o(h) =maxfh| i =0,..,n-1}
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ve
o) = max{l;| j=0,...m~1j
olsun.

Teorem 4.1.4. f : Q—> R fonksiyonu Q iizerinde sinmirli varyasyonlu fonksiyon
olsun. Bu durumda, f fonksiyonunun Q iizerinde toplam varyasyonu V,(Q) olmak
uzere
n m b d

> (@~ (B = B;) T (5, y ) + [ ] 1 (6 s)dsd
j=0 ac

i=0 j

n

S (- ) £ 38, -, ey, e

i=0 8 i=0

1 X + X,
< {Eu(h) + {max N L } 4.1)
y' + y j+
{—ua) +max 1B, - T}V @)
< ooV, (Q)
esitsizlikleri saglanir.
Ispat. K ve L déniisiimleri
t—a, tE[a, Xl) s—p5 SE[C, yl)
t—a,, tE[Xl,XZ) s— /5, se[yl’yZ)
K() = : , L(s)= :
t- ARy te [Xn—Z’ Xn—l) S— ﬁm—l’ Se [ym—21 ym—l)
t_am te[xn—bb] S_ﬂm’ Se[ym—l1d]

seklinde tanimlansin.

Iki katli Riemann-Stieltjes integralleri i¢in kismi integrasyon (Lemma 2.3.1) yardimiyla

b
a
n m-1| Xis1 Yis

j j K(t)L(s)d,d, f (t,s)

' 0 j=0] x Yj

O ey O

K(t)L(s)d,d, f (t,s)
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n-1 m-1| Xz Yist

3

(t_ai+1)( ﬂj+l)d d f(t S)

R —
—

I
o

i=0 j

<

j

m-1| Xz Yist

'[ I f (t,s)dsdt + (Xm - ai+1)(yj+l - :Bj+1) f (%10 ¥Yiia)

20| %

X1 _am)(yj' _ﬂjﬂ) f (X1, yj)
X; _ai+1)(yj+1 _:Bj+1) f(x;, yj+1) (4.2)
X _al+l)(yj _:Bj+1)f(xi ) yj')

(yj+l ﬂﬁl) I f (t! yj+1)dt o (ﬂj+1 - yj ) iJ:l f (t1 y])dt

>
LN

M

I
o

e~

_l_

)

Vi Vi
(X|+1 0‘|+1) I f (X S)ds_(am _Xi) j f(x;,s)ds
Yj Yj

esitligi elde edilir. Olusan son esitlikteki ilk toplam ifadesi

n

ix— )y, =8 (x.y))

= (- )4~ £,) 10+ 0-a) 3y, - 5,)Fb.y,) (4.3)
Hd= )3 (0 ) T )+ 33 (x =)y, =) Fx. )

seklinde yazilabilir. Benzer olarak, diger toplam ifadelerinin de

,_\

n

Z X _a ( ﬂjJrl)f(Xi’yj)

3

=(b—an>(c—ﬂl>f(b,c)+(b—an)mz( —B..)t0Y) (4.4)
IS (% — ) £ (%0 + 3 (6 —an )y — B, ) F (%Y,

N
N

|:1 i j=1

T] Zm:(xi_aiﬂ)(yj_ﬂj)f(xi’yj)
=(a-a)(d-5,)f(ad)+ (a—al)i(yj -A)f@y,;) (4.5)
+(d_ﬂm)nz_:l:( Xi =iy f(X d)+nZ_J:E |+1 ( ﬂ )f(X y )
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(Xi _ai+l)(yj _ﬁj+l)f(xi’yj)

-1

3

:(a_al)(c_ﬂl)f(a’) (a al)z(yj ﬁj+l)f(a!yj)
o= A3 (0 =) P00+ 303 (% =Y, = 1) FxY,)
_m (y, ﬂ)j f(t,y,)dt=(d-2, _[f(td)dt+2 jf(t y;)dt,
. wm_yj)‘f f(Lyj)dt:(ﬂl—c)jf(t,c)dt+§(ﬂj+1—yj)_[f(t,yj)dt,
Zn:mzf(xi—a)yj f(x,8)ds=(b—q, jf(b s)ds+Zx— )if(xi,s)ds
ve
nlmi %y —X;) ij(x s)ds = If(aS)dS++Z iy — )Tf(xi,s)ds.

(4.6)

4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

oldugu kolaylikla goriiliir. Elde edilen (4.3)-(4.10) esitlikleri, (4.2) esitliginde yerlerine

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

ﬁK(t)L(s)dtds f(t,s)

DO

i=0 j

m

Qi — ( Bia— -)f(Xi,yj)+ﬁf(t,s)dsdt.

n

~Y (e - jf(x s)ds - Z(ﬂ,ﬂ ﬂ)Jf(ty)dt

i:O

esitiligi elde edilir. Diger yandan, mutlak deger fonksiyonunun 6zelligi yardimiyla

ﬂ K(t)L(s)d.d, f (t,s)

“mlle j K (t)L(s)d,d, f (t, s)]

i=0 j=0 X; y]
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Xj1 yj+1

I |+1 ﬂﬁl)d d f(t S)

Xi Yj

n-1m-1

i=0 j=0

esitsizligi yazilabilir. Bu son ifadede Lemma 2.3.3 kullanilirsa

Xiy1 Yjs1

[ t-ei)ls-p,1)dd, f(t.5)

X Yj
< sup ﬂt—ai+1|5 Bia }Vf(Qij)
oy (4.12)

S€| yJ yJ+1]

= max{ Xig — Xy Xig _ai+1}ma‘x{ﬂj+1 —YirYin _:Bj+1}vf (Qij)

1 X, + X ||| 1 YitVi.
= {E(Xm - Xi)+ Qi — 2 : }I:E(ym - yj )+ :Bj+1 _JTJI}Vf (Qij)
esitsizligi bulunur. (4.12) esitsizligi, (4.11)’de yerine yazilirsa
bd
[[K®L(s)d d, f(t,5)
e X, + X
< Z(x X. )+ _ i+1
|_0§|:2( i+l |) i+l 2 :|
1 y + y'+
X|:E(yj+l y])+ Bia— J > J l:|vf(Qij)
(4.13)
< max 1(x x )+, — 2 X
icfo,.na] 2V T e 2
1 YitVial|le&
Je[g]'_”m 1]|:E(yj+1 - y]) ‘IBH—l 2 :I.Z_o: i b/f (Qij )]
1 Xi + X || 1 Yit+VYija
< [EU(h) * [roT,]...,n—1]a”1 > }{EU(I) +J [T”’m 1]ﬁj+l > }Vf (Q)

elde edilir. Boylece, (4.1)’deki ilk esitsizligin ispati tamamlanmais olur.
(4.1) esitsizligindeki ikinci esitsizligin ispat1 i¢in (4.12)’nin son satirinda,

<Ih
2

X + X
i i+1
Ay — 2

ve
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max e, - XKl < L)
i€[0,....n-1] 2 2
oldugu, ve benzer sekilde,
_ yj + yj+l < 1
e N AP

oldugu g6z oniine alinirsa ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.4 kullanilarak elde edilen bazi sonuglar asagidaki sekilde verilebilir.

Sonug 4.1.2. Teorem 4.1.4’{in kosullar1 altinda,

_a+x XX Xt X _x_l+b

aoza, a, = > y Oy = 5 an_l—T,an— n2 ,OCrH_l:b
ve
c+y Yoty Yz + Y Yy +d
ﬂO:C’ ﬁlz 211ﬂ2: 12 2""1ﬁn—1:%7ﬂn: 12 ’ﬂerl:d
secilirse

20 %,.1)(d =y ) 0. 0)+ (0%, )3, =) F(6,0)

+(x —a){d - y,) fa.d)+(x -a)(y, —c) f(a,c)

m-1

+(b_Xn—1)Z(yj+l - yj—l)f(b’ yj)+(X1 _a)mi (Yj+1 - yj—l)f(avyj)

j=1

n-1

+(d - ym—l)Z(XH—l - Xi—l) f(x,d)+ (Y1 - C)

i=1 i

>
LN

(Xi+1 - Xi—l) f (Xi ,C)

[

Il
4N

+ E mil(xi+1 - Xi—l)(xi+l - Xi—l) fOGy;) |+ j.i f(t,s)dsdt
—% (v —¢)[ f(t.c)dt+(d - y,,)f f(t,d)dt+§(yj+l—yjl)j f(t,y;)dt
—% (a, — a)j f (a,s)ds +(b—an_l)j. f(b,s)ds +§(xi+1 - xi_l)j. f(x,,s)ds
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1
< Z o)V, Q)
esitsizligi elde edilir.

Sonu¢ 4.1.3. Sonug 4.1.2’de x; =a+(b-a); (i=01..n) ve vy, =c+(d—-c)L

(j=0,1,...,m) alinirsa,

—(b‘jzl(r: _C)[f(b,d)+ F(b,c)+ f(a,d)+ f(ac)+ 2{"” f(b,—(m_ ie+ jdj

< boalizel, )

4nm
esitsizligi bulunur.
Sonu¢ 4.1.4. Teorem 4.1.4’tin kosullar altinda 6zel olarak X, =a, x =b, o,=a,

a,=a, a,=b, Yy=C, y,=d, B,=C, B =8 Ve B,=d scgilirse

(e-a)(B—c)f(ac)+(a—a)d-p)f(ad)
+b—a)(B—c)f(b.c)+(b- mw B)f(b,d)
~(z—-a j f(a,s)ds—(b-«a j f (b, s)ds (4.14)

)

f (t,c)dt —(d — ﬂjf(t d)dt+”f(t s)dsdt

e ooy

a+b
2

g{%@_@+

} (@)

esitsizligi elde edilir.
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Sonug 4.1.5. (4.14) esitsizliginde 6zel olarak

a) a=b ve g =d olarak alinirsa

‘f(a,c)—d—ici‘ f(a,s)ds—leajjf(t,c)dt+(b_a)1(d —c ]:j: f (t,s)dsdt <V )
sol dikdortgen esitsizligi (left rectangle inequality),
b) « =a ve g =c olarak alinirsa
b d
‘f(b d)——jf(b s)ds——jf(t d)dt+ ”f(t s)dsdt| <V, (Q)

sag dikdortgen esitsizligi (right rectangle inequality),

c) a=%2 and f=% olarak alimrsa Teorem 4.1.2°de ispatlanan Yamuk esitsizligi

elde edilir.

Sonu¢ 4.1.6. Teorem 4.1.4’in kosullar1 altinda 6zel olarak a<x<hb,

asa, <x<a,<b, c<y<d, c<p <y<p <d ahnirsa

|(a1_ )(ﬁl_c)f(a1c)+(al_a)( 2_ﬂ1)f(a’ Y)
+Ha, —a)(d - B,) f(a,d)+ (e, —a, ) (B, —¢) F(x.C)
(0(2 )(ﬂz ,Bl)f(x,y)+(a2—al)(d—ﬁz)f(x,d)
(b-e,)(B,—c)f(b,c)+(b-a,)(B, - B) f(b.Y)
(

b-a,)d- ﬂz)f(b,d)+ﬁ f (t, s)dsdt

+ +

N
- —ajf(as)ds -aljf(x s)ds — (b -, jf(b s)ds

—(ﬂl—c)jfa,c)dt—(ﬂz —ﬂl)jf(t,wdt—(d —ﬂz)jfa,d)dt
< 1F(b—a)Jr‘x—a%b +la

I

X+b

a, >

a+X

o2

X+b
aZ—T

a+X

+llay
2
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L oyaly_c*a] |5 _ery] [, _y+d
{(d c) ‘y HB = B
_CHY| |5 _y+d
+15; 5 B, 2 va(Q) (4.15)
o222 a0 y-222 @
-a

esitsizlikleri elde edilir.

Sonu¢ 4.1.7. (4.15) esitsizliginde Ozel olarak o, =a, «,=b ve g =c, S,=d

alinirsa (4.15) esitsizligi Teorem 4.1.1°de ispatlanan Ostrowski esitsizligine doniistir.

Sonu¢ 4.1.8. (4.15) esitsizliginde 6zel olarak o, =382, g, =250 Xe[Sa—gb,%Sb]

)

p=5ud, p =csl e ye[sed esd] anyrsa, bu durumda (4.15) esitsizligi Teorem

4.1.3°de ispatlanan Simpson esitsizligine dondisiir.

Siradaki teoremde iki degiskenli sinirli varyasyonlu fonksiyonlar i¢in genellesmis

Ostrowski tipli esitsizlik ispatlanacaktir.

Teorem 4.1.5. f : Q>R fonksiyonu Q iizerinde sinirli varyasyonlu fonksiyon
olsun. Bu durumda A,7€[0,1], a+A%2<x<b—-A%2 ve c+pit<y<d-p%e

olmak {izere,

‘(1 D)ty + L2 )”[f(ay>+f(by>]

A=) 3,09+ f(x,d)]+”“—’7[f<a,c)+ f@d)+ fo,0)+ f(b.0)]

+
1] 2 ¢ 7 b

_E{d - C[f(b 5)+ f(a,s)]ds + ﬁ! f(t,d)+ f(t,c)]dt} (4.16)
%if(t y)dt——jf(x s)ds+ zif(tls)dsdt

Smmx{ﬂb;a(x_(z— )2a+/1b}(( - )2b+}ta_xj}
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d-c (2-
xXmax<n > Y —

esitsizligi gegerlidir.

Ispat. iki katli Riemann-Stieltjes integralleri i¢in kismi integrasyon yardimiyla

s

~(x-a-2"

+ X—=

-2
{ﬂ
(y c— 77—) f(t,y)dt— (

[x a— ﬂ—j_[f(xs)ds (

esitligi elde edilir. Benzer olarak,

b aj(nd ;cj £(x.)

b

e e ()5

2

o ERa a2

o552 e

x

{

b-a)l d-c
—a—ATJ(ﬂTj f(X d)

(4.17)
j f(a,c)
; jj f (t,c)dt
—ajf f(a,s)ds + jf f (t,s)dsdt,
(4.18)

b d-c
+[X a— /lTjtd —y_nTj f(X’ y)

+

b-a d-c b-a
ATJ(” 2 Jf(ad) ( 2 j

d—c)¢ d-c
TMf(t,cl)olt (d y—n—o

2

{-(o-

d

d—y—nd—;jf(a,y)
jf(t,y)dt

j f(a,s)ds+ﬁ f (t,s)dsdt,

y

T

d-c

aary ey A C s CrUils
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+(b—x—/1b;a} ndgc)f(x c)

4o (4.19)
—(y—c—n—ij(t y)dt — (n—]jf(t c)dt
_(ﬂb_TajJ:'f(b,s)ds—(b—x—/l—jjf(x s)ds+”f(t s)dsdt,

ve
6d b-a d-c
O O S A AL
b-a —C b-a d-c
:(lTj(nT)f(b’d)j{iTJ(d y-— ﬂij(b y)
+ b—x—/l;aj( ﬂjf(x d)
2 2
(4.20)

-y-
A jjf(t d)dt — (d y— n—jjf(t y)dt

- jjf(bs)ds b-x— ﬂ—jjf(xs)ds+”f(t s)dsdt.
esitlikleri kolaylikla elde edilebilir. (4.16)-(4.20) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,

;ﬂ P(x,t;y,s)d.d, f(t,s)

= (1-2)@-n)f(x, y>+( 2) [f(a,y)+ f(b,y)]

A 04 )]+ A D[t (a.c)+ Fad)+ f0.0)+ Fb.d)] (421
—% C! f(b,s)+ f(a,s) ds+b77—aj; f(t,d)+f(t,c)]dt}
tl)_abf(t )dt—i—jf(x s)ds+ iif(t,s)dsdt
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esitligi elde edilir. Burada P(x,t;y,s) doniisimii 4,7€[0,1], a+ A2 <x<b-A22

ve C+ndE<y<d-—-ndE olmak iizere,

(t—(a+a22))(s-(c+n %)) .(ts)elax]x[ey]
(t-(a+222)(s-(d-n%2)) (ts)elax]x(y.d]
(t-(b-222)(s-(c+n%e) .(ts)e(xb]x[c.y]
(t-(b-222))(s-(d-n%) (ts)e(xb]x(y.d]

P(x,t;y,s) =

olarak tanimlidir.

Simdi (4.21) esitliginin her iki yaninin mutlak degeri alinip, Lemma 2.3.3 kullanilirsa,

‘(1 =) (xy)+ LA j) [f(a,y)+ f(b.y)]

Al

+= g_n)'[f(x,c)+ f(x,d)]+/1—77[f(alc)+ f(a,d)+f(b,c)+ f(b,d)]

1 1 n
_E{ﬂj f(b,s)+ f(a,s)]ds + ﬁj f(t,d)+ f(t,c) dt}

c a

—b—nif“ y)dt——f FOs)ds + =G o) H f (t,s)dsdt

e a;l(d J H (Xt y,5)d,d, f (t,5) h
< m(fggqlwx, yits)V, Q)
=
5 e et
SO S e s
e
gt (et (e o
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. (b—a)l(d _C)max{;tb;a'(x_(2—1)2a+/1bj((2—/1)2b+za_Xj}
xmax{nd% (y— (2—77)2c+77d )’((Z—n)zd e YJ}Vf Q)

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

Sonug 4.1.9. Teorem 4.1.5’de 6zel olarak,

a) A=0 ve =0 segilirse, (4.16) esitsizligi Teorem 4.1.1°deki Ostrowski esitsizligine

doniisiir.

b) A=1 ve n=1 segilirse, (4.16) esitsizligi Teorem 4.1.2°deki Yamuk esitsizligine

doniisiir.

Sonug 4.1.10. Teorem 4.1.5’nin kosullar1 altnda 4 :% ve 1 :% alinirsa, 5a_6+b <x< Lga
ve 554 <y <L igin
E f(x,y)+ @+ 0, y>; f(x,c) + f(x.d)

N f(a,c)+ f(a,d)+ f(b,c)+ f(b,d)
36

el —d f(b,s)+4f(x,s)+f(a,s)]ds+}

[EEN
[N

6d-c?

-, . bd (4.22)
—2| = ([f(t,d)+4f(t,y)+ f(t,c)]dt}tm!!f(t,s)dsdt

[EEN
[N

6|b-asy

e e )
xmax{d E_;C ,(y— Sngj’(Sd;C ~ yj}Vf Q)

dir.

Sonug 4.1.11. Sonug 4.1.10°da 6zel olarak X =2 ve y =% secilirse, (4.22) esitsizligi

Teorem 4.1.3’teki Simpson esitsizligine dontisiir.

Sonug 4.1.12. Teorem 4.1.5’nin kosullar1 altinda A =3 ve =% alinirsa, bu durumda

3a+h 3b 3c+d 3d+c
SR SXSEE ve <y <X j¢in
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Hf(x,yn fay+ 1o, y); f(x,0)+ f(xd)

L f@o+f@d)+fbo)+ f(b,d)}
4

a

1 1 9 1
_Z[E:‘:[f(b,s)_'_ f(a,S)]dS-i-EJ.[f(t,d)‘F f(t,C)]dt:|
(4.23)

1 8 1 b d
_—Z(b—a)£ f(t,y)dt—m_[f(x s)ds+ (d J ﬂf(t,s)dsdt

e e G b}(%I a—X)}
xmax{%,(y— 3c:dj,(3d4+c ~ yj}vf Q)

esitsizligi bulunur.

Sonug 4.1.13. Sonug 4.1.12°de 6zel olarak X =22 ve y =4 segilirse,

1{f(b,d)+ f(b,c)+ f(a,d)+ f(a,c)
4 4

A e e 2]
2 2 2 2 2 2 2
_1 Lj-[f(b s)+ f(a S)]ds+ij.[f(t d)+ f(t C)]dt
4 d—Cc 1 1 b_aa | |

1 % ( c+d 1 f.(a+h
_2(b—a)£f(t’ 2 jdt_z(d—c)lf( 2 ’SJdS

f (t,s)dsdt

(4.24)

b d
b a (d c) -!: !
1
<=V
5V @
esitsizligi elde edilir. Buradaki 5z katsayisi bu sartlar altindaki en iyi katsayidir ve daha
kiiglik olan bir katsayi ile yer degistirilemez.

Ispat. 1 sabitinin en iyi sabit oldugunu ispatlmak i¢in (4.24) esitsizliginin keyfi bir

C > 0 sabiti igin saglandig1, yani
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1[f(b,d)+ f(b,c)+ f(a,d)+ f(a,c)
4 4

+1{f(a,c+d}f(a+b j f(bﬂjn(ﬂ dﬂ f(ibﬂﬂ
2 2 2 2 2 2 2
_%{%i[f(b,sn f(a,s)]ds + —b [f(t.d)+ f(t, c)]dt}

b-a-

= a)j:f( C+djdt— j’!-f(a +b )
—aid c)
vi(Q)

|

(4.25)

ﬁ f (t,s)dsdt

oldugu kabul edilsin. E kiimesi

S CX R

olarak tanmlansin. Eger, f : Q — R fonksiyonunu

1, (x,y)eEise
f(xy)=
0, (x,y)elab]x[c,d]\Eise

seklinde tanimlanirsa f , Q {izerinde sinirh varyasyonlu ve

f(a,c)+ f(a,d)+ f(o,c)+ f(b,d)

1 lf(a+b c+dj_1
16 4’ 4 2 2 4’

fla,s5t)+ flo, )+ f (52, 0)+ £(5°.d)

1
8 2

[f(b,s)+ f(a,s)]ds

Il Il
D — T D C—T D —T
[ —cy

[f(t,d)+ f(t,c)ldt

f[t,ﬂ]dt_j f(a—”’,sjds
2 2

f(t,s)dsdt=0

0 —a
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ve V, (Q)=16 olur. Bulunan bu ifadeler (4.25) esitsizliginde yerlerine yazilirsa, 1<16C

ve boylece C > elde edilir. Sonug olarak, -+ sabitinin en iyi sabit oldugu gdsterilmis

olur.
Siradaki teorem verilmeden once asagidaki lemmaya ihtiyag vardir.

Lemma 4.1.1. f : Q » R fonksiyonu Q sinirl varyasyonlu bir fonksiyon olsun. Bu

durumda her (x, y) € [a, 22]x[c, =] igin

%[f(x,y)+ f(x,c+d—y)+ f(a+b-x,y)+ f(@a+b—x,c+d—vy)]

_%[bial[f(t y)+ f(t,c+d—y) dt}_{ 1CJ‘f(x,s)+f(a+b—x,s)]ds}

1

"b-a)d—o)
i E

+H _a)(s—d)d df(tS)+a+TXJy‘(t_a%bj( -c)dd, f(t.s)

C)
m'——.v

d
j f (t, s)dsdt

x c+d— y
t—a)(s— cddf(ts)+jj t— a(s-%}ddf(ts)

o'—.~<

ac+d-y X C
a+b-xc+d-y
a+b c+d
« [ (t—T)(s—Tjdd f(t,s) (4.26)
X y

+T j (t_aT”)j( s—d)d.d, f(ts)+ T f(t—b)(s—c)dtdsf(t,s)

X c+d-y a+b-x ¢

+ T cmjy(t—b)(s—ﬂjolol f(t,s)+ T T (t—b)(s—d)dd,f(t,s)

a+b-x vy a+b-xc+d-y

esitligi vardir.
Ispat. Kismi integrasyon yardimiyla,
Xy
j j )(s—c)d.d, f(t,s)
X y Xy
= (x—a)(y—c)f(x, y)—(y—c)j f(t, y)dt—(x—a)j f (x,s)ds+” f (t,s)dsdt,

esitligi kolaylikla bulunur. Benzer olarak,
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TCdjyt a(s—ﬂ]dd f(t,s)

(x—a)(%—yjf(x c+d—y)+(x- a)[%d—yj f(x,Y)

c+d

——yjjf(t,ud —y)dt—(%—yﬁf(t,y)dt

c+d-y X c+d—

~(x-a) j f(x,5)ds + dejyf(t,s)dsdt,

[ (t-a)s-d)d, f(ts)

= (x—a)(y—c)f(x,c+d—y)—(y—c)jf(t,c+d—y)dt

d

~(x-a) [ f(x,s)ds+f j f (t,s)dsdt,

c+d-y ac+d-y

ij'[t —aT“Oj(s _c+)d,d, F(t,s)

a+b a+b

:(T_X)(y c)f(a+b-x, y)+[T—X)(y—C)f(X,y)

_(y_c)%ix (¢, y)dt —[""T”’— xjf f(a+b—xs)ds

a+b-xy

_(aTm_X)!f(X s)ds + j jf(t s)dsdt,

a+b-xc+d-y
[ (t—a%bj(s—ﬂ)d d. f(ts)
X y

=(a+b x)(c+d—yjf(a+b X,c+d—y)

. a+b XJ[c+d fla+b-xy)

+ a+b XJ[CM f(x,c+d-y)

. a+b X)(c+d F(x.y)

_c+d ja+bxf(tc+d y)dt — (%—yjaﬁxf(t,y)dt
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a+b ¢ a+b ¢
—(——xj .f f(a+b—x,s)ds—(——xj I f(x,s)ds
2 y 2 y

a+b-xc+d-y
+ [ ] fcts)dsdt,

X y

a+jb_x j‘ [t _a_;bJ(s _d)dtds f (tas)

X c+d-y

(aT”’—xj(y—c)f(am—x,cm—y)

a+b—x

+(aTm—xj(y—c)f(x,c+d —y)-(y-c) J' f(t,c+d—y)dt

X

_(a—”’—xj [ f(a+b—x,s)ds—(a—;b—xj [ f(xs)ds

2 c+d-y c+d-y
+T T f (t,5)dsdt,
T f( —b)(s—c+)d,d, f(t,s)
= +(x—a-)(y—c-)f(a+b-xy)-(y—c) [ f(ty)dt
—(x—a).xff(a+b—x,s)ds+ :‘[ _y[f(t,s)dsdt,
T CTY( —b)(s—%)dtdsf(t,s)

= (x—a)(%—yj f(a+b—x,c+d-y)

c+d

+(x—a)(T—yj f(a+b—x,y)

c+d " c+d p
_(__yj j f(t,c+d—y)dt—(T—y]a_[ f(t, y)dt

2 a+b-x +h-x
c+d-y d c+d-y
~(x-a) [ f(a+b-xs)ds+ [ [ f(t,s)dsdt,
y at+b-x vy

ve
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b d

[ ] -b)s-d)dd,f(ts)

a+b—xc+d-y
b

= (x-a)(y—c)f(a+b-xc+d-y)-(y-c) [ f(tc+d-y)dt

a+b—x
d d d

~(x-a) [ fa+b-xs)ds+ [ [ f(ts)dsdt

c+d-y a+b-xc+d-y

esitlikleri de bulunur. Elde edilen bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa ispat tamamlanmis

olur.

Siradaki teoremde kullanilacak bazi araliklar sadelik igin
Q, = [a,x]x[c,y] Q, =[a,x]x[y,c+d - y] Q, =[a,x]x[c+d - y,d]

=[x, a+b—x|x[c,y] Qs =[x, a+b—x]|x[y,c+d -y]
(4.27)
Q, = [x,a+b—x]x[c+d-y,d] Q, =[a+b-xb]x][c,y]

=[a+b—xb]x[y,c+d -y} Q, =[a+b-x,b]x[c+d -y,d]
olarak tanimlansin.

Teorem 4.1.6. f : Q > R fonksiyonu Q sinirl varyasyonlu bir fonksiyon olsun. Bu

takdirde her (x,y)e[a, 22]x[c, 8] igin

‘%[f(x,y)+ f(x,c+d-y)+f(a+b—xy)+ f(a+b-x,c+d -y)]

—%{éj[f(t,yh fterd- y)]dt}g{d—ﬁ[ux,sw f(a+b—x,s)]ds}

a

1 bd
—m” f (t,s)dsdt

< e A= @)+ -2 52y v @)
Hx-a)ly -0V, (@)« (a—”’—xjw—c)vf(@n
{20525y @) 212 -x] - ov (@)

2
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T

esitsizlikleri gecerlidir.
Ispat. (4.26) da her iki yanin mutlak degeri alinip, sonra Lemma 2.3.3 uygulanirsa,
‘%[f(x,y)+ f(x,c+d-y)+ f(a+b-x,y)+ f(a+b-x,c+d —y)]

_%[bia.![f(t y)+ f(t,c+d-y) dt}_{ 1CIf(X’S)+f(a+b_x’S)]dS}

c

—Wﬂf(t,s)dsdt

1 Xy X c+d—y d
Smh!(ta)(SC)dtdsf(t,SH{ { (t—a)(s—c%jdd f(t,3)
A i (t-a)(s—d)d.d, f (t.s)[+ aTXHt—a—”’js ¢)dd, f (t,s)

+

a+b—xc+d-y
[ ] (t—a;b)(s C+djdd £ (t,s)
X y

+aTX j. (t—a—gbj( s—d)dd, f(t,s)+ _T Jy.(t—b)(s—c)dtdsf(t,s)

X c+d-y a+b-x ¢

c+d-y

I j tb( C+d]ddf(ts)+ff

a+b—x a+

(b a)l(d ){(X a)(y —C)Vf(Q1)+(x—a)(¥—ijf( ))
Hx—-a)(y—c)V, (Q )(aTer—xJ(y—c)Vf(QJ

[ (t-b)s-d)dd, f(ts)

|
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{25052y @)+ (22 -xy-ei @)
Fix-a)ly-ol, @)+ (e-a) 3 -y i @) (4.29)

2
+(x—a)(y—c)V,(Q,)] =M(x,y)

elde edilir. Bu da (4.28)’teki ilk esitsizligin ispatini tamamlar. Diger yandan,

M) < ke mae c-a)ly ch-a) 50 <)

b-a)d_c) "

(2o 5]

Ve (Q)+V, (Qy)+...+V, (Q,)]

(252 mafiy-e)( 52~y )

Xb/f (Qu)+V(Q,)+...+V,( 9)]

dir. max ifadesi x den bagimsiz oldugu i¢in
y

-5 be P e

bulunur. Boylece (4.28)’deki ikinci esitsizligin birinci satir1 ispatlanmis olur. (4.29)’un

son esitsizliginde ayrik Holder esitsizligi uygulanirsa, o >1, + = t7 L =1 olmak tizere

1 a a «(C+d “
M(XaY)Sm[4(X—a) (y—c) +2(x—a) (T—yj

1

+27—xay—c“+a%—xac%—yaa
(5o b-ar (22 (55 |

v @ M @)+t v, @)
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elde edilir. Bu da (4.28)’deki ikinci esitsizligin ikinci satirinin ispatini tamamlamis olur.

Son olarak, maksimum fonksiyonu yardimiyla

M(x,y) <

1
mmax{vf (Ql)'vf ( 2)’-"’Vf (Q9 )}

(b-

%@@_axy_@+zu—a{3§9—yj

A2t

< ;max
< boa@gm™ V@V @)V @)

x{<x—a)<d-c>+<y—c><b—a>+(a+b—xj(ﬂ-yj}

2

bulunur ve ispat tamamen tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.1.14. Teorem 4.1.6°da 6zel olarak x=a ve y=c alinirsa (4.28) esitsizligi,

Teorem 4.1.2°deki Yamuk esitsizligine doniisiir.

Sonug 4.1.14. Teorem 4.1.6’da 6zel olarak X =22 ve y =2 alinirsa (4.28) esitsizligi,

Sonug 4.1.1°deki Orta Nokta esitsizligine doniisiir.

Sonug 4.1.16. Teorem 4.1.6’1n sartlar1 altinda X =222 ve y =34 secilirse

(62 53) (52 550)+ (00 553)s 100,550

| 4

1 Lﬂf(t,?’“d} f[t,c+3dﬂdt}
2|b-a 4 4

_% dicj{f(sa;b,sj+f[atﬁb,sﬂds} (4.30)

esitsizligi elde edilir. Buradaki ;= katsayisi bu sartlar altindaki en iyi katsayidir ve daha

kiictik olan bir katsayi ile yer degistirilemez.
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Ispat. Sabitin en iyi sabit oldugunu ispatlamak igin, (4.30) esitsizliginin C >0 sabiti
icin saglandigi, yani,

I f (3a:b , 3c+d )+ f (3a+b ' c+3d )+ f (a+3b ’ 3c+d )-l— f (a+3b , c+jd )
4

1 LT f[t,3c+dj+f(t’c+3dﬂdt}
2|b-a?| 4 4 (4.31)
1] 1 4 .(3a+b a+3b 1 b¢
_E_E!_f( ; ,sj+f( . ,sﬂds}mﬂf(t,s)dsdt
<cv((Q)

oldugu kabul edilsin. f : Q — R fonksiyonu,

E_ (3a+b 30+dj(3a+b c+3dj(a+3b 3c+d}(a+3b c+3dj
4 4 JU 4 " 4 JU 4 4 JU 4 4

olmak tzere

1, (x,y)eEise
f(xy)=
0, (xy)elab]x[c,d]\Eise

olarak segilsin. Bu durumda, f fonksiyonu Q tizerinde sinirli varyasyonludur ve

(3a+b 30+d)(3a+b c+3d)(a+3b 3c+d)(a+3b c+3d)
4 v 4 I\ 4 v a p\Ua 4 s g

4

22 2

b
l
dlcﬂf " f[afb,sﬂds:o

!

=1

f(t,s)dsdt=0, ve V,(Q)=16

O O

dir. Bulunan bu ifadeler (4.31) esitsizliginde yazilirsal <16C olur,yani C > & dir. Buda

ispat1 tamamlar.
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Sonraki teoremin ispat i¢in kullanilacak asagidaki lemma verilsin.

Lemma 4.1.2. f : Q >R fonksiyonu Q iizerinde sinirli varyasyonlu fonksiyon

olsun. Bu takdirde, her 4,7<[0,1] ve a+A%2<x<&b cipde<y<ed jeip

%[ﬂn[f(a,c)+ t(a,d)+ f(b,c)+ f(b,d)]
+A1-n)[f(a,y)+ f(ac+d—y)+ f(b,y)+ f(b,c+d—y)]

+1=2)n[f(x,c)+ f(x,d)+ f(a+b-x,c)+ f(a+b—x,d)]

@-A)A-7)f(xy)+ f(x,c+d-y)+ fa+b-xy)+ f(@a+b-x,c+d—y)]

_1777_j f(t,y)+ f(t,c+d— y)]dt}—z{mi f(t,c)+ f(t, d)]dt}
_% ﬁc[f(x,sﬂ f(a+b-x, s)]ds}—g{ﬁl[f(a,sﬂ f(b’s)]ds}

[-{ae 22 s{orn 5" o
+.:[C+jy‘_y(t—(a+/1b_TaD(s “djd d,1(t,5)
[t a+/1— j( (d U%j}dtdsf(t’s)
a+bxy( a+bj( (CH?dTDdd f(t,s)
+a+j:xc+c: y(t_a;bj(s C;djd d f(t S)
a+b-x d a+b d c
" -)[ c+a[ y(t_T]( [d nTjjdtde(t,S)
+a+ZXI£t—(b—ﬂb;;jj(s (cwy%Dd d f(t,s)
b c+d-y a c+d
1] (t_(b /ITD(S— : jdtdsf(t,s)

'—:

(4.32)
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L) et

esitligi vardir.

Ispat. Kismi integrasyonla

ﬁ[t—(awl—jj[ [C+77dTDd d.f(t,s)
e e

leaj(y c— ndef(a y)+(/1b7a)(nd—2(:Jf(a c) (4.33)

{y—c- ndejf(t y)dt - ( dgcj_ff(t,c)dt

a a

Jdx-—a- /IbTaij(x,s)ds—( bzajjf(as)ds+”f(t s)dsdlt,

c

esitligi elde edilebilir. Benzer sekilde,

_y[t [a+ﬂb—aD[s—ﬂjdtdsf(t,s)
2 2

b-a\(lc+d b-a\fc+d
(x a— iTj(T—ny(XC-i-d y)+(x a— AT](T—yjf(x y)

b-a)(c+d b-ajfc+d
+4Tj(7—yjf(ac+d y)+(ﬂT](T—YJf(&Y)

o

Cc+

J;

< C—

c+d ¢ c+d 0
_ T-y]!f(t,c+d—y)dt—[T—ny(t,y)dt

b a c+d-y b a c+d-y x c+d—y
dx—a- ij j f (x,5)ds — (ATJ j f(a,s)ds+.a[ { f (t,s)dsdt,

y y

b-a d-c
(a"f-ﬂTjj( (d ﬂTjjdtds f (t,S)
A

+(x—a—ftb7j(y c— ndef(xc+d y)
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o]

c

—[ndT)jf(t d)dt - (y c— nd—zcj f(t,c+d — y)dt

(x a— szaJ i f(x,s)ds — (;tb—za‘j i f(a,s)ds+f T f (t, s)dsdt,

c+d-y c+d-y ac+d-y

3, = Ti(t—aTerj(s (c+nuDd d_f(t,s)

:(aT”’—xj(y c— ndef(aer xy)+(a%b—x](ndzcjf(a+b X, )

a+b d-c a+b d-c
+ T—Xj(y—C—UTJ f(X, y)+(T—Xj(UTj f(X,C)

a+b-x d a+b—x

— y—C—ﬂd—;Cj j f(t,y)dt—(ﬂ%j j f(t,C)dt

X X

+(/1b%j(nd—;cjf(a,d)+( . J(y c— n—jf(ac+d y)
!

aT”’—xﬁf(am—x,s)ds—(aT”’—x]j f(x, s)d8+a+f f f(t,s)dsdt,

c

J, :aTde_y(t—a*bj(s C+djd d f(t,s)

X y 2
:(a—er—x (ﬂ—yjf(a+b—x,c+d—y)+(a+b—x)(c+d —y}f(a+b—x,y)
2 2 2 2
+ a%b—x](%—yjf(x c+d-— y)+(aT+b—xj(C;d —yjf(x,y)

a+b-x a+b-x
—yj f(t,c+d —y)dt—(%—yj [ty

X

a+ b c+d-y a+ b c+d-y a+b-xc+d-y
———x]j f(a+b—xs)ds— (——xjj f(x,5)ds + j j f (t,s)dsdt,
y 2 X y

y

J6:a+i_xcjy(t_a_;bj( (d nd_zcndtdsf(t,s)
:(aTm—xj(nd—;ch(a+b—x,d)

+(a—;m—xj(y—c—nd—;:jf(a+b—x,c+d -y)

L
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d—C a+b—x d—C a+b—x
_("T} | f(t,d)dt—(y—c—nTj j F(t,c+d - y)dt

(a+b
- ———X
2 c+d-y

J, :ajﬂt‘(b‘ﬂb%an(s (cdeDd df(t,s)
(AbTaj(y—c—nd—;Cjf(b,y)+(zb;aj(ndgcjf(b,c)

b—a d-c
+(x—a—l—zrj(y—c—ﬂ—zrqf(a+b_xy)
+(x a—i0° aﬂﬁdgcjﬂa+b—ﬁﬂ

TRV il jj f(t,y)dt—(nd—gcj_[ f (t, c)dt

a+b—x a+b—x

T f(a-rb-—x,s)ds-—(figlz—-xj j f(x,s)ds+a+.|i{nX T f (t,s)dsdlt,

c+d-y X c+d-y

d

(ibT}af(b s)ds — (x a- 2b—2aj£f(a+b—x,s)ds+ [ 'y[f(t,s)dsdt,

a+b-x c
b c+d-y
b-a c+d
J, = t-{b-A——|||s———|d,d f(t,s
II(( 2)]( 2) N

(zb—aj[ﬂ— y] f(b,c+d— y)+(zb—aj(ﬂ— yj £ (b, y)

SD

2 2 2 2
+x—a—ﬂu)(ﬂ—y)f(a+b x,c+d—y)
2 2
+x—a—19—iﬂﬁiﬂ—y}ﬂa+b X, Y)
2 2
c+d ¢ c+d ¢
A ft,c+d—y)dt—| —— f(t,y)dt
2 yja;l[x ( y) [ 2 yja;t').x ( y)
. c+d-y c+d-y
—zuj [ to.s)ds- (x a- zb—aj [ f@+b-xs)ds
2 y 2 y
d c+d-y
+j j f (t,s)dsdt,
a+th-x vy

LI o
=( bzaj( dzc)f(b d)+(zb7aj(y—c—nd—;cjf(b’“d‘y)
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d-c
X—a-A1—— —— | f(a+b-x,d
+ Zj(nzju )

+ x—a—/lb;zaj(y—c—nd—;cjf(a+b—x,c+d—y)

nd—gcjj f(t,d)dt—(y—c—nd—;cjj f(t,c+d—y)dt

a+b—x

a+b—x

ﬂb_Ta) T (b, s)ds — (x a— beaj i f(a+b—xs)ds

c+d-y c+d-y

d d

+ j j f (t,s)dsdt.

a+b-xc+d-y

esitlikleri de kolaylikla elde edilir. Bulunan bu integral esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
ispat tamamlanmus olur.

Sonug 4.1.17. Eger Lemma 4.1.2°de 6zel olarak 4 =0 ve 77 =0 segilirse, bu durumda
(4.32) esitligi (4.26) esitligine doniisiir.

Teorem 4.1.7. Lemma 4.1.2’nin sartlar1 saglansin. Bu durumda

[f(a,c)+ f(a,d)+ f(b,c)+ f(b,d)]

( n)[f(a,y)+ f(a,c+d—y)+ fb,y)+ f(b,c+d—vy)]
( )nlf(x,c)+ f(x,d)+ f(a+b-x,c)+ f(a+b—x,d)]
(- )( —p)[fxy)+ f(x,c+d-y)+ f(@a+b-xy)+ f(@a+b-x,c+d-y)]

1-n n
- ?I f(t,y)+ f(t,c+d- Y)]dt}—z{ﬁj'[f (t,c) + f(t,d)]dt}

2 |b

B d
—ﬂi [f(x,5)+ f(a+b-x,5)]ds |[-Z
2 [d-c

1 d
ﬂj f(a,s)+ f(b,s)]d }

ﬁ f (t,s)dsdt

b (b-a)(d—c)

Smmw{ﬂ%a(x (2- /1a+lbj(a+b j} s
Vv

Xmax{nd;c'(y_(Z )2c+77dj(c;d yj} Q)

esitsizligi vardir.
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Ispat. Q, (i=1,2,..9) arahklar: (4.27)’deki gibi olsun. (4.26) esitliginde mutlak deger

alindiktan sonra tiggen esitsizligi ve Lemma 2.3.3 kulalanilirsa

L[t (ac)+ f(a,d)+ f(b,c)+ f(b,d)]

4
+A1-n)[f(a,y)+ f(ac+d—y)+ f(b,y)+ f(b,c+d—y)]

( A)nlf(x,c)+ f(x,d)+ f(a+b-x,c)+ f(a+b—x,d)]

(1- )( —)[fxy)+ f(x,c+d-y)+ f(@a+b-xy)+ f@a+b-x,c+d—-y)]

il —j f(t,y)+f(t,c+d—y)]dt}—z{:j.[f(t,chf(t,d)]dt}

2 |b-ay A

=2 ﬁj‘[f(x,sﬂ f(a+b—X,S)]d3}£{—“f(a s)+ f(b, S)]ds}

f (t,s)dsdt

[t—[a+/1b_TaD(s [c+77dTDd d.f(t,s)
d!_y t—(a+/1b_7an[s—¥jd d.f(t,s)

:jy t—(a+ﬂ,b_TaD{ (d nd—zcndtdsf(t,s)
T
a+b_xc+£y (t_a;b)(s—czd)dtdsf(t,s)
e
i)t
i CTy[t—(b—lb_TaD( —%}dd (L)
I e (o Gy R

poaima ™ )
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bulunur. Son esitsizlikte maksimum ifadeleri ortak parantezlerde toplanirsa

N(X'y)gmmax{lb;a’[x_(2—/1)2a+/1b}(a42rb_XJ}

Xmax{n%’(y_(2—77?20+77d],(c;d_yj}

XB/f (Qu)+V(Q,)+V,(Qy)+..+V,(Q, )]

:mmax{lb;a’(x_(2—/1)2a+/1b}(a42rb_XJ}

xmax{n%,(y—(2_77)2“77‘]')[‘:;‘1 —yj}vf(Q)

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
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Sonug 4.1.18. Teorem 4.1.7°de 6zel olarak 1 =0ve =0 segilirse, (4.34) esitsizligi

(4.28)’deki ikinci esitsizligin birinci satirindaki ifadeye doniisiir.

Sonug 4.1.19. Teorem 4.1.7’nin sartlari altinda 6zel olarak X =22 ve y=%4 segilirse,

her 1,17 €[0,1] igin

‘%[ﬂn[f(a,c)+ f(a,d)+ f(b.c)+ f(b,d)]

+ 21(1—77){{&%) f(b %H (4.35)
+2@,-z)n[f(§€§9,c]+-f(ﬁéig dj} 41-2)@1- n)f(9€§9,3%;1j}

b

1-n% (. c+d 1
_m;[ f(t’Tjdt_E{—al f(t,c)+ f(t, d)]dt}
_(lj__/z!f(a;b’ jd ——{ c! f(a,s)+f(b,s)]ds}
B al ”f(t s)dsdt

111 1|1 1
Sz{?\“zmz*\"‘zuvf @

esitsizligi elde edilir.
Sonuc 4.1.20. Eger Sonug 4.1.18°de 6zel olarak,

a) A=0 ve n=0 alinirsa, (4.35) esitsizligi Teorem 4.1.1°deki Ostrowski esitsizligine

doniisiir.

b) 1=1 ve n=1 alimirsa, (4.35) esitsizligi Teorem 4.1.2°deki Yamuk esitsizligine

doniisiir.

c) A=% ve n=1% ahnirsa, (4.35) esitsizligi Teorem 4.1.3’teki Simpson esitsizligine

doniisiir.

d) A=1 and =1 ahnirsa, (4.35) esitsizligi Sonug 4.1.13°teki (4.24) esitsizligine

doniisiir.
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Sonuc 4.1.21. Eger Sonug 4.1.19°da 6zel olarak 4 =1 ve n =0 segilirse

1 a,ﬂj+f pCrd)|_ 1 f[ c+d)y
2 2 2 b—a 2

- j[f(a 9+ {09+ if(t,s)dsdt

D ey T

(4.36)

m'—.o—

esitsizligi elde edilir. Buradaki § katsayisi bu sartlar altindaki en iyi katsayidir ve daha

kiictik olan bir katsayi ile yer degistirilemez.

Ispat. Sabitin en iyi sabit oldugunu gostermek igin (4.36) esitsizligini saglayan keyfi bir
sabitin + den daha biyiik oldugunu gostermek yeterlidir. (4.36) esitsizligi A>0 sabiti

icin saglansin, yani

l{f(a,ﬂj+f[b,c+dﬂ— L jf(t,ﬂjdt
2 2 2 b-a’ 2

! d[f(as)+f(b s)]ds+;j‘j'
_C)c ’ ' (b_a)(d_c)ac
< AV, (Q)

f (t,s)dsdt (4.37)

olsun. f : Q —> R fonksiyonu

f |1 x=abvey=<ise
“N=o, () elablledh o) b.0) is

olarak alinsin. Bu durumda f fonksiyonu Q {izerinde sinirl varyasyonludur. Ayrica,

%{f(a,¥j+f( C”’ﬂ 1jf(tﬂ)dt jif(t,s)dsdtzo, veV, (Q)=4

dir. Bu esitlikler (4.37)’de yerine yazilirsa 1<4A elde edilir. Boylece, A= bulunur

ve ispat tamamlanmis olur.

Sonuc 4.1.22. Eger Sonug 4.1.19°da 6zel olarak 4 =0 ve 7 =1 segilirse
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2 (550 (550 )]

1 _E[[f(t,c)+f(t,d)]dt+m£!f(t,s)dsdt

(4.38)

esitsizligi bulunur. Buradaki % Katsayist bu sartlar altindaki en iyi katsayidir daha

kiictik olan bir katsayi ile yer degistirilemez.

Ispat. Sabitin en iyi sabit oldugunu gostermek igin keyfi bir B >0 sabiti icin (4.38)

esitsizligin saglandigi, yani

l[f[ib'cj+f[a_—m dﬂ 1 j'f(aer,sjds
2 2 2 d—c? ( 2
—2( j[f(t )+ f (¢, d)]dt+ j
SBVf(Q)

f (t, s)dsdt (4.39)

O C— O

oldugu kabul edilsin. Sonug 4.1.21 in ispatina benzer olarak, f : Q — R fonksiyonu

Xx=2tvey=c,dise

‘ L
D<o Goprelon o 58 0L )

olarak alinirsa f fonksiyonu Q tizerinde sinirl varyasyonlu olur ve

%{f(%b,cj+f(a+b ﬂ i(“b jds:jjf(t,s)dsdtzo,Vf(Q):4

C
esitlikleri gegerli olur. Buradan 1< 4B ve B>1 dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.8. f : Q—>R fonksiyonu Q iizerinde sinirli varyasyonlu fonksiyon

olsun. Bu takdirde, her (x,y)e[a, 22]x[c, 4] igin

(x—a)(y —c)[f (b,d) + f(b,c)+ f(a,d)+ f(a,c)]

113



dir.

~(y—c)
~(x-a)

F(b—a)+‘x da+b
4 4

+(x—a)(c+d —2y){f(a,czdj f[b %ﬂ
+(a+b—2x)(y—c){f(a—42rb,cj+ f(a—;b dﬂ

+a+b—-2x)(c+d —2y)f(a—+b,ﬂj

2 2

[f(t,c)+ f(t,d)]dt—(c+d- 2y)Hf( Czdﬂdt
[f(a,s)+ f(b,s)]ds—(a+b—2x):[ f(a—m,sjdwﬁ f (t,s)dsdt
}{ (d-c)+ ‘y_3c:d

(4.40)

O O D —— T

Ispat. Ispat igin ilk olarak p(x,t) ve q(y,s) ¢ekirdekleri

ve

t—X if t e [a, 252]
p(xt) =

t—(a+b—x) ifte(22,b]

s—y if selc, ]
q(x,t) =

s—(c+d-y) ifse(,d]

olarak tanimlansin. Tanimlanan bu ¢ekirdekler yardimiyla,

p(x,t)a(y,s)d,d; f (t,s)

— o

!

a

+ o
o

c+d

j't x)(s—y)d.d, f(t,s)+ T (t-x)(s—(c+d—-y))dd,f(t,s) (4.41)

m._,,\,‘
— o
I\J‘a

c+d

b 2

+ [ [ t—(a+b=x)(s-y)d.d,f(ts)

a+b C
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b

+] jdt (a+b-x))(s—(c+d-y))dd,f(t,s)

athc
2

=K +K, +K;+K,

integralleri elde edilebilir. Kismi integrtasyon kullanilarak K, integrali

[ ] e-x6-y)dd fs)

:(a+b—2x)(c+d—2y)f[a+b c+d)+(a+b—2x)(y—c)f(a+b C)
4 2 2 2 2

Aealerd=2) 0 S8 (c-a)ly—c) o

2

_M_Tf(t ﬂjdt(yc)ajgf(t c)dt o
E ’ 2 a |
_M :[ f(a—m,s)ds—(x—a)'zf f[aTer,s]ds

Lm c+d
2

+ f f (t, s)dsdlt.

olarak bulunur. Benzer sekilde K,, K, ve K, integralleri de

:J%j' )(s—(c+d-y))dd,f(s)

_(a+b-2x)(y-c) f(a+b,dj

2 2

+(a+b—2x¥c+d—2y)f(a+b c+dj (4.43)

2 2
R L

a+i

o
QD
T
o

~(y-c)

2
f(t,d)dt—wj f(t,ﬂ]dt

m'—-.l\i‘
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a+b

_(a+b—2x)i’[ f(a%b des (X_a)cj.df(a;_b ]dHJ [ fts)dsdt,

2 ﬂ c+d a c+d
2

c+d

—(a+b—-x))(s—y)d.d,f(t,s)

O'—.N‘

oo L g
:(x—a)(cz+d—2y)f( c+d) +(x-a)(y—c)f (b.c)
(a+b 2x¥c+d 2y) (a+b C+ j+ (a+b—2x)(y- c)f(azb’c) (4.44)
f f(t

b
f(t ﬂjdt
a+b 2 a+b

2 2

_(c+d-2y)
2

+ C—y

o

c+d

f(b,5)ds — @D fo (‘“b st+j [ fts)dsat,

a+b ¢
2

C+

~(x-a)

n'-—.l\:‘

K= | [ (-@rbx))s—(+d-y)dd, f(ts)

ath ckd

+(a+b—2x)(y—c) f(agb’dj+(a+b—2x)(cfd -2y) f(aer c+dj

= (X—a)(y—c)f(b,d)+(X‘a)(C;d—2y) f(b1c+d)

2 4 2 "2

a+b
f(ib , sj ds
2

2

—(x-a) jd f(b,s)ds —M jd

c c

2

+j j f (t,s)dsdt.

a+b c+d

olarak elde edilir. Bulunan (4.42)-(4.45) esitlikleri (4.41)’de yerlerine yazilirlarsa

|

p(x,D)a(y,s)d,d, f(t,s) = K, + K, +K; +K,

0 —
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= (x—a)(y—c)[f (b.d)+ f(b,c)+ f(a,d)+ f(a,c)]

(x-a)(c+d —2y){f(a,%j f[b ﬂﬂ

2

+(a+b—2x)(y—c){f(a7+b,cj+ f(a;b,dﬂ

+a+b-2x)(c+d —2y)f(aT+b,¥j (4.46)

-offtters ol (ora -2 125 o

—(x-a)i[f(a s)+ f(b,s)]ds—(a+b— 2xi (— sjds+”f(t s)dsdit.

esitligi elde edilmis olur. Diger yandan Lemma 2.3.3 uygulanilarak

Tit— )(s—y)d.d, f (t,s)]+ fT(—x)(s—(c+d—y))dtdsf(t,s)

2

f (t—(@a+b-x))(s—y)d,d,f(ts)

+f T(t—(a+b—x))(s—(c+d—y))dtdsf(t,s>

atb chd

{a +b } {c +d } i a+b} [ c+d}
< max{———X,X—aymax{———V,y—X a, x| c,
2 2 T 2

a+b c+d [ a+b] [c+d
+ max T—x,x—a max 5 -V, y=x;V(||a, X ,d

{a+b } {c+d } a+b c+d}
+ Mmax3 —— — X, X —a pmax -V, y=x;V,| | —,b|x]|c,
2 2 2 . 2

2 }

+max{a7”’—x,x—a}max{ﬂ—y,y—x v [| 2220 |x ﬂbD

= max{a%b — X, X— a} max{% -Y.y- X}Vf (Q)
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esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Sonuc 4.1.23.Teorem 4.1.8’de 6zel olarak

a) x=a ve y=c segilirse, (4.40) esitsizligi Sonug 4.1.1°deki Orta Nokta esitsizligine

doniisiir.

b) x=2%2 and y=%% secilirse, (4.40) esitsizligi Teorem 4.1.2°deki Yamuk

esitsizligine doniisiir.

c) Xx=320 ve y=3 secilirse, (4.40) esitsizligi Sonug 4.1.13teki (4.24) esitsizligine

doniisiir.

d) x=2 ve y=c segilirse, (4.40) esitsizligi Sonug 4.1.21°deki (4.36) esitsizligine

doniisiir.

e) x=a ve y=%1 secilirse, (4.40) esitsizligi Sonug 4.1.22°deki (4.38) esitsizligine

doniisiir.

Sonug 4.1.24. Teorem 4.1.8’in sartlar1 altinda, x =a ve y=3¢¢ alinirsa

2

‘1[f(agb,c)+f(a;b,d)+f(a;b c+dﬂ

2

S

1 ° 1 8 c+d
S R G wan
1 ¢ . (a+b 1 he
gl (2 a9
<2V

esitsizligi elde edilir. Buradaki § katsayisi bu sartlar altindaki en iyi katsayidir ve daha

kiictik olan bir katsayi ile yer degistirilemez.
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Ispat. % katsayisinin bu sartlar altinda en iyi katsayr oldugunu ispatlamak i¢in bu

esitsizligi saglayacak sekilde alinan keyfi bir A>0 sayist i¢in A>3 oldugunu

gostermek yeterlidir. A>0 sayis1 (4.47) esitsizligini saglasin, yani

l{f(aEb,C)Jr f(e‘%b,d)Jr f(a+b c+dﬂ

2 2 2 2

f (t,s)dsdt

_4(b T [f(t,c)+ f(t,d)]dt- 2b- ai{ ( C+dﬂ (4.48)
. i

)
f(a+b,sjds+ _j[

2

olsun.0 f : Q —» R fonksiyonu,

- (2529 (352) (352 55))

olmak {izere,

1, (x,y)eEise

f(xy)=
0, (x,y)eQ\Eise

olarak tanimlanirsa, f fonksiyonu Q tizerinde sinirli varyasyonlu olur. Ayrica bu sartlar

altinda

a+h ath
%{f(z ,c);f(z ,d)”(a_w MHZL

[f(t,c)+ f(t,d)|dt =

!—..U
'—.U
1
—h
7\
s
(@)
N |+
o
N
1
[«
~—
Il
[ —
—h
7\
o)
N |+
o
N—
o
w
I
o

a

bd
[ fs)dsdt=0, vev,(Q)=8

esitlikleri vardir. Bu esitlikler (4.48) de yazilirsa, A>+ olur ve ispat tamamlanur.
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Sonu¢ 4.1.25. Teorem 4.1.8’in sartlar1 altinda x=32% ve y=c segilirse, (4.40)

esitsizligi

1
2 2

d
(a,s)+ f(b,s)]ds— f(a+b j
d c)

1 ° c+d he
- {f(t Tﬂdnmﬂf(t,s)dsdt

[f(a°+d)+f(b c+d)+ a+b c+dﬂ
!

C

(4.49)

esitsizligine doniisiir. Buradaki 4 katsayis: bu sartlar altindaki en iyi katsayidir ve daha

kiigiik olan bir katsay1 ile yer degistirilemez.

Ispat. Sonuc 4.1.23’{in ispatina benzer olarak, B >0 keyfi bir sabit olmak iizere

l{f(a"”ﬁj)+f(b,°§")+f(a+b c+dﬂ

2 2 2 12

e | OO TRIC ey
‘ﬁi[f( C;dﬂdt mﬁfc,s)dsdt

1
< gvf (Q)

(4.50)

saglansin. Burada,

e )

olmak tizere, f : Q —» R fonksiyonu,
1, (x,y)eEise
f(xy)=
0, (x,y)eQ\Eise

olarak tanimlanirsa, f fonksiyonu sinirli varyasyonlu olur. Ayrica
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L2 %), g[arb =1
1{f(ac+d)+f(bc+d) (a+ c+dﬂ

2 2 2 ' 2

f(t,s)dsdt=0, veV,(Q)=8

!

60—

esitlikleri vardir. Bu esitlikler (4.50)’de yazilirsa, B>1 olur ve ispat tamamlanur.

4.2. iKi DEGISKENLi SINIRLI VARYASYONLU FONKSiYONLAR iCiN
BAZI AGIRLIKLI OSTROWSKI TiPLi ESITSiZLiKLER

Bu alt boliimde sinirli varyasyona sahip iki degiskenli fonksiyonlar igin agirlikli

Ostrowski esitsizlikleri ispatlanacak ve 6zel durumlar1 incelenecektir.

[lk olarak agirlik fonksiyonlar: asagidaki sekilde verilsin:

w, : [a,b]—>[0,0) siirekli ve (a,b) iizerinde negatif olmayan bir fonksiyon ve
h, : [a,b] > R ise [a,b] iizerinde h,(t)=w,(t) olacak sekilde diferensiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. Benzer sekilde, w, : [c,d]— [0,c0) siirekli ve (c,d) iizerinde negatif
olmayan bir fonksiyon ve h, : [c,d]— R fonksiyonu da [c,d] iizerinde h, (t) =w, (t)
olacak sekilde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun.

Simdi siradaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2.1. Eger f : [a,b]x[c,d] >R fonkksiyonu [a,b]x[c,d] iizerinde sinirh
varyasyonlu ise, bu durumda her (x,y)e[h, (a),h, (b)]x[h,(c), h,(d)] igin

|(hy (b) = x)(h, (d) = y) T (b,d) + (h, (b) — x)(y —h, (c)) (b, )
+(x—hy(a))(h,(d) - y) f (a,d) +(x—h,(a))(y - h,(c)) f (a,c)

~(h, () = y) [ w, () F (&, d)dt = (y = h, (€)) fw, (1) F (¢, d)dlt (4.51)

—(h,(b) - x)iwz (s) f (b,s)ds — (x - hl(a))j'wz (s)f(a,s)ds
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* ﬁ""l(t)wz (s) f (t,s)dsdt

< Eiwl (t)dt +|x

[w, @©)dt+|y -

c

_hy(a)+h, (b)m d

esitsizligi vardir.

h,(c)+h,(d)
fHVf Q)

ispat. (x,y)e[h,(a),h,(b)]x[h,(c),h,(d)] olmak iizere kismi integrasyon yardimiyla

ﬁx h, ())(y —h,(s))d,d. f(t,s)

= (h,(b) - x)(h,(d) - y) f (b,d) + (h,(b) - x)(y — h, (c)) f (b, )
+(x=h,(a))(h,(d) - y) f (a,d) +(x=h,(a))(y =, (c)) f (a,c)

~(h, (d) - y)iwl(t) f(t,d)dt—(y-h, (c))iwl(t) f(t,d)dt
—(h, (b) - x)jwz (s)f (b,s)ds —(x—h, (a))}wz (s)f (a,5)ds
ﬁuﬂw1 (t)w, (s) f (t, s)dsdt.

dir. (4.52)’(jecmutlak deger alinip Lemma 2.3.3 kullanilirsa

|(hy (b) = x)(h, (d) = y) f (b,d) +(h, (b) — x)(y — h,(c)) f (b, )
+(x =, (a))(h,(d) - y) f (a,d) +(x—h,(a))(y - h,(c)) f (a,c)

—(hz(d)—y)le(t)f(t,d)dt—(y—hz(c))iwl(t)f(t,d)dt
—(hAb)—x)Twz(s)f(b,s>ds—(x—h1(a))iw2(s)f(a,s)ds
‘]
ﬁ(x h,(0)(y —h,(s))d.d, f (t,5)
u

<s |x h, () sup|y h, )V, (Q)

te[a,b]

w, (t)w, (s) f (t,s)dsdt

O — O

bulunur.

h,(a) < x<h,(b) icin [a,b] iizerinde x—h, (t) azalan ve h, (t) =w,(t) oldugundan
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sup [x —h, ()| = max{x —h, (a),h, (b) - x}

tela,b]
_h@+hb) | hl(a)+h1(b)|
- 2 2

1 _h@+h )
= ziwl(t)dtJr‘x . ‘

k

bulunur. Benzer yolla

1] h,(c)+h, (d
S[UF3]|y—h2(S)|:EJ-W2 (Hdt + y—%‘

oldugu goriilebilir. Bulunan bu ifadeler kullanilarak istenen (4.51) esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.2.1. Teorem 4.2.1°de 6zel olarak, [a,b] iizerinde w,(t)=1, h (t)=t ve [c,d]
tizerinde w,(s)=1, h,(s)=s alinirsa, bu takdirde (4.51) esitsizligi, [61]’de Budak ve

Sarikaya tarafindan ispatlanan

(b—x)(d —y)f(b,d)+(b—x)(y—c)f (b,c)
+(x—a)(d-y)f(a,d)+(x—a)(y—c)f(ac)

—(d-y f(t,d)dt—(y—c)J' f(t,d)dt (4.53)

D C—y T

—(b- x)i f(b,s)ds —(x - a)]i f(a,s)ds— ﬁ f (t,s)dsdt

x—a;b}{l(d—cﬁ‘y—“d }Vf(Q)

2 2

sE(b—a)+

esitsizligine doniisiir.
. e gevs 5: (a)+h (b)
Sonug 4.2.2. (Agirlikli Yamuk Eyitsizligi) Teorem 4.2.1°in sartlar altinda X:%

hy (c)+h, (d)
2

ve y= secilirse, bu durumda Teorem 4.1.2°de ispatlanan Yamuk esitsizliginin

agirlikl hali olan

(j-wl(t)dtj(j.wz (t)dt] f (b, d) + f (b,C) + f (a, d) + f (a,C)

{ 4

O C— O

W, (t)dt]ﬁwl(t) f (t,d)dt+iw1(t) f(t,c)dt
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—[jl W, (t)dt)ﬁ w, (s) f (b,s)ds + jwz (s) f (a, s)ds}

+ﬁw (t)w, (s) f (t, s)dsdt

%U W, (t)dtJU W, (t)dtJVf Q)

esitsizligi elde edilir. Buradaki ; katsayisi bu sartlar altindaki en iyi katsayidir ve daha

kiictik olan bir katsayi ile yer degistirilemez.

Sonu¢ 4.2.3. Teorem 4.2.1’in sartlar1 altinda x=h,(b) ve y=h,(d) segilirse, bu

durumda Sonug 4.1.5’in a) sikkinda verilen esitsizligin agirlikli hali olan

U W, (t)dt}[} W, (t)dtj f(a,c)— U W, (t)dtﬁwl () f (t,d)dt
- U " (t)dt]

< UW (t)dtj(

esitsizligi elde edilir.

w, (s) f (a,s)ds + j'j.wl (t)w, (s) f (t, s)dsdt

Ot Ot ©

w, (t)dtJvf Q)

Sonu¢ 4.2.4. Teorem 4.2.1’in sartlart altinda x=h(a) ve y=h,(c) segilirse, bu

durumda Sonug 4.1.5’{in b) sikkinda verilen esitsizligin agirlikli hali olan

le(t)dtj[jwz (t)dt] f (b,d) -[Twz (t)dtﬁwl(t) f(t,d)dt

- U w, (t)oltﬁw2 (s) f (b, s)ds + j j w, (t)w, (s) f (t, s)dsdt
< le (t)dt]Uw (t)dtJ

esitsizligi bulunur.

Siradaki teoreme gegmeden asagidaki varsayimlar verilmelidir.
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w;, h, w, ve h, bir dnceki teoremde tanimlandig: gibi olsun ve 0<e«, <1 olsun.

Ayrica,
a, =h*(1-5)h(@)+5h b))
b =h(5h,(2) +(1-%)h (b))
¢, =h*(1-£)h, () + £h,(d))
ve

d, = h, (£, (c) + (L-£)h, ()

olarak tanimlansin.

Teorem 4.2.2. f : [ab]x[c,d] >R fonksiyonu [a,b]x[c,d] iizerinde simrh

varyasyonlu olsun. Bu durumda her (x, y) e [a,, b ]x[c,, d,] igin K ve L sirasiyla

la
2

D ey, T

(t)dt +|hy (x) — RO O<a<i

W,
K = %—jwampqmu

,ijam% I<a<?

b

g [w @)et, 2<qg<1
ve

d
£ [w, (@)dt + |, (y) - =250} 0<p<i
L = %ﬂjw(om+m(w m©mﬂwzjw(om} 1<p<2

d

5 [w, ()t 1<p<l

olmak lizere

(i%@mﬂj%ﬁmqm—amfﬁﬂﬁd)
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f(x,c); f(x,d) +a(1—,8)

f(a,c)+ f(ad)+ f(bc)+ f (b, d)}

f(a y)+ f(b.y)
2

+(1-a)p

+af

4

UW (t)dtj{ﬂjw ®[ft.c)+ f(t,d)]dt+(1- B jw(t)f(t y)dt}
¢ (4.54)
[ j (t)dt]{ > [w,(s)[f (a,5)+ f (b,5)]ds +(1-a) j w, (s) f (y, s)ds}

ﬁ w, (t)w, (s) f (t, s)dsdt

<KLV (Q)

esitsizligi vardir.

Bu esitsizlikte a, 8 €[0,4] igin &2 sabiti ve a, B e[2,1] icin < sabiti en iyi

sabittir ve daha kii¢iik bir sabit ile yer degistirilemezler.

ispat. Her (x,y)e([a,b |x[c,,d,] igin q ve p doniisiimleri sirastyla

{Mt)—[(l—%)hl(ah%hl(b)], te[a,x)
(t)
h®)-[gh(@)+@-4)h ()] telxb]

ve
h,(s)-[L-4)h©+40@)] seley)
p(s)
hy(s) - [£h,(c) + (L-£)h,(d)} se[y.d]
olarak tanimlansinlar. Bu ¢ekirdekler yardimiyla

[[a®)ps)dd, f (t.5)

It __ I, 8 B
_ H(hl(t) 1 h (a)+ h (b)D(hz(s) Hl 2)hz(c)Jr 2 hz(d)Ddtdsf(t,s)
i

+ (h (t)- Hl——jh(a)Jr h(b)D(hz(s)—{ghz(c)+(1—§jh2(d)Ddtdsf(t,s)
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I{ ' 2 2 2 2 ° e
t[ho-| _a |2 _B

{ [hl(t) [2h1<a>+(1 Zjh1<b>D(h2(s) { h(e)+1 2jty(d)DduLf(t,s)
+ 1 .

elde edilir. Kismi integrasyon yardimiyla birinci integral

- Mhl(t) —Kl—%j h, (@) +§h1(b)D
>{h2 (s) —Kl—gj h, (c) +§h2(d)Ddtds f(t,s)

N (1.2 @ (1B W
—{hl(X) (1 2]hl(al) zhl(b)}{hz(y) (1 2jhz(C) 2h2(d)}f(x,y)

+_h1<x>—(1—%j hl(a)—%hl(b)}(ﬂw) f(x,0)

(4.55)

2

h,(b) - h,(a) (. B B
a#){hz(w [1 zjhz(c) th(d)}f(a,y)

. hl(b);hl(a)](ﬂ hz(d);hz@j f(ac)

~[hy(y) - 1—— h(c) ﬂh(d)}jw(t)f(t y)dt

(ﬂ hz(d) h, (C)j

j w, (t) f (t, c)dt

{hl(x) 1—— h( )——h (b)}jw (s) f (x,s)ds

{
|

Q

h,(b) -, (a)JIWz (s)f(as)ds

+ | | wy (t)w, (s) f (t, s)dsdt,

O C— <

olur. Benzer sekilde, diger integraller i¢in kismi integrasyon uygulanirsa, sirasiyla

fffro-{l-g o gne]
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><(h2 (s)- {g h,(c) + (1— g} h, (d)DdtdS f(t,s)

. {hl(x) (1—3}1 @-%h (b)}(ﬂwJ f (x,d)

—{m(x) —(1—%] h, (2) —%hl(b)} (4.56)
x[hz(w L0 —(1—?] h, (d)} f(x,)

{a hl(b);hl(a)J(ﬁ hz<d);hz<c)j (a,d)

_awj{h ORANCR (1—§jh2(d)}f(a,y)

s hz(d)_hz(c)jj'wl(t) f (t,d)dt

| h,(y)- ﬂh (©)- (1—ﬁjh (d)}jw (O (t, y)dt
[hl -[1-2 h( )-Zh, (b)}jw (s)f (x,5)ds
(0{ hy (b) h, (a)j [w,(5)f (a,5)ds

{

+ | | w, (t)w, (s) f (t,s)dsdt,

< —

H[h (t) - [ h (a)+(1——jh (b)D
x(hz(s) 1—— h (c)+ﬂh (d)Ddsdtf(t,s)

(ah(b) h<a)j[h() - ﬂjhz(c)—ghz(d)}f(b,y)

{a“ ©)-h (a)j( 1@ h(0)

(4.57)

j f(b,c)
()~ Zh, (@) - 1——jh1(b)}

x[hzm ( b h (c)—ﬁh (d)}f(x y)
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{hl(x)— Zhy(a)- 1—%] hl(b)}[ﬂwj f(x,0)

{hz(y)—[ —— n(©) -2 (d)}jw(t)f(t y)t
[ﬂ (), (C)j [w®F €.t

(0{ h,(b) - h(a)j [w, () (b,5)ds
J{hl(x)——h (a)- 1——jh (b)}fw (s) f (x,5)ds
!

+ .y[w (t)w, (s) f (t, s)dsdt,
ve

1, = ﬁ(mm—Fhl(a){l—%]hl(b)D

[h () - h(c)+ —ﬁjhz(d)Ddsdtf(t,s)
( h,(b) - h(a)j( h(d)zh(c)jf(b’d) .59

_(QMJ[hZ(y) —ghz © _(1_9 h, (d)} £(b,y)

2

{h (x)——h (a) - (1-%)hl(b)}[ﬂwj f(x,d)

0= S0 @15 0 1,001 @) recy

| +

- ﬂwjj‘wl(t)f(t,d)dt

+_h2(y) ﬂh ,(C)— (1—ﬁJh (d)][w (t) f(t,y)dt

—(a MJ { w, (s) f (b, s)ds

J{hl(x) —%hl(a) {1-%) hl(b)ﬁw2 () f (x,5)ds
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+T i W, (t)w, (s) f (t, s)dsdt

Xy
bulunur. Elde edilen (4.55)-(4.58) esitlikler yerlerine konulup ve gerekli sadelestirmeler

yapilirsa

[[a®)ps)d,d, f(t,s)

2
f(a, y)+f(b,y) f(a,c)+f(a,d)+f(b,c)+f(b,d)}

4

+a(l-p) +af

ﬁw (t)dt]{ﬂjw(t) f(t,c)+ f(t,d)]dt+(@1—p jw(t)f(t y)dt}
{]

wl(t)dtJ{ J'w (s)[f (a,8) + f(b,s)]ds +(1-« J’W (s) (v, s)ds}
" T i w, (t)w, (s) (¢, s)dsdt

elde edilir.

Diger taraftan bulunan bu esitlikte mutlak deger alimip Lemma 2.3.3 kullanilirsa,

< ts[upb]|q('[)| sup. [pG)V; Q)

= max{hl(x) Hl—gjh (a)+ h (b)}

B h, () + (1— %j h, (b)} ~h, (%), % [h, (b) - hl(a)]}

x max{h2 (y) - Kl— ﬁj h, (c) + s h, (d)},
2 2
{g h, (c) +[1—§] h, (d)}— (.2 lh, (@) -, (c)]}vf Q)

- max{l‘T“ b, ()~ )]+

hl(x) —

S -, (a)]}

xmax{%[hz @-h@

n,) - O L o) @)]v, @)
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_ max{l‘T“zwl(t)dH hy(x) -

a b
. 5 j Wl(t)dt}

)OO i gy o)

1- B¢
xmax{T_[WZ(t)dH

= KLV, (Q)

bulunur ve boylece istenen (4.54) esitsizligi elde edilmis olur.

(a,8)e[0,4]x[0,4] sabitlerin kesinligini ispatlamak igin (4.54) esitsizliginin
A=A.A,, A, A, >0 sabiti i¢in saglandig1 kabul edilsin, yani,

U W, (t)dtj@ W, (t)dtJ[(l— a)l-p)f(xy)

f(ay)+ f(b,y)
) 2

f(x,c)+ f(x,d)
2

f(a,c)+ f(ad)+f(bc)+ f(b, d)}

+(1—05)ﬁ +a(l—,8

b 4

—UWZ (t)dt][éiwl(t)[f (t,c)+ f(t,d)]dt +(1- ﬁ)iwl(t) f(t, y)dt}
—(_Twl(t)dtJ{%j'wz (s)[f (a,s)+ f(b,s)]ds+ (1—05)Tw2 (s)f(y, s)ds}

bad C C (459)
+ j j w, (t)w, (5) f (t, s)dsdt

< {Aliwl(t)du hl(x)_wu
{Az Jw, 0t +]h, (y) —MHV @

olsun. Eger f : Q — R fonksiyonu

) 1 (ts)= ( (hl(a)+hl(b))h(h L (c)+h, (d)))
f(t’s)_{o, 9 <l bl a o) (o)

olarak alimirsa f, Q fizerinde sinirl varyasyonlu olur. Ayrica
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(x.y) = (hl(hl(a) . hl(b)} hz(hz(c) : hz(d)D

igin

B f(x,c)+ f(x,d) 0 f(ay)+ f(by) 0 f(a,c)+ f(a,d)+ f(b,c)+ f(b,d)

2 2 4

=0

jlwl(t)[f(t,c)Jr f(t,d)]dt =Twl(t)f(t, y)dt =0

j'wz (s)[f (a,s)+ f (b,s)]ds = j'wz (s)f(y,s)ds=0

ﬁwl (t)w, f (t,s)dsdt =0, veV, (Q)= 4

olur. Bulunan bu degerler (4.59) da yazilirsa,

UW(t)dtJUW(t)dtjl a)l-pB)< Uw(t)dtj(jw (t)dtJ AA,,

elde edilir ve A>"A byjynur. Bu da 44 gabitinin en iyi sabit oldugunu

gosterir.

a,pfe ] icin (4.54) teki sabitin kesinligi

1, (t,5)=(b,d)
”"S):{o, t.5)<[a.b]x[c.d]\ {ib,d)]

alinarak gosterilebilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.2.5. Teorem 4.2.2°de 6zel olarak w,(t)=w,(s)=1 (h(t)=t ve h,(s)=s)
alinsin
i) a=1 p=0, x=22 ve y=%% icin (4.54) esitsizligi Sonug 4.1.21°deki (4.36)

esitsizligine,
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i) =0, p=1, x=22 ve y=%% icin (4.54) esitsizligi Sonug 4.1.22°deki (4.38)
esitsizligine,

i) a=f=3%, x=%> and y=%% icin (4.54) esitsizligi Sonug 4.1.13’teki (4.24)
esitsizligine doniisiir.

Sonug 4.2.6. (Agirliklt Ostrowski esitsizligi) Teorem 4.2.2°nin sartlari altinda ¢« = =0

secilirse, bu takdirde her (x,y)e[a,b]x[c,d] i¢in Teorem 4.1.1°de ispatlanan Ostrowski

esitsizliginin agirlikli hali olan

le (t)dtjﬁ W, (t)dt] f(x,y) - ﬁ W, (t)dt]iwl () f (t, y)dt

- U W, (t)oltﬁw2 (s) f (y,s)ds + ﬁwl ()W, (s) f (t, s)dsdt

14 h,(a) +h, (b)
< [E_!;Wl(t)dt +h, (X) —fH
1 h,(c) +h,(d)
{E j w, (t)dt + h, (y) - N A H Vv (Q)

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.2.7. Teorem 4.2.2’nin sartlar1 altinda « = £ =1, bu durumda Teorem 4.2.2’deki

(4.54) esitsizlik Sonug 4.2.2°deki agirlikli Yamuk esitsizliginine doniisiir.

Sonug 4.2.7. (Agwrlikls Simpson esitsizligi) Teorem 4.2.2°nin sartlar1 altinda o = =1,
X = hl’l(w) ve y= hz’l(W) secilirse, bu durumda Teorem 4.1.3’te ispatlanan
Simpson esitsizliginin agirlikli hali olan

" ‘ f(b,d)+ f(b,c)+ f(a,d)+ f(a,c)
( j Wl(t)dt][ j W, (t)dtJ{ 5

(@) £ ,0)+ o) + f(azb,duf(a_w uﬂ
9 9

2 2

‘%U"Vz (t)dtﬁwl(t)[f (t,c)+4f (t,y)+ f(t,d)]dt
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_%@Ma)dt]jwz ()[F(as)+4f(y,5)+f (b,5)]ds+ I I W (W, (s) f 1, s)dsdt
1(" i
< 5( '!:wl(t)dt]( j W, (t)dtj Vi (Q)

esitsizligi elde edilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezin esasini olusturan {iglincii ve dordiincii boliimlerde elde edilen sonuglar asagida

siralanmustir.

1. Ik olarak sinirli varyasyona sahip fonksiyonlar igin literatiirdeki birgok ¢alismanin
genellemesi olan bazi Ostrowski tipli esitsizlikler elde edilmistir. Ayrica agirlik
fonksiyonu kullanilarak agilikli esitsizlikler de elde edilmistir. Elde edilen bu
esitsizliklerin 6zel durumlar1 incelenerek literatiirdeki bircok caligmanin genellemesi

oldugu gosterilmistir.

2. Tirevi veya n. tlirevi smirli varyasyonlu fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipinde
esitsizlikler ispatlanmistir. Daha sonra bu esitsizliklerin agirlikli versiyonlar1 da
verilmistir. Yine bu esitsizliklerin 6zel durumlart incelenerek bir¢ok ¢alimanin

genellemesi oldugu saptanmastir.

3. Elde edilen esitsizlikler kullanilarak integrallerin niimerik hesaplamalari i¢in bazi
formiiller verilerek hatalari igin iist sinirlar bulunmustur. Ayrica bazi belli fonksiyonlar

i¢in farkli yontemlerle niimerik hesaplamalar yapilarak kiyaslari yapilmistir.

4. Iki degiskenli smirli varyasyonlu fonksiyonlar icin bazi genellesmis Ostrowski tipli
esitsizlikler ve bunlarin agirlikli halleri elde edilmistir. Bulunan bu esitsizlikler iki
degiskenli sinirli varyasyonlu fonksiyonlar icin literatiirde var olan boslugu biiyiik

Olciide doldurmustur.

Sonraki ¢alismalarda, tigiincli boliimde tek degiskenli fonksiyonlar icin verilen
uygulamalara benzer olarak, dordiincii boliimde elde edilen esitsizlikler yardimryla iki
katli integraller icin bazi niimerik uygulamalar verilebilir. Ayrica iiclincii bolimde
ispatlanan esitsizliklerin benzereleri iki degiskenli sinirli varyasyonlu fonksiyonlar i¢in

ispatlanabilir.
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