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ÖZET 

SINIRLI VARYASYONLU FONKSĠYONLAR ĠÇĠN OSTROWSKI TĠPLĠ 

ĠNTEGRAL EġĠTSĠZLĠKLERĠ VE UYGULAMALARI 

Hüseyin BUDAK 

Düzce Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Anabilim Dalı 

Doktora Tezi 

DanıĢman: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA 

Ekim 2017, 141 sayfa 

Bu tez çalıĢması iki ana bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölümde, öncelikle sınırlı 

varyasyona sahip tek değiĢkenli fonksiyonlar için bazı genelleĢmiĢ Ostrowski tipli 

eĢitsizlikler ispatlanmıĢ ve özel durumları incelenmiĢtir. Bunun yanı sıra, sırasıyla türevi 

ve .n  türevi sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için bazı genelleĢmiĢ eĢitsizlikler elde 

edilmiĢtir. Daha sonra kendisi veya türevi sınırlı varyasyona sahip fonksiyonlar için 

önemli ağırlıklı eĢitsizlikler ispatlanmıĢtır. Ayrıca, nümerik hesaplamaları için bazı 

formüller verilmiĢ ve elde edilen eĢitsizlikler yardımıyla integrallerin hatalar için üst 

sınırlar elde edilmiĢtir. Ġkinci ana bölümde ise, iki değiĢkenli sınırlı varyasyonlu 

fonksiyonlar için bazı Ostrowski tipli eĢitsizlikler elde edilmiĢtir. Ayrıca bu 

eĢitsizliklerin ağırlıklı versiyonları da ispatlanmıĢtır. 

Anahtar sözcükler: Sınırlı varyasyonlu fonksiyon, Ostrowski tipili eĢitsizlikler, 

Riemann-Stieltjes integrali.   
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ABSTRACT 

OSTROWSKI TYPE INTEGRAL INEQUALITIES FOR FUNCTIONS OF 

BOUNDED VARIATION AND APPLICATIONS 

Hüseyin BUDAK 

Düzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics 

Doctoral Thesis 

Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA 

October 2017, 141 pages 

This thesis work consists of two main parts. In the first part, some generalized 

Ostrowski type inequalities are first proved for the function of bounded variation with 

one variable and special cases of these inequalities are analyzed. Moreover, some 

generalized inequalities are established for the mappings whose derivatives and n th 

derivatives are of bounded variation, respectively. Then,  some significant weighted 

inequalities are proved for the functions of bounded variation and the functions whose 

derivatives are of bounded variation. Moreover, some quadrature formula for numerical 

integration are given and some bounds for the remainder term are established with the 

help of obtained inqualities. In the second main part, some Ostrowski type inequalities 

are obtained for the functions of bounded variation with two variable. Weighted 

versions of these inequalities are also proved.  

Keywords: Function of bounded variation, Ostrowski type inequalities, Riemann-

Stieltjes integral. 
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OSTROWSKI TYPE INTEGRAL INEQUALITIES FOR FUNCTIONS OF 
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Hüseyin BUDAK 

Düzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics 

Doctoral Thesis 

Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA 

October 2017, 141 pages 

1. INTRODUCTION 

Functions of bounded variation of a single variable were first introduced by Camille 

Jordan dealing with the convergence of Fourier series in1881. Functions of bounded 

variation of one variable are of great interest and usefulness because of their valuable 

properties, such as particularly with respect to additivity, decomposability into 

monotone functions, continuity, differentiability, measurability, integrability, and so on, 

have been much studied. Soon after Jordan’s work, many mathematicians began to 

study notions of bounded variation for functions of two and more variables. In the 

literatüre, some of these definitions are known as Vitali, Hardy, Arzelà, Pierpont, 

Fréchet and Tonelli.  

On the other hand, Mathematical inequalities have played an important role in 

establishing the foundations for methods of approximation. Around the end of the 

nineteenth and the beginning of the twentieth century, numerous inequalities were 

investigated and used in almost all branches of mathematics as well in other areas of 

science and engineering. 

One of the many fundamental mathematical inequalities is known as “Ostrowski 

inequality”. Ostrowski inequality has applications in quadrature, probability and 

optimization theory, stochastic, statistics, information and integral operator theory.  In 

2001, S. S. Dragomir extended the Ostrowski inequality for the function of bounded 

variation. 

Te aim of the this thesis is to establish some generalized Ostrowski type inequalities for 

function of bounded variation function of one and two variables and to give some 
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application. 

2. MATERIAL AND METHODS 

We first remind the definition and some fundamental properties of the function of 

bounded variation. We then consider algebraic properties as well as more abstract 

properties such as realizing that every function of bounded variation can be written as 

the difference of two increasing functions. We also recall the Rimann-Stieltjes integral 

concept in one and two variables. Later, we remind the some well-known definitions of 

the function of bounded variation with two variables and give the relationship between 

Rimann-Stieltjes integration and bounded variation. Moreover, we give the Ostrowski 

inequalities for the function of bounded variation and present some generalization of 

these inequalities. 

3. RESULTS AND DISCUSSIONS 

In this chapter, we first prove some generalized Ostrowski type inequalities for the 

function of bounded variation with one variable and give the special cases of these 

inequalities. We also establish some inequalities for the mapping whose first derivatives 

or n -th derivatives are of bounded varition, respectively. Then we obtain some 

weighted Ostrowski type inequalities for the function of bounded variation and 

mappings whose first derivatives are of bounded varition. Moreover, applications for 

the approximation problem of the Riemann-Stieltjes integral in terms of Riemann-

Stieltjes sums are also given utilizing the inequalities obtainded in the previous 

subsection. In the literature a few sutudy on Ostrowski type inequalities for the function 

of bounded variation with two variables. Finally, we establish some important 

Ostrowski type inequalities for the functions of bounded variation with two variables. 

4. CONCLUSION AND OUTLOOK 

In this study, we establish some generalized Ostrowski type inequalities fort he 

functions of bounded varation with one and two variables and give weighted versions of 

these inequalities. Moreover, some application for quadrature formula are given using 

obtained inequalities for the functions of bounded variable with one variable.   

In the further studies, one can establish some application for cubature formula utilizing 

the established inequalities for the functions of bounded variable with two variables. 

Moreover, some new inequalities for the mappings of bounded variable with two 

variables can be obtained. 
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1. GĠRĠġ 

Tek değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar ilk olarak 1881 yılında Camille Jordan 

tarafından Fourier serilerinin yakınsaklığı araĢtırılırken ortaya konmuĢtur [1]. Jordan, 

eğer sürekli bir fonksiyon sınırlı varyasyonlu ise, bu takdirde bu fonksiyonun Fourier 

serisi kapalı sınırlı bir küme üzerinde düzgün yakınsak olduğunu kanıtladı. Kompakt 

  Rba,  aralığında sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar uzayı noktasal çarpıma göre 

değiĢmeli Banach cebri olduğu bilinmektedir [2]. Tek değiĢkenli sınırlı varyasyonlu 

fonksiyonlar, önemli özellikleri nedeniyle ilginç ve kullanıĢlıdır. Toplanabilirlik, 

monoton fonksiyonlara parçalanabilirlik, süreklilik, diferansiyellenebilirlik, 

ölçülebilirlik, integrallenebilirlik vb. özellikleri birçok bilim adam tarafından 

çalıĢılmıĢtır. Sınırlı varyasyonların bu kadar fazla çalıĢılmasının sebebi, düzeltilebilir 

eğri, Fourier serileri, Walsh-Fourier serileri ve diğer seriler, Stieltjes integrali, 

Henstock-Kurzweil integrali ve diğer integraller ve varyasyon hesabındaki önemli 

rolünden kaynaklanmaktadır. 

Tek değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonların tanımı verildikten ve geliĢtirildikten 

sonra, birçok araĢtırmacı iki ve daha çok değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonların 

tanımı üzerine çalıĢmıĢ ve yeni tanımlar vermiĢlerdir. Bu tanımların en önemlileri 

literatürde Vitali, Hardy, Arzelà, Pierpont, Fréchet ve Tonelli adlarıyla bilinirler. J. A. 

Clarkson ve C. R. Adams bu tanımları aynı çalıĢmada toplamıĢ ve aralarındaki iliĢkiyi 

vermiĢlerdir [3]. 

Diğer yandan matematiksel eĢitsizlikler, yaklaĢım metotlarının temellerinin elde 

edilmesinde A.L. Cauchy, P.L. Čebysev, C.F. Gaus ve diğer birçok bilim insanından 

beri önemli rol oynamaktadır. On dokuzuncu yüzyılın sonu ve yirminci yüzyılın 

baĢlarında, çok sayıda eĢitsizlik matematiğin hemen hemen tüm branĢlarında, bilim ve 

mühendisliğin ise birçok alanında incelenmiĢ ve kullanılmıĢtır. Hardy ve diğ. [4] 

tarafından ortaya konulan ve öncü çalıĢmalardan olan "Inequalities" adlı kitap, 

eĢitsizlikler alanını izole olmuĢ formüller yığınından sistematik bir bilim dalına 

dönüĢtürmüĢtür. Bu çalıĢma temel fikirleri, sonuçlar ve teknikleri sunmuĢ ve analizin 

birçok dalında araĢtırmalara etkisi olmuĢtur. 1934 ten bu yana literatürde, dikkate değer 
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çeĢitli eĢitsizlikler sunulmuĢ ve çalıĢılmıĢtır. Kendi yayın yıllarına kadar yapılan önemli 

çalıĢmalar, birçok referansı ile birlikte [5] ve [6]’da verilen kitaplarda bulunabilir. Bu üç 

kitap eĢitsizlikler konusunda önemli yere sahiptir. 

EĢitsizliklerin birçok tipi hem teorik hem de uygulama çalıĢan araĢtırmacılar tarafından 

yıllardır çalıĢılmaktadır. Analitik eĢitsizlikleri kullanmak için farklı araĢtırmacılar çeĢitli 

yaklaĢımlar geliĢtirmiĢtir. Temel sonuçlar, yöntemleri ve uygulamalar yeni 

araĢtırmacılara tanıtan ve aynı zamanda matematiğin diğer alanlarındaki yüksek lisans 

öğrencileri için de yardımcı olan birçok temel ve önemli kitap vardır. 

Son yirmi yıldan beri, eĢitsizlik alanı dikkate değer bir geliĢim göstermiĢtir. Özellikle 

Čebysev, Grüss, Yamuk (Trapezoid), Ostrowski, Hadamard ve Jensen olarak 

adlandırılan eĢitsizlikler ile ilgili pek çok araĢtırma makalesi yapılmıĢtır. Son birkaç 

yılda yayınlanan bazı araĢtırma ve monografiler eĢitsizlik alanındaki ilerlemenin önemli 

bir kısmını oluĢturmuĢtur. 

En önemli matematiksel eĢitsizliklerden biri A. M. Ostrowski tarafından aĢağıdaki gibi 

verilmiĢtir [7]: 

 Rba,  ve ba   olmak üzere   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba,  aralığında sürekli ve 

 ba,  aralığında diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eğer   R baf ,:  türev 

fonksiyonu  ba,  aralığında sınırlı ise, yani, 
 





)(sup

,

xff
bax

 ise, bu takdirde her 

 bax ,  için  

                             
 
 

 























  fab

ab

x
dttf

ab
xf

bab

a

2

2

2

4

1
)(

1
)(                      (1.1) 

eĢitsizliği sağlanır. Buradaki 4
1  katsayısı bu Ģartlar altındaki en iyi katsayıdır ve daha 

küçük olan bir katsayı ile yer değiĢtirilemez. (1.1) eĢitsizliği,  bax ,  noktasındaki 

)(xf   değeri ile  

dttf
ab

b

a

)(
1


 

integral ortalaması arasındaki yaklaĢım için bir üst sınır vermektedir. 
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Bu eĢitsizlik literatürde Ostrowski eĢitsizliği olarak bilinmektedir. 1938 de ortaya 

çıkıĢından beri, pek çok araĢtırmacı (1.1) tipindeki eĢitsizlikler ve uygulamalar üzerine 

yoğunlaĢmıĢtır. [8] ve [9]’da verilen kitaplar Ostrowski eĢitsizliği ile iliĢkin sonuçların 

önemli bir kısmını içerir. Son yıllarda literatürde Ostrowski eĢitsizliği üzerine birçok 

çalıĢma yapılmıĢtır. Sürekli ve ayrık durumlarda, Ostrowski tipi eĢitsizliğinin çok sayıda 

genellemeleri, geniĢlemeleri ve varyantları yapılmıĢtır. Ayrıca n  kez türevlenebilir 

fonksiyonlar, sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar, vektör değerli fonksiyonlar, çok katlı 

integraller ve zaman skalasında daha genel versiyonları çalıĢılmıĢtır. Nümerik analiz, 

olasılık teorisi ve diğer alanlarda çok sayıda uygulamaları vardır [10]. 

S. S. Dragomir, 1999 yılında yaptığı ve 2001 yılında yayınladığı çalıĢmasında, sınırlı 

türevli diferensiyellenebilir fonksiyonlar için olan klasik (1.1) Ostrowski eĢitsizliğini, 

daha genel bir sınıf olan sınırlı varyasyonlu fonksiyonlara aĢağıdaki Ģekilde 

geniĢletmiĢtir: 

   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba,  üzerinde sınırlı varyasyonlu fonksiyon olsun. 

),( baV f , f   fonksiyonunun toplam varyasyonunu göstermek üzere, her  bax ,  için  

                           ),(
2

1
)(

1
)( 2 baV

ab

x
dttf

ab
xf f

bab

a




















                                 (1.2) 

eĢitsizliği sağlanır. Buradaki 2
1  katsayısı bu Ģartlar altındaki en iyi katsayıdır ve daha 

küçük olan bir katsayı ile yer değiĢtirilemez [11]. 

Yapılan bu genelleme üzerine, son yıllarda baĢta S. S. Dragomir olmak üzere K.-L. 

Tseng, P. Cerone, G-S. Yang, N.S. Barnett, S.-R. Hwang ve M. W. Alomari gibi 

araĢtırmacılar (1.2) eĢitsizliğinin genelleĢtirmeleri ve geniĢlemeleri üzerine 

çalıĢmıĢlardır. 

S. S. Dragomir, sınırlı varyasyonlu fonksiyonları kullanarak Simpson Kuralındaki, Orta 

Nokta Kuralındaki ve Yamuk Kuralındaki kalan terimler için sırasıyla [12], [13] ve 

[14]’te tahminler vermiĢtir. Ayrıca bu üç çalıĢmada da özel ortalamalar için 

uygulamalar incelenmiĢtir. Bunun yan sıra [15]’te Dragomir n  adımlı bir çekirdek 

yardımıyla sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için genelleĢmiĢ Ostrowski tipli eĢitsizlikler 

elde etmiĢ ve özel durumlar için bir çok sonuç vermiĢtir. Daha sonra [16]’da Cerone ve 
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diğ. genelleĢmiĢ Yamuk tipli eĢitsizlikler elde ederek, bu eĢitsizlikler yardımıyla 

integrallerin nümerik hesaplamalar, olasılık teorisi, özel ortalamalar ve Beta 

fonksiyonunun tahmini için uygulamalar vermiĢlerdir. 

[17]-[19]’da Alomari ve [20]’de Dragomir, üç parçalı çekirdek kullanarak sınırlı 

varyasyonlu fonksiyonlar için genelleĢmiĢ Ostrowski tipli eĢitsizlikler elde etmiĢlerdir. 

Ayrıca bu çalıĢmalarda integrallerin nümerik hesaplamalar için formüllerin hatalarının 

üst sınırları ve olasılık yoğunluk fonksiyonu için uygulamalar verilmiĢtir. Bunun yanı 

sıra [21]’de Barnett ve diğ. sınırlı varyasyonlu, Lipschitz, konveks ve mutlak sürekli 

gibi birçok fonksiyon sınıfı için genelleĢmiĢ Yamuk ve Ostrowski tipli eĢitsizlikleri 

ispatlamıĢ ve eĢitsizliklerin ağırlıklı ortalamalar için uygulamalarını vermiĢlerdir.  

Diğer yandan, sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için ağırlıklı eĢitsizlikler de çalıĢılmıĢtır. 

[22] ve [23]’te Tseng ve diğ. sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için Yamuk ve Simson 

eĢitsizliğinin bazı ağırlıklı genellemelerini elde etmiĢlerdir. Ayrıca aynı çalıĢmalarda, r

-moment, sürekli bir rastsal değiĢkenin tahmini ve Beta fonksiyonu için birçok 

uygulama vermiĢlerdir. Bunun yan sıra [24]’te Tseng ve diğ. ağırlıklı Ostrowski 

eĢitsizliğini ispatlamıĢ ve [25]’te ise Liu bu eĢitsizliğin baĢka bir genellemesini elde 

etmiĢtir. [26]’da Tseng ve diğ. n  adımlı çekirdek yardımıyla genelleĢmiĢ ağırlıklı 

Ostrowki tipli eĢitsizlikler elde etmiĢler ve özel durumlar için birçok sonuç vermiĢlerdir. 

Ağırlıklı eĢitsizliklerin elde edildiği diğer bazı çalıĢmalar [27]-[29]  olarak verilebilir. 

[30]’da Liu yaptığı çalıĢmada türevi sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için bazı genel 

eĢitsizlikler elde etmiĢtir. Diğer yandan [31]’de Dragomir ve [32]’de ise Dragomir ve 

Abelman .n  türevi sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için bazı eĢitsizlikler elde edip 

önemli sonuçlar vermiĢlerdir. Sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için eĢitsizlikleri içeren 

diğer bazı çalıĢmalar [33]-[48] olarak sıralanabilir. 

Tek değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için Ostrowski eĢitsizliği bir çok 

matematikçi tarafından çalıĢılırken iki değiĢkenliler için durum aynı değildir. Ġki 

değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için Ostrowski tipli eĢitsizlikler üzerine 

yapılan çalıĢmalar yok denecek kadar azdır. Bu tipteki ilk eĢitsizlikler [49]’da Jawarneh 

ve Noorani tarafından ispatlanmıĢtır. Yazarlar bu çalıĢmada iki değiĢkenli sınırlı 

varyasyonlu fonksiyonlar için Ostrowski, Yamuk, Orta Nokta ve Simpson tipindeki 
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eĢitsizlikleri vermiĢlerdir. Fakat bu çalıĢmada ki eĢitsizliklerin bazılarında küçük hatalar 

mevcuttur. Bu eĢitsizlikler doğru hali ile 4. Bölümde yeniden ispatlanacaktır.  

Bu tezin akıĢı Ģu Ģekilde olacaktır: Ġkinci bölümde tek ve iki değiĢkenli sınırlı 

varyasyonlu fonksiyonların tanımları ve bazı önemli özellikleri verilerek bu 

fonksiyonlar için literatürde var olan bazı önemli Ostrowski tipli eĢitsizlikler ispatsız 

olarak sunulacaktır.   

Üçüncü bölümde ise ilk olarak sınırlı varyasyona sahip tek değiĢkenli fonksiyonlar için 

bazı genelleĢmiĢ Ostrowski tipli eĢitsizlikler ispatlanacak ve özel durumları verilecektir. 

Bunun yanı sıra sırasıyla türevi ve .n  türevi sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için 

eĢitsizlikler elde edilecektir. Daha sonra kendisi veya türevi sınırlı varyasyona sahip 

fonksiyonlar için önemli ağırlıklı eĢitsizlikler ispatlanıp özel durumları için sonuçlar 

verilecektir. Son olarak, elde edilen eĢitsizlikler yardımıyla integrallerin nümerik 

hesaplamaları için bazı formüller verilerek hataları için üst sınırlar elde edilecektir. 

Ayrıca bazı belli fonksiyonlar için farklı yöntemlerle nümerik hesaplamalar yapılarak 

karĢılaĢtırmalar yapılacaktır.   

Literatürde iki değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için Ostrowski tipli 

eĢitsizlikler yok denecek kadar azdır. Bu açığı doldurmak için, dördüncü bölümde tek 

değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için literatürde var olan bazı Ostrowski tipli 

eĢitsizlikler iki değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için elde edilecektir.  

Son olarak beĢinci bölümde ise tezde elde edilen sonuçlar özetlenecek ve karĢılaĢılan 

zorluklar ifade edilecektir. Ayrıca sonraki çalıĢmalarda neler yapılabileceği üzerinde 

durulacaktır. 
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2. GENEL BĠLGĠLER  

Bu bölümde ilk olarak tek değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyon ve tek değiĢkenli 

Riemann-Stieltjes integral tanımları verilerek temel özellikleri sunulacaktır. Daha sonra 

iki değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyon tanımı verilecektir. Son olarak, sınırlı 

varyasyonlu fonksiyonlar için literatürdeki bazı önemli Ostrowski tipli eĢitsizlikler 

ispatsız olarak ifade edilecektir. 

2.1. TEK DEĞĠġKENLĠ SINIRLI VARYASYONLU FONKSĠYONLAR 

Sınırlı varyasyonlu fonksiyonların tanımı verilmeden önce bazı gerekli önbilgiler 

verilmelidir. Ġlk olarak üst sınır ve alt sınır kavramları verildikten sonra parçalanıĢın 

tanımı verilecektir. 

Tanım 2.1.1. S  boĢ olmayan bir reel sayı kümesi olsun. 

(1) Eğer her Sx  için xM   olacak Ģekilde bir M  sayısı varsa S  kümesi üstten 

sınırlıdır. M  sayısına da S  nin bir üst sınırı denir. 

(2) Eğer her Sx  için xm   olacak Ģekilde bir m  sayısı varsa S   kümesi alttan 

sınırlıdır. m  sayısına da S  nin bir alt sınırı denir. 

(3) Eğer S  alttan ve üstten sınırlı ise sınırlıdır. Yani, her Sx  için rx   olacak 

Ģekilde bir r  pozitif sayısı varsa S  kümesi sınırlıdır. r  sayısına da S  nin bir sınırı 

denir [50]. 

Tanım 2.1.2. S  boĢ olmayan bir reel sayı kümesi olsun. 

(1) S  üstten sınırlı olsun.   sayısı, S  nin  en küçük üst sınırı ise   sayısına S  nin 

supremumu denir ve Ssup  ile gösterilir. 

(2) S  alttan sınırlı olsun.   sayısı, S  nin  en büyük alt sınırı ise   sayısına S  nin 

infimumu denir ve Sinf  ile gösterilir [50]. 
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Teorem 2.1.1. S  üstten sınırlı boĢ olmayan bir reel sayı kümesi ve b , S  nin bir üst 

sınırı olsun.  Bu durumda aĢağıdaki ifadeler denktir [50]. 

(1) Sb sup   

(2) Her 0  için  xb  olacak Ģekilde bir Sx  vardır. 

(3) Her 0  için ],( bbx   olacak Ģekilde bir Sx  vardır. 

Tanım 2.1.3. bxxxxa n  ...210  olmak üzere  nxxxx ,...,,, 210  noktalar 

kümesine  ba,  aralığının bir parçalanıĢı denir [50]. 

Bu tanımlar ele alınarak sınırlı varyasyonlu fonksiyonların tanımı verilebilir. 

Tanım 2.1.4.   Rbaf ,:  fonksiyonu ele alınsın.   ba,  kapalı aralığının keyfi 

 nxxxP ,...,, 21  parçalanıĢı için  

                                           Mxfxf ii

n

i

 



 )()( 1

1

                                                    (2.1) 

olacak Ģekilde sınırlı bir M  sayısı varsa, f  fonksiyonuna  ba,  aralığında sınırlı 

varyasyonlu fonksiyon denir. Tüm bölüntüler için (2.1) Ģeklinde gösterilen toplamın en 

küçük üst sınırına, f  fonksiyonun  ba,  kapalı aralığında toplam varyasyonu denir ve 

  )()(sup),(),,()( 1

1





  ii

n

iP
f

b

a xfxfbaVbafVfV  

ile gösterilir [51]. 

Bu tezde f  fonksiyonunun  ba,  aralığındaki toplam varyasyonu için ),( baV f  

sembolü kullanılacaktır. 

Örnek 2.1.1. Eğer f  fonksiyonu  ba,  aralığında sabit ise, f  fonksiyonu  ba,  

aralığında sınırlı varyasyonludur. 

Gerçekten,  ba,  üzerinde cxf )(  sabit fonksiyonu ele alınsın. Böylece her 

parçalanma için  
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)()( 1

1





 ii

n

i

xfxf  

toplamı sıfırdır. Yani ),( baV f  sıfırdır. 

Teorem 2.1.2. Eğer f  fonksiyonu  ba,  aralığında artansa, bu durumda f  fonksiyonu 

 ba,  aralığında sınırlı varyasyonludur ve )()(),( afbfbaV f   dır. Benzer Ģekilde f  

fonksiyonu  ba,  aralığında azalansa, f  fonksiyonu  ba,  aralığında sınırlı 

varyasyonludur ve )()(),( bfafbaV f   dır [51]. 

2.1.1.  Sınırlı Varyasyonlu Fonksiyonlarn Cebirsel Özellikleri 

Bu alt bölümde sınırlı varyasyonlu fonksiyonların bazı özellikleri ele alınacaktır. 

Teorem 2.1.3. f ve g  fonksiyonlar  ba,  aralığında sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar ve 

k  bir sabit olsun. Bu takdirde aĢağıdaki ifadeler vardır: 

(1) f  fonksiyonu  ba,  aralığında sınırlı varyasyonludur. 

(2) f  fonksiyonu  ba,  aralığının her kapalı alt aralığında sınırlı varyasyonludur. 

(3) kf  fonksiyonu  ba,  aralığında sınırlı varyasyonludur. 

(4) gf   ve gf   fonksiyonları  ba,   aralığında sınırlı varyasyonludur. 

(5) fg  fonksiyonu  ba,  aralığında sınırlı varyasyonludur. 

(6) g
1

 fonksiyonu  ba,  aralığında sınırlı ise, g

f
 fonksiyonu  ba,  aralığında sınırlı 

varyasyonludur [52]. 

Teorem 2.1.4.   Rbaf ,:  bir fonksiyon ve  bac ,  olsun. Eğer f  fonksiyonu 

 ca,  ve  bc,  aralıkları üzerinde sınırlı varyasyonlu ise bu durumda f  fonksiyonu 

 ba,  üzerinde sınırlı varyasyonlu ve ),(),(),( bcVcaVbaV fff   dir [52].  

ġimdi özel bir aralıkta sınırlı varyasyonlu olmayan bazı fonksiyonlar ele alınacaktır. Bu 

verilen fonksiyon örnekleri, hangi fonksiyonların sınırlı varyasyonlu olmasına gerek 
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olmadığını belirlemeye ve bir fonksiyonun sınırlı varyasyonlu olmadığını nasıl 

gösterilmesi gerektiğine yardım edeceklerdir. 

Örnek 2.1.2.   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba,  nin her bir alt aralığında sınırlı 

varyasyonlu olsa bile  ba,  aralığında sınırlı varyasyonlu olmasına gerek yoktur. 

Bu ifadenin doğruluğu bir örnekle gösterilebilir.  

















1,0

1,

)(

1
1

x

x

xf

x

 

fonksiyonu ele alınsın. Bu fonksiyon  1,0  aralığında artan ve böylece Teorem 2.1.2 

gereğince  1,0  aralığının her bir kapalı alt aralığında sınırlı varyasyonludur. Fakat 

1x  de dikey asimptotu olduğundan, parçalanma 1 e yeterince yakın seçilirse  

)()( 1

1





 ii

n

i

xfxf  

toplamı istenildiği kadar büyük yapılabilir. Böylece )1,0(fV  ve f  fonksiyonu  1,0  

aralığında sınırlı varyasyonlu değildir. 

AĢağdaki örnek sürekli fonksiyonun sınırlı varyasyonlu olması gerekmediğini 

gösterdiğinden önemli bir örnektir. 

Örnek 2.1.3.  















0,0

0),/sin(

)(

3

x

xxx

xf



 

olarak tanımlanan f  fonksiyonu  1,0  aralığında sınırlı varyasyonlu değildir. 

Bunu göstermek için  1,0  aralığının uygun bir parçalanıĢı ele alınmalıdır. Genelliği 

bozmadan parçalanma noktalarının sayısı çift, yani n  çift olsun. Böylece,  1,0  

aralığının  
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 ġekil 1.1.  ( )  √ 
 
    (   ) fonksinunun grafiği 

xn  1, xn2k1  1
k  3

, x n2k  2
2k  3

, k  1,2, . . . ,n  1 ve x 0  0
 

parçalanıĢı ele alınsın. Bu durumda,  

)()()()()1,0( 212

2/

1

1

1

ii

n

i

ii

n

i

f xfxfxfxfV  







  

olur. Burada toplamdan bazı aralıklar atıldı. Kalan aralıklar üzerinde fonksiyon uygun 

özelliklere sahiptir. Ele alınan aralıklar  )32/(2),3/(1  kk  formunda ve 

0))3/(1( kf  ve 3 )32/(2))32/(2(  kkf  olduğu açıktır. 3 x  fonksiyonu artan 

bir fonksiyon olduğundan, f  fonksiyonunu artan veya azalan olmasını etkileyecek tek 

bileĢen )/sin( x  fonksiyonudur. Sinüs fonksiyonunun hangi aralıkta nasıl davrandığı 

bilinerek, f  fonksiyonunun  )32/(2),3/(1  kk  formundaki her bir aralıkta monoton 

olduğu görülebilir. Böylece,  

3

3

1

3

1

1

212

2/

1

32

2

32

2

))32/(2())3/(1()()()1,0(





















ii

ififxfxfV

n

i

n

i

n

i

ii

n

i

f

 

olur. Payda i  ye göre artan olduğundan, 



11 

 

3
1

3

3

1 3

1

32

2






 ii

n

i

n

i

 

dır. Bu seri bir p-serisi ve 1
3
1   olduğundan ıraksaktır. Yani bunun anlamı n ’yi 

yeterince büyük seçerek  

3

3

1 32

2



 i

n

i

 

toplamı istenildiği kadar büyük yapılabilir ve )1,0(fV  olur. Sonuç olarak, fonksiyon 

sürekli fakat sınırlı varyasyonlu değildir. 

AĢağıdaki teorem sınırlı varyasyonlu bir fonksiyonun iki monoton artan fonksiyonun 

farkı olarak yazılabildiğini göstermektedir. 

Teorem 2.1.5.   Rbaf ,:  fonksiyonu sınırlı varyasyonlu ise, 21 fff   olacak 

Ģekilde 1f  ve 2f  artan fonksiyonlar vardır [51]. 

Bu teoremin ispatı aĢağıdaki iki lemma yardımıyla kolaylıkla yapılabilir. 

Lemma 2.1.1. Bir f  fonksiyonu için 0),( baV f  olması için gerek ve yeter koĢul f  

fonksiyonunun  ba,  de sabit olmasıdır [51]. 

Lemma 2.1.2. Eğer f  fonksiyonu  ba, ’de sınırlı varyasyonlu ve  bax ,  ise bu 

durumda ),()( xaVxg f  fonksiyonu artandır [51]. 

Sıradaki teorem sınırlı varyasyonlu fonksiyonların sürekliliği içeren bazı özelliklerini 

vermektedir. 

Teorem 2.1.6.   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba, ’de sınırlı varyasyonlu olsun. V  

fonksiyonu 0)( aV  ve her  bax ,  için ),()( xaVxV f  olarak tanımlansın. Bu 

takdirde aĢağıdaki ifadeler vardır [51]. 

(1) Eğer byxa   ise ),()()( yxVxVyV f  dir. 

(2) ,V   ba, ’de artandır. 
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(3) Eğer V ,  bac ,  noktasında sürekli ise f  fonksiyonu da  bac ,  noktasında 

süreklidir. 

(4) Eğer f  fonksiyonu  bac ,  noktasında sürekli ise V  de  bac ,  noktasında 

süreklidir. 

(5) Eğer ,f   ba,  de sürekli ise f  fonksiyonu iki sürekli fonksiyonun farkı Ģeklinde 

yazılabilir. 

2.1.2. Mutlak Süreklilik Ve Sınırlı Varyasyonlu Fonksiyonlar 

Bu alt bölümde mutlak süreklilik ve sınırlı varyasyonlu olma arasındaki iliĢki 

incelenecektir. Ġlk olarak mutlak süreklilik ve düzgün süreklilik tanımları verilip, sonra 

mutlak sürekliliğin düzgün sürekliliği gerektirdiği ifade edilecektir. 

Tanım 2.1.5. I  bir aralık olsun. RIf :  fonksiyonu I  üzerinde düzgün süreklidir 

  Her 0  ve her Iyx ,  için  

 )()( yfxf  

olacak Ģekilde  yx  Ģartını sağlayan bir 0  sayısı vardır. 

Mutlak süreklilik tanımı için Ģunu bilmek gerekir: Ġki aralığın kesiĢimi en fazla bir 

nokta içeriyorsa bu aralıklar örtüĢmeyen aralıklardır. 

Tanım 2.1.6. I  bir aralık olsun. RIf :  fonksiyonu I  üzerinde mutlak süreklidir 

    ,1:, nidc ii   I  aralığındaki örtüĢmeyen aralıkların sonlu birleĢimi olmak 

üzere, her 0  için  




)()(
1

ii

n

i

cfdf  

olacak Ģekilde 


)(
1

ii

n

i

cd  Ģartını sağlayan bir 0  sayısı vardır [52]. 

Örnek 2.1.4. xxg )(  fonksiyonu  1,0  aralığında mutlak süreklidir. 

Teorem 2.1.7. Mutlak sürekli fonksiyonlar düzgün süreklidir [52]. 
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ġimdi, mutlak sürekli fonksiyonların, Lipschitz fonksiyonlar gibi, bazı genel örnekleri 

ele alınacaktır. Ayrıca mutlak sürekliliğin cebirsel özellikleri de incelenecektir. 

Tanım 2.1.7. RIf :  bir fonksiyon ve ,0k  Rk   olsun. Eğer her Iba ,   için  

abkafbf  )()(  

oluyorsa, f  fonksiyonu k  sabiti için Lipschitz koĢulunu sağlar ve f  fonksiyonuna 

Lipschitz fonksiyonu denir [52]. 

Teorem 2.1.8. RIf :  fonksiyonu k  Lipschitz sabiti için Lipschitz fonksiyonu ise, 

bu takdirde f  fonksiyonu I  aralığında mutlak süreklidir [52]. 

Teorem 2.1.9. RIgf :,  fonksiyonları için aĢağıdaki ifadeler doğrudur [52]. 

(1) f  fonksiyonu I  aralığında mutlak sürekli ise f  fonksiyonu da I  aralığında 

mutlak süreklidir. 

(2) f  ve g  fonksiyonları I  aralığında mutlak sürekli ise gf   fonksiyonu da I  

aralığında mutlak süreklidir. 

(3) f  ve g  fonksiyonlar I  aralığında mutlak sürekli ise fg  fonksiyonu da I  

aralığında mutlak süreklidir. 

AĢağıdaki teorem mutlak süreklilik ile sınırlı varyasyonlu olma arasındaki bağıntıyı 

vermektedir: 

Teorem 2.1.10. Bir f  fonksiyonu  ba,  aralığında mutlak sürekli ise f  fonksiyonu 

 ba,  aralığında sınırlı varyasyonludur [52]. 

Teorem 2.1.10 kullanılarak, düzgün sürekli fakat mutlak sürekli olmayan bir örnek 

verilecektir. Bu örnek iki süreklilik tipi arasındaki farkı gösterdiği için önemli bir 

örnektir. Bunun için ilk olarak analizden bilinen aĢağıdaki teorem verilsin. 

Teorem 2.1.11. X  kapalı ve sınırlı bir küme ve ,f  X  üzerinde sürekli ise, bu 

durumda ,f  X  üzerinde düzgün süreklidir [52]. 
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Örnek 2.1.5. 0x  için )/sin()( 3 xxxf   ve 0)0( f  ile tanımlanan f  fonksiyonu 

düzgün sürekli fakat mutlak sürekli değildir. 

Daha önce bu fonksiyonun  1,0  aralığında sınırlı varyasyonlu olmadığı gösterildi. 

Böylece Teorem 2.1.10 gereğince mutlak sürekli değildir. Fakat bu fonksiyon düzgün 

süreklidir. f ,  1,0  kapalı ve sınırlı kümesinde sürekli olduğundan, Teorem 2.1.11 

gereğince  1,0 ’de düzgün süreklidir. 

Teorem 2.1.12. RIf :  fonksiyonu mutlak süreli ise bu durumda f , iki sürekli ve 

artan fonksiyonun farkı olarak yazılabilir [52]. 

AĢağıdaki teorem türevle mutlak süreklilik arasındaki dolayısıyla türevle sınırlı 

varasyonlu olma arasındaki bağıntıyı vermektedir. 

Teorem 2.1.13. f  fonksiyonu  ba,  aralığında sürekli ve f   türevi var ve  ba,  

aralığında sınırlı ise, bu durumda f  fonksiyonu  ba,  aralığında mutlak süreklidir [52]. 

Not. Türevi sınırlı olmayan fonksiyon mutlak sürekli olabilir. 

Gerçekten,  1,0  aralığında xxf )(  fonksiyonu ele alınsın. Daha önce bu 

fonksiyonu mutlak sürekli olduğu belirtilmiĢti. Ancak, 
x

xf
2

1)(   türevi  1,0  

aralığında sınırlı değildir. 

Sonuç 2.1.1.    fonksiyonunun  ba, aralığında sınırlı bir türevi varsa   fonksiyonu bu 

aralıkta sınırlı varyasyonludur. 

Not.   fonksiyonun sınırlı varyasyonlu olması içini f   türev fonksiyonunun sınırlı 

olmasına gerek yoktur. Yani, f  , türev fonksiyonu sınırlı olmadan da   fonksiyonu 

sınırlı varyasyonlu olabilir. 

  ( )    
 

  fonksiyonunu göz önüne alalım. Bu fonksiyon tek düze olduğundan her 

sonlu aralıkta sınırlı varyasyonludur. Oysa,     için f Ģeklinde sınırsızdır. 



15 

 

2.2. RIEMANN-STIELTJES ĠNTEGRALLERĠ 

Bu bölümde Riemann-Stieltjes integralini tanımlanıp bazı özellikleri ele alınacaktır. 

Daha sonra Rieman-Stieltjes integralleriyle ilgili bazı teoremler sunulacaktır. Son 

olarak, Rimann-Stieltjes anlamda inegrallenebilir fonksiyonlar ile sınırlı varyasyonlu 

fonksiyonlar arasındaki iliĢki verilecektir. 

Tanım 2.2.1. ,   ba,   üzerinde monoton artan bir fonksiyon olsun.  ba,  aralığının 

her bir  nixP i  0:  parçalanıĢı için )()( 1 iii xx   olsun.  ba,  aralığında 

keyfi sınırlı reel f  fonksiyonu ve keyfi P  parçalanıĢı için, sırasıyla üst ve alt toplamlar 

ii

n

i

ii

n

i

mfPLMfPU   
 11

),,(  ,),,(  

olarak tanımlanır. Burada iM  ve im  değerleri f  fonksiyonunun  ii xx ,1  

aralığındaki supremum ve infimum değerleridir.  baP ,  ,  nin bir parçalanıĢı olmak 

üzere üst ve alt integraller sırasıyla 

 

 ),,(sup

:),,(inf





fPLfd

fPUfd

b

a

b

a









 

olarak tanımlanır [53]. 

Eğer bu iki ifade birbirine eĢit ise, bu ortak değer f  fonksiyonunun   üzerinden 

Riemann-Stieltjes integralidir ve fd

b

a

  veya )()( xdxf

b

a

  ile gösterilir. Eğer fd

b

a

  

integrali varsa, f  fonksiyonuna   ya göre Riemann-Stieltjes integrallenebilir denir ve 

)(f  olarak yazılır. 

x  için Riemann-Stieltjes integrali bilinen Riemann inegraline indirgenir. x  

durumu ele alınsın. Her  ba,  aralığında   nın monoton artan olduğu bilinmektedir. 

Ayrıca, iiii xxx   )( 1  dir. Bu durumda alt ve üst toplamlar Riemann 
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toplamlarına dönüĢür. Eğer bu iki toplam ortak bir değere yakınsarsa, bu değer f  

fonksiyonunun Riemann inegrali olan fdx

b

a

  dir. 

ġimdi Riemann-Stieltjes integrasyonu ve sınırlı varyasyonlu olma arasındaki bağıntıyı 

vermek için gerekli bazı teoremler verilecektir. 

Tanım 2.2.2.  PP  ise P  parçalanıĢı P  parçalanıĢından daha incedir denir. 
1P  ve 

2P  iki parçalanıĢ için 
21 PPP   parçalanıĢı ikisinden de incedir [53]. 

Teorem 2.2.1. P  parçalanıĢı P  parçalanıĢından daha ince ise 

),,(),,(  fPLfPL   ve ),,(),,(  fPUfPU   dir [53]. 

Teorem 2.2.2.  ba,  aralığı üzerinde f  fonksiyonunun   ya göre üst ve alt integrali 

arasında  

 fdfd

b

a

b

a

   

bağıntısı vardır [53]. 

Teorem 2.2.3.  ba,  aralığı üzerinde )(f  olması için gerek ve yeter koĢul her  

0   için  

                                           ),,(),,( fPLfPU                                                 (2.2) 

olacak Ģekilde  ba,  aralığının bir P  parçalanıĢının olmasıdır [53]. 

Teorem 2.2.4. AĢağıdaki ifadeler vardır [53]: 

(1) Keyfi   ve bir P  parçalanıĢı için (2.2) eĢitsizliği sağlanıyorsa, P ’den ince her 

parçalanıĢ (aynı   için) için de sağlanır. 

(2)  nxxP ,...,0  parçalanıĢı için (2.2) eĢitsizliği sağlanıyor ve ii ts ,  noktaları  ii xx ,1  

aralığında keyfi noktalar ise bu takdirde 
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 


iii

n

i

tfsf )()(
1

 

dir. 

(3) Eğer (2) nin hipotezi sağlanyor ve )(f  ise bu durumda 

  


fdtf

b

a

ii

n

i

)(
1

 

sağlanır. 

Teorem 2.2.5. Eğer f  fonksiyonu  ba,  aralığında monoton ve ,   ba,  aralığında 

sürekli (ve monoton) ise bu takdirde )(f  dir [53]. 

Teorem 2.2.6. f  fonksiyonu  ba,  aralığında sınırlı ve sonlu sayıda süreksizlik noktası 

olsun. Ayrıca f  fonksiyonunu süreksiz olduğu her yerde   sürekli ise )(f  dir 

[53]. 

Teorem 2.2.7. Eğer 21 fff   ve P  de  ba,  aralığının bir parçalanıĢı ise bu takdirde 

),,(),,(),,(),,(),,(),,( 2121  fPUfPUfPUfPLfPLfPL   

dir [53]. 

Teorem 2.2.8. Eğer  ba,  aralığında ),(f  ,Mfm     fonksiyonu  Mm,   de 

sürekli ve  ba,  aralığında ))(()( xfxh   ise bu durumda  ba,  aralığında )(h  

dir [53]. 

2.2.1. Riemann-Stieltjes Ġntegrallerinin Özellikleri 

ġimdi Riemann-Stieltjes integralinin bazı özellikleri verilecektir. 

Teorem 2.2.9. 

(a) Eğer )(, 21 ff  ise  

),(21  ff  

her c  sabiti için )(cf  ve  
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  ,2121  dfdfdff

b

a

b

a

b

a

   

 

 fdccfd

b

a

b

a

   

dir[53]. 

(b)  ba,  aralığında )()( 21 xfxf   ise  

 dfdf

b

a

b

a

21    

dir. 

(c)  ba,  aralığında )(f  ve bca   ise bu takdirde  ca,  ve  bc,  aralıklarında 

)(f  ve  

 fdfdfd

b

a

b

c

c

a

   

dir. 

(d)  ba,  aralığında )(f  ve her  bax ,  için Mxf )(  ise  

 )()( abMfd

b

a

   

dır. 

(e) Eğer )( 1f  ve )( 2f  ise )( 21  f  dir ve  

2121 )(  fdfdfd

b

a

b

a

b

a

   

sağlanır. Eğer )(f  ve c  bir pozitif sabit ise )( cf   ve 

   fdccfd

b

a

b

a

   
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dir [53]. 

Teorem 2.2.10. Eğer  ba,  aralığında )(f  ve )(g  ise, bu takdirde 

(a) )(fg   

(b) )(f  ve  , dffd

b

a

b

a

   

ifadeleri sağlanır [53]. 

Teorem 2.2.11. (Değişken Değiştirme)   fonksiyonu görüntüsü  ba,  aralığının içine 

düĢen  BA,  aralığında kesin artan sürekli bir fonksiyon olsun. Ayrıca ,    ba,  

aralığında monoton artan ve  ba,  aralığında )(f  olsun.  BA,  aralığında   ve 

g  fonksiyonları 

))(()(  )),(()( yfygyy    

olarak tanımlansın. Bu durumda )(g  ve  

 gdfd

B

A

b

a

   

dır [53]. 

Teorem 2.2.12. ,f   Rbag ,:  fonksiyonlar için g  sürekli ve f  fonksiyonu  ba,  

üzerine sınırlı varyasyonlu ise, )()( tdftg
b

a

  integrali vardır ve  

                                       
 

),()(sup)()(
,

baVtgtdftg f
bat

b

a 

                                             (2.3) 

eĢitsizliği sağlanır [54]. 

Bu bilgiler ıĢığında Riemann-Stieltjes integrasyonu ve sınırlı varyasyonlu olma 

arasındaki iliĢki Ģu Ģekilde verilebilir: f  fonksiyonu  ba,  aralığı üzerinde sınırlı 

varyasyonlu olduğu farz edilsin. Bu durumda f  fonksiyonu artan iki fonksiyonun farkı 

Ģeklinde yazılabilir yani 1f  ve 2f  artan olmak üzere 21 fff   dir. Böylece, Teorem 
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2.2.5 gereğince   sürekli olduğunda )(, 21 ff  dir. Ayrıca Teorem 2.2.9 un (a) 

Ģıkkı gereğince   sürekli olmak üzere )(f  dir. Yani f  fonksiyonu sınırlı 

varyasyonlu ve   sürekli ise bu durumda f  fonksiyonu   ya göre Riemann-Stieltjes 

anlamda integrallenebilirdir. 

1f  ve 
2f  fonksiyonları kapalı ve sınırlı bir aralıkta artan olduklarından, bu fonksiyonlar 

 ba,  aralığında sınırlıdırlar. Böylece, bu fonksiyonlar  ba,  aralığında sonlu sayıda 

süreksizlik noktalara sahip ve   bu süreksizlik noktalarında sürekli olduğundan, 

)(, 21 ff  yazılabilir. Yani, f  sınırlı varyasyonlu olmak üzere, f  sonlu sayıda 

süreksizlik noktasına sahip ve   bu noktalarda sürekli ise, f  fonksiyonu   ya göre 

Riemann-Stieltjes integrallenebilirdir. 

2.3. ĠKĠ DEĞĠġKENLĠ SINIRLI VARYASYONLU FONKSĠYONLAR 

Bu alt bölümde iki değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonların tanımları verilecektir. 

Ayrıca iki katlı Riemann-Stieltjes integrallerinin önemli özelliklerinden bazıları 

sunulacaktır. 

[3]’te Clarkson ve Adams iki değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için yapılan 

aĢağıdaki tanımları vermiĢlerdir: 

),( yxf  fonksiyonunun ,( bxaQ   )dyc   dikdörtgeninde tanımlı olduğunu kabul 

edelim. 

dyyycmjyy

bxxxanixx

mj

ni





... ),,...,2,1,0(

;... ),,...,2,1,0(

10

10
 

olmak üzere aĢağıdaki notasyonlar verilsin: 

),(),(),(),(),( 111111 jijijijiji yxfyxfyxfyxfyxf    

).,(),(),( 11 jijiji yxfyxfyxf    

Tanım 2.3.1. (Vitali-Lebesque-Fréchet-de la Vallée Poussin). Eğer 
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),(11

1 , 1

0 , 0

ji

mn

ji

yxf




 

toplamı bütün parçalanmalar için sınırlı ise ),( yxf  fonksiyonu sınırlı varyasyonlu 

olarak adlandırılır. 

Tanım 2.3.2 (Fréchet) Eğer 

),(11

1 , 1

0 , 0

jiji

mn

ji

yxf




  

toplamı bütün parçalanmalar ve bütün muhtemel 1i  ve 1j  seçimleri için 

sınırlı ise ),( yxf  fonksiyonu sınırlı varyasyonlu olarak adlandırılır. 

Tanım 2.3.3 (Hardy-Krause). Tanım 2.3.1’in koĢullar sağlansın. Buna ek olarak 

),( yxf  fonksiyonu en az bir x  için sınırlı varyasyonlu ve ),( yxf  fonksiyonu en az bir 

y  için sınırlı varyasyonlu ise ),( yxf  fonksiyonuna sınırlı varyasyonludur denir. 

Tanım 2.3.4 (Arzelà). ),( ii yx  ),...,2,1,0( mi   noktalar 

....

;...

10

10

dyyyc

bxxxa

n

n




 

koĢullarını sağlayan herhangi noktalar olsunlar. Bu takdirde, eğer 

),(
1

ii

n

i

yxf


 

toplamı bu Ģekilde seçilen tüm noktalar için sınırlı ise ),( yxf  fonksiyonu sınırlı 

varyasyonlu olarak adlandırılır. 

Bu takdirde, iki değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için toplam varyasyon 

kavramı aĢağıdaki Ģekilde tanımlanabilir: 

Tanım 2.3.5. f  fonksiyonu    dcbaQ ,,   üzerinde sınırlı varyasyonlu fonksiyon ve 

)(P  sembolü de, Q  nun keyfi bir P  parçalanması için 
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),(11

1

0 

1

0

ji

m

j

n

i

yxf








 

toplamını göstersin. Bu durumda, 

  )(:sup:)(:)( QPPPfVVQV d

c

b

af    

sayısına, Q  üzerinde f  fonksiyonunun toplam varyasyonu denir. Burada, )(QP  

sembolü, Q  üzerindeki bütün parçalanmaların ailesini gösterir. 

1910 yılında [55]’te Fréchet iki katlı Riemann-Stieltjes integralleri için aĢağıdaki 

karakterizasyonu vermiĢtir: 

),( yxf  ve ),( yx  fonksiyonlar  

 dycbxaQ  ;:  

dikdörtgeni üzerinde tanımlı olsun. Ayrca R  

dyyycbxxxa mn  ...  ve,... 1010  

parçalanmalarıyla elde edilen dikdörtgensel alt bölümler olsun. i  ve ,j  sayıları 

,1 iii xx    ve jjj yy  1  ( ;,...,2,1 ni  mj ,...,2,1 ) eĢitsizliklerini sağlayan 

herhangi iki sayı olmak üzere her i  ve j  için 

),(),(),(),(),( 111111 jijijijiji yxyxyxyxyx     

olsun. Eğer altbölümlerin normu sıfıra giderken 

  ),(, 11

11

jiji

m

j

n

i

yxfS   


 

toplamının sonlu bir limiti varsa, bu takdirde f  fonksiyonunun   fonksiyonuna göre 

Riemann-Stieltjes integrali vardır denir ve )(RSf   ile gösterilir. Bu limite 

kısıtlanmıĢ (restricted) integral denir ve  
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                                                ),(),( yxddyxf xy

d

c

b

a

                                                  (2.4) 

sembolü ile gösterilir. 

ij  ve ij  sayları ,1 iiji xx    ve  jijj yy  1   eĢitsizliklerini sağlayan herhangi iki 

sayı olmak üzere, yukardaki S  formülünü 

  ),,(, 11

11

jiijij

m

j

n

i

yxfS   


  

toplamı ile yer değiĢtirilebilirse, limit var olduğunda bu limit kısıtlanmamıĢ 

(unrestricted) integral olarak adlandırılır ve 

                                          ).,(),((*) yxddyxf xy

d

c

b

a

                                                  (2.5) 

sembolü ile gösterilir. 

Açıktır ki, (2.5)’in varlığı (2.4)’ün varlığını gerektirir. Diğer yandan, [56]’da Clarkson 

(2.4)’in varlığının (2.5)’ın varlığını gerektirmediğini göstermiĢtir. 

But tezde birçok teorem ispatlanırken kullanılacak iki katlı Riemann-Stieltjes 

integrallerinin aĢağıdaki özellikleri verilsin: 

Lemma 2.3.1. (Kısmi İntegrasyon) Eğer ),( stf ,    dcbaQ ,,   üzerinde sürekli ve 

),( st  sınırlı varyasyonlu ise, bu durumda ),( st , ),( stf  ye göre Q  üzerinde 

Riemann-Stieltjes anlamında integrallenebilir ve 

                   

).,(),(),(),(),(),(),(),(

),(),(),(),(

),(),(),(),(

),(),(

),(),(

cacafdadafcbcbfdbdbf

safdsasbfdsb
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stddstf

s
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d

c

t

b

a

t

b

a

st

d

c

b

a

st

d

c

b

a



























         (2.6) 
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dir [57].  

Lemma 2.3.2. Eğer f  fonksiyonu Q  üzerinde sürekli ve   fonksiyonu Q  üzerinde 

sınırlı varyasyonlu ise, bu takdirde )(RSf   dir [49]. 

Lemma 2.3.3. Q  üzerinde )(RSg  ve   fonksiyonunun Q  üzerinde sınırlı 

varyasyonlu ise, bu takdirde, 

                             )(),(sup),(),(
),(

QVyxgyxddyxg
Qyx

xy

d

c

b

a




                                 (2.7) 

dir [49]. 

2.4. SINIRLI VARYASYONLU FONKSĠYONLAR ĠÇĠN BAZI ÖNEMLĠ 

OSTROWSKI TĠPLĠ EġĠTSĠZLĠKLER 

Bu alt bölümde sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için literatürde var olan Ostrowski tipli 

eĢitsizliklerin bazıları verilecektir. 

Tek değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için Ostrowski tipli ilk eĢitsizlik S.S. 

Dragomir tarafından ispatlanmıĢtır. Bu eĢitsizlik aĢağıdaki gibidir: 

Teorem 2.4.1.   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba,  üzerinde sınırlı varyasyonlu fonksiyon 

olsun ve ),( baV f  ise bu fonksiyonun toplam varyasyonunu göstersin. Bu takdirde, her 

 bax ,  için  

                            ),(
2

1
)(

1
)( 2 baV

ab

x
dttf

ab
xf f

bab

a




















                               (2.8) 

eĢitsizliği sağlanır. Buradaki 2
1

 katsayısı bu Ģartlar altındaki en iyi katsayıdır ve daha 

küçük olan bir katsayı ile yer değiĢtirilemez [11]. 

Sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için elde edilmiĢ ve literatürde mevcut olan diğer 

Ostrowski tipli eĢitsizliklerin bazıları aĢağıda verilmiĢtir: 
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Teorem 2.4.2.   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba,  üzerinde sınırlı varyasyonlu fonksiyon 

olsun. Bu taktirde 

                               ),(
2

1
)(

2

)()(
baVabdttfab

bfaf
f

b

a




                             (2.9) 

"Yamuk eĢitsizliği" sağlanır. Buradaki 2
1  katsayısı bu Ģartlar altındaki en iyi katsayıdır 

ve daha küçük olan bir katsayı ile yer değiĢtirilemez [14]. 

Teorem 2.4.3.   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba,  üzerinde sınırlı varyasyonlu fonksiyon 

olsun. Bu takdirde, 

 

                  ),(
3

1
)(

2
2

2

)()(

3
baVabdttf

ba
f

bfafab
f

b

a
















 



                (2.10) 

Simpson tipli eĢitsizliği sağlanır [12]. 

Teorem 2.4.4.  ba,  aralığının bir parçalanıĢı bxxxxaI kkk  110 ...:  ve i  

 1,...,0  ki  noktaları ,00    iii xx ,1   ki ,...,1  ve bk 1  Ģeklinde olsun. 

Eğer   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba,  üzerinde sınırlı varyasyonlu fonksiyon ise, bu 

takdirde 

                

 

),()(

),(1,...,0,
2

max)(
2

1

)()(

1

1

1

0

baVhv

baVki
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xfdttf
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





































                        (2.11) 

eĢitsizliği elde edilir. Burada, iii xxh  1:   1,...,1  ki  olmak üzere 

 1,...,0:max:)(  kihhv i  dir [15]. 

Teorem 2.4.5.   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba,  üzerinde sınırlı varyasyonlu fonksiyon 

olsun. Bu durumda, her  bax ,  için 
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              ),(
22

1
)()()( baV

ba
xabdttfbfxbafax f

b

a








 
               (2.12) 

eĢitsizliği geçerlidir. Buradaki 
2
1  katsayısı bu Ģartlar altındaki en iyi katsayıdır ve daha 

küçük olan bir katsayı ile yer değiĢtirilemez [16]. 

Teorem 2.4.6.   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba,  üzerinde sınırlı varyasyonlu fonksiyon 

olsun. Bu durumda, her  
2

, baax   için 

  

 

   
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


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   (2.13) 

dir. Ġkinci eĢitsizliğin birinci satırındaki 4
1  katsayısı bu Ģartlar altındaki en iyi katsayıdır 

daha küçük olan bir katsayı ile yer değiĢtiremez [20]. 

Teorem 2.4.7.   Rbag ,:  negatif olmayan ve sürekli bir fonksiyon ve 

  Rbah ,:  fonksiyonu ise )()( tgth   olacak Ģekilde diferansiyellenebilir bir 

fonksiyon olsun. Eğer   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba,  üzerinde sınırlı varyasyonlu bir 

fonksiyon ise, bu takdirde her  )(),( bhahx  için 

                           

        
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
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


                         (2.14) 
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eĢitsizliği elde edilir. Buradaki 2
1  katsayısı bu Ģartlar altındaki en iyi katsaydır ve daha 

küçük olan bir katsayı ile yer değiĢtirilemez [22]. 

Teorem 2.4.8.   Rbaw ,:  negatif olmayan ve sürekli bir fonksiyon ve 

  Rbah ,:  fonksiyonu ise )()( twth   olacak Ģekilde diferansiyellenebilir bir 

fonksiyon olsun. Ayrıca 10  ,   )()(1
22

1

1 bhahha   
 ve 

  )(1)(
22

1

1 bhahhb   
 olarak tanımlansın. Eğer   Rbaf ,:  fonksiyonu 

 ba,  üzerinde sınırlı varyasyonlu bir fonksiyon ise, bu takdirde her  11,bax  için 

                ),()(
2

)()(
1)()( baKVdttw

bfaf
xfdttftw f

b

a

b

a








 
                 (2.15) 

dir. Burada 
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olarak tanımlı olup 2
10   durumu için 2

1   katsayısı ve 1
3
2   durumu için 2

   

katsayısı bu Ģartlar altındaki en iyi katsayılardır ve daha küçük olan katsayılar ile yer 

değiĢtirilemezler [24]. 

Teorem 2.4.9.   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba,  üzerinde sınırlı varyasyonlu fonksiyon 

olsun. Bu durumda  

ab

bftbataf
tftf






)()())((
)(:)(  

olmak üzere  
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eĢitsizlikleri vardır. EĢitsizliğin birinci ve üçüncü satırındaki 2
1  katsayısı bu Ģartlar 

altındaki en iyi katsayıdır daha küçük olan bir katsayı ile yer değiĢtirilemez [21]. 

Teorem 2.4.10.   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba,  üzerinde sınırlı varyasyonlu 

fonksiyon olsun. Bu durumda her  1,0  ve 22
baab xa    için 
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               (2.17) 

eĢitsizliği sağlanır. Ġkinci eĢitsizlikteki 2
1  katsayısı bu Ģartlar altındaki en iyi katsayıdır 

ve daha küçük olan bir katsayı ile yer değiĢtirilemez [18]. 

Teorem 2.4.11.   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba,  aralığında sınırlı varyasyonlu bir 

fonksiyon ve     ,0,: baw  fonksiyonu  ba,  aralığında sürekli ve pozitif bir 

fonksiyon olsun. Bu takdirde, her  bax ,  ve  1,0  için 

        

).,()(
2

1
)()(

2

1

2

1

2

1

)()()()()()()1()()(

baVdttwdttwdttw

dttwbfdttwafdttwxfdttwtf

f

b

a

x

a

b

a

b

x

x

a

b

a

b

a





















































    (2.18) 

dir. Buradaki 
2
1

2
1  katsayısı bu Ģartlar altındaki en iyi katsayıdır daha küçük olan 

bir katsayı ile yer değiĢtirilemez [25]. 
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Teorem 2.4.12.   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba,  üzerinde sınırlı varyasyonlu 

fonksiyon olsun. Bu takdirde, her  
2

, baax   için 
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                  (2.19) 

eĢitsizliği vardır. Buradaki 4
1  katsayısı bu Ģartlar altındaki en iyi katsayıdır ve daha 

küçük olan bir katsayı ile yer değiĢtirilemez [19]. 
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3. TEK DEĞĠġKENLĠ SINIRLI VARYASYONLU FONKSĠYONLAR 

ĠÇĠN OSTROWSKĠ TĠPLĠ EġĠTSĠZLĠKLER 

Bu bölümde ilk olarak sınırlı varyasyona sahip tek değiĢkenli fonksiyonlar için bazı 

genelleĢmiĢ Ostrowski tipli eĢitsizlikler ispatlanacak ve özel durumları verilecektir. 

Bunun yanı sıra sırasıyla türevi ve .n  türevi sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için 

eĢitsizlikler elde edilecektir. Daha sonra kendisi veya türevi sınırlı varyasyona sahip 

fonksiyonlar için önemli ağırlıklı eĢitsizlikler ispatlanıp özel durumları için sonuçlar 

verilecektir. Son olarakta, elde edilen eĢitisizlikler yardımıyla integrallerin nümerik 

hesaplamalar için bazı formüller verilerek hatalar için üst sınırlar elde edilecektir. 

Ayrıca bazı belli fonksiyonlar için farklı yöntemlerle nümerik hesaplamalar yapılarak 

karĢılaĢtırmalar yapılacaktır. 

3.1. SINIRLI VARYASYONA SAHĠP FONKSĠYONLAR ĠÇĠN OSTROWSKI 

TĠPLĠ EġĠTSĠZLĠKLER 

Bu alt bölümde tek değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için bazı geneleĢmiĢ 

Ostrowski tipli eĢitsizlikler elde edilip özel durumları incelenecektir. 

Teorem 3.1.1.   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba,  üzerinde sınırlı varyasyonlu fonksiyon 

olsun. Bu durumda,  1,0  olmak üzere her  bax ,  için 
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Ģeklinde tanmlansın. Tek katlı Riemann-Stieltjes integralleri için ksmi integrasyon 

kullanılırsa 
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elde edilir. 

Diğer yandan, (2.3) eĢitsizliğini kullanarak 
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bulunur. Böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 
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Sonuç 3.1.1. Eğer Teorem 3.1.1’de özel olarak 0  alınırsa, (3.1) eĢitsizliği [11]’de 

Dragomir tarafından elde edilen (2.8)’deki Ostrowski eĢitsizliğine dönüĢür. 

Sonuç 3.1.2. Teorem 3.1.1’in Ģartları altında özel olarak 1  seçilirse 
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eĢitsizliği elde edilir. 

Sonuç 3.1.3. Sonuç 3.1.2’de 2
bax   alınırsa, [18]’de Alomari tarafından verilen 
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eĢitsizliğine dönüĢür. 

Sonuç 3.1.4. Teorem 3.1.1’in Ģartları altında özel olarak 3
2  seçilirse 
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olur. 

Sonuç 3.1.5. Sonuç 3.1.4’de 2
bax   alınırsa, (3.4) eĢitsizliği [12]’de Dragomir 

tarafından elde edilen (2.10)’daki Simpson tipli eĢitsizliğe dönüĢür. 

Sonuç 3.1.6. Teorem 3.1.1’in Ģartları altında,  baCf ,1  olduğu kabul edilirse, her 

 bax ,  için 
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olur. Burada 
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. ifadesi, 
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Ģeklinde tanmlanan  
1L -normudur. 

Sonuç 3.1.7. Teorem 3.1.1’in Ģartları altında,   Rbaf ,:  fonksiyonu 0L  sabiti 

için Lipschitz fonksiyonu olduğu kabul edlirse, her  bax ,  için 
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olur. 

Sonuç 3.1.8. Teorem 3.1.1’in Ģartları altında,   Rbaf ,:  fonksiyonu monoton ise, 

her  bax ,  için  
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eĢitsizliği bulunur. 

Teorem 3.1.2.   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba,  üzerinde sınırlı varyasyonlu fonksiyon 

olsun. Bu takdirde, her  
2

, baax   için 
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eĢitsizliği vardır. 

Ġspat. [58]’de Qayyum ve diğ. tarafından  
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Ģeklinde tanmladığı ),( txP  çekirdeği ele alnsın. Ksmi itegrasyon yardımıyla 
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olduğu kolaylıkla görülür. (2.3) eĢitsizliği kullanılarak 

 

 

 
 








 

















 








 









 









 








 









 











 








 




















2

2
,

4

3
sup

,
2

sup

,
24

3
sup

2
,sup

)()(
4

3

)(
2

)(
4

3
)(

)(),(

2

2
,

,

,
22

,

2

2

2

2

xba
xbaV

ba
t

xbaxV
ba

t

x
xa

V
ba

t
xa

aVat

tdfbttdf
ba

t

tdf
ba

ttdf
ba

ttdfat

tdftxP

f
xba

xbat

f
xbaxt

f

x
xa

t

f
xa

at

b

xba

xba

xba

xba

x

x

xa

xa

a

b

a

 



35 

 

 

 baV
ax

x
baba

x

b
xba

V
ax

xba
xbaVx

baba
x

xbaxVx
ba

x
xa

Vx
baba

x
xa

aV
ax

b
xba

Vbt

f

f

f

f

ff

f

b
xba

t

,
2

,
2

,
4

3
max

,
2

2

2

2

2
,

22

1
,

4

3
max

,
2

,
222

1
,

4

3
max

2
,

2

,
2

2
sup

,
2

2







 





















 









 











































 




























 









 









 


 

eĢitsizliği elde edilir. Bu da istenilen sonuçtur. 

Sonuç 3.1.9. Teorem 3.1.2’de özel olarak ax   alınırsa (3.5) eĢitsizliği [14]’te 

Dragomir tarafından elde edilen (2.9)’daki Yamuk eĢitsizliğine dönüĢür. 

Sonuç 3.1.10. Teorem 3.1.2’nin Ģartları altında 2
bax   alınırsa 
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eĢitsizliği elde edilir.  

Sonuç 3.1.11. Teorem 3.1.2’nin Ģartları altında 2
bax   alnırsa 
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eĢitsizliği elde edilir.  

Sonuç 3.1.12. f  fonksiyonu Teorem 3.1.2’deki Ģartları sağlasın. Eğer 
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Sonuç 3.1.13. Sonuç 3.1.12’de özel olarak ax   için 

                                  baVabdttfab
bfaf

f

b

a

,
2

1
)(

4

)()(3



                          (3.8) 

dir. Buradaki 2
1  katsayısı bu Ģartlar altındaki en iyi sabittir ve daha küçük olan bir 

katsayı ile yer değiĢtirilemez 

Ġspat.  Katsayının en iyi katsayı olduğunu  ispatlamak için (3.8) eĢitsizliğinin keyfi bir 

0A  sabiti için sağlandığı kabul edilsin. Yani 

          baVabAdttfab
bfaf

f

b

a

,)(
4

)()(3



  

olsun.   Rbaf ,:  fonksiyonu  

 

 













bax

bax

xf

, if,0

, if,1

)(  

olarak seçilirse, bu durumda f ,  ba,  aralığı üzerinde sınırlı varyasyonlu bir fonksiyon 

ve 

  ,2,  ve,0)( ,4)()(3   baVdttfbfaf f

b

a

 

olur. Bu ifadeler yukarıdaki eĢitsizlikte yerilerine yazılırsa  A21  2
1A   olarak 

bulunur ve ispat tamamlanmıĢ olur. 

Sonuç 3.1.14. Teorem 3.1.2’nin Ģartları altında  baCf ,1  ise, her  
2

, baax   için  

    dttf
xba

f
xa

fxbafxf
ab

b

a

)(
2

2

24 














 








 
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12
,

2
,

4

3
max f

ax
x

baba
x 







 












  

dir. 

Sonuç 3.1.15. Teorem 3.1.2’nin Ģartları altında, eğer   Rbaf ,:  fonksiyonu 0L  

ile Lipschitz fonksiyonu ise, her  
2

, baax    için 

   

 Lab
ax

x
baba

x

dttf
xba

f
xa

fxbafxf
ab

b

a








 





























 








 





2
,

2
,

4

3
max

)(
2

2

24
 

eĢitsizliği vardır. 

3.2. TÜREVĠ SINIRLI VARYASYONLU FONKSĠYONLAR ĠÇĠN OSTROWSKI 

TĠPLĠ EġĠTSĠZLĠKLER 

Bu alt bölümde türevi sınırlı varyasyona sahip tek değiĢkenli fonksiyonlar için yeni 

Ostrowski tipli eĢitsizlikler ispatlanacaktır. 

Teorem 3.2.1.   Rbaf ,:  olmak üzere, f  türev fonksiyonu  ba,  aralığı üzerinde 

sürekli ve sınırlı varyasyonlu olsun. Bu durumda, her  
2

, baax   için, 

                     

 

 

      
 baV

ba
x

ab

xbxbaxax

xbafxf
ba

x

xbafxfdttf
ab

f

b

a

,
4

3
4

25

16

1

)()(
4

3

2

1

)()(
2

1
)(

1

22








 














 



 

      (3.9) 

eĢitsizliği sağlanır. 

Ġspat. Ġspat için ),( txp  dönüĢümü, 
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   

   

   

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

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 

bxbatbt

xbaxtt

xatat

txp ba

,

,

,

),(

2

2

2

2

 

olarak tanımlansın. Bu dönüĢüm yardımıyla 

                      

321

2

2

2
)()(

2
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)(),(

III

tfdbttfd
ba

ttfdat

tfdtxp

b

xba
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x

x

a

b

a










 












              (3.10) 

yazılır. Kısmi integrasyon kullanılarak 

                         

 

   

    dttfxfaxxfax

dttfatxfax

tfdatI

x

a

x
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







                                 (3.11) 

olduğu açıktır. Benzer Ģekilde, 

                        

  dttfxbafxf
ba

x

xfxbaf
ba

x

tfd
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tI

xba

x
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x

)(2)()(
2

2
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2

)(
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2
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2




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


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

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 
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





 









 


                    (3.12) 

ve 

                                       )(
2

3 tfdbtI

b

xba

 


                                                          (3.13) 
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    dttfxbafaxxbafax

b

xba

)(2)(2)(
2




  

eĢitliklerinin sağlandığı açıktır. (3.11)-(3.13) eĢitlikleri (3.10)’da yerine yazılıp elde 

edilen eĢitliğin her iki tarafı )(2
1

ab  ile çarpılırsa 

                    

 )()(
4

3

2

1

)()(
2

1
)(

1

)(),(
)(2

1

xbafxf
ba

x

xbafxfdttf
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tfdtxp
ab

b

a

b

a
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





 














                                              (3.14) 

eĢitliği bulunur. 

(3.14) eĢiliğinin her iki tarafının mutlak değeri alınıp, (2.3) eĢitsizliği uygulanırsa 

        

 

 

   

 
   

 
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b

xba

xba

x

x

a

b
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b
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)(2
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)(),(
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1
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,
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2

2

2     (3.15) 
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
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
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sonucu elde edilir. Yani, 
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xbafxf
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

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







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







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





 



 

                      (3.16) 

eĢitliği bulunur. Bu son ifade de  
2

,max
yxyx

yx


  eĢitliği uygulanırsa istenen sonuç 

elde edilir. 

Sonuç 3.2.1. Teorem 3.2.1’in Ģartları altında özel olarak 
2

bax   alınırsa, (3.9) 

eĢitsizliği [30]’da Liu tarafından elde edilen 

                         baV
ab

dttf
ab

ba
f f

b

a

,
8

)(
1

2














 
                                       (3.17) 

eĢitsizliğine dönüĢür. 

Sonuç 3.2.2. Teorem 3.2.1’in Ģartları altında özel olarak 
4

3 bax   alınırsa, 

                     baV
abba

f
ba

fdttf
ab

f

b

a

,
324

3

4

3

2

1
)(

1



















 








 


               (3.18) 

eĢitsizliği elde edilir. 

Sonuç 3.2.3. Teorem 3.2.1’in Ģartları altında özel olarak ax   alınırsa, 

                    

   

   baVab

afbf
ab

bfafdttf
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f

b

a

,
8
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
 

                     (3.19) 

eĢitsizliği elde edilir. Bu eĢitsizliğe benzer bir eĢitsizlik [30]’da Liu tarafından 

verilmiĢtir. Fakat eĢitsizliğin sağ tarafındaki katsayı 4
1  olarak verilmiĢtir. Burada ki 

katsayı daha küçük bir sabit olan 8
1  olduğundan, elde edilen bu eĢitsizlik daha kesindir. 
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Teorem 3.2.1’in Ģartları altında, bu sonuçlara ek olarak aĢağıdaki sonuçlar da verilebilir. 

Sonuç 3.2.4. Eğer  baCf ,2  ise her  
2

, baax   için 

               

 

 

      
  1,,

22

4

3
4

25

16

1

)()(
4

3

2

1

)()(
2

1
)(

1

ba

b

a

f
ba

x
ab

xbxbaxax

xbafxf
ba

x

xbafxfdttf
ab








 

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
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 
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
 

         (3.20) 

eĢitsizliği vardır. 

Sonuç 3.2.5. Sonuç 3.2.4’te 
2

bax   seçilirse, (3.20) eĢitsizliği [59]’de Liu tarafından 

elde edilen 

  1,,82
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





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

   

eĢitsizliğine dönüĢür. 

Sonuç 3.2.6. Eğer   R baf ,:  türev fonksiyonu 0L  için bir Lipschitz dönüĢümü 

ise, her  
2

, baax   için 
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eĢitsizliği vardır. 

Sıradaki teorem verilmeden önce aĢağıdaki Lemmanın verilmesine gereksinim vardır. 

Lemma 3.2.1. [60]’da Qayyum ve diğ. tarafından tanımlanan aĢağıdaki ),( txP  

çekirdeği göz önüne alınsın; 
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, baax   için 

      

   

    





















 








 








 









 













 








 











22

2

4

3

2

1

8

35

2

2

24
)(

)(),(

xa
f

xba
f

ba
x

xfxbaf
ba

x

xba
f

xa
fxbafxf

ab
dttf

tfdtxP

b

a

b

a

        (3.21)             

eĢitliği vardır. 

Ġspat. ),( txP  çekirdeği kullanılarak 
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       (3.22) 

parçalanıĢı yazılabilir. Burada her bir integral için kısmi integrasyon uygulanırsa 



43 

 

 

 

 

 

 

 
dttf

xba
f

axxba
f

ax

dttfxbafx
baxba

fx
ba

xbafx
baxba

fx
ba

dttfxfx
ba

xbafx
ba

xfx
ba

xbafx
ba

dttf
xa

f
ba

xxf
ba

x

xa
f

ba
xxf

ba
x

dttf
xa

f
axxa

f
ax

tfdtxP

b

xba

xba

xba

xba

x

x

xa

xa

a

b

a

)(
2

2

22

2

8

)(
4

3

2

2

22

1

4

3

2

1

2

2

28

1

)(
2

)(
2

22

1
)(

22

1

)(
222

1
)(

4

3

228

1
)(

4

3

2

1

)(
2228

)(),(

2

2

2

2

2

22

22

2

22

22
































 








 
























 
































 







































































 







 








 









 








 








 









 








 







 

elde edilir. Gerekli düzenlemeler ve sadeleĢtirmeler yapılırsa istenen eĢitlik elde 

edilebilir. 
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dır. 

Ġspat. (3.21) eĢitliğinin her iki tarafının mutlak değeri alınıp, (2.3) eĢitsizliği 
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elde edilir ki, bu da ispatı tamamlar. 
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Sonuç 3.2.7. Eğer Teorem 3.2.2’de ax   alınırsa, (3.23) eĢitsizliği bir önceki teoremin 

sonucu olan (3.19) eĢitsizliğine dönüĢür. 

Sonuç 3.2.8. Teorem 3.2.2’nin Ģartları altında özel olarak 
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eĢitsizliği elde edilmiĢ olur. 

Sonuç 3.2.8. Teorem 3.2.2’nin Ģartları altında özel olarak 
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eĢitsizliğine dönüĢür. 

Teorem 3.2.2’nin Ģartları altında aĢağdaki sonuçlarda yazlabilir. 
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eĢitsizliği sağlanır. 

3.3. .n  TÜREVĠ SINIRLI VARYASYONLU FONKSĠYONLAR ĠÇĠN 

OSTROWSKI TĠPLĠ EġĠTSĠZLĠKLER 

Bu bölüm için ana teoremler verilmeden önce gerekli aĢağıdaki lemmalar verilecektir: 

Lemma 3.3.1.   Rbaf ,:  olmak üzere, 
)(nf  türev fonksiyonu  ba,  aralığı 

üzerinde sürekli olsun. Bu durumda, 

 

 

























btx

xta

txP

n

bt

n

at

n
n

n

,

,

),(

)!1(

)!1(

1

1

1

 

olmak üzere her  bax ,  için, 
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eĢitliği vardır. 

Ġspat. (3.24) eĢitliği matematiksel tümevarım yöntemiyle ispatlanacaktır. 
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olup (3.24) eĢitliği sağlanır. 
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olduğundan (3.24) eĢitliği vardır. Böylece ispat tamamlanır. 

Lemma 3.3.2. Lemma 3.3.1’in Ģartları sağlansın. Her  
2

, baax   için 
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eĢitliği sağlanır. 

Ġspat. Ġspat yine matematiksel tümevarım metoduyla yapılacaktır. 
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olup, (3.25) eĢitliğinin doğruluğu ispatlanmıĢ olur. 

ġimdi bu iki lemma kullanılarak .n  türevi sınırlı varyasyonlu olan fonksiyonlar için 

bazı Ostrowski tipli eĢitlikler verilecektir. 

Teorem 3.3.1.   R,: baf  olmak üzere, 
)(nf  türev fonksiyonu  ba,  aralığı 

üzerinde sürekli ve sınırlı varyasyonlu olsun. Bu durumda, her  bax ,  için 
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elde edilir ve bu da ispatı tamamlar. 

Sonuç 3.3.1. Theorem 3.3.1’de özel olarak 0n  seçilirse, (3.26) eĢitsizliği [11]’de 

Dragomir tarafından verilen (2.8)’deki Ostrowski tipli eĢitsizliğine dönüĢür. 

Sonuç 3.3.2. Teorem 3.3.1’in Ģartları altında 1n  alınırsa, her   bax ,   için 
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eĢitsizliği elde edilir. 
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dır. 

Ġspat. Lemma 3.3.2’de mutlak değer alınıp, (2.3) eĢitsizliği kullanılırsa 
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bulunur. Bu da ispatı tamamlar. 
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Sonuç 3.3.4. Teorem 3.3.2’de özel olarak 0n  alınırsa, (3.27) eĢitsizliği daha önce 

ispat verilen (3.5) eĢitsizliğine dönüĢür. 

Sonuç 3.3.5. Teorem 3.3.2’de özel olarak 1n  alınırsa, (3.27) eĢitsizliği bir önceki alt 

bölümde ispatı verilen (3.23) eĢitsizliğine dönüĢür. 

3.4. SINIRLI VARYASYONLU FONKSĠYONLAR ĠÇĠN BAZI AĞIRLIKLI 

OSTROWSKI TĠPLĠ EġĠTSĠZLĠKLER 
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ağırlıklı Ostrowski tipli eĢitsizlikler elde edilecektir. 

Ġlk olarak, ana teoremlerde kullanılacak bazı gösterimler verilecektir. 
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bulunur. (3.30) eĢitliğinin son satırındaki toplamlar 
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olarak yazlabilir. Bu ifadeler (3.30) eĢitliğinde yerine yazılrsa, 
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bulunur. Elde edilen (3.31) eĢitliğinde mutlak değer alınıp üçgen eĢitsizliği kullanılırsa,  
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bulunur. (3.32)’nin son satırında (2.3) eĢitsizliği uygulanırsa 
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elde edilimiĢ olup, bu ifade yerine yazılıp maksimumun özelliği kullanılırsa  
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bulunur ve (3.28) deki ilk eĢitsizlik ispatlanmĢ olur. 

Diğer taraftan (3.33)’te 

 
)(

2

1

2
max  ve

2

1

2

1
1

1,...,0

1
1 h

xx
h

xx ii
i

ni
i

ii
i  





 





  

eĢitsizlikleri kullanılırsa (3.28)’deki ikinci eĢitsizliğin doğruluğuda kolaylıkla 

gösterilebilir. 

(3.29) eĢitsizliğini ispatlamak için (3.31)’de mutlak değer alnırsa 

)()(

)()(

)()(.)()()()(

1

1

1

1

1

1

0

1

0

0

tdfduuw

tdfduuw

tdftKdttwtfxfduuw

tx

x

n

i

tx

x

n

i

b

a

b

a

i

n

i

i

i

i

i

i

i

i

i






























































































 



57 

 

bulunur. Burada yine (2.3) eĢitsizliği uygulanarak 
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elde dilip, bu ifade yerine yazılırsa  
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bulunur. Bu da (3.29)’daki ilk eĢitsizliğin ispatını tamamlamıĢ olur. 

(3.29)’daki ikinci eĢitsizliğin ispat için, (3.34)’ün son satırında üçgen eĢitsizliği 
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olduğu görülebilir, bu da ispatı tamamlar. 

Sonuç 3.4.1. Teorem 3.4.1’de 1)( uw  alınırsa, (3.28) ve (3.29) eĢitsizlikleri [15]’de 

Dragomir tarafından verilen (2.11) eĢitsizliğine dönüĢür. 

Sonuç 3.4.2. Eğer Teorem 3.4.1’de )()( uhuw   ( u  ya göre diferansiyellenebilir) 
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eĢitsizliğine dönüĢür. 

Sonuç 3.4.3. Teorem 3.4.1’in Ģartları altında, ,, 10 bxax   ,0 a  b 21 ,  
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eĢitsizliği elde edilir. 

Sonuç 3.4.4. (3.35) eĢitsizliğinde 

1) b  alınırsa 
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eĢitsizlikleri elde edilir. 
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olduğu görülür ki bu da istenen sonuçtur. 

Sonuç 3.4.5. Teorem 3.4.2’nin Ģartları altında 1w  olarak alınırsa, Teorem 3.4.2 bir 
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olduğu kolaylıkla görülüp, ifadenin doğruluğu ispatlanmıĢ olur. 

Ayrıca, Teorem 3.4.2 nin özel durumu olarak aĢağdaki sonuçlar da verilebilir: 
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eĢitsizliği sağlanır. Burada  21,max LLL   dir. 

3.5. ĠNTEGRALLER ĠÇĠN BAZI NÜMERĠK GÖSTERĠMLER VE HATA ÜST 

SINIRLARI 

Ġlk olarak bu alt bölümde kullanılacak bazı tanım ve gösterimler verilecektir: 

,...: 10 bxxxaI nn    ba,  aralğının bir parçalanıĢı olsun. Ayrıca 

iii xxh  1:  ve  1,...,1,0:max)(  nihhv i  olarak tanımlansın. 
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ġimdi önceki alt bölümlerde verilen eĢitsizlikler yardımıyla aĢağıdaki teoremler ve 

sonuçlar verilebilir. 

Teorem 3.5.1. f  fonksiyonu Teorem 3.1.1’deki gibi tanımlı olmak üzere  1,  iii xx  

için 

      
   








 









 




2

)()(
)(

2
1:),,( 11

0

iiiiii
ii

n

i

n

xfxxfx
hfIfA





           (3.40) 

olsun. Bu durumda  

                                ),,(),,()(  nn

b

a

IfRIfAdttf                                              (3.41) 

olmak üzere ),,( nIfR  kalan terimi  

               

 
 

 baVhv

baV
xx

hvIfR

f

f

ii

i
ni

n

,)(
2

1

,
2

max)(
2

1

2
1),,( 1

1,...,1,0


















 









 










               (3.42) 

eĢitsizliğini sağlar. 
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elde edilir. (3.43)’te i  üzerinden, 0  dan 1n  e kadar toplam alınıp ve genelleĢmiĢ 

üçgen eĢitsizliği kullanılırsa 
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bulunur. Bu da ilk eĢitsizliğin ispatını tamamlar. 

Ġkinci eĢitsizlik için  
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olduğu göz önüne alınırsa, ikinci eĢitsizliğin de doğruluğu kolaylıkla görülebilir. 

Sonuç 3.5.1.Teorem 3.5.1’de özel olarak 0  alınırsa, (3.42) eĢitsizliği [11]’de 

Dragomir’in 
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için elde ettiği  

 
 

 baVhv

baV
xx

hvIfR

f

f
ii

i
ni

n

,)(

,
2

max)(
2

1
),,( 1

1,...,1,0










 
 




 

eĢitsizliğine dönüĢür. 

Sonuç 3.5.2. Teorem 3.5.1’de özel olarak 3
2   ve 

2
1

 ii xx

i   alınırsa, bu durumda 



64 

 

),(),()( nSnS

b

a

IfRIfAdttf   

ve 

  i
ii

n

i

iii

n

i

nS h
xx

fhxfxfIfA 






 
 








23

2
)()(

6

1
),( 1

0

1

0

 

olmak üzere, (3.42) eĢitsizliği [15]’te Dragomir’in ispatladığı 

 baVhvIfR fnS ,)(
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1
),(   

eĢitsizliğine dönüĢür. 

Ayrca Teorem 3.5.1’in özel durumları için aĢağıdaki sonuçlar da verilebilir. 

Sonuç 3.5.3. 1  seçilirse 
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olmak üzere, ),,( nIfR  kalan terimi için 

 
 

 baVhv

baV
xx

hvIfR

f

f
ii

i
ni

n

,)(
2

1

,
2

max)(
2

1

2

1
),,( 1

1,...,1,0










 
 




 

eĢitsizliği sağlanır. Özel olarak, 
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gösterimi ve  

 baVhvIfR fn ,)(
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1
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eĢitsizliği elde edilir. 

Sonuç 3.5.4.   Rbaf ,:  fonksiyonu 0L  sabiti ile bir Lipschitz dönüĢüm olsun. 

Bu durumda, (3.40) ve (3.41) gösterimleriyle birlikte ),,( nIfR  kalan terimi için 
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eĢitsizliği sağlanır. 

Sonuç 3.5.5.   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba,  üzerinde monoton bir dönüĢüm olsun. 
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eĢitsizliği vardır. 

Teorem 3.5.2. f  fonksiyonu Torem 3.1.2’deki gibi tanımlansın.  
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olmak üzere ),,( nIfR  kalan terimi 
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eĢitsizliğini sağlar. 
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            (3.47) 

elde edilir. (3.47) eĢitsizliğinde i  üzerinden 0  dan 1n  e kadar toplam alınıp 

genelleĢmiĢ üçgen eĢitsizliği uygulanırsa 
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bulunur. Böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 

Sonuç 3.5.6. Teorem 3.5.2’de özel olarak ii x  seçilirse, bu durumda [14]’te 
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integraller için Yamuk kural gösterimleri ve ),,( nIfR  kalan terimi için 
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eĢitsizliği elde edilir. 
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bulunur. 

Teorem 3.5.3.  f  fonksiyonu Teorem 3.2.1’deki gibi tanımlansın. Bu durumda her 
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eĢitsizliğini sağlar. 
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bulunur. (3.49) eĢitsizliğinde i  üzerinden toplam alınırsa 
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elde edilir. 

Teorem 3.5.4. f  fonksiyonu Teorem 3.2.1’deki gibi tanımlansın. Bu durumda her 
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nümerik integral hesaplama gösterimi vardır. Burada ),,( fIR n  kalan terimi için 
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eĢitsizliği vardır. 

Ġspat. Teorem 3.2.2,  1, ii xx  aralığı için uygulanırsa 
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olur ve böylece ispat tamamlanır. 

Sonuç 3.5.11. Teorem 3.5.4’te ii x  yazılırsa  
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eĢitsizliği bulunur. 

3.6. BAZI ĠNTEGRALLER ĠÇĠN FARKLI NÜMERĠK YAKLAġIMLAR VE 

KIYASLARI 

Bu alt bölümde bazı özel fonksiyonlar için nümerik integraller hesaplanacaktır. Bu 

hesaplamalar Bölüm 3.3’te verilen Teorem 3.3.2’den faydalanılarak elde edilen ve 

fonksiyonun .n  türevini içeren farklı nümerik integral hesaplama yöntemleri yardımıyla 

yapılacaktır. Daha sonra bu nümerik hesaplama yöntemleri arasında kıyas yapılarak 

hangisinin daha iyi olduğuna karar verilecektir. Teorem 3.3.2’de x  yerine sırasıyla ,a  

4
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Bu nümerik metodlar sırasıyla  
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fonksiyonlarının  1,0  aralığı üzerinde integralleri için kullanılacaktır. Mathematica 

programında yapılan hesaplamalar sonucunda Çizelge 3.1’deki sonuçlar ortaya 

çıkmıĢtır. 

Hesaplamalar gösterdi ki, 2n  için üç kuralda 1f  fonksiyonunun integralinin gerçek 

değerini verdi. Keyfi bir k  dereceli polinom için, 1 kn  alınırsa fonksiyonun 

integralinin gerçek değeri elde edilebilir. Bu yöntemlerde kabul edilebilir hata 

tahminleri n  değerinin küçük değerleri için elde edilebilir. 

Genel olarak, n  in küçük değerleri için  fQn 2,  diğer iki metotla kıyaslandığında daha 

iyi sonuç vermektedir. Bu nedenle,  fQn 2,  metodunun hata yaklaĢım, sadelik ve 

zaman açısından daha etkili olduğu sonucuna varılabilir. Örneğin, Mathematica 8.0 de 

yazılan algoritma ile     2logsin2log 22  xx  fonksiyonunun integrali hesaplanmıĢ ve 

yaklaĢık değerini elde etmek 26.30 saniye sürmüĢtür. Aynı fonksiyonun benzer 

yaklaĢımı,  fQn 2,  metodu ile bir saniyeden az zaman almıĢıtr. 

Bu incelemeye bağlı olarak,  fQn 2,  metodunun en etkili metot olduğu varsayılabilir. 

Arzu edildiği takdirde n  nin değeri hata sınırları geliĢtirmek veya hesaplama zamanını 

azaltmak için ayarlanabilir. 
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Çizelge 3.1. Bazı fonksiyonların nümerik integrallleri 

 

Sr. No. Metot n : Qn,1f n : Qn,2f n : Qn,3f Gerçek Değer

1. 
0

1

f1xdx 2: 2.83333 2: 2.83333 2: 2.83333 2.83333

Hata: 0 0 0

2. 
0

1

f2xdx 6: 0.301168 4: 0.301169 4: 0.301168 0.301169

Hata: 5.5921107 7.20674107 1.07696106

3. 
0

1

f3xdx 6: 0.909332 4: 0.909329 4: 0.909333 0.909331

Hata: 1.22345106 1.66306106 2.48778106

4. 
0

1

f4xdx 4: 0.793022 3: 0.793023 4: 0.793031 0.793031

Hata: 8.63182106 8.08331106 1.03192107

5. 
0

1

f5xdx 10: 1.46266 6: 1.46265 6: 1.46265 1.46265

Hata: 5.8789106 1.54452106 2.29707106

6. 
0

1

f6xdx 10: 1.31384 6: 1.31383 6: 1.31383 1.31383

Hata: 7.37624106 3.15394107 1.47843107

7. 
0

1

f7xdx 5:1.34147 4: 1.34147 4: 1.34147 1.34147

Hata: 2.46065106 1.26192107 1.88891107

8. 
0

1

f8xdx 8: 0.62977 4: 0.629773 4: 0.629762 0.629769

Hata: 1.18074106 4.86274106 6.3567106
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4. ĠKĠ DEĞĠġKENLĠ SINIRLI VARYASYONLU FONKSĠYONLAR 

ĠÇĠN OSTROWSKI TĠPLĠ EġĠTSĠZLĠKLER 

Bu bölümde tek değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için literatürde var olan bazı 

Ostrowski tipli eĢitsizlikler iki değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için elde 

edilecektir. 

4.1. SINIRLI VARYASYONA SAHĠP ĠKĠ DEĞĠġKENLĠ FONKSĠYONLAR 

ĠÇĠN OSTROWSKI TĠPLĠ EġĠTSĠZLĠKLER 

Bu alt bölümde ilk olarak iki değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için Ostrowski 

ve Simpson tipli eĢitsizlikler ispatlanacak ve daha sonra bu eĢitsizliklerin genellemeleri 

elde edilecektir. 

Teorem 4.1.1. R ],[],[:: dcbaQf  fonksiyonu Q  üzerinde sınırlı varyasyonlu 

fonksiyon olsun. Bu durumda, her   Qyx ,   için  
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Ostrowski eĢitsizliği vardır. Burada  QV f ifadesi f  fonksiyonunun toplam 

varyasyonunu göstermektedir. 

Ġspat.  Lemma 2.3.1 kullanılarak 
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olur. Benzer Ģekilde,  
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dir. Böylece ),;,( sytxP  dönüĢümü  
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dir.  Diğer yandan Lemma 2.3.3 uygulanarak  
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elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.1.1. Eğer Teorem 4.1.1’de özel olarak 2
bax    ve  

2
dcy    alınırsa, Bu 
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Bu eĢitsizlikteki 
4
1  katsayısı bu Ģartlar altındaki en iyi katsayıdır ve daha küçük olan bir 

katsayı ile değiĢtirilemez. 

Ġspat. Katsayının en iyi katsayı olduğunu ispatlamak için bu eĢitsizliğin keyfi bir 0A  

sayısı için sağlandığı kabul edilsin. Yani, 
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olsun. Eğer RQf :  fonksiyonunu 
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olur. Bu ifadeler yukarıdaki eĢitsizlikte yerine yazılırsa A41  ve 
4
1A  olur. Böylece 

ispat tamamlanmıĢ olur. 

Teorem 4.1.2. RQf :  fonksiyonu Q  üzerinde sınırlı varyasyonlu fonksiyon olsun. 

Bu durumda aĢağıdaki Yamuk tipli eĢitsizlik vardır:  
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Bu eĢitsizlikteki 
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dir. Bu eĢitlikte Lemma 2.3.3 kullanılırsa 
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olsun.   kümesi  ),(),,(),,(),,( cadacbdb  olmak üzere, eğer RQf :  

fonksiyonunu 
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olur. Bu ifadeler yerlerine yazılırsa B41  ve 4
1B  olur. Böylece ispat tamamlanmıĢ 

olur. 

Ġki değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için aĢağıdaki Simpson tipli eĢitsizlik 

sağlanır. 
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Teorem 4.1.3. RQf :  fonksiyonu Q  üzerinde sınırlı varyasyonlu fonksiyon olsun. 
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eĢitlikleri vardır. Yukardaki eĢitlikler taraf tarafa toplanırsa, ),( tsK  dönüĢümü 
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eĢitliği elde edilir. 

Diğer yandan Lemma 2.3.3 uygulanarak 
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elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Sıradaki teoremin ifadesi verilmeden önce aĢağıdaki notasyonlar verilmelidir: 
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sağlayan bir parçalanıĢı olsun. Ayrıca iii xxh  1: , jjj yyl  1:  ve  
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ve 

 1,...,0 max:)(  mjll j  

olsun. 

Teorem 4.1.4. RQf :  fonksiyonu Q  üzerinde sınırlı varyasyonlu fonksiyon 

olsun. Bu durumda, f  fonksiyonunun Q  üzerinde toplam varyasyonu  QV f  olmak 

üzere 
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eĢitsizlikleri sağlanır. 
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Ģeklinde tanımlansın. 

Ġki katlı Riemann-Stieltjes integralleri için kısmi integrasyon (Lemma 2.3.1) yardımıyla 
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eĢitliği elde edilir. OluĢan son eĢitlikteki ilk toplam ifadesi  
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Ģeklinde yazılabilir. Benzer olarak, diğer toplam ifadelerinin de 
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olduğu kolaylıkla görülür. Elde edilen (4.3)-(4.10) eĢitlikleri, (4.2) eĢitliğinde yerlerine 

yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 
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eĢitiliği elde edilir. Diğer yandan, mutlak değer fonksiyonunun özelliği yardımıyla 
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eĢitsizliği yazılabilir. Bu son ifadede Lemma 2.3.3 kullanılırsa 
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(4.12) 

eĢitsizliği bulunur. (4.12) eĢitsizliği, (4.11)’de yerine yazılırsa 
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 (4.13) 

elde edilir. Böylece, (4.1)’deki ilk eĢitsizliğin ispatı tamamlanmıĢ olur. 

(4.1) eĢitsizliğindeki ikinci eĢitsizliğin ispatı için (4.12)’nin son satırında, 
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olduğu göz önüne alınırsa ispat tamamlanmıĢ olur. 

Teorem 4.1.4 kullanılarak elde edilen bazı sonuçlar aĢağıdaki Ģekilde verilebilir. 

Sonuç 4.1.2. Teorem 4.1.4’ün koĢulları altında, 
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eĢitsizliği elde edilir. 
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eĢitsizliği bulunur. 

Sonuç 4.1.4. Teorem 4.1.4’ün koĢullar altında özel olarak ,0 ax   ,1 bx   ,0 a  

,1    ,2 b  ,0 cy   ,1 dy   ,0 c   1  ve d2  seçilirse 
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eĢitsizliği elde edilir. 
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Sonuç 4.1.5. (4.14) eĢitsizliğinde özel olarak 
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Sonuç 4.1.6. Teorem 4.1.4’ün koĢulları altında özel olarak ,bxa 
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eĢitsizlikleri elde edilir. 

Sonuç 4.1.7. (4.15) eĢitsizliğinde özel olarak ,1 a  b2  ve ,1 c  d2   

alınırsa (4.15) eĢitsizliği Teorem 4.1.1’de ispatlanan Ostrowski eĢitsizliğine dönüĢür. 

Sonuç 4.1.8. (4.15) eĢitsizliğinde özel olarak ,
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Sıradaki teoremde iki değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için genelleĢmiĢ 

Ostrowski tipli eĢitsizlik ispatlanacaktır. 

Teorem 4.1.5. RQf :  fonksiyonu Q  üzerinde sınırlı varyasyonlu fonksiyon 
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Ġspat. Ġki katlı Riemann-Stieltjes integralleri için kısmi integrasyon yardımıyla  
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eĢitliği elde edilir. Benzer olarak, 
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eĢitlikleri kolaylıkla elde edilebilir. (4.16)-(4.20) eĢitlikleri taraf tarafa toplanırsa, 
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olarak tanımlıdır. 

ġimdi (4.21) eĢitliğinin her iki yanının mutlak değeri alınıp, Lemma 2.3.3 kullanılırsa, 
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elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 

Sonuç 4.1.9. Teorem 4.1.5’de özel olarak, 

a) 0  ve 0  seçilirse,  (4.16) eĢitsizliği Teorem 4.1.1’deki Ostrowski eĢitsizliğine 

dönüĢür. 

b) 1  ve 1  seçilirse,  (4.16) eĢitsizliği Teorem 4.1.2’deki Yamuk eĢitsizliğine 

dönüĢür. 

Sonuç 4.1.10. Teorem 4.1.5’nin koĢulları altnda 3
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1  alınırsa, 6
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dir. 

Sonuç 4.1.11. Sonuç 4.1.10’da özel olarak 2
bax   ve 2

dcy   seçilirse, (4.22) eĢitsizliği 

Teorem 4.1.3’teki Simpson eĢitsizliğine dönüĢür. 

Sonuç 4.1.12. Teorem 4.1.5’nin koĢulları altında 2
1  ve 2

1  alınırsa, bu durumda 

4
3

4
3 abba x    ve 4

3
4

3 cddc y    için 
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eĢitsizliği bulunur. 

Sonuç 4.1.13. Sonuç 4.1.12’de özel olarak 2
bax   ve 2

dcy   seçilirse,               
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eĢitsizliği elde edilir. Buradaki 
16
1  katsayısı bu Ģartlar altındaki en iyi katsayıdır ve daha 

küçük olan bir katsayı ile yer değiĢtirilemez. 

Ġspat. 
16
1  sabitinin en iyi sabit olduğunu ispatlmak için (4.24) eĢitsizliğinin keyfi bir 

0C  sabiti için sağlandığı, yani                   
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ve   16 QV f
olur. Bulunan bu ifadeler (4.25) eĢitsizliğinde yerlerine yazılırsa, C161  

ve böylece 16
1C  elde edilir. Sonuç olarak, 

16
1  sabitinin en iyi sabit olduğu gösterilmiĢ 

olur. 

Sıradaki teorem verilmeden önce aĢağıdaki lemmaya ihtiyaç vardır. 
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(4.26) 

eĢitliği vardır. 

Ġspat. Kısmi integrasyon yardımıyla,  
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eĢitliği kolaylıkla bulunur. Benzer olarak,  
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eĢitsizlikleri geçerlidir. 

Ġspat. (4.26) da her iki yanın mutlak değeri alınıp, sonra Lemma 2.3.3 uygulanırsa, 
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elde edilir. Bu da (4.28)’teki ilk eĢitsizliğin ispatını tamamlar. Diğer yandan, 

  
    

 

      

  
   

 

      921

921

,

...

2
,max

2

,
2

,maxmax
1

...

22
,

2

,
2

,max
1

),(

QVQVQV

y
dc

cyx
ba

y
dc

cyax
cdab

QVQVQV

y
dc

x
ba

cyx
ba

y
dc

axcyax
cdab

yxM

fff

y

yx

fff

yx































































































































 

dır. 
y

max  ifadesi x  den bağımsız olduğu için 

  
     

 QV
cd

y

ab

x

QVy
dc

cyx
ba

ax
cdab

yxM

f

dcba

f
yx










































































4

3
4

3

4

1

4

1

2
,max

2
,max

1
),(

 

bulunur. Böylece (4.28)’deki ikinci eĢitsizliğin birinci satırı ispatlanmıĢ olur. (4.29)’un 

son eĢitsizliğinde ayrık Hölder eĢitsizliği uygulanırsa, 1,1 11    olmak üzere 
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elde edilir. Bu da (4.28)’deki ikinci eĢitsizliğin ikinci satırının ispatını tamamlamıĢ olur. 
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bulunur ve ispat tamamen tamamlanmıĢ olur. 

Sonuç 4.1.14. Teorem 4.1.6’da özel olarak ax   ve cy   alınırsa (4.28) eĢitsizliği, 

Teorem 4.1.2’deki Yamuk eĢitsizliğine dönüĢür. 

Sonuç 4.1.14. Teorem 4.1.6’da özel olarak 2
bax   ve 2

dcy   alınırsa (4.28) eĢitsizliği, 

Sonuç 4.1.1’deki Orta Nokta eĢitsizliğine dönüĢür. 

Sonuç 4.1.16. Teorem 4.1.6’ın Ģartları altında 4
3 bax   ve 4
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eĢitsizliği elde edilir. Buradaki 
16
1  katsayısı bu Ģartlar altındaki en iyi katsayıdır ve daha 

küçük olan bir katsayı ile yer değiĢtirilemez. 
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Ġspat. Sabitin en iyi sabit olduğunu ispatlamak için, (4.30) eĢitsizliğinin 0C  sabiti 

için sağlandığı, yani, 
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olduğu kabul edilsin. RQf :  fonksiyonu,  
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dir. Bulunan bu ifadeler (4.31) eĢitsizliğinde yazılırsa C161 olur,yani 16
1C  dir. Buda 

ispatı tamamlar. 
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Sonraki teoremin ispat için kullanılacak aĢağıdaki lemma verilsin. 

Lemma 4.1.2. RQf :  fonksiyonu Q  üzerinde sınırlı varyasyonlu fonksiyon 
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eĢitsizliği vardır. 
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bulunur. Son eĢitsizlikte maksimum  ifadeleri ortak parantezlerde toplanırsa 
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elde edilir ve ispat tamamlanmıĢ olur. 
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Sonuç 4.1.18. Teorem 4.1.7’de özel olarak 0 ve 0  seçilirse, (4.34) eĢitsizliği 

(4.28)’deki ikinci eĢitsizliğin birinci satırındaki ifadeye dönüĢür. 

Sonuç 4.1.19. Teorem 4.1.7’nin Ģartları altında özel olarak 2
bax   ve 

2
dcy   seçilirse, 

her  1,0,   için  
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eĢitsizliği elde edilir. 

Sonuç 4.1.20. Eğer Sonuç 4.1.18’de özel olarak, 

a) 0  ve 0  alınırsa, (4.35) eĢitsizliği Teorem 4.1.1’deki Ostrowski eĢitsizliğine 

dönüĢür. 

b) 1  ve 1  alınırsa, (4.35) eĢitsizliği Teorem 4.1.2’deki Yamuk eĢitsizliğine 

dönüĢür. 

c) 3
1  ve 3

1  alınırsa, (4.35) eĢitsizliği Teorem 4.1.3’teki Simpson eĢitsizliğine 

dönüĢür. 

d) 2
1  and 2

1  alınırsa, (4.35) eĢitsizliği Sonuç 4.1.13’teki (4.24) eĢitsizliğine 

dönüĢür. 
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Sonuç 4.1.21. Eğer Sonuç 4.1.19’da özel olarak 1  ve 0  seçilirse 
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eĢitsizliği elde edilir. Buradaki 4
1  katsayısı bu Ģartlar altındaki en iyi katsayıdır ve daha 

küçük olan bir katsayı ile yer değiĢtirilemez. 

Ġspat. Sabitin en iyi sabit olduğunu göstermek için (4.36) eĢitsizliğini sağlayan keyfi bir 

sabitin 4
1  den daha büyük olduğunu göstermek yeterlidir. (4.36) eĢitsizliği 0A  sabiti 

için sağlansın, yani 
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          (4.37) 

olsun. RQf :  fonksiyonu  
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olarak alınsın. Bu durumda f  fonksiyonu Q  üzerinde sınırlı varyasyonludur. Ayrıca,  
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dır. Bu eĢitlikler (4.37)’de yerine yazılırsa A41  elde edilir. Böylece, 4
1A  bulunur 

ve ispat tamamlanmıĢ olur. 

Sonuç 4.1.22. Eğer Sonuç 4.1.19’da özel olarak 0  ve 1  seçilirse  
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eĢitsizliği bulunur. Buradaki 4
1  katsayısı bu Ģartlar altındaki en iyi katsayıdır daha 

küçük olan bir katsayı ile yer değiĢtirilemez. 

Ġspat. Sabitin en iyi sabit olduğunu göstermek için keyfi bir 0B  sabiti için (4.38) 

eĢitsizliğin sağlandığı, yani 
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olduğu kabul edilsin. Sonuç 4.1.21 in ispatına benzer olarak, RQf :  fonksiyonu  
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olarak alınırsa f  fonksiyonu Q  üzerinde sınırlı varyasyonlu olur ve 
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eĢitlikleri geçerli olur. Buradan B41  ve 4
1B  dır. Böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 

Teorem 4.1.8. RQf :  fonksiyonu Q  üzerinde sınırlı varyasyonlu fonksiyon 

olsun. Bu takdirde, her      
22

,,, dcba cayx    için 

   ),(),(),(),( cafdafcbfdbfcyax   
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dır. 

Ġspat. Ġspat için ilk olarak ),( txp  ve ),( syq  çekirdekleri 
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olarak tanımlansın. Tanımlanan bu çekirdekler yardımıyla, 
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integralleri elde edilebilir. Kısmi integrtasyon kullanılarak 
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olarak elde edilir. Bulunan (4.42)-(4.45) eĢitlikleri (4.41)’de yerlerine yazılırlarsa 
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eĢitliği elde edilmiĢ olur. Diğer yandan Lemma 2.3.3 uygulanılarak 
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eĢitsizliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 

Sonuç 4.1.23.Teorem 4.1.8’de özel olarak 

a) ax   ve cy   seçilirse, (4.40) eĢitsizliği Sonuç 4.1.1’deki Orta Nokta eĢitsizliğine 

dönüĢür. 

b) 2
bax   and 2

dcy   seçilirse, (4.40) eĢitsizliği Teorem 4.1.2’deki Yamuk 

eĢitsizliğine dönüĢür. 

c) 4
3 bax   ve 4

3 dcy   seçilirse, (4.40) eĢitsizliği Sonuç 4.1.13’teki (4.24) eĢitsizliğine 

dönüĢür. 

d) 2
bax   ve cy   seçilirse, (4.40) eĢitsizliği Sonuç 4.1.21’deki (4.36) eĢitsizliğine 

dönüĢür. 

e) ax   ve 2
dcy   seçilirse, (4.40) eĢitsizliği Sonuç 4.1.22’deki (4.38) eĢitsizliğine 

dönüĢür. 

Sonuç 4.1.24. Teorem 4.1.8’in Ģartları altında, ax   ve 4
3 dcy   alınırsa 
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eĢitsizliği elde edilir. Buradaki 
8
1  katsayısı bu Ģartlar altındaki en iyi katsayıdır ve daha 

küçük olan bir katsayı ile yer değiĢtirilemez. 
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Ġspat. 8
1

 katsayısının bu Ģartlar altında en iyi katsayı olduğunu ispatlamak için bu 

eĢitsizliği sağlayacak Ģekilde alınan keyfi bir 0A  sayısı için 8
1A  olduğunu 

göstermek yeterlidir. 0A  sayısı (4.47) eĢitsizliğini sağlasın, yani  
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olsun.0 RQf :  fonksiyonu, 

E  a  b
2

,c , a  b
2

,d , a  b
2

, c  d
2

 

olmak üzere, 
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olarak tanımlanırsa, f  fonksiyonu Q üzerinde sınırlı varyasyonlu olur. Ayrıca bu Ģartlar 

altında  
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eĢitlikleri vardır. Bu eĢitlikler (4.48) de yazılırsa, 8
1A  olur ve ispat tamamlanır. 
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Sonuç 4.1.25. Teorem 4.1.8’in Ģartları altında 4
3 bax   ve cy   seçilirse, (4.40) 

eĢitsizliği 
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esitsizliğine dönüĢür. Buradaki 
8
1  katsayısı bu Ģartlar altındaki en iyi katsayıdır ve daha 

küçük olan bir katsayı ile yer değiĢtirilemez. 

Ġspat. Sonuç 4.1.23’ün ispatına benzer olarak, 0B  keyfi bir sabit olmak üzere 
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sağlansın. Burada,  
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olarak tanımlanırsa, f  fonksiyonu sınırlı varyasyonlu olur. Ayrıca  
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eĢitlikleri vardır. Bu eĢitlikler (4.50)’de yazılırsa, 8
1B  olur ve ispat tamamlanır. 

4.2. ĠKĠ DEĞĠġKENLĠ SINIRLI VARYASYONLU FONKSĠYONLAR ĠÇĠN 

BAZI AĞIRLIKLI OSTROWSKI TĠPLĠ EġĠTSĠZLĠKLER 

Bu alt bölümde sınırlı varyasyona sahip iki değiĢkenli fonksiyonlar için ağırlıklı 

Ostrowski eĢitsizlikleri ispatlanacak ve özel durumları incelenecektir. 

Ġlk olarak ağırlık fonksiyonları aĢağıdaki Ģekilde verilsin: 

    ,0,:1 baw  sürekli ve  ba,  üzerinde negatif olmayan bir fonksiyon ve 

  Rbah ,:1  ise  ba,  üzerinde )()( 11 twth 
 olacak Ģekilde diferensiyellenebilir bir 

fonksiyon olsun. Benzer Ģekilde,     ,0,:2 dcw  sürekli ve  dc,  üzerinde negatif 

olmayan bir fonksiyon ve   Rdch ,:2  fonksiyonu da  dc,  üzerinde )()( 22 twth 
 

olacak Ģekilde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. 

ġimdi sıradaki teorem verilebilir. 

Teorem 4.2.1. Eğer     R dcbaf ,,:  fonkksiyonu    dcba ,,   üzerinde sınırlı 

varyasyonlu ise, bu durumda her      )(),()(),(, 2211 dhchbhahyx   için 
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eĢitsizliği vardır. 

Ġspat.      )(),()(),(, 2211 dhchbhahyx   olmak üzere kısmi integrasyon yardımıyla 
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dir. (4.52)’de mutlak değer alınıp Lemma 2.3.3 kullanılırsa  
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bulunur. 

)()( 11 bhxah   için  ba,  üzerinde )(1 thx   azalan ve )()( 11 twth 
 olduğundan  
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bulunur. Benzer yolla 
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olduğu görülebilir. Bulunan bu ifadeler kullanılarak istenen (4.51) eĢitsizliği elde edilir. 

Sonuç 4.2.1. Teorem 4.2.1’de özel olarak,  ba,  üzerinde ,1)(1 tw  tth )(1  ve  dc,  

üzerinde ,1)(2 sw  ssh )(2  alınırsa, bu takdirde (4.51) eĢitsizliği, [61]’de Budak ve 

Sarıkaya tarafından ispatlanan  
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eĢitsizliğine dönüĢür. 

Sonuç 4.2.2. (Ağırlıklı Yamuk Eşitsizliği) Teorem 4.2.1’in Ģartları altında 
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x


  

ve 
2

)()( 22 dhch
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  seçilirse, bu durumda Teorem 4.1.2’de ispatlanan Yamuk eĢitsizliğinin 

ağırlıklı hali olan 
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eĢitsizliği elde edilir. Buradaki 4
1  katsayısı bu Ģartlar altındaki en iyi katsayıdır ve daha 

küçük olan bir katsayı ile yer değiĢtirilemez. 

Sonuç 4.2.3. Teorem 4.2.1’in Ģartları altında )(1 bhx   ve )(2 dhy   seçilirse, bu 

durumda Sonuç 4.1.5’ün  a) Ģıkkında verilen eĢitsizliğin ağırlıklı hali olan 
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eĢitsizliği elde edilir. 

Sonuç 4.2.4. Teorem 4.2.1’in Ģartları altında )(1 ahx   ve )(2 chy   seçilirse, bu 

durumda Sonuç 4.1.5’ün  b) Ģıkkında verilen eĢitsizliğin ağırlıklı hali olan 
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eĢitsizliği bulunur. 

Sıradaki teoreme geçmeden aĢağıdaki varsayımlar verilmelidir. 
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,1w  ,1h  
2w  ve 

2h  bir önceki teoremde tanımlandığı gibi olsun ve 1,0    olsun. 

Ayrıca,  
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olarak tanımlansın. 

Teorem 4.2.2.     R dcbaf ,,:  fonksiyonu    dcba ,,   üzerinde sınırlı 

varyasyonlu olsun. Bu durumda her      1111 ,,, dcbayx   için K  ve L  sırasıyla 
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     (4.54) 

eĢitsizliği vardır. 

Bu eĢitsizlikte  
2
1,0,   için 
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 sabiti ve  1,,

3
2  için 

4


 sabiti en iyi 

sabittir ve daha küçük bir sabit ile yer değiĢtirilemezler. 

Ġspat. Her      1111 ,,, dcbayx   için q  ve p  dönüĢümleri sırasıyla 
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elde edilir. Kısmi integrasyon yardımıyla birinci integral 
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bulunur ve böylece istenen (4.54) eĢitsizliği elde edilmiĢ olur. 
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olsun. Eğer RQf :  fonksiyonu  
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olur. Bulunan bu değerler (4.59) da yazılırsa, 
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 1,,
3
2  için (4.54) teki sabitin kesinliği  
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alınarak gösterilebilir. Böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 

Sonuç 4.2.5. Teorem 4.2.2’de özel olarak 1)()( 21  swtw  tth )(( 1  ve ))(2 ssh   

alınsın 

i) ,1  ,0  2
bax   ve 2

dcy   için (4.54) eĢitsizliği Sonuç 4.1.21’deki (4.36) 

eĢitsizliğine, 
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eĢitsizliği elde edilir. 

Sonuç 4.2.7. Teorem 4.2.2’nin Ģartları altında ,1   bu durumda Teorem 4.2.2’deki  
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5. SONUÇLAR VE ÖNERĠLER 

Bu tezin esasını oluĢturan üçüncü ve dördüncü bölümlerde elde edilen sonuçlar aĢağıda 

sıralanmıĢtır.  

1. Ġlk olarak sınırlı varyasyona sahip fonksiyonlar için literatürdeki birçok çalıĢmanın 

genellemesi olan bazı Ostrowski tipli eĢitsizlikler elde edilmiĢtir. Ayrıca ağırlık 

fonksiyonu kullanılarak ağılıklı eĢitsizlikler de elde edilmiĢtir. Elde edilen bu 

eĢitsizliklerin özel durumları incelenerek literatürdeki birçok çalıĢmanın genellemesi 

olduğu gösterilmiĢtir.  

2. Türevi veya .n  türevi sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için Ostrowski tipinde 

eĢitsizlikler ispatlanmıĢtır. Daha sonra bu eĢitsizliklerin ağırlıklı versiyonları da 

verilmiĢtir. Yine bu eĢitsizliklerin özel durumları incelenerek birçok çalımanın 

genellemesi olduğu saptanmıĢtır. 

3. Elde edilen eĢitsizlikler kullanılarak integrallerin nümerik hesaplamaları için bazı 

formüller verilerek hataları için üst sınırlar bulunmuĢtur.  Ayrıca bazı belli fonksiyonlar 

için farklı yöntemlerle nümerik hesaplamalar yapılarak kıyasları yapılmıĢtır.   

4. Ġki değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için bazı genelleĢmiĢ Ostrowski tipli 

eĢitsizlikler ve bunların ağırlıklı halleri elde edilmiĢtir. Bulunan bu eĢitsizlikler iki 

değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için literatürde var olan boĢluğu büyük 

ölçüde doldurmuĢtur.  

Sonraki çalıĢmalarda, üçüncü bölümde tek değiĢkenli fonksiyonlar için verilen 

uygulamalara benzer olarak, dördüncü bölümde elde edilen eĢitsizlikler yardımıyla iki 

katlı integraller için bazı nümerik uygulamalar verilebilir. Ayrıca üçüncü bölümde 

ispatlanan eĢitsizliklerin benzereleri iki değiĢkenli sınırlı varyasyonlu fonksiyonlar için 

ispatlanabilir. 
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