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SIMGELER

R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

R* [0, +o00) aralidi

N Dogal sayilar kiimesi

O] Tiim reel degerli dizilerin uzay1

I, Tiim mutlak p-toplanabilir dizilerin uzay1

loo Tiim sinrh dizilerin uzay1

c Tiim yakinsak dizilerin uzay1

o Tiim sifira yakinsak dizilerinin uzay1

L(X,Y) X normlu uzaymdan Y normlu uzayina tanimli
biitiin sinirli lineer doniigiimlerin uzay1

L Herhangi iki keyfi Banach uzay1 arasindaki tiim
stnirli lineer operatorlerin uzay1

X’ X 1in dual uzay1 (Xin siirekli duali)

T’ T operatoriiniin duali

T(X) X in T operatorii altindaki goriintii kiimesi

rank(7) T(X) in boyutu

Boy(X) X in boyutu

kard(x) Sinirh x dizisinin sifirdan farkli elemanlariin
sayi1sl

Ekboy(X) Ekboyut

LgstoL,p Genellestirilmis Stolz doniigsiimlerinin sinifi

Lo Lp Genellestirilmis yaklagim sayilari ile iiretilen
genellestirilmis Stolz doniisiimlerinin sinifi

Sg‘(p) Genellestirilmis yaklagim sayilar1 ve simetrik norm
fonksiyonu ile iiretilen genellestirilmis
Stolz doniistimlerinin sinift

I,(E) Blok dizi uzay1

L,E s-tipindeki /,,(E) operatorlerinin sinifi

Ly, .E Simetrik norm fonksiyonu ve s-tipindeki /,,(E)
operatorleri ile iiretilen operatorlerin sinifi

L.,k s-tipindeki Z(u,v;1,(E)) operatorlerinin sinifi

Vi



OZET

BAZI DiZi UZAYLARI ILE TANIMLANAN OPERATOR IDEALLERI

Pinar ZENGIN ALP
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi
Danigman: Dog. Dr. Emrah Evren KARA
Agustos 2018, 81 sayfa

Bu calismada bazi dizi uzaylari ile tanimlanan operator idealleri tizerine ¢aligilmusgtir.
Calisma dort boliimden olugmaktadir, iigiincii ve dordiincii boliimler elde edilen orjinal
sonuglari icermektedir. Ilk olarak caligma igin yapilan literatiir aragtirmalari ve tezde
kullanilan temel kavramlar ile tanimlar verilmistir. Daha sonra, Iseki tarafindan
tanimlanmig Stolz p-tipindeki doniisiimler sinifinin genellestirmesi olan genellestirilmis
Stolz doniisiimlerinin sinifi tanimlanmisti.  Ayrica bu smifin bir operator ideal
oldugu ve iizerinde tanimli bir kuasi-norm ile kuasi-Banach operator ideal oldugu
gosterilmigtir. Sonrasinda s-say1 dizisinin diger ornekleri ile tanimlanan siniflarin
sagladig cesitli 6zellikler incelenmigtir. Genellestirilmis yaklagim sayilar1 kullanilarak
iretilen genellestirilmis Stolz doniisiimlerinin sinifi tanimlanmistir.  Ayrica simetrik
norm fonksiyonu ve genellestirilmis Stolz doniisiimleri kullanilarak operator ideallerin
yeni bir sinifi tammmlanmistir. Daha sonra blok dizi uzaylar iizerinde cesitli operator
idealler tammlanmugtir. Sirasiyla s-tipindeki /,(E) doniisimlerinin sinifi, simetrik norm
fonksiyonu ile s-tipindeki /,(E) donusiimleri kullanilarak iiretilen operatorlerin sinifi
ve s-tipindeki Z(u, v;1,(E)) operatorlerinin sinifi verilmistir. Ayrica tanimlanan her bir
sinifin bir operatdr ideal oldugu ve tizerinde tanimli bir kuasi-norm ile kuasi-Banach
operator ideal oldugu gosterilmistir. Son olarak s-sayr dizisinin diger Ornekleri ile
tanimlanan smiflarin sagladig gesitli 6zellikler incelenmis ve tanimlanan operator idealler
tizerindeki baz1 denk kuasi-normlar elde edilmistir.

Anahtar sozciikler: Blok dizi uzayi, Dizi uzayi, Kuasi-norm, Operator ideal, Simetrik
norm fonksiyonu.

vii



ABSTRACT

OPERATOR IDEALS DEFINED BY SOME SEQUENCE SPACES

Pinar ZENGIN ALP
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Emrah Evren KARA
August 2018, 81 pages

In this work, operator ideals defined by some sequence spaces are studied. This thesis
consists of four chapters and the original results of the thesis are given in the third and
the fourth chapter. Firstly literature review and the basic concepts with definitions used
in the thesis are given. Then the class of Stolz p-type mappings defined by Iseki is
generalized to the class of generalized Stolz mappings. It is also shown that this class
is an operator ideal and a quasi-Banach operator ideal by a quasi-norm defined on this
class. Then classes defined by using other examples of the s-number sequences and
various properties provided by these classes are examined. Later on a generalized class
of Stolz transformations is defined by using generalized approximation numbers. Also
a new operator ideal is defined by using symmetric norming function and generalized
Stolz transformations. Subsequently various operator ideals are defined on the block
sequence spaces. The class of s-type [,(E) operators, the class of operators which are
generated by the symmetric norming function with s-type /,(E) operators and the class of
s-type Z(u,v;1,(E)) operators are given respectively. It is also shown that all of these new
classes are operator ideals and quasi-Banach operator ideals by a quasi-norm defined on
relevant classes. Then classes defined by using the other examples of s- number sequences
and various properties provided by these classes are examined. Finally some equivalent
quasi-norms on these operator ideals are given.

Keywords: Block sequence space, Operator ideal, Quasi-norm, Sequence space,
Symmetric norming function.
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EXTENDED ABSTRACT

OPERATOR IDEALS DEFINED BY SOME SEQUENCE SPACES

Pinar ZENGIN ALP
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Emrah Evren KARA
August 2018, 81 pages

1. INTRODUCTION

Frequently encountered sequence spaces in the literature are the set of all absolutely
p-summable sequences /), the set of all bounded sequences /.., the set of all convergent
sequences ¢ and the set of all null sequences cg. In the past, many new sequence spaces
have been defined with the help of matrix domains of some triangular matrices in the
sequence spaces [, lo, ¢ and ¢g. Some examples where matrix domains of various
matrices have been studied are [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7]. The matrix domains have
obtained by triangle matrices in these studies are normed sequence spaces. For more
information about the domain of triangle matrices in some sequence spaces it is referred
to the book [8].

Shiue defined Cesaro sequence space ces), by using Cesaro matrix. Later on a number of
authors studied on the geometry and generalizations of Cesaro sequence spaces in [9],
[10], [11], [12] and [13]. The weighted Cesaro sequence space ces(p,q) is defined by
Maji and Srivastava in [14]. For special cases this class turns to ces,. The sequence space
ces(p,q) is generalized to the sequence space Z(u,v;1,) defined by Malkowsky and Savas
in [15]. Recently, Foroutannia defined the block sequence space /,,(E) as a generalization
of sequence space [, in [16].

Operator ideal theory has a special importance in functional analysis since the theory has
several applications in spectral theory, geometry of Banach spaces, theory of eigenvalue
distribution, etc. The normed operator ideal theory is first introduced by Grothendieck
in [17] and by Shatten in [18], [19]. The main examples of operator ideals are nuclear,
integral and absolutely summable operator ideals. In functional analysis, most of the
operator ideals in Banach spaces and normed spaces, are defined by using different scalar
sequence spaces. One of the most important ways of constructing an operator ideal is via
s- numbers. The definition of s-numbers is introduced in the theory of integral operators
in the paper [20] by Schmidt. Later on in Banach spaces, it became obvious that there

X



are certain rules assigning to every operator a decreasing sequence of numbers which
characterize its approximation or compactness properties. The most comprehensive work
on the theory was made by Gohenberg in [21]. There are many different ways of defining
some equivalents of s-numbers in Banach spaces. For combining different s-numbers
in one definition, Pietsch defined s- sequence in [22]. Then after some revisions on this
definition, the axiomatic theory of s-numbers is presented and some special properties of
s-numbers are given such as symmetry, injectivity, surjectivity, etc. [23], [24].

The idea of quasi-normed operator ideals arise from the necessity of covering some
operator ideals which do not have a natural norm. There exists many different quasi-norms
on every operator ideal. But the nice quasi-norms are chosen by the completeness of the
corresponding topology. From this perspective, for every operator ideal there is, up to
equivalence, at most one reasonable quasi-norm [22].

Pietsch [25] defined [, type operators by using approximation numbers and the sequence
space I,. Afterwards, Constantin [26] generalized the class of [, type operators to
cesp, type operators by using Cesaro sequence space. Iseki [27] generalized ces-p type
operators to Stolz type mappings. In 2015, Kara and Ilkhan [28] defined s-type Z(u, v;! )
operators by using sequence space Z(u,v;[,).

2. MATERIAL AND METHODS

When preparing this thesis firstly a comprehensive literature review is done. The operator
ideals defined by some different sequence spaces via s-numbers are examined. Being
inspired from these studies, the presence of generalizations of some operator ideals are
investigated. Also it is tried to generalize some well known operator ideals by using
block sequence spaces. Then it was observed whether these classes provide some specific
properties. Furthermore, some equivalent quasi-norms on these operator ideals are
examined.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS

The main results obtained in the thesis are given in the third and the fourth chapter. In the
third chapter, the class of Stolz p-type mappings defined by Iseki is generalized to the class
of generalized Stolz mappings. It is also shown that this class is an operator ideal and a
quasi-Banach operator ideal by a quasi-norm defined on this class. Then classes defined by
using the other examples of s-number sequences and various properties provided by these
classes are examined. Later on a generalized class of Stolz transformations is defined by
using generalized approximation numbers. Also a new operator ideal is defined by using
symmetric norming function and generalized Stolz transformations. In the fourth chapter
various operator ideals are defined on the block sequence spaces. The class of s-type [,(E)
operators, the class of operators which are generated by the symmetric norming function
and s-type [,(E) operators and the class of s-type Z(u,v;/,(E)) operators are defined
respectively in this chapter. It is also shown that all of these new classes are operator
ideals and quasi-Banach operator ideals by a quasi-norm defined on relevant classes.
Then classes defined by using the other examples of s-number sequences and various



properties provided by these classes are examined. Finally some equivalent quasi-norms
on these operator ideals are given.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK

In this thesis different operator ideals are defined by using sequence spaces. Then it is
proved that these operator ideals are quasi-Banach operator ideals. Then classes defined
by using the other examples of s-number sequences and various properties provided by
these classes are examined. Finally some equivalent quasi-norms are defined on these
classes. It is shown that all these new operator ideals are generalizations of some operator
ideals in the literature.

X1



1. GIRIS

o reel terimli tiim dizilerin uzayi olsun. p-mutlak toplanabilir dizilerin uzayi /,, sinirh
dizilerin uzay1 /., yakinsak dizilerin uzay1 c, sifira yakinsak dizilerin uzay1 cg literatiirde

sikca karsilagilan dizi uzaylarina 6rnektir.

A = (ayy) reel ya da kompleks terimli sonsuz bir matris, X ve Y, @ nin herhangi iki altuzay1
olsun. x = (x¢) € X dizisi igin eger her bir terimi sonsuz bir seri olan Ax = {(Ax), } dizisi
Y dizi uzayinin bir elemani oluyorsa A = (a,;) matrisine X dizi uzayindan Y dizi uzayina

bir matris doniisiimii denir [29].

Bir X dizi uzayi i¢in sonsuz bir A matrisinin etki alani
Xp={xcw:Axc X}

seklinde tanimlanir ve X4 da bir dizi uzayidir. A = (a,) matrisi eger k > n i¢in a,; =0
ve her n € N i¢in a,, # 0 sartlarin1 sagliyorsa alt ticgensel matris olarak adlandirilir. A bir
alt icgensel matris oldugunda X4 ve X dizi uzaylarinin lineer izomorfik olduklar1 kolayca

gorlliir [16].

Literatiirde /,, l», ¢ ve cq gibi klasik dizi uzaylarinda bazi liggensel matrislerin matris
etki alanlar1 yardimiyla pek ¢ok yeni dizi uzay1 tammlanmistir. Ornegin fark matrislerinin
matris etki alanm [1], [2], [30], [31] ve [32] nolu calismalarda, Riesz matrislerinin matris
etki alan1 [3] ve [4] nolu calismalarda, Cesaro matrislerinin matris etki alan1 [5], [6] ve
[7] nolu ¢alismalarda ele alinmistir. Bu ¢alismalarda elde edilen matris etki alanlar1 birer
normlu dizi uzayidir. Bazi dizi uzaylarindaki, ticgensel matrislerin etki alanlar1 hakkinda

daha detayl bilgi i¢in [8] nolu kaynak onerilmektedir.



1 < p < o= i¢in Cesaro dizi uzay: ces),, Shiue tarafindan Cesaro matrisi yardimiyla

o fomwco § () <]

seklinde tammmlanmigtir [33]. Daha sonra pek cok yazar Cesaro dizi uzaylarinin geometrisi
ve genellestirmeleri iizerine ¢aligmalar yapmistir. Bu ¢aligmalardan bazilart Liu, Wu
ve Lee [9], Cui ve Hudik [10], Sanhan ve Suantai [11], Suantai [12] ve Saejung [13]
tarafindan yapilmustir.

n
q = (qx) pozitif reel sayilarin sinirl bir dizisi, @, = Y, gx ve 1 < p < o0 olmak iizere

k=1
agirlikli Cesaro dizi uzayi ces(p, q)

ces Oz {xz () ew: Y (é;mxu) <«>o}

seklinde tanimlanmustir [14]. Ozel olarak burada g, = 1 ve Q, = n segilirse ces(p,q)

agirlikli Cesaro dizi uzay1 ces), dizi uzayina doniigiir.

Herhangi bir sonsuz A = (a,;) matrisi i¢in |A, p| ile gosterilen A-p uzayr Rhoades

tarafindan [34] nolu makalede 0 < p < 0 i¢in

- /o P

A, p| = {xz (w)co: ), (Z anka|> < }
n=1 \k=1

|A, 00| = {x = (%) € @ :sup <i |ankxk|> }
n>1 \ k=1

seklinde tanimlanmistir.

ve p = o i¢in

(1) ve (vy) reel sayi dizileri ve her n € N igin u,, v, # 0 olsun. Bu durumda 1 < p < e

i¢in Z (u,v;1,) uzay1 Malkowsky ve Savas tarafindan [15] nolu calismada

p
<m}

Z(u,v;lp) = {xe o: )
n=1

n
Uy Z ViXk
k=1

2



seklinde tanimlanmustir. Ozel olarak burada vy = gy ve u, = é almirsa Z (u,v;1,) dizi

uzay1 ces(p,q) dizi uzayma dontsiir.

1 <p<even=1,2,...i¢cin E = (E,) pozitif tamsayilarin sonlu alt kiimelerinin
max E, < minkE, |

sartin1 saglayan bir boliintiisii olmak iizere [, dizi uzayinin genellestirilmesi olarak [, (E)

p),l,
P
<m}

seklinde tamimlanmigtir [16]. Bu uzayda her n icin E, = {2n— 1,2n} secildiginde

seminormlu blok dizi uzay1, Foroutannia tarafindan

) X

JEE,

mmﬁz(i

n=1

seminormu ile

) X

JEEn

lp(E):{x:(xn)Ga): i

n=1

Y |x2n—1 +x20|7 < oo sartin1 saglayan x = (x,) dizileri [, (E) nin elemam olur. Ayrica
n=1

| || p,£ un bir norm teskil etmedigi aciktir. Ciinkii x = (1,—1,0,0,...) ven=1,2,...
icin E, = {2n—1,2n} oldugunda x # 6 i¢in ||x||,.z = 0 olur. Ozel olarak bu uzayda

n=1,2,...i¢in E, = {n} almirsa [, (E) = [, olur.

Blok dizi uzaylar1 hakkinda daha detayli bilgi icin [35], [36] ve [37] nolu calismalar

onerilmektedir.

Operator ideal teorisi fonksiyonel analizin spektral teori, Banach uzaylarinin geometrisi,
0zdeger dagilimi gibi dallarinda ¢ok genis uygulama alanina sahip oldugu i¢in ayr
bir 6neme sahiptir. Normlu operator ideal teorisi ilk olarak 1950’11 yillarda [17] nolu
kitapta Grothendieck, [18] ve [19] nolu kitaplarda Shatten tarafindan ortaya konulmustur.
Operator ideallerinin temel 6rnekleri niikleer, integral ve mutlak toplanabilir operator
idealleridir. Foksiyonel analizde, Banach uzaylarinda veya normlu uzaylarda ¢ogu

operator ideal farkli skaler dizi uzaylar1 araciligiyla tanimlanmistir. Operator ideal



olusturmanin en 6nemli yollarindan biri s-say1 dizilerini kullanmaktir. s-sayilart kavrami
ilk olarak integral operatorleri teorisinde Schmidt tarafindan [20] nolu ¢alismada ortaya
atilmisti.  1930’1u yillarda, s-say1 dizileri Hilbert uzayindaki kompakt operatorlere
genellestirilmistir. Daha sonraki yillarda Banach uzaylarinda her operatore yaklasim veya
kompaktlik 6zelliklerini karakterize eden azalan bir say1 dizisi atayan belirli kurallarin
oldugu belirlenmistir. Bu teori ile ilgili en kapsamli ¢calisma Gohenberg tarafindan
[21] nolu kaynakta yapilmistir. Banach uzaylarinda s-sayilarinin esdegerleri cok farkl
sekillerde tanimlanabilir. Ik olarak Kolmogorov tarafindan [38] nolu ¢alismada sinirh
altkiimelerin n. ¢caplar1 tanimlanmistir. Sonrasinda Gelfand tarafindan [39] nolu ¢calismada
dual kavrami (dual concept) fikri ortaya atilmigtir. Yaklagim sayilar1 Pietsch tarafindan
[25] nolu makalede calisiimistir. Sonraki yillarda farkli s-sayilarinin tek bir yerde
birlestirilmesi i¢in s-say1 dizisi kavrami [22] nolu ¢alismada Pietsch tarafindan ortaya
atilmig olup birtakim degisiklikler yapilarak [23] ve [24] nolu kitaplardaki halini almistir.
[22] nolu calismada tanimlanmis olan s-sayilar: teorisinin [23] de tanimlanan aksiyomatik
teoriden daha farkl oldugu 6zellikle belirtilmelidir. Bu ¢alismada [23] ve [24] nolu
kitaplardaki tanim kullanilacaktir. Ayrica bu kitaplarda yer alan s-sayilarinin sagladig

simetrik olma, birebirlik, ortenlik gibi bazi 6zellikler iizerine ¢alisilacaktir.

Yillar igerisinde, Banach uzaylarindaki operatorlerin 6zdegerlerini hesaplamak ig¢in
s-say1larim kullanmak cok kullanish bir yontem haline gelmistir. Ornek olarak [24], [40]
ve [41] nolu ¢alismalara bakilabilir. Ayrica dizi uzaylarindaki kosegen operatorlerin ve
fonksiyon uzaylarindaki gdmme doniisiimlerinin s-sayilarinin hesaplanmasi iizerine pek
cok calisma yapilmigtir. Bu konuyla ilgili yapilan calismalardan bazilar [42], [43] ve
[44] nolu calismalardir.

Dogal normu olmayan bazi 6nemli operator ideallerinin bir norma sahip olabilmesi icin
kuasi-normlu operator ideal kavrami ortaya ¢ikmistir. Her operator ideali {izerinde taniml
pek cok farkli kuasi-norm vardir. Bununla birlikte uygun kuasi-normlar ilgili topolojinin
tamlig ile belirlenir. Buradan yola cikarak, her operator idealin (denklik de dikkate
alinarak) en fazla bir tane uygun kuasi-normu vardir. Bu nedenle tamlik durumunu

kuasi-normlu operator ideallerinin tanimina dahil etmek gerekir [22].



Bu boliimiin sonuna kadar X, Y iki Banach uzay1 ve T € L(X,Y) olarak kabul edilecektir.

Pietsch bir 7 simirl lineer operatoriiniin yaklagim say1 dizisi olan (a,(7T)) yive 0 < p < o0
icin /, uzayim kullanarak iiretilen operator idealler iizerine ¢aligmigtir. 7' operatdril i¢in

):1 (an (T))P < oo oluyorsa T operatoriinii [, tipinde bir operatdr olarak tanimlamigtir

[251.

Sonrasinda Constantin [26] nolu ¢aligmada, Cesaro dizi uzayim kullanarak [, tipinde
operatorlerin sinifini ces — p tipindeki operatdrlerin sinifina genellestirmistir.

] n p

1 < p < o olmak iizere Y, (% Y ax (T)) < oo sartimi saglayan 7" operatoriinii ces-p
n=1

tipinde operator (ces), operatoril) olarak tanimlamugtir. Burada 6zel olarak n = 1 alinirsa

[,, tipinde operatorlerin sinifi elde edilir.

Daha sonra Maji ve Srivastava, agirlikli Cesaro dizi uzay1 yardimiyla ces), operatorlerinin
sinifin1 genellestirerek s-tipindeki ces(p,q) operatorlerini tanimlamiglardir. 1 < p < oo
oo p

n
olmak iizere Y <Ql Y qisk(T) ) < oo sartim1 saglayan bir T operatorii s-tipindeki
" k=1

n=1
ces(p,q) operatorii olarak adlandirilmis ve bu operatdrlerin sinifi A;,szl ile gosterilmistir

[14].

[34] nolu makalede Rhoades ces-p tipindeki operatorlerin smifint A-p tipindeki

operatorlerin sinifina tagimagtir.

Daha sonra Maji ve Srivastava tarafindan [45] ve [46] nolu calismalarda sirasiyla
s-say1 dizisi ve Cesaro dizi uzaylar1 kullanilarak s-tipindeki ces;, operatorlerinin AL)-p
sinifi ve A sonsuz bir matris olmak iizere s-tipindeki |A, p| operatorlerinin A) -p smifi

tanimlanmustir.

(o) dizisi reel sayilarin a; > o > ... > 0 sartini saglayan bir dizisi ve 0 < p < oo olmak

tizere Stolz p- tipindeki doniisiimlerin sinifi Iseki tarafindan

o " p
Lsrorp(X,Y) = {T eL(X.Y): Y ( ! Ocl-ai(T)> < oo} (1.1)

=1 061-|-062+...+06nl.:1



seklinde tanimlamustir [27]. Ozel olarak (1.1) de o = & = ... = 1 alinirsa cesy

operatorlerinin sinifi elde edilir [26].

Daha sonraki yillarda Tita tarafindan [47] nolu calismada 1 < p < oo i¢in lim ¢, # 0
n—soo

oldugunda Stolz p- tipindeki doniistimlerin sinifi ile /, tipinde operatorlerin sinifinin

cakistig1 gosterilmistir. Ayrica [48] nolu calismada Lsror , (X,Y) sinifinin sagladig

ozellikler iizerine ¢aligilmugtir.

u = (up) ve v = (vy) pozitif reel say1 dizileri olmak tizere 1 < p < oo igin Z (u,v;1,) dizi
uzay1 kullanilarak, s-tipindeki Z (u,v;[,) operatorleri Kara ve [lkhan tarafindan [28] nolu

calismada
oo n p
Yo lun Y visi(T) | <o
n=1 k=1

sartin1 saglayan T operatorleri olarak tanimlanmistir ve bu operatorlerin bulundugu
(5)

simf ¢, ile gosterilmistir. Yine aym1 ¢alismada bu sinifin sagladigi bazi 6zellikler

gosterilmistir.

Bu calismada bazi dizi uzaylar ile tanimlanan operator idealleri lizerine caligilmisgtir.
Ikinci boliimde calismada kullanilan temel kavramlar verilmistir. Calismada bulunan
orjinal sonuglara ii¢iincii ve dordiincii boliimde yer verilmistir. Ugiincii boliimde [27]
nolu ¢alismada Iseki tarafindan tantmlanmis olan Stolz doniisiimleri sinifin1 kapsayan
genellestirilmis Stolz doniisiimlerinin sinifi tanimlanmistir. Bu sinifin bazi 6zel sartlar
altinda bir kuasi-Banach operator ideal oldugu gosterilmistir. Bu simnifin saglamis
oldugu cesitli 6zellikler incelenmistir. Sonrasinda s-say1 dizilerinin dier 6rnekleri
kullanilarak olusturulan siniflarin birebirlik, ortenlik, simetrik olma gibi 6zellikleri
arastirllmig ve bu simiflarin sagladig1 kapsama bagintilar1 bulunmustur. Daha sonra [49]
nolu calismada Tita tarafindan tanimlanan genellestirilmis yaklasim sayilari kullanilarak
tiretilen genellestirilmis Stolz doniisiimlerinin sinifi tanimlanmig ve bu sinifin bir

kuasi-normlu operator ideal oldugu gosterilmistir.

Dérdiincii boliimde, [16] nolu ¢alismada Foroutannia tarafindan tanimlanan /,(E) dizi

uzay1 kullanilarak literatiirde tanimlanmig baz1 operator ideallerinin genellestirmesi



yapilmugtir. Ik olarak /, tipindeki operatorler sinifinin sonrasinda [49] ve [50] nolu
makalelerde calisilan Ly (X,Y) sinifinin genellestirmesi yapilmistir. Son olarak [28]
nolu calismada tanimlanan gl(,s) dan daha genel olan bir simif elde edilmistir. Ayrica
bu boliimde tamimlanan L, g, L%) E Ve L, , g simiflarinin birer kuasi-Banach operator
ideal olduklar1 gosterilmistir. Daha sonra tanimlanan siniflar ve s-say1 dizisinin diger
ornekleri kullanilarak olusturulan siniflarin birebirlik, Ortenlik, simetrik olma gibi
ozellikleri arastirtlmis ve bu simiflarin sagladigi kapsama bagintilart incelenmistir. Bu
bolimiin son kisminda ise bu smniflar iizerinde tanmimlanan ¢esitli kuasi-normlarin

denk olup olmadiklar1 arastirilmistir. Bu kuasi-normlarin [51] nolu calismada verilen

kuasi-normlarin genellemesi oldugu gosterilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 2.1. K bir cisim ve X bog olmayan bir kiime olsun.

V1) x+y=y+xesitligi her x,y € X i¢in gecerlidir.

V2) x+ (y+2z) = (x+y) +z esitlidi her x,y,z € X i¢in gegerlidir.

V3) Her x € X i¢in x + 6 = x denklemini saglayan bir 0 € X vardur.

V4) Her x € X igin x+ (—x) = 6 denklemini saglayan bir (—x) € X vardur.
V5) K cismindeki her o, B ve X kiimesindeki her x,y igin

s a(x+y)=ox+oy
s (a+P)x=ax+Px
* a(fx) = (af)x

esitlikleri gecerlidir.
V6) Cismin birim 68esi 1 ve her x € X icin 1x = x gegerlidir.

V1-V6 kosullarini saglayan X kiimesine ait x +y ve ox ile gosterilen elemanlar varsa,
X e K iizerinde bir vektor uzayidir denir. Eger K = R ise X e bir reel vektor uzayi, K = C

ise kompleks vektor uzayi denir.

Bir vektor uzayr X i¢in X x X kartezyen ¢arpimindaki her (x,y) 6gesini x + y 6gesine
gonderen isleme toplama ve K x X kiimesindeki (a,x) 6gesini de owx 6gesine gonderen

isleme ise skalerle ¢carpma denir [52].

Tamim 2.2. Bir X vektor uzayindaki x,x»,...,x, vektorlerinden olusan bir M kiimesi



icin a1, 0, ..., O, birer skaler olmak lizere
ox;+oxy+ ...+ 0x, =0

esitligi, ancak ve ancak, oy = op = ... = &, = 0 olmasi durumunda gercekleniyorsa
X1,X2,...,X, vektorleri, diger bir deyimle M kiimesi, lineer bagimsiz aksi halde lineer

bagimlidir denir [53].

Bir vektor uzaymin boyutu, lineer bagimlilik ve bagimsizlik kavramlar1 kullanilarak

tanimlanabilir.

Tanim 2.3. n pozitif bir tamsay1 olmak iizere, bir X vektor uzayi lineer bagimsiz n tane
vektor iceriyor ve n+ 1 ya da daha fazla sayida vektor lineer bagimli oluyorsa, bu X
vektor uzayi sonlu boyutludur denir. n sayisina da X in boyutu ad1 verilir ve n =BoyX ile

gosterilir [53].

Tamim 2.4. X, K cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun. ||-|| : X — R fonksiyonunun x

deki degeri ||x|| ile gosterilsin. Bu fonksiyon her x,y € X ve her a € K i¢in

N1) ||x]| =0 <= x=6 vex # 0 i¢in ||x|]| >0
N2) Joux]| = | [|x]
N3) [l +y[l < flxfl + Iyl

ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde bir norm adimi alir. Bu durumda (X, ||-||) ikilisine bir

normlu vektor uzay1 ya da kisaca normlu uzay denir.

X bir normlu uzay ise ||x|| = 1 esitligini saglayan bir x € X vektoriine birim vektor adi

verilir [54].

Tamm 2.5. Bir X vektor uzay: iizerinde ||-|| ve ||-||" normlari tanimli olsun. Eger her
x € X i¢in

m||x|] < [|x]" < M |x]

olacak bicimde m, M > 0 sayilar1 varsa ||-||" normu ||-|| normuna denktir denir [55].



Tanim 2.6. X ve Y ayn1 K skaler cismi iizerinde birer vektor uzay1 olsun. Bir 7 : X — Y

operatorii her @, 8 € K ve x,y € X i¢in
T (ax+By) = oT (x) + BT (y)
ozelligini saglhiyorsa veya buna denk olarak her ¢ € K ve x,y € X icin

T(x+y) = Tx)+T(y) ve

T(ax) = aT (x)

ozelligini saghiyorsa 7" ye bir lineer operator ad1 verilir [56].

Tanim 2.7. Tanim 2.6 da Y = K ise o zaman 7 ye X iizerinde bir lineer fonksiyoneldir
denir. 7 : X — Y lineer operatorlerinin tamaminin olusturdugu kiime vektor toplami ve

skaler carpimla bir vektor uzayidir [57].

Onerme 2.8. X,Y,Z vektor uzaylari ve T : X — Y ve S : Y — Z birer lineer operator

olsun. O zaman So T : X — Z bir lineer operator (SoT = ST) [55].

Tanim 2.9. X,Y vektor uzaylar1 ve 7 : X — Y bir lineer operator olsun.

a) T nin goriintii kiimesi 7' (X), Y nin bir altuzayidir. T nin ranki rank(7") =BoyT (X)
sayisidir.

b) rank (7) sonlu ise T sonlu ranka sahiptir denir; yani goriintii kiimesi sonlu boyutlu
olan bir lineer operator sonlu ranka sahip bir lineer operatordiir. rank(7') = e ise T

sonsuz ranka sahiptir denir [55].

Onerme 2.10. X,Y vektor uzaylari ve 7 : X — Y bir lineer operatér olsun. T ortendir
ancak ve ancak 7'(X) =Y dir. Bu durumda BoyY sonlu ise bu rank(7") =BoyY olmasina
denktir [55].

Tamm 2.11. (X,|-||yx) ve (¥,]|-]|y) normlu uzaylar ve 7 : X — Y lineer bir operator olsun.
Eger her x € X i¢in
ITxl[y < K|lx[lx 2.1

olacak sekilde pozitif bir K reel sayis1 varsa 7' ye sinirhidir denir [55].
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Teorem 2.12. X ve Y normlu uzaylar ve T : X — Y bir lineer operator olsun. Bu durumda

a) T siireklidir.
b) T simirhidir.

ifadeleri denktir [55].

Not 2.13. X ve Y normlu uzaylar olsun. X den Y ye tiim siirekli lineer operatorlerin
kiimesi L (X,Y) ile gosterilecektir. T € L(X,Y) ve x € X ise T (x) yerine Tx yazilig1 da
kullanilir. Ayrica X ve Y iizerindeki normlar kisaca || - || ile gosterilebilir. X ve ¥ normlu

uzaylar oldugunda L (X,Y) de bir vektor uzayidir.
Tamim 2.14. X ve Y normlu uzaylar ve 7 € L(X,Y) olsun. Bu durumda T nin operator

normu || T|| ile gosterilir ve

||T||:sup{M:x€X,x7é9} (2.2)

]

seklinde tanimlanir. Eger X = {6} ise ||T|| = 0 olarak tanimlanir. Bu durumda 7' (60) = 6’

oldugu i¢in 7T sifir operatoriidiir.

(2.1) de K yerine bu sart1 saglayan K larin en kiigiigii olan ||T|| alinirsa
1Tl < ([T} lx]] (2.3)

elde edilir [56].

Teorem 2.15. X ve Y normlu uzaylar ve T € L(X,Y) olsun. |||, T nin (2.2) ile

tanimlanan normu ise

1T = sup{[|Txl| - lxl =1} (X #{6})
= sup{[|Tx] : [lx[| < 1}
= sup{{[|Tx[] : [lx]| < 1}

= inf{K:||Tx|]| <K]|x|}

esitlikleri saglanir [56].
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Teorem 2.16. Eger X bir normlu uzay ve Y bir Banach uzayi ise o zaman L (X,Y), (2.2)

normu ile bir Banach uzayidir [57].

Tanmm 2.17. X, K cismi iizerinde bir normlu uzay olsun. L(X,K) uzaymna X in dual

uzay1 ya da siirekli duali ad1 verilir ve X’ ile gosterilir [55].

Tanim 2.18. (X, ||-||) normlu uzayinda bir dizi {x,} olsun.

a) x € X olmak tizere her € > 0 sayisina karsilik her n > N i¢in

llxn —x|| < €

olacak bicimde bir N € N varsa {x,} dizisi x noktasina yakinsar denir. Bu durumda

lim x, =x veya x, —x
n—oo

yazilir.
b) Her € > 0 sayisina karsilik her m,n > N i¢in

olacak bigimde bir N € N varsa {x, } dizisine bir Cauchy dizisi denir [55].

Tanim 2.19. Bir normlu uzayda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya tam normlu

uzay veya Banach uzay1 ad1 verilir [57].

Tanmm 2.20. X, Y normlu uzaylar ve T € L(X,Y) bir lineer operator olsun. Eger X
icindeki her simirh {x, } dizisi i¢in Y igindeki {7'x, } dizisi yakinsak bir altdiziye sahipse
T ye kompakt operator denir [55].

Tanim 2.21.
o={x=() |x: N>R k—x=x(k)}

kiimesi tiim reel degerli dizilerin kiimesi olarak adlandirilir. @ kiimesi

(Cx), ) = G +ye)  ve (A, () = (Axg)
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ikili iglemleri ile R tizerinde bir vektor uzaydir. @ nin herhangi bir alt vektor uzayina bir

dizi uzay1 denir [58].
Klasik dizi uzaylarindan bazilari
co={x=(x) € 0: limx, =0}
k—ro0
c={x=(x) €w: limx;, =1, 3] € R}
k—yo0

lo = {x = (x¢) € @ :sup|x| < oo}
keN

L={x=x)cw: kZO|xk|p <o} (1 < p<oo)
seklindedir.

Ip uzayindaki toplam n ye kadar alindifinda [, yerine [, gosterimi kullamlacakur.

Onerme 2.22. 1 < p < o olmak iizere, her x = {x,} € I, ve y = {y,} € l,, igin Minkowski

1 1 1
k I3 k P k 3
2:|%f+yﬂp < §:|xﬂp + §:|yﬂp

.. 1 1
Onerme 2.23. pile g, 1 < p <o ve —+ — =1 kosullarin1 saglayan iki reel say1 olsun.
P g

esitsizligi

seklindedir [59].

x={x,} €1, ve y={yn} €, i¢in Holder esitsizligi

1 1
Z [ yn| < Z || Z |ynl?
n=1 n=1 n=1
seklindedir. [59].

Onerme 2.24. (a,) negatif olmayan reel sayilarin sifirdan farkl bir dizisi olmak iizere

her p > 1 i¢in Hardy esitsizligi

> + ... +an\’ e
Z(a1+az an> <( p ) Y o
n p——] n=1

n=1
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seklindedir [55].

Not 2.25. Bu agamadan sonra ¢alisma boyunca X, Y, Xy ve Y reel Banach uzaylar1 olarak
alinacaktir. Herhangi iki keyfi Banach uzay1 arasindaki tiim sinirlt lineer operatorlerin

uzay1 L ile gosterilecektir.

Tanim 2.26. Bir X vektor uzayimin herhangi bir altuzay1 M olsun. Tiim x + M denklik
siniflarindan olusan X /M ye boliim uzay1 denir ve X /M = {x+ M : x € X } ile gosterilir
[24].

Tanim 2.27. M, X in kapali bir altuzayi olsun.

Ox) =x+M

formiilii ile tanimli olan X den X/M ye tanimli olan 6rten Q fonksiyonuna boliim

doniisiimii (quotient map) ad1 verilir [55].

Tanim 2.28. Bir X vektor uzayi i¢in X /N boliim uzayimin sonlu boyutlu olmasini saglayan

bir alt vektor uzay1 N olsun. Bu durumda N nin X icerisindeki ek boyutu (codimension)

Ekboy(N) = Boy(X/N) = Boy(X) — Boy(N)

seklinde tanimlanir [24].

Tamim 2.29. Her x € X igin ||x|| = ||Tx|| olacak sekilde X den Y i¢ine birebir bir T

operatorii varsa bu operatdre gomme doniisiimii denir [56].

Tanim 2.30. Her T € £ operatdriinii bir negatif olmayan say1 dizisi (s, (7)), ye esleyen

s =(sp) : L — R doniisiimii eZer

(S1) Her T € L(X,Y) i¢in ||T|| =51 (T) > 52(T) > ... > 0 dur,

(S2) Her S, T € L(X,Y) ve m,n € Nigin 5,41 (S+T) < 54 (S) + 5, (T) dur,

(S3) HerR € L(Y,Yy), S€ L(X,Y) ve T € L(Xo,Y) i¢in Xp, Yy herhangi Banach uzaylar
olmak iizere s, (RST) < ||R|| s, (S) ||T|| dr,

(S4) Eger rank(T) <nise s, (T) =0 dir,

(S5) I, I} tizerindeki birim operator olmak iizere s,(I) = 1 dir
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sartlarini sagliyorsa s-say1 dizisi olarak adlandirilir. 7' operatoriiniin n. s-sayisi s, (7)) ile

gosterilir [60].
Lemma 2.31. 7,5 € L(X,Y) olsun. Bu durumda |s,(7) —s,(S)| < ||T — S|| olur [22].

Tanim 2.32. Bir sinirli lineer operatoriin s-say1 dizisi 6rnekleri agsagidaki gibidir.

T € L(X,Y) ve n € N olsun.

(@) a, (T) ile gosterilen n. yaklagim sayisi

an (T) =inf{||T —A||:A€L(X,Y), rank(A) <n }

seklinde tanimlanir.

(b) M, X in bir altuzay1 ve Jy; : M — X bir dogal gdmme doniisiimil olsun.

¢y (T) =inf{||TJyl| : M C X, Ekboy (M) < n}

seklinde tanimlanan ¢, (T') ye, n. Gelfand sayis1 denir.
(¢) Oy : X — X /N, bir boliim dontigiimii olsun. d, (T) ile gosterilen n. Kolmogorov
sayisi

dy (T) = inf{[|Qn (T)[| : N CY, Boy (N) <n}

seklinde tanimlanir.
(d) a,(TA), TA operatoriiniin n. yaklagim sayisi olmak tizere 7 operatoriiniin x, (T') ile

gosterilen n. Weyl sayisi

X (T) =inf{a, (TA) : ||A]| <1, A: 1, — X i¢in}

seklinde tanimlanir.
(e) a, (BT), BT operatoriiniin n. yaklagim sayis1 olmak iizere T operatoriiniin y, (T') ile

gosterilen n. Chang sayisi

yu(T) =inf{a, (BT):||B|| <1,B:F — 1, igin}

seklinde tanimlanir.

15



(f) T operatoriiniin &, (T) ile gosterilen n. Hilbert sayist
hy (T)) =sup{a, (BTA) : ||B|| < 1,|JA|| <1,B:Y - b ve A: 1, — X i¢in}

seklinde tanimlanir [23].

Bu sayi dizileri hakkinda daha fazla bilgi i¢in [14], [22], [24], [60], [61], [62], [63] nolu

kaynaklar 6nerilmektedir.

Onerme 2.33. 7 € L(X,Y) olmak iizere h, (T) < x, (T) < ¢, (T) < a, (T) ve
hy (T) < yn(T) <dy(T) < a,(T) esitsizlikleri saglanir [24].

Tamim 2.34. Goriintii kiimesi kapali olan birebir bir J € L(X,Y) operatoriine igine
(injection) denir. Ayrica ||Jx|| = ||x|| ise J ye i¢ine metrik (metric injection) ad1 verilir

[24].

Tanim 2.35. Eger verilen herhangi bir J € L (Y,Yy) igine metrigi ve her T € L(X,Y) igin
sn(T) = s, (JT) esitligi saglantyorsa s = (s,) say1 dizisi birebirdir denir [24].

Onerme 2.36. Gelfand ve Weyl say1 dizileri birebirdir [24].

Tanmm 2.37. X den Y iizerine tamimli Orten bir Q € L(X,Y) operatoriine tizerine

(surjection) denir. Bu durumda her y € Y icin

IYllg = inf{llx[| : x € X, 0x = y}
ile Y tizerinde bir denk norm tanimlanir. Ayrica |- || = || - || ise Q ya bir lizerine metrik
(metric surjection) denir [23].

Tanim 2.38. Eger verilen herhangi bir S € L (X, X) tizerine metrigi ve her T € L(X,Y)

icin s, (T') = s, (T'S) esitligi saglaniyorsa s = (s,,) say1 dizisi ortendir denir [24].
Onerme 2.39. Kolmogorov ve Chang say1 dizileri 6rtendir [24].

Tanmim 2.40. 7 € L(X,Y) olsun. x € X ve f € Y/ i¢in

T'(f)(x) = f(Tx)
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sartim1 saglayan 7' € L(Y’,X’) operatoriine T nin duali denir [55].

Tamim 2.41. 77, T nin duali olsun. Bir s-say1 dizisi eger her T € L igin s, (T) > s, (T")
sartin1 sagliyorsa simetriktir denir. Eger s, (T) = s, (T") ise s-say1 dizisi tam simetriktir

denir [23].

Onerme 2.42. Yaklagim sayilar1 simetriktir. Yani T € L(X,Y) icin
an(T') < an(T)

esitsizligi saglanir [23].

Onerme 2.43. T € L(X,Y) olsun. Bu durumda
cn(T)=dp(T") ve du(T)>c,(T')

olur. Ayrica T kompakt ise

dir [23].

Onerme 2.44. Her T € L(X,Y) igin
x2(T) =y (T")  ve yu(T) = x,(T")

esitlikleri saglanir [24].

Onerme 2.45. Her T € L(X,Y) igin

dir [24].

Tanim 2.46. X' € X’ ve y € Y olsun. Bu durumda X’ ® y : X — Y operatorii
(X ®@y) (x) =+ (x)y, xeX
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seklinde tanimlanir ve sonlu ranka sahip bir operatordiir. Ayrica ||X' @yl = ||X||||y]]

esitligi saglanir [23].
Tanim 2.47. 3, £ nin bir alt ailesi olsun. Eger her bir 3 (X,Y) = SNL(X,Y) bileseni

icin

OI—-1) XY eX'veyeYisexX ®ye3(X,Y) dir,
(0.1-2) S,Te3(X,Y)ise S+T €3 (X,Y) dir,
(01-3) Se3(X,Y), T €L(Xo,X)veReL(Y,Yy) ise RST € S (Xo,Yp) dir

sartlar1 saglaniyorsa 3 bir operator ideal olarak adlandirilir [23].

Tamim 2.48. T operatoriiniin duali 7/, X ve Y uzaylarinin dualleri sirasiyla X’ ve Y’

olsun. Bu durumda her 3 operator ideali i¢in 3’ dual operatdr ideali
X, Y)={TeLX,)Y): T'e3 (Y X)}

ile tantmlanir [23].

Tamim 2.49. 3 bir operator ideal olsun.

a) Eger 3 C 3’ ise 3 ya simetriktir,

b) Eger 3 =3’ ise 3 ya tam simetriktir

denir [23].

Tamim 2.50. Bir @ : 3 — R fonksiyonu

(KN—1) ¥ eX'veyeYisea(xX®y)=|x] |yl dir

(K.N—2) Her S, T €3 i¢ina (S+T) < C[ax(S) + a (T)] olacak sekilde en az bir C > 1
sabiti vardir,

(K.N —3) Xy, Y, birer Banach uzay1 olmak iizere S € 3 (X,Y),T € L(Xp,X) ve
ReL(Y,Yy) ise a(RST) < ||R||a(S)||T] dir,
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kosullarini sagliyorsa bu fonksiyona 3 operator ideali iizerinde bir kuasi-normdur denir.
Bu fonksiyon kisaca ideal kuasi-norm olarak adlandirilir [23]. Ozel olarak C = 1 ise «,

S operator ideali iizerinde bir normdur.

Tanm 2.51. o kuasi-normlu bir 3 ideali [3, ar] ile gosterilir. Eger her 3 (X,Y) bileseni

o kuasi-normu altinda tam ise [3, ¢t ya bir kuasi-Banach operatér ideal denir [23].

Tamim 2.52. [3, a] bir kuasi-Banach operator ideal olmak iizere bir J € L(Y,Y)) metrik
enjeksiyonu verilsin. Bu durumda her 7 € L(X,Y) operatorii ve JT € 3 (X,Yp) i¢in
T €3(X,Y) ve a(JT) = a(T) oluyorsa [3, a] ye bir birebir kuasi-Banach operator
idealdir denir [24].

Tanim 2.53. [3, o] bir kuasi-Banach operator ideal olmak iizere bir Q € L (X, X() metrik
surjeksiyonu verilsin. Bu durumda her T € L(X,Y) operatorii ve 7Q € 3 (Xo,Y) igin
T €3(X,Y) ve oo(TQ) = o (T) oluyorsa [3, ] ye bir orten kuasi-Banach operator
idealdir denir [24].

Tamim 2.54. x € L. icin kard (x) = kard {i € N, x; # 0} olmak iizere, kard (x) < n ve
x| > xp > ... > 0 sartlarini saglayan tiim x dizilerinin kiimesi K (K C /) ile gosterilir

[51].

Tanim 2.55. ¢ : K — R fonksiyonu

(¢1) Her x € K igin ¢(x) > 0 dir,

(¢2) Herx € K ve o > 0 i¢in ¢ (ax) = ¢ (x) dur,

(¢3) Herx,y €K icin ¢ (x+y) < ¢ (x)+ ¢ (y) dir,

(04 ¢(1,0,0,...) = 1 dir,

(¢5) Egerk=1,2,...i¢in .fl x < fly,- ise ¢ (x) < ¢ (y) dir,

kosullarini sagliyorsa ¢ ye simetrik norm fonksiyonudenir [51].

Not 2.56. 1 < p < o olmak iizere her ¢ simetrik norm fonksiyonu igin ¢, : (xi) €K —
(<p ({xf’ }) )% seklinde tanimlanan ¢,y fonksiyonu da bir simetrik norm fonksiyonudur
[64], [65].

Simetrik norm fonksiyonu ile ilgili daha fazla bilgi i¢cin [21],[50], [64], [66], [67], [68]

nolu calismalar 6nerilmektedir.
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Tanim 2.57. Simetrik norm fonksiyonu ve (a, (T')) dizisi kullamlarak Ly (X,Y) smifi
Ly(X,Y)={T € L(X,Y): ¢ ({an(T)}) < oo}

seklinde tanimlanir [49], [50].

Tanmm 2.58. 3 (X,Y), o kuasi-normu ile bir operator ideal olsun. Her T € 3 (X,Y)
operatdriinii bir negatif olmayan say1 dizisi {s5 (T) },cx ye esleyen s* = (s%) : 3 (X,Y) —

R* doniigiimii

(8%1) Her T € 3(X,Y) i¢in o (T) = 5% (T) > s5(T) > ... > 0 dur,

(8%2) Her S,T € 3(X,Y) vem,n € Niginsy | (S+T) < sy (S)+sy (T) dir,

(§%3) HerRe L(Y,Y)), S€3(X,Y) ve T € L(Xo,X) i¢in 55 (RST) < ||R||s% (S) || T||
dir,

(S%4) Eger dim(T) <nise s¥(T) =0 dir,

sartlarin1 sagliyorsa genellestirilmis s-say1 dizisi olarak adlandirilir [49], [66].

Tanim 2.59. Genellestirilmis s-sayilarinin bir 6rnegi olan genellestirilmis yaklasim
sayilari
a% (T)=inf{o (T —K) : K € 3,BoyK < n}

n

seklinde tanimlanir [49].

Lemma 2.60. Genellestirilmis yaklasim sayilar1 i¢in

k k
Z (S+T) < Z T k=1,2,... (2.4)

esitsizligi saglanir [66].
Ispat. Genellestirilmis yaklagim sayilarmin 6zellikleri kullanilarak

2

=~
352

k
Z al(S+T) < a®(S+T)
n:

3
I
—_

k
as, 1 (S+T)+ ) a5, (S+T)
n=1

I
(gl

3
I
—
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k k
< 2 Y (5T) <2 Y (@ (5) +a (7))

n=1
elde edilir. U
Not 2.61. n = 1,2,... i¢in af,_ | (T1 +T) < af (T1) + a (T»), B bir sabit olmak
tizere a% (BT) = |Bla%(T) oldugu ve ¢ fonksiyonunun ozellikleri kullanilarak

HT||$ =¢ ({a%(T)}) ve “TH(?)‘(,,) =) ({a% (T)}) nin bir kuasi-norm oldugu kolaylikla

goriilebilir.
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3. GENELLESTIRILMIS STOLZ DONUSUMLERI

Bu boliim boyunca (u,) ve (wy,) dizileri uy >up > ... > upy > ..., wp <wy <...<w, <

~vew, <n< Wn sartlarin1 saglayan negatif olmayan reel say1 dizileri olarak kabul
Up

edilecektir.
3.1. GENELLESTIRILMIS STOLZ DONUSUMLERININ SINIFI Lgsror. , (X,Y)

Bu boliimde [27] nolu ¢aligmada Iseki tarafindan tanimlanan Stolz doniisiimlerinin sinifi

genellestirilecektir. Ayrica bu yeni sinifin sagladig ¢esitli 6zellikler incelenecektir.

Tamm 3.1. Genellestirilmis Stolz doniisiimlerinin sinifi olan Lgsror p (X,Y),

0 < p<eoigin

LGSTOL,p (X,Y) = {T eL X Y i [iiu,a, )] <°°}

n=1 | Wn =]
seklinde tanimlanir.

Teorem 3.2. M > 0,1 < p<ocoveherk=1,2,...i¢in

upg—1 +ugp < Muy (3.1)

(o]

1\7?
olsun. Eger (wy,) dizisi Y, (—) < oo sartin1 sagliyorsa Lgsror,p (X,Y) smifi
1 \Wn

n—=

kuasi-normu ile bir kuasi-normlu operator idealdir.

Ispat. Operator ideal ve ideal kuasi-norm olma sartlar1 ayn1 anda incelenecektir. x' € X’

ve y € Y i¢in X’ ® y operatoriiniin ranki birdir. Dolayisiyla (S4) 6zelligine gore her n > 2
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icin a, (X' ®y)

= 0 olur. Bu bilgi kullanilarak

n=1

| “()p

K eylly =

T oo 14 %
Y ( Zua,(x@y))
Wn i=1

Sl

| %i)

[ v (L
- _(ml!x’@yll) )Zéw(v)j)”
= X[ Il < e

elde edilir. Boylece X' @y € Lgsror,p (X,Y) oldugu ve [[x' ®@y|[g = [|¥'[| ||| esitliginin

saglandig1 goriiliir.

S,T € Lgsror,p (X,Y) olsun. (u,) ve (a,(T)) dizilerinin azalan oldugu, (3.1) esitligi ve
(82) 6zelligi kullanilarak

Zn:uia,- (S—l— T) =

i=1

i=1
n

Y (uaio1 +uzi) aziy (S+T)
=1

i=1

IA

~.

IA

MY uay;_ 1 S+T

[

n

1

IN

—l—Zua, )

Y wairazioy (S+T)+ Y usiari (S+T)

elde edilir. Bu esitsizlik ile birlikte Minkowsky esitsizligi kullanilirsa

p

(—Zuiai <S+ T)) )
Wn =]
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< oo 3.2)

olur. Boylece S+ T € LgstoL,p €lde edilir. Ayrica (3.2) esitsizligi kullanilarak

oo 1 n P
y (— 5 wias (S+ T))

IS+T)p = |=El
£ ()
n=1 \Wn
oo 1 =n p % o 1 n p %
Y (— B Miai(S)) )y (— r uiai(T)>
< M n=1 \Wn i=1 + n=1 \Wn i=1

— ( 1> = ( 1>
n=1 \Wn n=1 \Wn
M (HSHB “7 ”B>

bulunur. Béylece [|S+T'|g <M <||S||ﬁ + “T||B> oldugu gosterilmis olur.

Son olarak S € Lgsror,p (X,Y), T € L(Xo,X) ve R € L(Y,Y)) olsun. (S3) 6zelliginden

[ oo 1 n p %
Z (— Z u;a; (RST))
HRST”ﬁ — n=1 Wn i=1

= n

— 1 n p
£ (o £ wlklas)r)

n=1 ni=

oo uy p
L ngl <W_n)

oo 1 =n Py

L <w— L v (S>>
IRINT| | =2

o u p

= RTINSl <o

=

IN

elde edilir. Boylece RST € LgsroLp (Xo,Yo) ve [|[RST[|g < [[R[||[T[|[|S||g sartlarinin
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saglandig1 ispatlanmug olur. Sonug olarak Lgsror,p (X,Y) bir operatdr ideal ve |[-[|g

fonksiyonu bir ideal kuasi-normdur. [

Teorem 3.3. 1 < p < oo igin [LGSTOL’I,, T || [3] bir kuasi-Banach operator idealdir.

Ispat. 1 < p < oo olsun. (a,(T)) dizisi azalan oldugundan T € Lgsror,p i¢in

) 1 =n 14 %
)y (— Y Miai(T)>

=1 \ Wn i=1
ITlg = |=——

oo u p
L ngl (W_n>

vV
3
Il

= |7l (3.3)

elde edilir.

(Tw) , Lgsror,p(X,Y) uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her & > 0 igin bir

no € N vardir 6yle ki her m,l > ng icin
|70 —Tillg < € (3.4)
dir. (3.3) ve (3.4) esitsizlikleri birlikte ele alindiginda
1T~ Tl < |IT —Tillg < €
oldugu goriiliir. Boylece (7,,) dizisinin L(X,Y) uzaymnda bir Cauchy dizisi oldugu
goriiliir. Teorem 2.16 dan dolay1 L(X,Y) de bir Banach uzay1 oldugundan bir T €

L(X,Y) i¢cin m — oo iken ||T,, — T|| = O olur. Simdi T € Lgsrorp (X,Y) icin m — oo

iken |7, — T|| g — 0 oldugu gosterilecektir.

Her m,l € N i¢in T,,,T;,T € L(X,Y) oldugundan 7; — T,, ve T — T,, operatorleri de
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L(X,Y) siifindadir. Lemma 2.31 dan her m,/ € N i¢in
lan (Ti = ) — an (T = T)| < Ti— Ty — (T = Ty)|| = | Ti— T

esitsizligi saglanir. [ — oo i¢in 7; — T oldugundan her [ > ng i¢in ||7; — T'|| < € yazilabilir.

Buradan [ — oo ve her m > ng i¢in
an (T} —Tpn) — an (T —Ty); (neN) (3.5)

elde edilir. Diger taraftan (3.4) esitsizliginden dolay1 her m,[ > ng igin

) 1 n I3 %
Zl <w_'21”iai(Tm_Tl))
1T =Tillg = | =

o u\?

<€

dir. (3.5) den [ — oo ve her m > ng i¢in

olur. Dolayistyla her m > ng i¢in
|\ T, —T|| p<E

bulunur. Son olarak T € Lgsror,p(X,Y) oldugu gosterilmelidir. (u,) ve (a,(T))
dizilerinin azalan oldugu ve (3.1) esitsizligi ile (S2) 6zelligi kullanilarak her n € N
icin

n n !
Z uia; (T) = upi—1azi—1 (T)+ Z upian; (T)
i=1 i=1 =1
n
< (upi—1 +uoi)azi—1 (T)
i=1
n
< MY wuiazi1(T)
i=1
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= M) wairi (T —Tn+Ty)

n
i=1

< M (il u;a; (T — Tm) -+ il u;a; (Tm)>

esitsizligine ulasilir. Her m icin T, € Lgsror,p(X,Y) olur ve m — oo igin || T,, — T'||g — 0

oldugundan Minkowski esitsizligi yardimiyla

VRS
|_
oL
<
S
=
N——
— 3
|
A
<
s
VR
|_
N
<
S
5
&
_|_
b
=
8
&
N——
.
RSTE

£ (i facr )]
o5, ) ]

n=1 \Wn i=1

IA
<

< oo

elde edilir. Dolayisiyla T € Lgsror. p(X,Y) bulunur. Béylece [LGSTOL Pival B} nin bir

kuasi-Banach operator ideal oldugu gosterilmis olur. [

Siradaki teoremde /,, tipindeki doniistimlerin genellestirilmis Stolz doniigtimleri sinifinin

icinde kaldi81 ispatlanacaktir.

Teorem 3.4. Eger lgn u, = u # 0 ise [, tipindeki doniisiimler sinifi genellestirilmig Stolz
n—oo

doniigiimleri siifinin iginde kalir (1 < p < o0).

Ispat. li_r>n up =u#0ve T € L(X,Y) olsun. (u,) ve (w,) dizilerinin ozellikleri

kullanilarak
= (] & ooy & e & (1 d
Z (—Zu,a, (T)) < Z (nu Za,-(T)) = (7> Z <—Za,(T)>
n=1 nij=1 n=1 ni=1 n=1 i=1

esitsizligi elde edilir. Hardy esitsizligi ve ¥ aj (T) < o oldugu kullanilarak

n=1



olur. Buradan

bulunur.

Boylece [, tipindeki doniigiimlerin sinifi 1 < p < oo igin genellestirilmis Stolz doniigtimleri

siifinin i¢inde kalir. 0

Teorem 3.5. Eger 1i_r>n u, =u#0ise 1 < p <ooigin HTH%) kuasi-normu ile
n—soo

Ispat. (u,) ve (a, (T)) dizileri azalan oldugundan

kuasi-normu denktir.

elde edilir. Eger 1i_r>n u, = u # 0 ise her k € N igin
n—oo

:I'—‘

n=1

Fan)

wfam <t (Lfum) <(4) (L) Lo

upéa;;( i (WZ )p— )X (

olur. Buradan her k € N icin Hardy esitsizligi yardimiyla

elde edilir. Dolayisiyla ¢ fonksiyonunun 6zellikleri ve Not 2.56 kullanilarak

uj p
< -
ullTlly,, <715, < (%) (p_l) I7lly,,
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esitsizligi elde edilir. Boylece istenilen sonug elde edilmis olur. [

Sonug 3.6. Ozel olarak Teorem 3.5 de u; = 0 ve wy, = 0 + 0+ ...+ o, alinirsa ¢ < 1
icin [51] nolu ¢alismadaki Teorem 1.4 elde edilir. Eger Teorem 3.5de u; =1 ve w, =n
alinirsa [51] nolu calismadaki Onerme 1.2 elde edilir.

1 1 1 1
Teorem3.7. | = —+—-, —=—-+—-ve 1 < p < oo olsun.

1
s t p q r

ORRS

\ ¢
[o] 1 n
LosroLsqX,Y) = TeLX,Y): | Y <— Y uia} (T)> < oo

n=1 Wn i=1

olmak iizere S € LGSTOL,s,q<X7Y) veT € LGSTOL,z,r(va) ise ST € LGSTOL,p (X,Y) dir.

Ispat. n =1,2,... icin

n n
Y ai(ST) <2 [ai(S)ai(T)] (3.6)
i=1 i=1
PP . o I 11 1 1
esitsizliginin saglandigi [69] nolu ¢alismada gosterilmistir. 1 = —+ -, — = — 4 — olmak

s t p q r
tizere, (3.6) esitsizligi ve Holder esitsizligi kullanilarak

o n PN\ o
IST | GsroL, = (Z (wLnZuiai(ST)> )p

IN

(\9]
-~
ok
VR
|H
\'Mz

=

8

)

8

=
N———
~
S |

IN
()

IA
)
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n n
= [ L wia;(S) ' o [ X wia(T) t
< 2 = =
A Ll
< oo
elde edilir. Boylece ST € LGSTOL,p (X,Y) bulunur. O

Onerme 3.8. 1 < p < g <eoigin Lgstor,p € LgstoL,q kapsamasi saglanir.
Ispat. 1 < p < g < e iginl, C I, oldugundan bu kapsama agiktir. O

Simdi s-say1 dizilerinin diger 6rnekleri kullanilarak olugturulan siniflar ve bu simiflarin

birbirleriyle olan iligkileri incelenecektir.

Tamm 3.9. p = (U, (7)) ile s = (54 (7)), ¢ = (ca(T)), d = (dn(T)), x = (xa(T)),
y= (yu(T)) ve h = (h,(T)) say1 dizileri yardimiyla olusturulan siniflar ng)TOLH p ile

gosterilir ve

n

P
i 1
ng)TOL,p(XvY):{TGL(Xay):Z (W—Zuiui(T)> <°°}; l<p<oo
n=1 nj

=y
seklinde tammlanir. Her bir sinifa ait || T[4 ;) kuasi-normu

oo 1 n p 117
Y (— )y uiﬂi(T)>

n=1 \Wn i=1

B.(u) — E‘, <ﬂ)p
n=1 \Wn

17|

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.10. 1 < p < o olmak iizere eger s-say1 dizisi birebir ise Lg;TOL vl MS)]

kuasi-Banach operator ideali de birebirdir.
Ispat. 1 < p < oo olsun. Bir I € L(Y,Y;) igine metrigi ve her T € L(X,Y) i¢in IT €

L(S)

GSTOL,p (X,Yp) olsun. Bu durumda

oo 1 & p
Z <—Zu,~si (1T)> < o0
n=1 \Wn =
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yazilabilir. s = (s,,) birebir oldugundan her T € L(X,Y) ve n=1,2,... i¢in

sp(T) = s, (IT) 3.7)

olur. Boylece

bulunur. Dolayisiyla T’ € Lg;TOL. » (X,Y) dir. Ayrica (3.7) esitliginden

. 1 n p %
)» (— X uisi (IT))

n=1 \Wn i=1

IT =
i n=1 \Wn

= |= =7

B.(s)

elde edilir. Bu ise [LE%TOL 21T Mg s)] kuasi-Banach operator idealinin birebir oldugunu

gosterir. [

Sonug 3.11. Gelfand ve Weyl say1 dizileri birebirdir. Dolayisiyla [LS;TOL . 1T, C)]

ve L%TOL’ 1Tl li(X)] kuasi-Banach operator idealleri de birebirdir [24].

Teorem 3.12. 1 < p < oo olmak lizere eger s-say1 dizisi orten ise [L(GS;TOL vl ﬁ,(s)]

kuasi-Banach operator ideali ortendir.

Ispat. 1 < p < oo olsun. Bir S € L(Xp,X) iizerine metrigi ve her T € L(X,Y) igin
TS € Ligror, ,(Xo,Y) olsun. O halde

il (L zn:uis,-(TS)> < o

Wn i =

dir. s = (s,) Orten oldugundan her 7 € L(X,Y) ven=1,2,... i¢in

sn(T) =5, (TS) (3.8)
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olup
— u;s; (T) = — Uu;s; (TS) < o0
w n=1 \Wn i=1

dir. Boylece T € L(GS;TOL. » (X,Y) olur. Diger taraftan (3.8) esitliginden

i po L
)y (— )y MiSi(TS))

. n=1 \Wn i=1

ITSllg,5) =

oo - u p
L ngl (W_n>

') u P
L ngl (W_n)

elde edilir. Bu durum {L(GS;TOLP,HTH [3.,(s)j| kuasi-Banach operator idealinin orten

oldugunu gosterir. [

Sonug 3.13. Kolmogorov ve Chang say1 dizileri 6rten oldugundan Lng)TOL » IIT|| B d)]

ve L(C);)g‘TOL, 1Tl ﬁ,(y)] kuasi-Banach operator idealleri de 6rtendir [24].

Teorem 3.14. 1 < p < oo olmak lizere

- (c) (x) (h)
) Lesrorp € Lgsrorp € Lésror,y € Lesrorp Ve

r (d) (») (h)
i) LgstoL,p © LGSTOL,p < LGSTOL,p c LGSTOL,p

kapsama bagintilar1 saglanir.

Ispat. 1 < p < e ve T € Lgsror,p olsun. Bu durumda

oo 1 & p
Z(—Zuiai(T)> < oo

n=1 \Wn =

dir. Dolayistyla Onerme 2.33 den

- 1 n P
; (W_n ;Mihi(T)>

AN I
Ms TP
/N~
- F|=

M= T

= =

8 &

5 =
N— " ~~—

(VA
ok
VR
€|>—

S

TP

=

O

=
N——
e



veE

(VAN
s
|
=
8
=
~
<
AN
8

esitsizliklerinin saglandig1 goriiliir. Boylece kapsama bagintilar1 saglanir. 0

Teorem 3.15. 1 < p < o i¢in Lgsror,, operator ideali simetrik ve ngTOL’ , operator

ideali tam simetriktir.

Ispat. 1 < p < o olsun. Oncelikle LGstoLp € (LGSTOLJQ)/ kapsama bagintisinin

saglandig1 gosterilecektir. T € LgsroL,p olsun. Bu durumda

olur. Onerme 2.42 den a,, (T’) < a, (T) oldugu bilinmektedir. Boylece

i( Zual ) Z( Zu,a, )p<oo

Wn iZ Wn i Z
elde edilir. Buradan T € (LGSTOL, p)/ bulunur. Sonug olarak Lgsror,p simetriktir.

!/ ..
Simdi de L(C?S)TOL = <L(GhS)T0L p) esitliginin saglandig1 gosterilecektir. Onerme 2.45 den

hy (T') = hy, (T) oldugu bilinmektedir. Buradan
— Y wihi (T
£ (i Eunr)) ~E (5 Euner)

elde edilir. Yani Lng)TOL, » tam simetriktir. L]

/
Teorem 3.16. 1 < p < o olmak iizere ngTOL = <Lng)T0L p) esitligi ve L(GdS)TOL » C

/
<L§;T0L’ p> kapsama bagintis1 saglanir. Ayrica kompakt operatorler icin Lng)TOL, =

/
(L(GC;TOL p) esitligi saglanir.
Ispat. 1 < p < oo olsun. Onerme 2.43 den ¢, (T) = d,, (T') ve ¢, (T") < d,, (T) ifadeleri

bilinmektedir. Ayrica T kompakt oldugunda ¢, (T”) = d,, (T) dir. Bu bilgiler kullanilarak
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istenilen saglanir. O

i /
Teorem 3.17. 1 < p < oo olmak iizere L(GX;TOL,p = ( GSTOLP) ve L,

/
(L(GngOL p) bagintilar1 saglanir.

Ispat. 1 < p < oo olmak iizere, Onerme 2.44 de verilen x,, (T) =y, (T") ve y, (T) = x, (T")

bagintilar1 kullanilarak ispat tamamlanir. U

3.2. GENELLESTIRILMIS YAKLASIM SAYILARI ILE URETILEN
() Q a
OPERATOR SINIFLARI L, , ve 3¢

Bu béliimde Tanim 2.59 da tanimlanan genellestirilmis yaklagim sayilar1 kullanilarak
genellestirilmis Stolz doniisiimlerinin smifi L., » (X,Y) ve simetrik norm fonksiyonu

kullanilarak Sg( : sinifi tanimlanacaktir.
p

Tamim 3.18. 3 (X,Y) bir operator ideal, o bir ideal norm, 7 € 3 (X,Y) olmak iizere
0 < p < = i¢in genellestirilmis yaklasim sayilar1 kullanilarak iiretilen genellestirilmis

Stolz doniigtimlerinin sinift Lgro;p , (X,Y)

Lo, (X,Y) = { glwi; r<oo}

n

seklinde tanimlanir.

Tanim 3.19. Genellestirilmis yaklasim sayilar1 kullanilarak / I‘j‘ tipindeki operatorler

n=1

Ll‘;‘(X,Y):{TeSXY Y (a7 };O<p<°°

seklinde tanimlanir.

Siradaki teoremde /) tipindeki doniigiimlerin, genellestirilmis yaklagim sayilari kul-
lanilarak iiretilen genellestirilmis Stolz doniisiimlerinin sinifinin i¢inde kaldig1 gosterile-

cektir.
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Teorem 3.20. 1 < p < oo olsun. Eger lgll uy = u # 0 ise [} tipindeki doniigiimlerin sinifi

LGsror. » (X,Y) sinifinin i¢inde kalir.

Ispat. 1 < p <o veT €3 (X,Y) olsun. li_r>n up, # 0 olmast ve (uy), (w,) dizilerinin
n—oo

ozellikleri kullanilarak

5 (L g ) <F (g )pg<g>”g<;§af<T>)p

esitsizligi yazilabilir. Z (a%(T))? < oo oldugundan Hardy esitsizligi kullanilarak

A E(

Py %ia?‘(T)yg(u_;>p(1%l)l’;(agm)p<w

i=1

elde edilir. Buradan

i (Winzn:uia?‘ (T)) < oo

=1
sonucuna ulagilir. Boylece /) tipindeki doniigiimlerin smifi Lggro, » (X,Y) sinifinin

icinde kalir. 0

Tanim 3.21. Simetrik norm fonksiyonu kullanilarak operator ideallerin yeni bir sinifi

olan Sg‘ sinifi
(p)

3o, (X,Y):{TES(X Y) ({WHZM, }) <oo}

olarak tanimlanir.

1
Simdi ¢, ({ — }) < oo olmak iizere 33‘@) (X,Y) sinifimin bir operator ideal oldugu ve

n

bu sinifin ||T

;’(Y) kuasi-normu ile bir kuasi-normlu operator ideal oldugu gosterilecektir.
p

1
Teorem 3.22. 1 < p < oo olsun. Eger (w,) dizisi igin ¢, <{—}) < oo sgarti
w

n
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saglantyorsa Sg( : (X,Y) siufi
p

1 n
., P(p) <{w_n,~)—:1 uia?‘(T)})
||TH¢<’:> = -

oo ()

kuasi-normu ile bir kuasi-normlu operator idealdir.

Ispat. Operator ideal ve ideal kuasi-norm 6zellikleri birlikte incelenecektir.
x' € X',y €Y ise ¥ ®y operatoriiniin ranki birdir. Boylece her n > 2 igin a% (¥’ ® y) =0
dir. Simetrik norm fonksiyonunun ve genellestirilmis yaklagim sayilarimin 6zellikleri

kullanilarak

(L))

=[]yl <o

elde edilir. Boylece X ® y € Sg(p) (X,Y) oldugu ve ||x/®)’||$(’13; = |||l |ly|| esitliginin

saglandig goriiliir.

S, T e 33‘@) (X,Y) olsun. (2.4) esitsizligi ve simetrik norm fonksiyonunun 6zellikleri

kullanilarak

(g Euesen})
jsergy = e
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IA

= 2[Islg? + TN | <

bulunur. Boylece S+ T € Sg‘( : (X,Y) oldugu ve ||S+T|
p

avy < |:
ooy = 2 |IIS]

oy oy
T
Pp) +li H‘Pu»)]

esitsizliginin saglandig1 gosterilmis olur.

Simdi S € 58‘( : (X,Y), T €3 (Xp,X) ve R € 3 (Y,Yy) olsun. Buradan
V2

ay _ P(p) ({Winiiuiai“ (RST)})
9p) y ({ % })
o ({WLE ui[[R]laf* (S) ||T|]}>
9p) ({%})
Lo,
RIS ((P{w(?]} )<S>})
o\

oy
< o
Pp)

||RST |

IN

= [IRINTIIS]

elde edilir. Boylece RST € 3¢ | (Xo,¥) oldugu ve HRSTHS‘(QZ < IRIINTI IS f;‘(; esitsiz-

liginin saglandi81 gosterilmis olur.

Sonug olarak Sg( | (X,Y) bir operator idealdir. Ayrica ||-| g(”; fonksiyonu SO‘( : (X,Y)
p p p

tizerinde bir kuasi-normdur.
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Teorem 3.23. lgn u, # 0 olsun. Bu durumda ||T||$(p) kuasi-normu 1 < p < o i¢gin
n—oo
7% = ¢ Li"u.a(x(r)
o TP\, =

(T)) dizileri azalan oldugu igin

kuasi-normu ile denktir.

Ispat. (u,) ve (a

o
n

—nuna <—Zua <—u12a
n wn /= nuy,

yazilabilir. Burada n = 1 den k ya kadar toplam alindi§inda

< g (L) < £ (2o

elde edilir. Ayrica 1i_r>n u, = u # 0 oldugundan her £ € N igin
n—oo

k k | & p up\p & (1 p
DNCICIEDy (—zuiamm) <(%)'x (; Y. af <T>)

esitsizligi saglanir. Dolayisiyla Hardy esitsizligi kullanilarak her k € N i¢in

k k n p u P k .
epemr L (B < () ke

i=1

bulunur. ¢ fonksiyonunun 6zellikleri ve Not 2.56 kullanilarak

i, <1717 = () (52) 17,

esitsizligi elde edilir. Boylece verilen kuasi-normlarin denkligi ispatlanmis olur. 0

Ornek 3.24. Ozel olarak (u,) = (2{’5; > )s (wa) = (n) ve ¢(x) = {‘,xi segilirse

i=1
1 n
w({HE@en))
gy = =

kuasi-normu ile bir operator ideal elde edilir.
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4. BLOK DIZI UZAYLARI

Bu boliimde 1 < p < oo i¢in [16] nolu ¢alismada Foroutannia tarafindan tanimlanan

p
<w}

dizi uzay1 kullanilarak iiretilen ii¢ farkli operator ideal tanimlanacaktir. Daha sonra

) X

JEEy

lp(E):{x:(xn)Ea): i

n=1

bu operator idealler tizerinde tanimlanan kuasi-normlar ile kuasi-Banach operator ideal
olduklar1 gosterilecektir. Ayrica s-say1 dizilerinin diger 6rnekleri kullanilarak iiretilen
siniflarin birbirleri ile iligkileri incelenecektir. Son olarak elde edilen yeni operator idealler

tizerindeki bazi kuasi-normlarin denk olup olmadiklar: arastirilacaktir.
4.1. s-TIPINDEKI /, (E) OPERATORLERININ SINIFI L, £

Bu béliimde /, tipindeki operatorler sinifinin genellestirmesi olan s-tipindeki [, (E)
operatorlerinin sinifi verilecek daha sonra bu sinifin {izerinde tanimlanan bir kuasi-norm
ile kuasi-Banach operator ideal oldugu gosterilecektir. Ayrica s-say1 dizilerinin diger

ornekleri kullanilarak iiretilen siniflarin birbirleri ile olan iligkileri arastirilacaktir.

Tanmm 4.1. Bir 7 € L(X,Y) operatorii eger 1 < p < oo igin

sartin1 sagliyorsa 7' ye s-tipindeki [, (E)) operatordiir denir. Tiim s-tipindeki [, (E) opera-

torlerin sinifi L, £(X,Y) ile gosterilir.

Ornek 4.2. E, in farkli durumlar igin elde edilen siniflara Grnekler verilecektir.

a) n=1,2,...i¢in E, = {n} ve 5,(T) = a,(T) alinirsa L, g(X,Y) sinifi [, tipindeki

operatorler sinifina indirgenir.
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b) E, ={2n—1,2n} i¢in

HM8

h
:"’
_I_
o)
S
-’
s
VAN

8

sartin1 saglayan T operatorleri L, (X ,Y) sinifinin icinde kalir.

Teorem 4.3. L, g sifi 1 < p < oo i¢in bir operator idealdir.

Ispat. ¥’ € X ve y € Y olsun. ¥’ ® y operatoriiniin ranki bir oldugundan her n > 2 igin

sp (X ®y) = 0 olur. Boylece

i(Z SJ(X’®y)> = (51 (¥ @) = ¥ @y||” = [|¥]|" Iy]]” < =

esitsizligi saglamr. Dolayisiyla x’ ®y € L, g olur.

S,T € L, g olsun. (s,(7T)) dizisinin azalanlig1 ve (S2) 6zelliginin kullanilmastyla

o P o P
)3 (Z SJ(S+T)> < ) (Z s2j-1(S+T)+ ) szj(S+T)>

n=1 \jEE, n=1 \ jEE, j€E,
r p
< Y (2) s2-1(847)
n=1 JEE,
oo p
< Z Z $i(S)+s;(T
n=1 JEE,

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik ile birlikte Minkowski esitsizligi kullanilirsa

(

el

(Zsj(S-i-T))p)}) < <22p<2S1 ) +5,(T ),,)}’

JjEE, JEE,

IN

(2< ¥ 55))

n=1 jeEk,

8
N——
|
+
S
1re
\.A
m
o
=
3
=
N——
|

bulunur. Boylece S+ T € L), g olur.
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AyricaR € L(Y,Yy), S€ Ly e(X,Y) ve T € L(Xo,X) i¢in

)y (Z 5 (RST) ) ) (2 IRINTIs, <s>> <IRPITI X (Z 5 <s>)p<oo

JEE, JEE JEE

esitsizligi saglamr. Buradan RST € L, £ (Xo,Yp) oldugu goriilmektedir.

Sonug olarak L, ¢ (X,Y’) bir operator idealdir. O

PN\ p
Teorem 4.4. |||, = Z Y si(T )) ) seklinde tanimlanan |-, ; fonksiyonu
B ~1 je a )

L, g operator ideali ﬁzerlnde bir kuasi-normdur.

Ispat. X' € X ve y € Y olsun. ¥’ ® y operatdriiniin ranki bir oldugundan her n > 2 icin

sp (X ®y) = 0 olur ve

(i (Z s (x’®y))p>; = ((s1 (¢ ®3))")7 =W &]| = ]| Iyl

n=1

esitsizligi saglanir. Boylece [|x' @[, z = [[¥/[| [y olur.

S,T € Ly, g olmak tizere (s,(7T')) dizisinin azalanlig1 ve (S2) dzelliginin kullanilmasiyla

oo p
Z (Z $2j—1(S+T)+ Z szj(S+T)>

ol
—

Ng

&

©“

+

=
N——
e

AN

n=1 \JEE, n=1 \JEE, JEE,
o P
< Y [2) s21(5+7)
n=1 JEE,
oo p
< Z 2 Z sj +sj
n=1 JEE,

elde edilir. Bu esitsizlikte Minkowski esitsizligi uygulanirsa

(Z(Zs] (s+1)) )P < (izp(zsj(s)ﬂjm)p);

n=1 "jeE,



bulunur. Buradan

15+ TN <2 (IS0, + 1Tl

olur. Son olarak R € L(Y,Yy), S€ L, g(X,Y) ve T € L(Xp,X) igin

(i @"Sj(RST))p); - (i (ZE RTs,~<s>)p);
< |IRINT]| <i (]EZE § (5))17)}7

g < IRINTIIISI] .

esitsizligi saglandigindan

dir. Sonug olarak |||,  fonksiyonunun L, g operator ideali iizerinde bir kuasi-norm

oldugu gosterilmis olur. [

Teorem 4.5. 1 < p < oo igin [L,,_}E(X YT, E} bir kuasi-Banach operator idealdir.

Ispat. 1 < p < oo olsun. Bu durumda T € L, (X,Y) i¢in
- P >
1T, = <Z (Z S (T)> ) > [T (4.1)
=1 JEE,

(Tm), Lp.£(X,Y) tizerinde bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her € > 0 i¢in bir np € N

esitsizligi saglanir.

vardir dyle ki her m,[ > ng icin
T~ Till iz < & “2)
dir. (4.1) ve (4.2) esitsizliklerinden
1T =Tl < T = Till, p < €

oldugu goriiliir. Boylece (7,,) dizisinin L(X,Y) tizerinde bir Cauchy dizisi oldugu
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goriiliir. Y bir Banach uzay1 oldugundan L (X,Y) de bir Banach uzayidir. Bu yiizden
T € L(X,Y)i¢in m — coiken ||T;,, — T|| = 0 dir. $imdi T € L, g (X,Y) i¢in m — oo iken

|Tn—T||, g — 0 oldugu gosterilecektir.

Her m,l € N igin T,,, T;, T € L(X,Y) oldugundan 7; — T,, ve T — T,, operatorleri de
L(X,Y) siifindadir. Lemma 2.31 den her m,! € N i¢in

[0 (71 = Tn) =50 (T = T)| < [|T1 =T = (T = T) || = IT: = T

esitsizligi saglanir. / — oo i¢in 7j — T oldugundan her [ > ng i¢in |7} — T|| < € yazilabilir.

Buradan [ — o ve her m > ng i¢in
sn(Ty—Ty) — su (T —T,); (neN) 4.3)

elde edilir. Diger taraftan (4.2) esitsizliginden her m,[ > ng icin

- P\ b
1T =Till e = (Z (Z Sj(Tm_Tl)> ) <€

n=1 \J€EE,

esitsizligi saglanir. (4.3) kullanilarak [ — o0 ve m > ng i¢in

dir. Dolayisiyla her m > ng icin
1T =T, p <

bulunur. Son olarak T € L, g (X,Y) oldugu gosterilmelidir. s-say1 dizisinin 6zellikleri

kullanilarak

i (Z SJ(T)>p

IA
ok
N
e
g
i
G
_|_
g
(%)
g
G
T SN————
S

n=1 \JEE, n=1 \J€EE, JjEE,
< Y (2) 5251 (T—Tu+Tn)
n=1 JEE,



< 2’1 (2 ) Sj(T—Tm)+Sj(Tm>>

JEE,

esitsizlifine ulagihr. Her m igin T, € Lp g (X,Y) ve m — oo i¢in ||T,, — T,z — 0

oldugundan, son bulunan esitsizlikler tizerinde Minkowski esitsizligi kullanilarak

S
sk
~
filygl
&h
=
N—
hS]
N——
<=
IN
[\
S
sk
h
i~
\h
Pﬂ
s
+
\h
s
N———
<
N———
|

{5z =)) (5 (5
n=1 \JEE, n=1 \JEE,

< oo

bulunur. Dolayisiyla T € L,  (X,Y) olur. Boylece (Lp7E, 171, E) nin bir kuasi-Banach

operator ideal oldugu gosterilmis olur. [

Onerme 4.6. 1 < p < g < coigin Ly e C Ly g kapsamasi saglanir.
Ispat. 1 < p < g < eoigin l, C I, oldugu i¢in bu kapsama agiktir. [

Simdi s-say1 dizilerinin diger ornekleri ile olusturulan smiflar tanimlanacak ve bu siniflar

arasindaki bagintilar incelenecektir.

Tanmm 4.7. u = (u, (7)) ile a = (a,(T)), c = (cu(T)), d = (dy(T)), x = (x,(T)),

y=(yu(T)) ve h = (h,(T)) say1 dizileri yardimtyla olusturulan siniflar Ll(;f gj ile gosterilir

veE

- p
LY (x,y) = {TEL(X,Y): y (Z ,uj(T)> <oo}; 1<p<oo

n=1 \JEE,

seklinde tamimlanir. Her bir simifa ait ||T H;“ g kuasi-normu

. N
17|l = (Z (Z u;<T>> )
n=1 \JEE,

Teorem 4.8. 1 < p < oo olmak iizere eger s-say1 dizisi birebir ise [ijE, 17, E} kuasi-

seklinde tanimlanir.

Banach operator ideali de birebirdir.
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Ispat. 1 < p < oo olsun. Bir I € L(Y,Y,) igine metrigi ve her T € L(X,Y) i¢in IT €
L, £ (X,Yp) olsun. Bu durumda

dir. s = (s,) birebir oldugundan her 7 € L(X,Y) ve n = 1,2,... igin

sn(T) =5, (IT) 4.4)

- p oo p
Y (Z 5j ( ) = (Z sj(IT)> < oo
n=1 =1
bulunur. Dolayisiyla T € L, g (X,Y) dir. Ayrica (4.4) esitliginden
4 P\ v
s = (£ (2 0m) )
n=1 \j€E,
N
~(E(g ) ) =i
JEE,

elde edilir. Sonug olarak [LP,E, 17, E} kuasi-Banach operator ideali birebirdir. O

olur. Boylece

Sonug 4.9. Gelfand ve Weyl say1 dizileri birebirdir. Dolayisiyla [L;f}s, HT||§JC%] ve
[Lﬁjf};, T ||§jf}5] kuasi-Banach operator idealleri de birebirdir [24].

Teorem 4.10. 1 < p < oo olmak iizere eger s-say1 dizisi Orten ise [LP’E, 17, E] kuasi-

Banach operator ideali ortendir.
Ispat. 1 < p < oo olsun. Bir S € L(Xp,X) iizerine metrigi ve her T € L(X,Y) igin
TS € L, £ (Xo,Y) olsun. O halde

55 -

JEE

dir. s = (s,) Orten oldugundan her 7 € L(X,Y) ven=1,2,... i¢in

sn(T) =5, (TS) 4.5)
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olup

3 (Z s )p: y (_Z sj(TS)>p<oo

n=1 \JjEE

Mwﬂ==<i<§waw>>

bulunur. Bu durum [LP,E, T || p7E] kuasi-Banach operator idealinin orten oldugunu

gosterir. [

Sonug 4.11. Kolmogorov ve Chang say1 dizileri 6rten oldugundan [LI(;?E, HT||1(Dd2E] ve

[Lg’ 35, [ TH;y 35] kuasi-Banach operator idealleri de 6rtendir [24].

Teorem 4.12. 1 < p < o olmak iizere

Lt cath € e
a h
i et Lol

kapsama bagintilar1 saglanir.

Ispat. 1 <p<ooveT € L;al)g olsun. Bu durumda

dir. Dolayisiyla Onerme 2.33 dan

i(&ﬁ”ﬂpﬂ i(Zwﬂ)

IN
13
~.
gl
\Q
E
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veE

IN
13
gl
S
=
~
~
A\
8

esitsizliklerinin saglandig1 goriiliir. Boylece kapsama bagintilar1 saglanir. 0

Teorem 4.13. 1 < p < o i¢in Lg’% operatOr ideali simetrik ve Lg% operator ideali tam

simetriktir.

. .. /

Ispat. 1 < p < o olsun. Oncelikle LI(;% C (LE;%) kapsama bagintisinin saglandigi
(@)

gosterilecektir. T € L,k olsun. Bu durumda

olur. Onerme 2.42 den a, (T’) < a, (T) oldugu bilinmektedir. Boylece

2 (,é a; (T") ) Z (,GZE aj<T>>p<oo

elde edilir. Buradan 7' € (L( @) ) bulunur. Sonug olarak LEH)E simetriktir.

/ .o
Simdi de Lﬁ,@i = (L;%) esitliginin saglandig1 gosterilecektir. Onerme 2.45 den hy, (T') =
hy (T) oldugu bilinmektedir. Buradan

elde edilir. Yani Lg% tam simetriktir. O
/
Teorem 4.14. 1 < p < o olmak lizere L;C%s = (Léd1)5> e§1t11g1 ve Lédl)f ( L ) kapsama

bagintis1 saglanir. Ayrica kompakt operatorler i¢in Lp £ = ( ) esitligi saglanir.
(r

Ispat. 1 < p < % olsun. Onerme 2.43 den ¢, (T) =d, (T") ve ¢, (T') < d,, (T) ifadelerinin
saglandig1 bilinmektedir. Ayrica T kompakt oldugunda ¢, (T') = d, (T) esitligi de

saglanir. Bu bilgiler kullanilarak istenilen elde edilir. 0
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/ !/
Teorem 4.15. 1 < p < o olmak lizere Lp)% = (Lg 35) ve Lg 35 = (LS%) bagintilari

saglanir.
Ispat. 1 < p < oo olmak iizere Onerme 2.44 de verilen x,, (T) =y, (T") ve y, (T ) = x,, (T")

bagintilar1 kullanilarak ispat tamamlanir. [

4.2. SIMETRIK NORM FONKSIYONU VE s- TIPINDEKI /,(E) OPERATOR-
LERI iLE URETILEN OPERATORLERIN SINIFI Ly, E

Bu boliimde L, g (X,Y) operator ideali ve simetrik norm fonksiyonu ¢(p) kullamlarak
yeni bir operator sinifi tanimlanacaktir. Bu sinifin bir operator ideal oldugu ve iizerinde
tanimli kuasi-norm ile bir kuasi-Banach operator ideal oldugu ispatlanacaktir. Ayrica
s-say1 dizilerinin diger ornekleri kullanilarak iiretilen siniflarin birbirleri ile olan iligkileri

arastirtlacaktir.

Tanim 4.16. 1 < p < « olmak iizere bir 7 € L(X,Y) operatorii

(P(p) ({ ZE S (T)}) < o0

sartin1 sagliyorsa L¢(p) £ sinifina aittir denir.

Ornek 4.17. E, = {3n—2,3n—1,3n} icin

O(p) ({53n—2(T) +530-1(T) +532(T)}) < oo

sartin1 saglayan 7" operatorii L%) £ smifina aittir.

Teorem 4.18. Ly, .E siift 1 < p < oo i¢in bir operator idealdir.

Ispat. ¥’ € X ve y € Y olsun. X’ ® y operatoriiniin ranki bir oldugundan her n > 2 i¢in

sp (X' ®@y) = 0 dir. Boylece ¢ fonksiyonunun 6zellikleri kullanilarak

wol{gawen}) - an({Zowen gowen..})

= ) ({s1 (*®y),0,0,.... })
= (s1 (¥ ®y)) ¢ ({1,0,0,...,})
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= si(@@y)-1=|¥ ey =[xl <=
elde edilir. Buradan X' ® y € Ly, £ oldugu goriiliir.

S, T e Ly,.E olmak tizere (¢5) 6zelligi kullanilarak

() ({Zsj(S+T)}) < o) {ZSZ] 1 (S+T1) +Zs2] S+T)})
JEE, JEE, JEE
Y 2S2j—1(S+T)}>

VAN

sy

=
/\/\/\/\

IN
s
=
[\
YR
g
L
)
+
g
<
3
N————
——
N———

A

\®)
1

sy

)
VR
~
i

&

©
—
~

+

=

>
VR
~
il v

&

3
—
N~
| I |

elde edilir. Boylece S+ T € L%) £ oldugu goriiliir.

ReL(Y,Yy),S €Ly, r(X,Y)veT €L(Xo,X) olmak iizere

y (Zs] RST) < i(z HRHHTIISJ'(S>>

n=1 \jEE, JEEy

< R Z (Z 5] (S)>

JEE,

esitsizligi saglanir ve ¢ fonksiyonunun 6zellikleri kullanilarak

) ({ L <RST>}> < IRIIT] 9 ({ Lo <S>}) <o

elde edilir. Boylece RST € Ly, £ (X,Y) olur.

Sonug¢ olarak Ly, E (X,Y) smifinin operator ideallerinin tiim 6zelliklerini sagladigi
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gosterilmis olur. [

Teorem 4.19. ||T|| Py E = P(p) jeZE s;(T) ) seklinde tanimlanan ||-|| O E fonk-
siyonu Ly, e operator ideali iizerinde bir kuasi-normdur.

Ispat. X' € X ve y € Y olmak iizere Teorem 4.18 deki adimlar izlenerek

o ({ £ ¢ |) =11l =1l =¥

JEEn

esitligi saglanir.

S, T e L%) £ olmak lizere Teorem 4.18 deki adimlar takip edilerek

S ) R )

I5+Tllg, & <2 (ISNg, &+ 1Tl .z )

sonucu elde edilir.

ReL(Y,Yo),S€Ly, k(X,Y)veT €L(Xo,X) olmak iizere

Pip) ({ ) Sj(RST)}> < IRINT] ) ({ )y Sj(S)}>
j€En jEEn

esitsizligi saglanir. Dolayisiyla
R < |IR
| ST||¢(p),E < [[RINT] ”SH(])([,),E

dir. Sonug olarak ||- ||¢(,,) g fonksiyonunun Ly, £ operator ideali tizerinde bir kuasi-norm
oldugu gosterilmis olur. [
Teorem 4.20. 1 < p < oo igin [L¢<,,),E, T || va} bir kuasi-Banach operator idealdir.

Ispat. 1 < p < oo olsun. Bu durumda T € L%) E 1¢in

nn%ﬁ:%({zww%>mm| (4.6)

JEEy
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esitsizligi saglanir. (75,), Ly, E (X,Y) tizerinde bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her

€ > 0 i¢in bir ng € N vardir 6yle ki her m,l > ng i¢in
dir. (4.6) ve (4.7) esitsizlikleri birlikte kullanildiginda
1T~ T3l < 1T~ Tllg, 1 <

oldugu goriiliir. Boylece (7,,) dizisinin L(X,Y) iizerinde bir Cauchy dizisi oldugu
goriiliir. Y bir Banach uzay1 oldugundan L (X,Y) de bir Banach uzayidir. Bu yiizden
T € L(X,Y)ig¢inm — coiken ||T,, = T|| — O olur. $imdi T € Ly, £ (X,Y) igin m — oo
iken |, —Tillg , x — O oldugu gosterilecektir.

Her m,l € N i¢in T, Tj, T € L(X,Y) oldugundan 7; — T,,, ve T — T,, operatorleri de
L(X,Y) siufindadir. Lemma 2.31 den her m,/ € N i¢in

‘MCE_EM_&AT_JhHSHE_JE_(T_ZOH:HE_TH

esitsizligi saglanir. [ — oo igin 7j — T oldugundan her [ > ng igin ||7; — T'|| < € yazilabilir.

Buradan [ — oo ve her m > ng i¢in
Sn(Ty—Tn) = sn (T —Ty); (neN) (4.8)

elde edilir. Diger taraftan (4.7) esitsizliginden dolay1 her m,/ > ng i¢in

HTm_TlH(p(p),E = ‘P(p) ({ Z Sj(Tm_Tl>}> <E€

JEEn

dir. (4.8) den [ — o0 ve m > ng i¢in

on({5 o)) <
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olur. Dolayistyla her m > ng i¢in
[ Tl||¢(,,),E <é€

bulunur. Son olarak T' € Ly, £ (X,Y) oldugu gosterilmelidir. s-sayilarinin 6zelliklerinin
kullamlmast, her m i¢in T,y € Ly, £ (X,Y) ve m — eo igin || T, — TZH%)’E — 0 olmas1

sonucunda

o (fg)

IA
=
)

IN
=
=

JEEn

IN
=
I

IA IA
[\ <
1 %\
= -
<
—_— :
RM : g
& “
@ ~. °
~ ~~
— 2 ~
h |
| ~
3
5 N
—— —:
N——— ~
5y 3
= Nyt
3 %
N——
/N
~
i
&
S
——
N——
| S

esitsizligine ulagilir. Dolayisiyla T € L%)J; (X,Y) bulunur. Sonu¢ olarak

<L¢(p> £ T, E) nin bir kuasi-Banach operator ideal oldugu gosterilmis olur. O

Onerme 4.21. 1 < p < g < o igin Ly, < Lo, E kapsamasi saglanir.

Ispat. 1 < p < g < e iginl, C I, oldugu i¢in bu kapsama agiktir. [

Simdi s-say1 dizilerinin 6rnekleri ile olusturulan farkli siniflar tanimlanarak, bu siniflar

arasindaki bagintilar arastirilacaktir.

Tanmm 4.22. u = (w, (7)) ilea= (a,(T)),c=(ca(T)),d = (d,(T)), x = (x,(T)),
y= (3 (T)) ve h = (h,(T)) say1 dizileri yardimiyla olusturulan smiflar Lg)?)) g ile
p )

gosterilir ve

Ly p(X.Y) = {T EL(X,Y): 9, ({ Y uj(T)}) <oo}; 1<p<oo

JEE,

52



seklinde tamimlanir. Her bir simifa ait ||T H((; ))
p b

I7llgy) 2= 90p) ({ )3 uj(T)}>
JEE,

Teorem 4.23. 1 < p < o olmak iizere eger s-say1 dizisi birebir ise [L(p(p) E> ||T||¢(,,) E]

E kuasi-normu

seklinde tanimlanir.

kuasi-Banach operator ideali de birebirdir.
Ispat. 1 < p < oo olsun. Bir I € L(Y,Y)) igine metrigi ve her T € L(X,Y) i¢in IT €

Ly, £ (X,Yp) olsun. Bu durumda

¢(p) ({ ZE Sj(]T)}) < o

dir. s = (s,) birebir oldugundan her T € L(X,Y),n=1,2,.... igin

(

sp(T) = s, (IT) 4.9)

) ({Jéﬁj(ﬂ}) = () <{j§5nsj (1T)}> < oo

elde edilir. Dolaywsiyla T € Ly, £ (X,Y) olur. Ayrica (4.9) esitliginden

|’IT”¢(],),E = ) ({ Z Sj (IT)}>
JEE,
S ({ y s,-<T>}> =170, e
JEE,

elde edilir. Dolayisiyla [Lq)(p),& “THq)(,,), E} kuasi-Banach operator ideali birebirdir. [

olur. Boylece

Sonu¢ 4.24. Gelfand ve Weyl say1 dizileri birebir oldugundan [L((bc(i) B HTHE;(Z) E| Ve

(x) (x) } . o . P
[L%) eI O E kuasi-Banach operator idealleri de birebirdir [24].
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Teorem 4.25. 1 < p < eo olmak iizere efer s-say1 dizisi Orten ise |Ly , £, HTH%)’E]

kuasi-Banach operator ideali ortendir.

Ispat. 1 < p < oo olsun. Bir S € L(Xp,X) iizerine metrigi ve her T € L(X,Y) igin
TS €LY | (Xo,Y) olsun. O halde

0
%) ({ > SJ<TS)}) <o
JEE,

dir. s = (s,) Orten oldugundan her 7 € L(X,Y),n=1,2,... igin

5u(T) = 5p (TS) (4.10)

ol {n]) o ({5

dir. Boylece T € L¢(p) £ (X,Y) olur. Diger taraftan (4.10) esitliginden

olup

”TSH(;;([,),E = O {Zsj(TS)})

JEE,

= 0p) { Y Sj(T)}> =Tl £
JEE,

elde edilir. Bu durum [Lq,(p) E T O E kuasi-Banach operator idealinin 6rten oldugunu

gosterir. [

Sonug 4.26. Kolmogorov ve Chang sayi dizileri 6rten oldugundan, pr‘flzw £ HTpr‘(i]z) 7 E]

() ) ] . o - .
ve L¢(p) el b E kuasi-Banach operatér idealleri de 6rtendir [24].

Teorem 4.27. 1 < p < o olmak iizere

@ 70 0 o
! L?(pwE = L?((;;)E = L?%,),E = L?;im E Ve
i L cLY . C
1 L‘Pw):E = L¢<,,),E = L(])([,),E = L‘P(m E

kapsama bagintilar1 saglanir.
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Ispat. 1< p<ooveT e Lgf(lz)’E olsun. Buradan

(E(zem)) -

dir. Dolayistyla Onerme 2.33 dan

< oo (4.11)

VAN
D15
T~
™
&8
3
~
<

veE

i (Z hj(T)>p < i (Z yj(T)>p§ i (Z a’j(T)>p

n=1 \JEE,

(4.12)

IN
13
gl
D
=

~
~

AN

8

esitsizlikleri saglanir. (4.11) ve (4.12) esitsizliklerine (¢5) 6zelligi uygulandiginda

o (fgn)

sirastyla

%) <{j§nhj(T)}) < 9 ({j;nxjm}
}

N— — ~—
[\

\Y~

9p) ({jéhﬂ)}) < 9p) ({jényjﬂ)})ﬂ(p) ({jEZEndj(T)})
(5]

esitsizliklerinin saglandig1 goriiliir. Boylece istenilen kapsama bagintilarinin saglandigi

IN

gosterilmis olur. [
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(n)

(a) g operatOr ideali simetrik ve Ly’  operator ideali
) Pp)»

Teorem 4.28. 1 < p < = icin L¢( :
p

tam simetriktir.

. .. /
Ispat. 1 < p < oo olsun. Oncelikle L((;;)) g C <L((;:)) E) kapsama bagintisinin saglandig:
p)’ p)

(@)

gosterilecektir. T € L, olsun. Bu durumda

o {{gonl)

olur. Onerme 2.42 den a,, (T’) < a, (T) oldugu bilinmektedir. Boylece

o ({jGZEnaj (T’)}) <o) <{j§n‘”m}> <os

/
elde edilir. Buradan T € (L((p‘:)) E) bulunur. Sonug olarak Lf;(‘)) £ simetriktir. Simdi de
p)? p)

/ .o
L((P]Z) E = (Lg?) E) esitliginin saglandig1 gosterilecektir. Onerme 2.45 den h, (T') =
p)’ p)’

hy, (T) oldugu bilinmektedir. Buradan

9p) ({Jéhf (T')}> = 9(y) ({j;}fﬂ%(ﬂ})

elde edilir. Yani Lg)h) g tam simetriktir. ]
(p)

oo . (c) :< (d) )’ isi ve 7@ C( (c) )’
Teorem 4.29. 1 < p < o olmak iizere L%)’E L%)E esitligi ve L%;)E C €J¢(p),E

kapsama bagintis1 saglanir. Ayrica kompakt operatorler i¢in Lgf(l)) E= L(C()> E) esitligi
p)’ p)’

saglanir.

Ispat. 1 < p < e olsun. Onerme 2.43 den ¢, (T) = d,, (T') ve ¢, (T") < d, (T) dur. Ayrica
T kompakt oldugunda ¢, (T") = d,, (T) esitligi de saglanir. Bu bilgiler kullanilarak ispat

aciktir. -
Teorem 4.30. 1 < p < o olmak iizere L((;i)ﬁ = (

bagintilar1 saglanir.

Ispat. 1 < p < o olmak iizere, Onerme 2.43 deki x, (T) = y, (T") ve y,(T) = x, (T")

bagintilar1 kullanilarak ispat tamamlanir. [
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4.3. s-TIPINDEKI Z (u,v;1, (E)) OPERATORLERININ SINIFI L, ,

Bu bolim boyunca u = (u,) ve v = (v,) birer pozitif reel say1 dizisi olarak kabul

edilecektir.

[15] nolu ¢alismada tanimlanan Z (u,v;1,) dizi uzayinda [, dizi uzay1 yerine [, (E) dizi
P
<=f

Bu boliimde Z (u,v;1, (E)) dizi uzay: yardimiyla tanimlanan ve [28] nolu ¢alismada yer

alan gl(,s) sinifinin daha genel bir sinifi olarak yeni bir operatdr ideal tanimlanacaktir. Bu

uzay1 kullanilarak Z (u,v;[, (E)) dizi uzay1

™=

Un

Z(u,v;l,(E)) = {xe : i"l

ViXij
k=1 jeEy

seklinde tanimlanir.

operator idealin bir kuasi-Banach operator ideal oldugu gosterilecektir. Ayrica s-say1

dizisinin diger ornekleri kullanilarak tiretilen siniflarin sagladig: 6zellikler arastirilacaktir.

Tanim 4.31. Bir 7 € L(X,Y) operatorii 1 < p < oo i¢in

sartin1 sagliyorsa s-tipindeki Z(u,v;l,(E)) simfindadir denir. Tiim s-tipindeki

Z (u,v;l, (E)) operatorlerinin sintfi L, , g (X,Y) ile gosterilir.
Ornek 4.32. E, in farkli durumlari icin elde edilen bazi 6rnekler verilecektir.

(s)

a) n = 1,2,... i¢cin E, = {n} almwrsa L, ,£(X,Y) smifi ¢,’ smifina indirgenir.

L. pe(X,Y) simfi gl(,s) sinifinin bir genellestirmesidir.

b) E, = {2n—1,2n} secildiginde

Y <un Y v 1sak-1 (T) +vaesa (T)> <o
n=1 k

=1

sartin1 saglayan T operatorleri L ,, £(X,Y) simifinin icinde kalir.
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oo

Teorem 4.33. 1 < p <oove Y (uy)” <eoolsun. Budurumda L, , g (X,Y) siufi

n=1

Vok—1 +vox < My (4.13)

sart1 altinda bir operator idealdir.

Ispat. x¥' € X ve y € Y olmak iizere X’ ® y operatoriiniin ranki birdir. Dolayisiyla n > 2

i¢in s, (X’ ® y) = 0 olur. Boylece

() (vis1 (¥ @y))"

ok
Y
£
1=
g
<
=
—
[

&
=
N————

=
Il
[-1¢

3
I
—_

I
s

(un)” (v1)" [|¥' @ y[|"”

3
I
—_

I
s

(un)” (o) ||| 13117

AN
3

elde edilir. Buradan X’ ® y € L, ,, £(X,Y) olur.

S,T € L, , g(X,Y) olsun. Bu durumda

n=1 k=1 jEE

v n P v " P
E(wf E o) <o £k £ o) <o

esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizlikler, s-say1 dizisinin azalan olmasi ve (4.13) esitsizligi

kullanilarak

N

Zn: Z visj(S+T) < Z (Z voj—182j—1 (S+T)+ Z V282 S+T)>

k=1 jEE} k=1 \JEE} JEE

n
Z V2j71+V2j>S2j,1(S—I—T)

JEE

IN

=
—_

IN

MZ vj (s7(8) +5;(T))
k=1 jeE}

< Mi Y visi($)+ Y Vij(T)>

k=1 \jEE; JEE;
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elde edilir. Bu esitsizlik ile birlikte Minkowski esitsizligi kullanilirsa

IA IA
s =
s LD
N
N S
: S
- 0T
™
<
:u
)
N——
~
=
_I_
PR
s
N
F
1=
<
:o)
=
N———
~_
=
A\
8

olur. Boylece S+ T € L, , g(X,Y) elde edilir.
ReL(Y,Yy),SeL,,g(X,Y)veT € L(Xp,X) olsun. Buradan

- n » . i p
(unZ Y Vij(RST)> < ; (unZ Y ||R||||T||Vjsj(5)>

n=1\ k=1j€E; k=1 jEE;
oo n p
< [IRI"NT]” (Z (un Y ) vis (S)> > <o
n=1 k=1 jEE}
bulunur. Boylece RST € L, , £(Xo,Yo) oldugu goriiliir.
Sonug olarak L; ,, £(X,Y) bir operator idealdir. O
o [ P\

Yl X X vsi(T)

n=1 k=1 jEE; ,
Teorem 4.34. |||, , » = - seklinde tamimlanan || - ||, , £

o0 »
( Zl (un)p) Vi
n—=

fonksiyonu L, , £(X,Y) operator ideali iizerinde bir kuasi-normdur.

Ispat. ¥ € X ve y € Y olsun. ¥ ® y operatoriiniin ranki bir oldugundan, n > 2 igin

sn (X ®y) = 0 olur. Bdylece

P\ » |
<,El (”"k&jé}f'”(x'@”)) ((Ewr)tiwenr)

D18

M3

l(un)p)[l)m ( 1(un)‘")pw

= ¥ eyl =¥y

s
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elde edilir. Buradan ||x'®@yl|, , z = [|X'|| [|y]| esitligi saglanir.

S,T € L, , £(X,Y) olmak tizere (4.13) esitsizligi kullanildiginda

n
Z Z VJSJ S—l—T < Z Z V21521 (S+T)—|— Z ngSZj(S—i—T)
=1j€E; k=1 jeE; JEE,
Y Y (vaj1tv2)) 821 (S+T)
k=1 jEEy
n
< MZ Z Vv (Sj(S)+Sj(T))

k=1 jeE)

IN

elde edilir. Bu esitsizlik ile birlikte Minkowski esitsizligi kullanilirsa
5 P\ v . P\ v
Z unz Zvjsj (S+T) < Z Munz ZVJ 5;(S)+s;(T))

=1 j€E; =1j€E;
,, ~
up Y. X vjs;(S)
1 k=1 jeE}
1

P\ »
+<Z <”n Y X Vij(T)) )
i n=1 k=1 jEE} ]

15+ 7l pe <M (ISl + 17 )

VAN
<
s

olur. Boylece

oldugu gosterilir.

ReL(Y,Yy),SeL,,eg(X,Y)veT € L(Xp,X) olsun. Bu durumda

(Zﬁ (un Zl zgzkHRH (Tllvss; (s )>p>,5
< |IR||IT] (; (an s )p)})

1 jeE;

T~
L
/T~
&
™=
™
<
&
=
&
=
~
N
|
A\

< oo

dir. Boylece

IRST, o < IRINTIISI p
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ozelligi saglanir. Sonug olarak tiim gerekli 6zellikler saglandigindan ||-|| fonksiyonu

opE
L. p.£(X,Y) operator ideali iizerinde bir kuasi-normdur. O

Teorem 4.35. 1 < p <eooldugunda |L; ,e(X,Y),||T||, E] bir kuasi-Banach operator
idealdir.

Ispat. 1 < p <eoolsun. T € L, , g(X,Y) i¢in

p
(Z <un Y r Vjsj(T)> )
n=1 k=1 jeEy
> |7 (4.14)

zp.E — T

<=

I

elde edilir.

(Tin) , L; p.e(X,Y) tizerinde bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her € > 0 i¢in ny € N

vardir 6yle ki her m,l > ng icin
T = Till, i <€ (4.15)
dir. (4.14) ve (4.15) esitsizlikleri birlikte diisiiniildiigiinde
1T —Til < T Tl , <€

oldugu goriiliir. Boylece (7,,) dizisinin L (X,Y) iizerinde bir Cauchy dizisi oldugu goriiliir.
Y bir Banach uzay1 oldugundan L (X,Y) de bir Banach uzayidir. Buradan 7 € L(X,Y) ve
m— ooigin [|T,, — T|| — O olur. $Simdi T € L, p g (X,Y) vem — oo i¢in || T,, = T[], , p — 0
oldugu gosterilmelidir.

Her m,l € N i¢in T,,,T;,T € L(X,Y) oldugundan 7; — T,, ve T — T,, operatorleri de
L(X,Y) siifindadir. Lemma 2.31 den her m,/ € N i¢in

|Sn(Tl_Tm)_Sn(T_Tm)| < ||Tl_Tm_(T_Tm)|| = HTl_TH

esitsizligi saglanir. [ — oo igin 7j — T oldugundan her [ > ny i¢in ||7; — T'|| < € yazilabilir
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buradan / — oo ve her m > ny i¢in
sn (T —Ty) = s, (T —T,); (neN) (4.16)

elde edilir. Diger taraftan (4.15) esitsizliginden her m,l > ng i¢in

N
(Z (”n )y Z Vjsj(Tm_Tl)> )
n=1 k=1 jekEy
pE - T
)
n=1

1T —T;

<€

dir. (4.16) den [ — o ve m,l > ng icin

olur. Dolayistyla her m > ng i¢in
||Tm - T“z,p,E <&

elde edilir. Son olarak T € L, , £ (X,Y) oldugu gosterilmelidir. s-say1 dizisinin 6zellikleri

ve (4.13) esitsizligi kullanilarak

p
Y vajoisaj-i( +”n2 Y vajsa; )

j€Ey =1jekE;

=1j€E;

=~
|
~

A IN

S ERNIN aok

A/g\
N

1=

P
n
unz (vaj—1+v2j) Szj—l(T—Tm+Tm)>

ZI“E i (5; (T —Ty) +5; (T )))

IA

<

s
=

M:

bulunur. Her m igin T, € L, p £ (X,Y) ve m — oo icin || T, — T|, , p — O oldugundan
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Minkowski esitsizligi yardimiyla

<=

™M=

p
)y <un Y V;jS; (T_Tm) )
n=1 \ k=1jcE

~
+<Z (Mn Y X Vjsj(Tm>> )
i n=1\  k=1jckE, |

elde edilir. Boylece T € L, , £ (X,Y) oldugu gosterilir. Sonug olarak [Lz, pE T, E]

IA
<

nin bir kuasi-Banach operator ideal oldugu gosterilmis olur. [

Onerme 4.36. 1 < p < g < coigin L, E C L, 4 kapsamas: saglanir.
Ispat. 1 < p < g < e igin [, C I, oldugundan bu kapsama agiktir. [

Simdi s-say1 dizisinin diger 6rnekleri kullanilarak iiretilen siniflarin sagladigi 6zellikler
incelenecektir.

Tanmm 4.37. u = (U, (7)) ile a = (a, (T)), ¢ = (cp(T)), d = (dn(T)), x = (x,(T)),
y=(yn(T)) ve h=(h, (T)) say1 dizileri yardimiyla olusturulan siniflar ng g ile gosterilir

veE

“ [ P
LY (x,y)= {TELXY Z( Zév’“’ ) <oo}; 1< p<oo
k=1j€EE}

seklinde tamimlanir. Her bir sinifa ait ||TH kuasi-normu

Z,p,E

" 7
(Z (un Y X Vjuj(T)) )
n=1 k=1 jEE}
(£ur]

sz_

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.38. 1 < p < oo olmak iizere eger s-say1 dizisi birebir ise LESI)L B HTHES; E]

kuasi-Banach operator ideali de birebirdir.
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Ispat. 1 < p < oo olsun. Bir I € L(Y,Y,) igine metrigi ve her T € L(X,Y) i¢in IT €

L. p.e (X,Yp) olsun. Bu durumda

dir. s = (s,) birebir oldugundan her 7 € L(X,Y),n=1,2,....i¢in
sn(T) =5, (IT) 4.17)

olur. Boylece

n=1

i (unki ;kvjs, )p:n);< i ;ikv,s, (IT >p<oo

bulunur. Dolayisiyla T € L, , g (X,Y) elde edilir. Ayrica (4.17) esitliginden

N
(Z <un Y X Vij(IT)> )
n=1 k=1 jeEy

7P7 1

(£

= T =7l .k

T,

elde edilir. Bu ise [LLP,E(X YT M‘E} kuasi-Banach operator idealinin birebir

oldugunu gosterir. [

()

up.E } ve

Sonug 4.39. Gelfand ve Weyl say1 dizileri birebir oldugundan [LE%E, T
(1)

} kuasi-Banach operator idealleri de birebirdir [24].

[sz’ z,p,E

Teorem 4.40. 1 < p < o olmak iizere eger s-say1 dizisi Orten ise [LZ7P7E, 171, E]

kuasi-Banach operator ideali ortendir.

Ispat. 1 < p < oo olsun. Bir S € L(Xp,X) iizerine metrigi ve her T € L(X,Y) igin
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TS €L,k (Xo,Y) olsun. O halde

olur. s = (s,) orten oldugundan her T € L(X,Y),n=1,2,... i¢in
sn(T) =5, (TS) (4.18)

olup
oo n oo p
Z(”"Z ZVij > Z( Z ZVij(TS)) <
n=1 k=1 jEE, =1 k=1 jEE

elde edilir. Boylece T € L, , g (X,Y) olur. Diger taraftan (4.18) esitliginden

TS

wpE T I

= T =7, p.e
P

i)

zp,E

bulunur. Bdylece [ P

} kuasi-Banach operator idealinin Orten oldugu

ispatlanr. L

Sonug 4.41. Kolmogorov ve Chang say1 dizileri 6rten oldugundan, [ |T|| ve

sz7| z,p,E

[ D> HTH D E} kuasi-Banach operator idealleri de 6rtendir [24].

Teorem 4.42. 1 < p < oo olmak iizere

1)L CL() CLEI))ECL(}QEVC
i) L9, L() cr) L,

kapsama bagintilari saglanir.
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Ispat. 1< p<ooveT e Lga;.E olsun. Bu durumda

IS n P I n P
» (unz ¥ <T>) < Yl ¥ unm
n=1 k=1j€E, n=1 k=1 jEEy
oo n p
< Y ), Y viei(T)
n—1 k=1 jEEy
o n P
< Z an Z vja;(T)
n=1 \ k=1jcE;
< oo

ve
oo n p oo n p
Z (un Z vih; (T)) < Z Un Z Z Viy; (T))
n=1 k=1 jEE; n=1 k=1 jEE;
- n p
< £(wf £ ram)
n=1 k=1 jEE,
oo n p
< £ (wE T o)
n=1 k=1 j€E;
< oo
esitsizliklerinin saglandig1 goriiliir. Boylece kapsama bagintilar1 saglanmis olur. [

Teorem 4.43. Lgalz £ operator ideali simetrik ve Lghlz £ operator ideali 1 < p < oo i¢in tam

simetriktir.
. .o /
Ispat. 1 < p < o olsun. Oncelikle LY g C (Lga; E> kapsama bagintisinin saglandigi

P
(@)

o p.E olsun. Bu durumda

gosterilecektir. T € L

i (”ﬂi )3 Vjaj(T))p < oo

n=1 k=1 jeEy
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olur. Onerme 2.42 den a,, (T’) < a, (T) oldugu bilinmektedir. Boylece

y <un2 Y via (T )p_z <un2 Y via, (T >p<oo

n=1 1jeEy n=1 1jEE;

elde edilir. Buradan T' € (Lg 13 E) bulunur. Sonug olarak Lg’; £ simetriktir.

simdi de (") , = (L1,

hy (T") = hy, (T) oldugu bilinmektedir. Buradan

/ .o
) esitliginin saglandig1 gosterilecektir. Onerme 2.45 den

elde edilir. Yani L( ) DE tam simetriktir. ]

’ !/
) esitligi ve L), C (Lic,),E)

. /
kapsama bagintis1 saglanir. Ayrica kompakt operatorler i¢in Li p) E= (Lgcl)7 E) esitligi

Teorem 4.44. 1 < p < oo olmak lizere Li ;)7 E~ (Lid; E

saglanir.

Ispat. 1 < p < o olsun. Onerme 2.43 den ¢, (T) = d,, (T") ve ¢, (T") < d, (T) oldugu
bilinmektedir. Ayrica T kompakt oldugunda c, (T') = d, (T) esitligi de saglanir. Bu
bilgiler kullanilarak ispat aciktir. [

/ /
Teorem 4.45. 1 < p < o olmak iizere LSC])?? p= (Lgy ;_‘ E) ve Lgy 1)77 p= (Lﬁx; E) bagintilar

saglanir.

Ispat. 1 < p < e olmak iizere, Onerme 2.44 den yer alan x, (T) = y, (T') ve y, (T) =

xn (T") bagintilari kullanilarak ispat tamamlanir. N
4.4. Ly r OPERATOR IDEALI UZERINDEKI BAZI DENK KUASI-NORMLAR

Bu boliimde Ly £ (X,Y) operator ideali iizerindeki baz1 denk kuasi-normlar ¢aligilmustir.
Oncelikle Ly £ (X,Y) nin bir operator ideal oldugu ve bu operator ideali tizerindeki

kuasi-norm gosterilecektir.
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Tanim 4.46. 1 < p < o olmak iizere bir T € L (X,Y) operatorii

o({zn]) -

sartn1 sagliyorsa Ly £ (X,Y) simifina aittir denir.

Ornek 4.47. Her n = 1,2,... igin E, = {n} segilirse Ly g (X,Y) = Ly (X,Y) oldugu
goriiliir. Ayrica her nigin E, = {2n— 1,2n} alinirsa ¢ ({s2,—1 (T) + 52, (T)}) < = elde

edilir.

Teorem 4.48. [T, p = ¢ ({ Y s J(T)}> seklinde tammlanan ||-||, » fonksiyonu

JEE,
Ly £ (X,Y) operator ideali tizerinde bir kuasi-normdur.

Ispat. ¥’ € X ve y € Y olsun. X' ® y operatdriiniin ranki bir oldugundan her n > 2 i¢in

sn (X ®y) = 0 olur. Buradan

o({Zawenl) = w({Futen. Lawen..})

= ) ({51 (*'®y),0,0,.... })
= (s1 (x’®y))¢(p)({1,0707~--a})
= s o)1= oy =[xl <e

elde edilir. Boylece X’ ® y € Ly g olur ve ayrica

¥ @y =¥ 151

dir.
S,T € Ly g olmak iizere (¢5) dzelligi kullanilarak

¢({zs,~<sm}) < s {zszj-1<s+r>+zszj<s+r>})

JEE, JEE, JEE,

{ Z 2S2j_1 (S+ T)})
JEE,

(o o))
JEEy
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<
VR

BlEe 2]
e ({(z o)) ({22

< oo

IN

elde edilir. Boylece S+ T € Ly g oldugu gosterilir. Ayrica

I5+Tllgz <2 (ISllg+ 1Tl

olur.

ReL(Y,Yy),Se€Lye(X,Y)veT € L(Xo,X) olmak iizere

y (Z sj<RST>> <Y (Z RIS, <s>>

n=1 \JEE, n=1 \JEE,
< [RIITIIY <Z Sj(5)>
n=1 \JEE,

esitsizligi saglanir ve ¢ fonksiyonunun 6zellikleri kullanilarak

¢ ({j;snsj' (RST)}> <|R[T]l¢ ({j;EnSj(S)}) < e

elde edilir. Boylece RST € Ly £ (X,Y) bulunur. Ayrica
IRST [g £ < IRIITII1IS]ly £

elde edilir. Sonug olarak Ly ¢ (X,Y’) sinifinin operator ideal sartlarinin tamamini sagladigi,
ayrica ||-||4 p fonksiyonunun Ly £ (X,Y) operator ideali tizerinde bir kuasi-norm oldugu

gosterilmis olur. [

Simdi Ly £ (X,Y) smifinin tizerindeki baz1 denk kuasi-normlar tanimlanacaktir.

Onerme 4.49. ||T||$E =¢ ({ Y st (T)}) kuasi-normu [T, p kuasi-normu ile
) ]EEn )

denktir.
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Ispat. Denklik
k k k
Z ZSZJ 1 Z Zsj(T)Szz Szj,I(T)
n=1j€Ey n=1j€Ey n=1 jek,

esitsizligi ile kolayca gosterilir. [

Not 4.50. Ozel olarak burada n = 1,2,... igin E, = {n} almirsa [51] nolu ¢aligmadaki

Onerme 1.1 elde edilir.

Onerme 4.51. 1 < p < oo ve her n i¢in E,, = {nN —N+1,nN —N+2,....nN} olsun.

Bu durumda ||7 || 9 E kuasi-normu

I7lg,, e =9 ({EZZ })

Ispat. Ispati Hardy esitsizliginin bir sonucudur.

i (Z 5 ( )” i (1 i )3 Sj(T))p < (%)pi (42 Sj(T))p

i=1jeE;

kuasi-normuna denktir.

Not 4.52. Ozel olarak burada N = 1 almirsa [51] nolu ¢alismadaki Onerme 1.2 elde edilir.

Simdi yukaridaki sonuglarin bir genellestirmesi verilecektir.

Onerme 4.53. Her bir k > 2 icin

IT]lg =9 ({ ZE S jk—(k—1) (T)}>

kuasi-normu ile ||T |, - kuasi-normu denktir.

Ispat. k = 2 i¢in Onerme 4.49 elde edilir. k >3 ve r = 1,2,... i¢in

r

r rk
Y ) s < Z Y si(m<Y Y si(1)

n=1jeE, =1j€E, n=1jekE,
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= Zr: Zsj(T)Ski Sjk—(k—1) (T)

Not 4.54. Ozel olarak buradan = 1,2, ..., igin E, = {n} almirsa [51] nolu ¢alismadaki

Onerme 1.3 elde edilir.

Ornek 4.55. Simdi baz1 6zel segimler ile bir drnek verilecektir.

k=3ve E,={2n—1,2n} i¢in

esitsizligi

ifadesine doniisiir ve (s,) dizisi azalan oldugundan esitsizlik saglanir.

1spatta gecen
rk

-
IDIRICES WIS
n=1 jEE, n=1 jek,

esitsizliginin saglandig1 acikc¢a goriilmektedir.

Ispatta kullanilan

rk r nk
ZZSJ(T):ZI (Z) Y s (T)
n=1i=(n—1

n=1jeE, —1)k+1 JEE;

esitliginde k = 3 ve E,, = {2n — 1,2n} kullanildiginda, esitligin sol tarafindan

Z son—1(T) 452 (T) = 51 (T) +52(T) +53(T) +54(T) + ... + 56,1 (T) + 56 (T)
(4.19)

elde edilir ve esitligin sag tarafindan

r

3n
Y Y s (T)+s2(T)

n=1i=3n-2

i (S6n—5 (T) + Sen—a (T) + S6n—3 (T) + S6n—2 (T) + S6n—1 (T ) + 560 (T))
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= 51(T)+52(T) +s53(T) +54(T) +... +56r—1 (T) +56- (T) (4.20)

elde edilir. (4.19) ve (4.20) denklemlerinin egit olduklar1 goriiliir.

Ispatta kullanilan
r nk r
YooY Y=k} Z
n=1i=(n—1)k+1 JEE; n=1 jek,
esitsizligi k =3 ve E, = {2n— 1,2n} i¢in
r 3n r
L L Ywuh=3} Z $3j-2
n=1i=3n-2 jeL; n=1 jekE,

seklini alir ve

r r
Z Son—s (T) + ..+ Sen—1 (T) + 560 (T)) <3 Y 565 (T) + 5602 (T)
n=1 n=1

S1 (T) + ...+ Ser (T) <3 (S1 (T) + 54 (T) + 57 (T) + ...+ S6r—5 (T) + S6r—2 (T))

bulunur. Sonug olarak esitsizligin saglandig1 gosterilmis olur.

Teorem 4.56. (o,) artmayan pozitif bir dizi ve lim oy, # 0 olsun. 1 < p < oo ve her n igin

E,={nN—N-+1,nN—N+2,....nN} olmak iizere ||T\|¢(p>7E kuasi-normu ||T||;(,,>,E =

D) <{; Y ¥ os(T )}) kuasi-normuna denktir.

o+ + O = 1jeE;

Ispat. (&) ve (s, (T)) dizileri azalan oldugundan

LnaNn Z s;(T) = O Z s; (T

no JEE; o1 jEE
< - ;s
— J ]
) ZZ
< 061 S

i=1jeE;
esitsizligi yazilabilir. Eger lim oy, = a # 0 alinirsa

O% Z‘SJ(T) < mZ Y as;i(T) < % (%; ZEisj(T)>

i=1jek;
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elde edilir. 1 < p < oo icin Hardy esitsizligi kullanilarak

]
RS
SRS
]
\h
=
N——
=
IN IN
1= 1=
R
ST
\é +
3= -
. +
1= )
1=
)
= oM
N
~——
= ~
=
N———
hS]

bulunur. (¢5) 6zelligi kullanilarak

o
- < <__
o 1Tl < ITUG, 2 < 5 2 1Tl

elde edilir. Sonug olarak HT||¢(,,) Eile ||T||;)(p> g kuasi-normlarmin denkligi ispatlanmis

olur. U
Not 4.57. Ozel olarak burada N = 1 alinirsa [51] nolu ¢alismadaki Teorem 1.4 elde edilir.

Teorem 4.58. (u,y) ve (wy) dizileri u; > up > ... > uyy > ..., wi <wp < ... <

Wn
w, < ...vew, <n<
UnN
lim u,y # 0 olsun. Bu durumdal|T || O E kuasi-normu 1 < p < oo ve her n igin
n—oo 5

sartlarim1 saglayan negatif olmayan reel say1 dizileri ve

E,={nN—N+1,nN—N+2,...,.nN}

11,0~ 0 ({ - T s |

kuasi-normuna denktir.
Ispat. (u,) ve (a,(T)) dizileri azalan oldugundan
n

—nuNnZs, < ZZMJSJ ”1ZZSI

JEE; i=1] ””Nn i=1 jEE;

dir. Bu esitsizlikte n = 1 den k ya kadar toplam alindiginda

f<uNnZsj<T>>pSf(iiZ“m )p i( Y LT )p

MUNn (27 jeE;



bulunur. lgll unn = u # 0 oldugunda her £ € N i¢in

n=1 \jEE; n=1 \"n i=1 jeE;

e D 1 £ e T Gy (e

dir. Her k € N i¢cin Hardy esitsizligi kullanilarak
k p k 1 & P Ui\ P p P n P
Y (LM <Y —-X Y uwsm) <(2) (—> Y s;(T)
n=1 \jEE; n=1 \"n =1 jeE, u i

bulunur. ¢ fonksiyonunun 6zellikleri kullanilarak

uj 14
’/‘HTH(p(p)ﬁ < ||T||3;(p)7E < (;) (p— 1) HTH(P(,,)E

elde edilir. Sonuc olarak istenilen denklik saglanmis olur. [

Not 4.59. Ozel olarak burada N = 1 almirsa Teorem 3.5 elde edilir. Ayrica N = 1
icin Teorem 4.58 de u; = a; ve w, = a1 +0 + ...+ o , oy < 1 alinirsa, [51] nolu
calismadaki Teorem 1.4 elde edilir. Eger Teorem 4.58 de u; = 1 ve w, = n alinirsa [51]

nolu calismadaki Onerme 1.2 elde edilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

1.  [27] nolu caligmada Iseki tarafindan tanimlanan Stolz doniisiimleri sinifinin
genellestirmesi yapilarak, Genellestirilmis Stolz doniistimlerinin sinifi Lgsror, , tanim-
lanmigtir.  Bu smifin bir operator ideal oldugu gosterilmistir. || - ||g kuasi-normu
tanimlanarak [LGsrorp, || - || ﬁ} nin bir kuasi-Banach operator ideal oldugu gosterilmistir.
Ayrica [, tipindeki doniigiimlerin genellestirilmis Stolz doniistimleri simifinin iginde
kaldig1 ispatlanmistir. Bu simftaki || - [[¢, kuasi-normu ile ||- M(,,) kuasi-normunun
denk olduklar1 gosterilmistir. Sonrasinda s-say1 dizisinin diger 6rnekleri kullanilarak
olusturulan [ng)To L p’ IT |8,y | kuasi-Banach operatdr ideallerinin sagladig: birebirlik,
ortenlik, simetrik olma o6zellikleri ve bu siniflar arasindaki kapsama bagintilar1 elde

edilmistir.

2. [49] nolu calismada Tita tarafindan tanimlanan genellestirilmis yaklagim sayilar
kullanilarak iiretilen, genellestirilmis Stolz doniisiimlerinin sinifi L‘C)‘;STOL’ » tanimlanmigtir
ve ll‘f tipindeki doniistimlerin bu siifin icinde kaldig ispatlanmistir. Ayrica simetrik
norm fonksiyonu kullanilarak operator ideallerin yeni bir sinifi olan Sg(p) tanimlanmis ve
bu sinifin iizerinde tanimlanan || - Hg([: kuasi-normu ile bir kuasi-normlu operator ideal

oldugu gosterilmistir.

3. [16] nolu ¢aligmada Foroutannia tarafindan tanimlanan /,,(E) dizi uzayinda [, tipindeki
operatorler siifinin genellestirmesi yapilarak s-tipindeki /,,(E) operatdrlerinin sinifi olan
L, g smifi tanimlanmustir. Bu sinifin bir operat6r ideal oldugu gosterilmistir. || - ||, g
kuasi-normu tanimlanarak [L, g, || - ||,,£] nin bir kuasi-Banach operatér ideal oldugu
ispatlanmigtir.  Sonrasinda s-say1 dizisinin diger ornekleri kullanilarak olugturulan
[Lgf g, HTH;” g] kuasi-Banach operator ideallerinin sagladig birebirlik, ortenlik, simetrik

olma gibi Ozellikleri ve bu siniflar arasindaki kapsama bagintilar1 elde edilmistir.
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4. L, g operator ideali ve simetrik norm fonksiyonu kullanilarak [49] ve [50] nolu
caligmalarda yer alan Ly simfinin genellestirmesi olarak Ly, .E sinifi tanimlanmagtir.
Bu sinifin bir operator ideal oldugu gosterilmistir. Daha sonra | - [|¢, £ kuasi-normu
tanimlanarak [L¢ > |-l 9):E nin bir kuasi-Banach operator ideal oldugu ispatlanmustir.
Sonrasinda s-say1 dizisinin diger 6rnekleri kullanilarak olugturulan [L((;; ?E, HTH((P‘; )E kuasi-
Banach operator ideallerinin sagladig1 birebirlik, ortenlik, simetrik olma gibi 6zellikleri

ve bu siniflar arasindaki kapsama bagintilar1 elde edilmistir.

5. [28] nolu ¢alismada tanimlanan gl(,s) sinifinin blok dizi uzaylarinda genellestirmesi

olarak L, ,, g sinifi tanimlanmugtir. Bu sinifin bir operator ideal oldugu gosterilmigtir. Daha
sonra || - || ».£ kuasi-normu tanimlanarak [L; , £, || - ||;,p,£] nin bir kuasi-Banach operator
ideal oldugu ispatlanmistir. Sonrasinda s-say1 dizisinin diger ornekleri kullanilarak

olusturulan [L(

Z’;) e ||TH§L;) | kuasi-Banach operator ideallerinin sagladig1 birebirlik,

ortenlik, simetrik olma gibi 6zellikleri ve bu siniflar arasindaki kapsama bagintilar1 elde

edilmistir.

6. Blok dizi uzaylar1 ve simetrik norm fonksiyonu kullamlarak Ly g sinifi tanimlanmugtir.
Bu sinifin bir operator ideal oldugu ve | - ||4 £ nin bu operator ideal iizerinde bir

kuasi-norm oldugu gosterilmistir. Sonrasinda bu operator ideal iizerinde tanimlanan

I llge le |||

kuasi-normlarinin denklikleri elde edilmistir. Bu kuasi-normlarin [51] nolu ¢alismada

¢7E’ H : H(p(p),E ile H : |‘Z(p)7E’ H ' | ¢>E lle H . HZ,E’ ” ' Hd)(p):E lle H ' H%(p),E

verilen kuasi-normlarin genellestirmesi oldugu gosterilmistir.

7. Sonraki ¢alismalarda, dordiincii boliimde elde edilen siniflar i¢in genellestirilmis

yaklagim sayilari kullanilarak daha genel siniflar elde edilebilir.
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