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OZET

UNIVALENT FONKSIYONLAR ICERISINDE KONVEKS VE YILDIZIL
FONKSIYONLAR

Pinar KAHRAMAN
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitist, Matematik Anabilim Dali
Yiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. ismet YILDIZ
Agustos 2019, 73 sayfa

Bu galismada, birim diskte tinivalent ve analitik fonksiyonlar ile delinmis birim dairede
analitik ve tnivalent fonksiyonlarin konvekslik ve yildizillik 6zellikleri ile bunlarin
arasindaki bagintilar incelenmistir.

Tez bes boliimden olusmaktadir. Ilk boliimii giris kismidir. Ikinci boliimde genel tanim
ve teoremler yer almustir. Uglincli bolimde konveks ve yildizil fonksiyonlarin genel
aciklamalar1 verilip aralarindaki bagintilar incelenmistir. Dordiincu bolimde elde
ettigimiz bulgular tizerinde durulmustur. Son boliim olan besinci boliimde ise elde
ettigimiz sonug yer almaktadir.

Anahtar sozcUkler: Univalent fonksiyonlar, Analitik fonksiyonlar, Konveks
fonksiyonlar, Yildizil fonksiyonlar.



ABSTRACT

CONVEX AND STAR FUNCTIONS IN UNIVALENT FUNCTIONS

Pmmar KAHRAMAN
Dizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematic
Master’s Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ismet YILDIZ
August 2019, 73 pages

In this study, the convexity and starlikeness properties of univalent and analytic
functions in the unit disk and analytical and univalent functions in the perforated unit
circle are investigated.

The thesis consists of five chapters. The first part is the introduction. In the second part,
general starlike and theorems are given. In the third chapter, general explanations of
convex and stellar functions are given and their relations are examined. In the fourth
chapter, our findings are discussed. The last section, the fifth section, contains our
results.

Keywords: Univalent functions, Analytic functions, Convex functions, Starlike
functions.
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1. GIRIS

Univalent fonksiyonlar teorisi 20.yy baslarinda ortaya ¢ikmis eski bir konudur fakat

glinlimiizde aktif bir sekilde aragtirma konusu olmaya devam etmektedir.

Univalent veya Basit Fonksiyonlar ya da yalinkat analitik fonksiyon olarak
isimlendirilen fonksiyonlar sinifi analitik fonksiyonlarin bir alt sinifidir. Bu alanin
baslica problemlerinden bir tanesi gegmisi 1916 yilina dayanan Bieberbach tahminidir.
Bu tahmin, S smifindaki her bir fonksiyonun Taylor katsayilari i¢in | an [< n
esitsizliginin sagladigin1 iddia eder. Bu meshur Bierberbach tahmininin dogrulugunu
gostermek i¢in yapilan ispatlarin yeniden gozden gegirilmesi univalent fonksiyonlar
teorisi lizerine ¢aligan matematikgilerin diisiince ufkunu 6nemli 6lglide genisletmistir.
1984 yilina kadar sadece al, a4, a,, as, a, katsayilari i¢in yapilan ispat, ayni yil Louis
de Bronges tarafindan a,, katsayilar i¢in verilmistir Bu tezde univalent fonksiyonlarin
bazi temel 6zellikleri incelenmistir. Bir D € C bdlgesinde tek degerli ve bire—bir olan
univalent fonksiyonlar potansiyel teori ve elastisite teorisinde 6nemli uygulamalara
sahiptir. Bilindigi gibi kompleks fonksiyonlar kompleks diizlemde genel olarak
bolgeleri bolgelere doniistiiren fonksiyonlardir. Fonksiyonlarin analitik, tek degerli,
univalent olmasma gore goriintiileri tipik sekillere sahiptir. Ornegin belli kosullarin
saglanmas1 durumunda goriintiiler konveks veya yildizil bolgeler olur. Yine ayni sekilde
fonksiyonlar kuvvet serisine agildiginda katsayilarin sagladigi bazi kosullar altinda
univalent fonksiyonlarin doniistiirdiigi bolgeler bazi1 6zelliklere sahiptir. Tezin

iceriginde bu durumlarla ilgili bilgilere yer verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. TOPOLOJIK KAVRAMLAR

Bu bolimde tezdeki bosluklari doldurmak icin ihtiya¢ duydugumuz bazi topolojik
kavramlar verilecektir.

2.1.1. Komsuluk

zy, € C noktas1 verilsin. B(zy,&)={z € C: |z — zy| < €} klUmesine z, noktasmnin ¢
komsulugu denir.

2.1.2. I¢c Nokta

DcC herhangi bir kime ve z, € D olsun z, noktasinin bir ¢ komsulugu tamamen D
klimesine ait ise, z, noktasina i¢ nokta denir.

2.1.3. Acik ve Kapah Kiime

Her noktasi i¢ nokta olan kiimeye agik kiime denir. Tiimleyeni agik olan kiimeye ise
kapali kiime denir.C kompleks dizlem ve E={z € C: | z| < 1} birim diski birer agik

kiimedir. Fakat E={z € C: | z| < 1} kiimesi kapal1 kiimedir.

2.1.4. Yakinsakhk

Kompleks sayilarin bir ( z, ) dizisi verilsin. Her €>0 sayist i¢in n>n; oldugunda
|z, — z| < & olacak bigimde bir n, dogal sayisi varsa bu dizi z, kompleks sayisina

yakinsiyor denir.( z,,) dizisinin z, noktasina yakinsamasi z,—z, biciinde gosterilir.

2.1.5. Diizgiin Yakinsakhk

Ac Cve f,: A c C fonksiyonlarinin {f,} dizisi verilsin. Eger her e > 0 ve tim z € 4
degerleri i¢in n = ny alindiginda |f,,(z) — f(2)| < € olacak bigimde bir n, dogal sayis1

varsa {f,,} fonksiyon dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsiyor denir.



2.1.6. Mutlak Yakinsaklik

Serisi yakinsak ise

Serisine mutlak yakinsak denir.

2.1.7. Bolge

Kompleks diizlemde acik ve baglantili kiimelere bolge denir. Kapali ve baglantili

kiimelere ise 6zel olarak kapali bolge denir.

2.1.8. Seri

a; +a,+az+--+a,+-- ifadesine seri denir.aq,a,...sayilarna

terimleri ad1 verilir. Bir seriyi gostermek i¢in

a1+a2+a3+"‘+an+‘ Zan

n=1

veya

agtataz+--+a,+- =Zan
kullanilir.
2.1.9. Ortii

da serinin

2.1)

(2.2)

X herhangi bir uzay olsun. Bilesimleri V kiimesini kapsayan {G;} ailesine, VcX

kiimesinin ortiisii denir. Bilesimleri VcX kimesini kapsayan ve U; G; = X olan agik

kiimelerin {G,} ailesine VcX kimesinin agik ortiisii denir. Bilesimleri VX kimesini

kapsayan alt aile yalniz sonlu sayida kiime kapsiyorsa, bu aileye de sonlu alt 6rtl denir.

2.1.10. Kompakthk

Eger bir kiimenin her agik Ortiisiiniin sonlu alt ortiisii varsa, bu kiimeye kompakttir

denir.



2.1.11. Dizisel Kompakthk

Eger bir kiimedeki her bir dizi bu kiimede bir noktaya yakisayan bir alt diziye sahip

ise, bu kiimeye dizisel kompakt kiime denir.

2.1.12. Baglantih Kiime

EgerBCYUZBNZ+@ve BNY =@ ,BNnY NZ =@ olacak bicimde Y ve Z gibi
bos olmayan iki agik kiime bulunamaz ise Bc C kiimesine baglantili kiime denir. Bir

baska ifade ile tiimleyeni baglantili olmayan kiimeye basit baglantili kiime denir.

2.1.13. Basit Baglantih Kiime

Ac C olsun. Eger bir A kiimesi i¢indeki herhangi iki noktay1 birlestiren biitiin yollar

yine kiime i¢inde kaliyorsa bu A kiimesine basit baglantili kiime denir.

2.1.14. Egri

[a,b] € Rolmak Uzere y:[a,b] — C surekli fonksiyona C diizleminde bir egri denir.
Burada y(a) ve y(b) noktalarin noktalar1 denir. a ve b ye sirasiyla egrinin baglangi¢ ve
bitis noktalar1 denir. Bir y egrisi i¢in, y (a)=y(b) ise y egrisine kapali egri denir. Kendi
kendini kesmeyen egrilere basit egri hem basit hem de kapali egrilere de basit kapali
egri veya Jordon egrisi denir. Jordon egrisi diizlemi Jordon egrisinin i¢i ve dis1 olmak
tizere iki bolgeye ayirir. Jordon egrisinin i¢ine Jordon bdlgesi denir. y egrisi [a,b] kapali
araliginda tiirevlenebilir olsun. Eger [a,b] araliginda y’ tiirevi siirekli ve sifirdan farkli
ise y egrisine diizgiin egri denir. t, a dan b ye artarken buna karsilik gelen y(t)

degerlerinin y(a)‘dan y(b) ye dogru siralanmasini egrinin yoniinii belirtir.

2.1.15. Sureklilik

f: A <€ C - Cbir fonksiyon ve z, € A olsun.

(i) Her € > 0 sayis1 ve |z — zy| < § sartin1 saglayan her z € A icin |f(2) — f(zo)| < €
olacak bicimde & = 6(¢€,2z,) > 0sayis1 varsa f fonksiyonu z, noktasinda siireklidir,
denir.

(ii) Her € > 0 sayis1 |z; — z,| < & sartin1 saglayan her z;,z, € A igin

|f(z,) — f(z,)| < € olacak sekilde sadece € a bagl bir 6 = §(€) > 0 sayis1 varsa f

fonksiyonu A kiimesinde diizgtn sureklidir denir.



2.1.16. Parcah Siireklilik

Ac C vef:AcC taniml bir fonksiyon olsun. f fonksiyonun A’daki siireksizlik
noktalarina sayisi sonlu ise f fonksiyonuna A {izerinde pargali stireklidir denir.

2.1.17. Lipschitz Sureklilik

f: A c C - C bir fonksiyon ve z € A olsun.

Eger her w, z € A igin [f(w) — f(2)| < K|w — z| sartim saglayacak sekilde bir K>0
reel sayis1 varsa f ‘ye A kiimesinde Lipschitz siireklidir, denir.

2.1.18. Yigilma Noktasi

aeC olsun a’nm her € > 0 komsulugunda A kiimesine ait sonsuz eleman varsa a'ya A
kiimesinin y1g1lma noktas1 veya yigilma yeri denir.

2.1.19. Simirhihk

f: A< C— C fonksiyonu verilsin. Her ze A igin |f(z)| < M olacak bi¢imde bir M > 0
say1s1 varsa f ye sinirl fonksiyon denir.

2.1.20. Cift ve Tek Fonksiyonlar

Kompleks A c R olmak Ulzere x € A oldugunda —x € A oluyorsa A kiimesine simetrik
kiime denir. A simetrik bir kiime ve f:A— R olmak zere her x € Aigin f(-x)=f(x) oluyor
ise f fonksiyonuna c¢ift fonksiyon, f(-x)=-f(x) oluyor ise f fonksiyonuna tek fonksiyon
denir.

2.1.21. Periyodik Fonksiyon

Kompleks dizlem uUzerindeki her noktada tanimli ve reel sayilar cisminde lineer
bagimsiz vektorler olan w; ve w, kompleks sayilar olmak tizere iki periyoda sahip olan

fonksiyona cifte periyodik fonksiyon denir.

2.1.22. Modul

C kompleks sayilar kiimesinin bos kiimeden farkli ve toplama islemine gore degismeli

her alt grubuna, Z tam sayilar halkasi iizerinde bir modiil denir.

2.1.23. Rezidu

Kompleks f fonksiyonu tek degerli olmak lizere C igindeki bir z = z, noktas1 hari¢ C



‘nin iizerinde ve iginde analitik olsun f fonksiyonunun z = z, noktasindaki Laurent

acilimi,

[0e]

() =) an(z—20)" + i ba(z = 20) "

n=0

(2.3)

seklindedir.

Bu acilimdaki negatif iislii terimlerinin ilk terimin katsayisina f fonksiyonunun

Z—Zg

z = z,, noktasindaki rezidiisii denir ve Rez(f, z,) ile gosterilir.

Denklem (2.3) ifadesinden

Rez(f,zy) = by (2.4)
seklinde tanimlanir. Bu rezidii ayrica
b, = = J d (2.5)
V=) S -
Integrali ile hesaplanabilir. Bu nokta bir basit bir kutup ise

by

f(2) =— +ay+a,(z—zy) + ay(z—zg)* + - (2.6)
— 2o
Acilim1 var olup buradan
by = lim [(z = z0)f (2)] 2.7)

limiti ile rezidl hesaplanabilir.

2.1.24. Meromorf Fonksiyon

Bir f fonksiyonunun herhangi bir D boélgesinde kutup noktalarindan bagka bir singiiler
noktasi yoksa f fonksiyonuna D bdlgesinde meromorf fonksiyon denir.

Kompleks degiskenli bir f(z) fonksiyonu bir D bolgesinde a noktasi hari¢ tanimli ve
analitik olsun. f(z) , a * da monojen (regiiler) veya siireksiz ise @ noktasina ayrik
singller nokta denir.

Bir f fonksiyonunun z=z, noktasi civarindaki Laurent serisini gz Oniine alalim Bu

durumda ;



(i) f fonksiyonu z, noktasinda analitik degilse z, noktasina f fonksiyonunun singiiler
noktasi denir.

(i) zy, f fonksiyonunun bir singiiler noktasi olsun. Eger f fonksiyonu z, noktasinin
D.(ZO'F ) delinmis komsulugunda analitik oluyorsa z, noktasina f fonksiyonunun ayrik
singiiler noktasi1 denir.

(iii) zy, f fonksiyonunun bir singiiler noktasi olsun. Eger f fonksiyonu z, noktasimnimn
D(zI) her delinmis komsugunda en az bir singiiler noktaya sahipse z, noktasina f
fonksiyonunun ayrik olmayan singiiler noktasi denir. Ayrik singiiler noktalarin uygun
bir delinmis komsulugunda fonksiyon analitik olup Laurent serisine agilabilir. Bu seri
g0z Oniine alinarak ayrik singiiler noktalar kaldirilabilir singiiler nokta, kutup noktasi ve

esas singiiler nokta diye siniflandirilabilir.
2.1.24.1. Kaldirilabilir Singiiler Nokta

f fonksiyonunun Laurent agiliminda esas kisimda sonlu sayida terim bulunduruyorsa
z=z, noktasina fonksiyonun kaldirilabilir singiiler noktas1 denir.

Ornek:

z#0icin f(z) =z , z=0 icin f(z2)=1 olan f(z) fonksiyonu goz Oniine alalim. f(z)
fonksiyonun z=0 noktasinda singiilerligi vardir. Ciinkii z=0 noktasinda fonksiyon
stirekli degildir. Bu fonksiyon z=0 ve z # 0 i¢in f(z)=z seklinde tanimlanirsa z=0’da ki

singulerlik kalkar.
2.1.24.2. Kutup Noktast

Zy , T fonksiyonunun bir ayrik singiiler noktasi olsun. Bu noktanin uygun bir delinmis
komsulugundaki Laurent serisini géz Oniine alalim. Bu serinin esas kisminda sonlu

sayida terim varsa z, noktasina f fonksiyonunun kutup noktasi denir.
Ornek:

1
(z—47?

Fonksiyonu z=4 noktas1 kutuptur. Ciinkii z=4 i¢in f(z) — oo olur ve fonksiyonu z=4

f(2) =

civarinda holomorftur.
2.1.24.3. Esas Singuler Nokta

f fonksiyonunun Laurent aciliminda esas kisim sonsuz terimden olusuyorsa z=z,

noktasina fonksiyonun esas singiiler noktasidir denir.



Ornek:

f@) = ez

fonksiyonunun reel eksen tlizerindeki degisimini gz oniine alalim.

1
x negatif degerlerle artarak sifira giderse ex — 0

1
x pozitif degerlerle azalarak sifira giderse ex — o

olur. Bu durumda f(z), z=0 da sinirh ve siirekli degildir.
Ayni sekilde

1 -1

@ ¢"

ayni singiilerligi gosterir. Buna gore f(z) icin z=0 bir esas singiiler noktadir.

z=0

f(z)’ nin sonsuzdaki durumu ile f (i) ‘nin sifirdaki durumu aynidir. Gergekten z sonsuz
blyurse § sonsuz kugulur.

Eger f G), 7z=0 civarinda holomorf ise f(z) , z = co holomorftur. Eger f G)’nin orjinde

bir kutbu varsa f(z) 'nin sonsuzda kutbu vardir.

Iki tam fonksiyonun orami meromorfttur o halde paydanin sifir yerleri meromorf
fonksiyonun kutuplaridir. Analitik fonksiyonlar sinifi, holomorf, meromorf, multiform
ve esas singiiler noktalar1 olan fonksiyonlari i¢ine alir. Sonlu bir bdlgede ayrik singiiler

noktalarin sayis1 sonludur.

2.1.25. Kalan Siifi

u € C olmak Uzere;

u+ L ={u+ w:wel} (2.8)

ctiimlesine modL’ ye gore bir kalan simifi denir.

2.1.26. Starlike Bolge

DcC bir bolge ve ye D olsun. Eger y noktasint D’nin herhangi bir x noktasina
birlestiren dogru parcasi tamamen D’nin ig¢inde kaliyorsa D’ye y noktasina gore starlike
bolge denir. Daha agik bir ifade ile D bolgesinin her bir noktast y noktasindan

gorulebilir.



2.1.27. Starlike Fonksiyon

f € S olsun. f(D) orjine gore starlike ise bu f(z) fonksiyonuna starlike fonksiyondur denir
ve starlike fonksiyonlarin sinifi genellikle S* ile gosterilir.

2.1.28. Taylor Acilimi

Eger f , zy merkezli ve R yaricapli bir L ¢emberinin iginde analitik ise bu durumda
cemberin icinde bulunan her z noktasinda bigimindedir. Yani |z — z,| < R oldugunda

kuvvet serisi f (z) ye yakinsar.

2.1.29. Laurent Teoremi

f(z) fonksiyonu D = {z € C:1; < |z — 7| < 1,} halka bélgesinde tek degerli ve analitik
olsun. Bu taktirde f(z) fonksiyonu D halkasinda yakinsak , (z — z,) 1n pozitif ve negatif

kuvvetlerine gore,

f@= ) an—z) 29)
_ i an (2 = 20)" + i D _ 210)
=0 " —~ (z = zo)"

serisine agilabilir.

ispat:

D de bir z noktas1 alalim. Halkay1 z,’dan gecen fakat z den ge¢cmeyen bir dogru
boyunca keselim. Bu kesitin kenarlarim1 a,a,, aya; ile gosterelim. Neticede pozitif
yonll a,ajaja,, cevresi elde edilir. Bu ¢evrenin belirttigi bolge basit irtibatlidir ve

dolayistyla bir f(z) fonksiyonu Cauchy formiilii

f(2) =

1 [fd 1 f@dé¢ 1 f(§)dé 1 f()d§
ff_ZT +2m’ f T—z (2.11)

- - 5
2mi 2mi E—z 2mi §—z
+ ala, 'y azaq

seklinde yazilabilir. Diger taraftan f(z), D de tek degerli oldugu i¢in dogru iizerinde

alinan integraller birbirini gordrler. O halde & € T; ve & € T, olmak Uizere

_ 1 (f&ds 1 fE)dS (2.12)
f2) =5 irf £— 2z +zm'r_ §—z



olur. Burada I'; negatif yonltddr. Son olarak,

fdE 1 [ f(9)dé

2mi §—z 2mi §—z
Iy I

fz) = (2.13)

dir. Yine

1 1 1 > (z— z)"
f—z‘(f—zo)—(z—z0>‘€—z01_ Z G-zt (@19

— n=0

acilimi yazilir. Bu seri I lizerinde mutlak ve tiniform olarak yakinsaktir. Buradan

1 f(f)df n f(f)df
2ni Jp, —Z me Z( )n+1 (2.15)
_ 1N F@©)dg
= z—m.;(z f @ =z (2.16)
= Z an(z — zp)" (2.17)
n=0
olur. Burada
d
a, = 2711‘[ (ff—(i)o)i“ n=20123.. (2.18)
Iy
dir. Simdi I, egrisinde
1 1 1 1
-z (E-z0)—(z—2) z-2 ,_%—2 (2.19)
Z— Zy

= — M (2.20)

(z = 2)™*"
n=0

olur, seri T, lizerinde tiniform yakinsaktir. Ayrica,
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d
2mi f.g(f_) ZE o f Z Wf ()& —zp)"d& (2.21)
(o] bn
- z Z = 291 (2.22)
Burada,
bn sz f()(E —2)"dE,n=0,12,. (2.23)

seklindedir. Sayet,

ap =5 f (g—fz(f)) ——d§,n=12,.. (2.24)
farzedilirse,
f@= ) a2
yazilir. y

2.1.30. Laurent Serisi

Az Once bir z, noktasi civarindaki dairenin tiimiinde analitik olan f fonksiyonunun, z,

noktasi civarinda yakinsak bir seriye agilabilecegini gostermek icin Taylor serisini

kullandik. Fakat;

Z

1
f@==  f@D=7 (2:25)

seklindeki fonksiyonlar z=0 noktasinda analitik olmadiklarindan, bu tir durumlarda
fonksiyonlara Taylor agilimi uygulanamaz. Bu tiir fonksiyonlar ifade etmede kullanilan
ve 1840 yillart civarinda Laurent tarafindan formiillestirilen agilimlara Laurent agilimi
veya Laurent serisi adi verilmektedir. Bu seriler kompleks sayilar teorisinde biyuk rol
oynamaktadir. Ornegin; bir fonksiyonun singiiler noktalarmm bulunup, ne tir bir
singlllarittiye sahip oldugunun tespit edilmesinde, fonksiyona ait Laure nt ag¢ilimin
kullaniriz. Diger bir temel islevi ise bizi Cauchy Rezidii Teoremine gotiiriiyor olmasidir.

Genel olarak bir f fonksiyonunun Laurent serisi

11



1) bn 1) i
f(Z) = ;m + ; an (Z - ZO) (226)

: : b . .
seklindedir. Z;‘;lﬁ serisine Laurent serisinin esas kismi , Yp—oa, (2 — zo)"
—40

serisine de Laurent serisinin analitik kismi denir.

2.2. ANALITIiK VE UNIVALENT FONKSIYONLAR

Bu kisimda analitik ve univalent fonksiyon kavraminin yani sira, bunlarla ilgili bazi

tanimlar verilecektir.

2.2.1. Analitik Fonksiyon

f kompleks degiskenli v kompleks degerli fonksiyonu z, € C noktasinin bir

komsulugunda tanimli olsun. Eger;

i 18 — f(Z0)
m-—-—-—--

z-z0  Z — Z

limiti varsa, bu fonksiyona z, noktasinda diferensiyellenebilirdir denir. Eger f(z)
fonksiyonu z, noktasinin bir komsulugunda diferensiyellenebilirse, f(z) fonksiyonuna
7, noktasinda analitik fonksiyon denir. (Duren 1983)

Ornegin eger f(z) = zZise bu halde f (z) fonksiyonu her yerde analitiktir. Fakat f (z) =|z]
fonksiyonu higbir yerde analitik degildir. Ciinkii bu fonksiyon yalniz z = 0 noktasinda
tiirevi vardir. z, noktasinin herhangi bir komsulugunun tamaminda tiirevi

yoktur.

Eger f (z) fonksiyonu C nin tiim noktalarinda analitikse f (z) fonksiyonuna tam

fonksiyon denir. e?, sin z, cos z gibi fonksiyonlar 6rnek olarak verilebilir.

2.2.2. Univalent Fonksiyon

Bir f(z) fonksiyonu verilsin.z,,z, € D olmak lzere f (z; ) = f (z, ) olmasi sadece ve
sadece z; = z, olmasini gerektiriyorsa f (z) fonksiyonuna D bdlgesinde univalent ya da

yalinkat fonksiyon denir (Nehari 1952).

Bu calismada univalent kelimesini tercih edecegiz. Ornegin g(z) = g a, b, c diC ve

ad -bc 1 0 olmak lzere f(z) = % doniisiimii birer univalent fonksiyondur. Oysa

f () = 0 ve f (z) = z2 fonksiyonlari Univalent degildir. E acik birim disk ve g( z)

12



fonksiyonu da E de analitik ise g(z) = by + byz + byz? + -+ = ¥.o°_, b, z™ seklinde

seri gosterimine sahip olsun. Burada @ = f(z) denilirse ’;—" =f(z) yazilirsa
1 1
f(@)=z+az>+azz®+--=z+ 2 anz" (2.27)
n=0

elde edilmis olur.

2.2.3. Normalize Edilmis Fonksiyon

( 2.27 ) formundaki bir fonksiyona, normalize edilmistir denir. Eger f (z) fonksiyonu
univalent ve (2.27) formuna sahipse ona normalize edilmis univalent fonksiyon denir.
2.2.4. S Simfi

E ={zeC:|z| < 1} birim diskinde analitik ve univalent olan ve f(0)=0, f'(0)=1
kosullarin1 saglayan fonksiyon E diskinde z+ Y _,a,z" biciminde bir Taylor

acilimina sahiptir. Bu sekildeki fonksiyonlarin sinifi S ile gosterilir.

2.2.5. P Siifi

z +a
F(z) = 2.28
@) =1 (1 + dz) (2.28)
ifadesi uygun bir sabitle garpilarak f’nin rezidiisii +1 yapilabilir. Boylece, sonugta
1
F(2) =E+b0+b1z+b2z2+---+bnz”+--- (2.29)

biciminde bir Laurent acilimina sahip olan bir F(z) fonksiyonunu buluruz. Buradan da
Fi(z) =F(z) — by (2.30)
yazilarak
Fi(2) =;+blz+b222 + o4 bpz™ + - (2.31)

elde edilir. D diskinde Denklem (2.31) biciminde agilima sahip olan univalent
meromorf fonksiyonlarin simifin1 P ile gosterecegiz ve F;(0)=wo olarak tanimlanir.

Sigma siif
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C*—D={z:|z| > 1} (2.32)

de univalent ve meromorf olan

Cc C
9(2) =z + ¢ +;1+...+_"_|_... (2.33)

Zn

seklindeki fonksiyonlarin sinifi da genelde X ile gosterilir.

2.2.6. Teorem (Turevler icin Cauchy Formuli)

f(z) fonksiyonu basit kapali bir ¢evrenin i¢inde ve iizerinde analitik ise y nin igindeki

herhangi bir z, noktasi igin,

oo gl f(2)
f'z0) = Znijy (z — 2p)? 4

ispat:

y, merkezi z, ve yarigap1 & olsn kiiciik bir cemver olsun, dyle ki y', ¥ nin i¢inde kalsin.

Buna gore,

f(2)
(z — zp)?
y Ve y ‘niin {lizerinde ve bunlarm belirttigi bolgede tek degeli ve analitiktir. O halde
Cauchy teoreminden dolayz,
z z
SO, [ SO,
Y (Z - ZO) yr (Z - ZO)

esitligi yazilir. Yine Cauchy teoremlerinden dolay1 y’niin igindeki herhangi bir z, + h

noktasinda,

1
f(zo+h) = 27Tif . @ dz
'y/

_Zo_h

yazilir. Buradan,

fat B fln L1 1@ _f@], 1 ORI
'}/I ’}/I(

h “2mih Z—2y—h z—2 " 2mi z—29)(z—2zy—h)

Elde ederiz. Simdi, h — 0 i¢in limit alinirsa istenilen bulunur. Fakat integral altinda

limit alinabilecegini ayrica gostermek lazimdir. Gergekten de,
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f@ f(2) £(2)
-];// (z—20)(z—2z9— h) dz - f (z - Zo)z —-207" hf (z—29)?(z—2zy— h) dz (2.34)

yazilabilir. Farzedelim ki, y’niin iizeinde |f(z)| < M ve |h < §/2| olsun. Buna gore,

f(2)
Y (z—20)*(z— 29— h)

M 4M
dz Z?Zﬂ'é‘ = 7
)

Integral simirhidir. O halde, (2.34) esitliginden,
f(2) f f(2)
dz —
Y’ (

yr (z—2z0)(z—29—h) z — 2p)?

ve f'(zy) bulunur. Dolayisiyla,

lim
h—0

dz|=0

ooy L f(2)
f'(z0) = 271l _];,, (z — zp)? gz

olur. Bu formiil timevarim metodu ile,

n n! f(2)
f™(zy) = ijy (Z—ZO)”+1dZ

Seklinde ifade edilir. Boylece varlik bolgesinde analitik bi fonksiyonun her mertebeden

tiirevinin varlig1 anlagilir.

2.2.7. Binom Ag¢ilim

f(x) =1+ x)%,a > 0keyfi gergel say1 olmak tizere bigimsel olarak
a(a—1) , a(a—l)(a—Z) a(a—l) (a—n+1)
x2+ 34..
2! 3! n!

seklindedir. O halde verilen 6nermeden yararlanarak daha sonraki katsay1 hesaplarinda

(1+x)? =1+ ax+

kullanacagiz.

1 1 1
P =——F=C(+taztez+

@

esitligini verelim.

=z+a,z*+azz3 + -

f@)=z+

Ms

n=2

serisinde z yerine (z ) yazilarak

f(l)=l+a2_+a4_+... (2.35)



elde edilir. (2.35) Un ifadesinde %inci kuvvetleri alinip diizenlenirse

1
I\Z_ 1 a1 (a3 a3\1 a, 2a, az; 3a3\ 1
[f(c—z)] —z+ﬁ+<7‘§>g—s+<7‘ 8 +ﬁ><—7+'“

elde edilir. Buradan,

1 ¢ a21+<3a22 a3>1+
1 1 2\ 1 —c2¢ s T 2)T T (2.36)
olur. Boylece,

1 1 1
¢($) =—1=5+C12+03{—3+

1\]2

()
3a3

ifadesi gelir. (2.36) esitliginden ¢; = —=, ¢3 =

— katsayilar1 bulunur.
2 8 2

2.3. CAUCHY - RIEMANN DENKLEMLERI

D agik kiimesi tizerinde bir f fonksiyonu alalim ve reel ile sanal kisimlarina gore

f(2)= flx + iy) = ulx,y) + iv(x,y) (2.37)

biciminde yazalim. Simdi aklimiza bu fonksiyonun hangi sartlar altinda tlirevlenebilir
oldugu sorusu gelebilir. Ger¢i bu sorunun cevabi daha sonraki konularda ayrintili olarak
verilecektir. Ancak burada da siras1 gelmisken kisaca gerekli sartlar1 arastiracagiz. Sabit

bir zeD icin
f'(z)=a + ib (2.38)

olsun. h, keR igin, w=h+ik alalim ve farz edelim ki f, z’de tiirevlenebilirdir. O zaman

tiirevlenebilme tanimina gore

f(z +w)— f(@Ow + c(w)w (2.39)

yazilir. Burada,
V%}i_r)r& ow)=0 (2.40)
f'(z2).w = (a + ib)(h + ik) = ah — bk + i(bh + ak) (2.41)
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olur. Diger taraftan

fy) = (uxy),v(x, ) (2.42)
seklindeki f: D — R? fonksiyonu igin,
FCx+hy+k)—f(x,y)=(ah —bk, bh + ak)+ oy (h, K)h+ a5 (h, Kk (2.43)

yazilir. Burada o, Veo,, h ve k ile birlikte sifira giden fonksiyonlardir.
Eger f'nin analitik oldugunu kabul edersek f’nin reel anlamda tiirevlenebilecegini

sOyleriz ve tirevini,

(au au\‘
_(a —by_|0x Oy
R =G ) =15 o (2.44)
0x Oy/
Jacobien matrisi ile gosteririz.
W) =M v 7 () B ; 2.45
fl@ =a+ib=f'@)=75-ig (2:45)
_Ou
“‘ax
:au_av 2.46
dx  dy (2.46)
_Ov
a = ay
b= du
=-3
S 247
dy  ox (2.47)
b_av
© ox

Denklem (2.46) — (2.47) Denklemlerine Cauchy-Riemann denklemleri denir. Denklem
(2.46 — 2.47) de ki kismi tiirevin varlig1 f ' (z)’nin varligi ile miimkiindiir. Karsit olarak

u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlar1 Cauchy-Riemann denklemleri saglayan ve reel anlamda
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strekli turevlere sahip olan fonksiyon iseler,

f2)= flx + iy) = ulx,y) + iv(x,y) (2.48)

Fonksiyonu kompleks tiirevlenebilen bir fonksiyondur. Bunu gérmek i¢in yukaridaki

islemleri sondan basa dogru yapariz

ouy\® o\’ v \* ou\?
e () @ (G e
f=a*+ ~) 52 6y+6y (2.49)
yazilacagindan Af > 0 ve Af# 0 olmasi igin gerek ve yeter sart f ' (z) # 0 olmasidir.
Ayrica,

Af(x,y) = If'(2)]? (2.50)

oldugunu gérmek zor degildir. Yukaridaki ifadeleri toparlayarak tamamen ayni olan

asagidaki teoremi ifade edelim.

2.3.1. Teorem

D acik kiimesinde tanimli,

f@) = flx + iy) = ulx,y) + iv(x,y) (2.51)

fonksiyonunun z=x + iy € D noktasinda tiirevli olabilmesi igin gerek ve yeter sart bu

noktada

Ju Jdu OJdv Ov

—, =, — = 2.52
dx 0y 0dx "0dy (2:52)
kismi tiirevlerinin mevcut, siirekli ve
Ju dv OJu  Ov 253
ox 9y’ dy = 0x (2:53)
Denklemlerinin saglanmasidir.
Ispat:
Sart gerektir: f(z)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu bir z noktasinda tiirevli olsun. Yani,
f(z + Az) — f(z)
N — 1 2.54
f@ Alzl—% Az ( )

limiti mevcut olsun.
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Ax | z
> X > X
0 0

Sekil 2.1 Yaklasimlar olusan limit

Hangi yonde (dogrudan) yaklasirsak yaklasalim, bu limit mevcuttur. O halde,
Az=Ax+iAy ifadesinde oOnce Ay’yi ve sonrada Ax’i sifira gotiirerek Az’yi sifira

goturebiliriz. Ay=0 i¢in, Az=Ax olacagindan,

. fz + 42) - f(2)
! = 2.55
f'@) Alzllr(l) Az ( )
- u(x + 4x,y) — u(x,y)Jr lim v(x + 4Ax,y) — v(x,y) (2.56)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
ou v
/ _ ; 2.57
@)= in 257)

bulunur. Simdi Ax=0 i¢in, Az=iAy ve,

[z + 4z) - f(2)
"(2) = 2.58
f'@) Alzl—% Az (2:58)

u(x,y+4y) — u(x, v(x,y+ 4y) — v(x,
o LY ‘y) X i 2y F4Y) — v Y) (2.59)
4y—0 idy Ay—0 Ay

,()__au+,av_ _6u+,6v 260
fz—lax lay— lay lay (2.60)

bulunur. Tiirevlerin de birbirine esit olmasi gerektiginden
Ju OJv Jdu  0Jv 261
ax dy’ dy = 0x (2.61)

sonucu elde edilir.

Sart yeterlidir: Yani u ve v’nin kismi tiirevleri mevcut, siirekli ve Cauchy-Riemann
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denklemlerini sagliyorsa,

Au = u(x + Ax,y + Ay) — u(x,y) (2.62)
ou du
Au = P Ax + B Ay + €, Ax + €,4y (2.63)

yazilir. Burada iki degiskenli fonksiyonlarda ortalama deger teoremi uygulandi. Ayni

sekilde,

dv dv
Av = v(x + Ax,y + 4y) — v(x,y) = EP Ax + @Ay + €5 Ax + E,4y (2.64)

yazilir. €; €, €5 €, degerleri Ax ve Ay ile sifira yaklassinlar. Simdi Af’yi teskil edelim.

Af = f(z + 42) — f(2) (2.65)

Ju ou [0V dv
= (6_ Ax +$ Ay + € Ax + SZAy) +1i (a Ax +@Ay + &3 Ax + 84Ay> (2.66)

Ju . v .
= a(z\x +idy) + = (Ax + idy) + 6:4x + 6,4y (2.67)

ifadesini Cauchy-Riemann denklemlerini kullanarak elde edilir. Burada 81 ve 62

fonksiyonlar1 Az ile birlikte sifira giderler.

Af Ju 0v 0x dy

o=ttt 8o (2.68)
él_T)Yolg = Z—I; + ig—z (2.69)
yani,
f'(z) = a_u + zg—v (2.70)
| <lve =<1 (2.71)

ise Az=0 i¢in sifira gider.
Ornek:

f:z - |z|? fonksiyonunun analitik olup olmadigin arastiriniz.
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Cozim:
f@) =1z =y (2 +y?)2 =x* +y?
olur. u(x,y)= x% + y? ve v(x,y)=0 bulunur.
Uy = 2x, uy = 2y,v, = 0,v, = 0yazilr. u,, = v, ve u, = —v, denklemleri ancak
(0,0) noktasinda saglanirlar. O halde bu fonksiyonun sadece (0,0) noktasinda tiirevi

vardir. C’de analitik degildir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. JORDAN EGRIiSi VE CAUCHY INTEGRAL FORMULU

3.1.1. Tanmim

Kompleks diizlemde yay goriintiisii siirekli dogru pargasi olusturur. C igerisinde a<f<b
araliginda siirekli donlisimii olan z(t) yayin gorintiisiinii olusturur. Diizeltilebilir
yaym uzunlugu doniisim fonksiyonu ¢ ic¢in smirli degiskendir. Jordan yayi1 kendi
arakesiti olmayan yaydir. Kapali egrilerin goriintiisii cember ya da yayin kesim
noktasinda g¢akigir. Basit kapali egriler ya da Jordan egrisi arakesiti olmayan kapali
egrilerdir. Biitiin Jordan egrileri diizlemi iki pargaya boler, egrinin i¢ ve dis bolgesine
bdler, Jordan egrisinin i¢ bolgesine Jordan alani denir.
f karmasik degerli bir fonksiyonun karmasik doniisiimii z, € C noktasinda
tirevlenebilir. Tirevi

fa) = i L1
Zy noktasinda olur.
f fonksiyonu z, noktasinda analitik ise z,' in baz1 komsuluklarindaki biitiin noktalarinda
tirevlenebilir. Kompleks analizin mucizelerinden bir tanesi olan bu f z, da tlrevlidir ve

f nin Taylor a¢ilimindan

o)

F@) =) an(z=2)", an

n=0

f"(20)

n!

acik diskin merkezindeki z,' a yakinsaktir.

Cauchy integral formiiliinii kullanarak Taylor serisinin aginimini kolayca elde ederiz.

wn [ IO
@ =5 | o &

burada C diizeltilebilir Jordan egrisi, f C i¢inde ve Uzerinde analitik, z C igerisindedir.

3.1.2. Teorem(Cauchy Integral Formiilii)

| r@w=o

C
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Integral altinda diferansiyel katsaymin ¢dziilmesinin standart islemi (n>1ligin) daha
genel bir formiile sahiptir. C igerisindeki analitik fonksiyonlar i¢in bu sonuglar alinir ve
kapamada siireklidir. Analitik fonksiyonlarin benzersizlik prensibi Taylor serisinin direk
sonucunu temsil eder. Ardisik noktalar olan iki analitik fonksiyon bu kiime igerisinde
cozlimleyicilik alaninda biitiin noktalarda saglandigi goriilir. Es deger olarak z,
noktasinda f analitik ise f(z,) = 0 ve belli z,, noktalarin1 z, noktasina yaklasan ardigik

f(z,) = 0 oldugunda f(z)=0 olur.

3.1.3. Teorem(Cauchy Teoremi)

Eger f basit D bolgesi i¢inde karmagik degerli fonksiyon olursa o zaman

fc Q)7 =0

dir. Bundan dolayi, D igerisinde biitiin diizeltilebilir Jordan egrisi olan C uzatilabilir
yani f, D igerisinde analitiktir.

3.2. ROUCHE’S TEOREMIi

3.2.1. Teorem

Diizeltilebilir Jordan Egrisi C icinde ve iizerindeki f ve g analitik olsun, C' de
9@)I<If(@)I.
O zaman f ve (f+g) ayni sifirlarin numarasina sahiptir, C igerisinde ¢ogunluga bagl
hesaplanir.
Ispat:

Acarg(f +g) = Acargf + Acarg (1 + %) = Acargf

D alani igerisindeki {f,} ardisik fonksiyonlar1 analitikse D' nin sikistirilmig biitiin alt
kiimeleri f fonksiyonunun esit oranda yakinsamasi oldugunda f, D igerisinde analitiktir

denir. Bu da bize Cauchy integral formiilii yardimiyla basit ispat yaptirir.

3.3. HURWITZ’S TEOREMIi

3.3.1. Teorem

fn, D alaninda analitik ve f,(z) = f(z)i¢in n—oo, D'nin aym sekilde diizenli

altkiimeleri olsun. O zaman ya D igerisinde f(z) = 0 ya da f'nin biitiin sifirlart  f,
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fonksiyonlarmin ardisik sifirlarinin limit noktasidir.
ispat:
Varsayalim ki f(zy) =0ama f(z) 0 olsun. Sifirin bazi fonksiyonlarinin z,
komsulugunu gostermek igin yeterlidir. 6>0 secersek D icerisinde disk |z-zy|< & ve
f(z)#0 C ¢emberi iizerinde |z-zy|= O olarak tanimlanmistir. m |f(z)|' nin C {izerinde
minimumu olsun. O zaman biitiin n>N,

|fn(2) = f(D)| <m < |f(2)]
C Uzerinde elde edilir. Rouche' s teoreminden, f,, f nin aymi sifir numaralarina C

icerisinde sahiptir. C igerisinde n>n olduguda f;,(z) kaybolur.

3.3.2. Teorem

D bolgesinde £, univalent ve analitik olsun, f,, (z)—f(z) olarak n—oo varsayarsak, D
sikistirtlmis alt kiimeyi olusturur. O zaman f D igerinde tek degerli ya da sabit olur.
Ispat:

Varsayalim ki aksi durum var, f(z;) = f(z,) = a baz1 ayn ikili noktalarda D igerisinde
z, Ve z, noktalari olsun. O zaman eger f(z)#a olursa Hurwitz' s teoreminde ya da
ispatina bakarak bu n >N i¢in f,(z) — a fonksiyonu z; ve z,' nin ayrik komsulugunda
yok olur. Buda f,,' nin tek degerliligini ihlal eder, yani f(z)= o' dir.

Alternatif olarak, Rouche teoreminden de direk olarak ispat edilir. Limit fonksiyonlar1

sabittir. Ornek olarak f,=z/n.

3.4. BOLGESEL DONUSUM OZELLIKLERIi

3.4.1. Tammm

Kompleks fonksiyon o =f(z) geometrik doniisiimde z diizlemi igerisindeki bdlgeden ®
diizlemi igerisindeki bolgeye doniistiiglimde u=u(x,y), v=v(X,y) ve z=x+iy ve ® =u+iv
olur. f analitik alirsak, gergek ve goriintii kisimlarini Cauchy- Riemann denklemlerinden

saglarsak

du OJv Ou Ov

ox dy’'dy Ox
|f'(2)|? Jacobian doniisiimiinii takip ediyor. Ters doniisiim teoreminden f(z)#0
oldugunda f bolgesel tek degerlidir. fnin tek degerli baz1 z, komsulugunda f z,'da
analitiktir ve f'(z)#0 olur. Aksine eger f z,'da bolgesel tek degerli ise 0 zaman f'(z,)#0

Rouche teoreminde olusturulanlarin ikisi de ispatlanir. Analitik doniistimler icin, bu
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nedenle, bolgesel tek deger icin Jacobian'in ortada olmasi gerekli ve yeterlidir. Daha

kolay genel doniisiimler i¢in bu kosul yeterlidir ama gerekli degildir. Alandaki analitik

fonksiyonlar bolgesel univalenttir ama univalent degildir.

Ornek f(z) = z? bolgesel Univalenttir olur alan igerisinde
D={z1<z<20<argz < 3m/2}

ama univalent degildir.

3.4.2. Tanim

D birim disk igerisinde S sinifinda analitik ve univalent olan f fonksiyonu univalent
fonksiyonlar teorisini biiyiik Olclide ilgilendirir ve f(0)=0 ve f(0)=1 saglamak
zorundadir. Biiylime teorisinde
If@)I<z(1-|zD7?,z€D

biitiin feS icindir. Ozel olarak feS fonksiyonu D 'nin btiin altkiimeleri icin diizgiin
stirlidir. Montel teoreminin normal sinifindan dolay1 S sinifi bolgesel sirhidir. Ustelik
n€S ve f,,(z)—1(z) D' nin diizenli altkiimelerinde esit alirsak f D' de analitik olur ve
birebir ya da sabittir. Ama sabit olamaz ¢ilinkii diizgiin yakinsaklik cevaplarindan,
Cauchy Integral formiilii tarafindan, f,'(0)—f’(0), yani f(0)=1#0. Bu da bize ' nin D
icerisinde univalent oldugunu gosterir. Sonug olarak f€S, cunki f(0)=0 ve f(0)=1
normallestirilmesinde esit yakinsaklik tarzinda korunur. Genigleme teoreminden

yararlanarak ispat1 elde etmis oluruz.

3.5. RIEMANN DONUSUM TEOREMIi

C kompleks diizlem, D’de C diizleminde birden fazla sinir noktasina sahip baglantil1 bir
bolge ve zye Dolsun. f(z,) = 0, f'(z9) > 0, f ' (29)>0 sartlarini saglayan ve D’yi birim

disk tizerine konform olarak doniistiiren bir tek f konform doniisiimii vardir.

3.6. CARATHEODORY GENiSLEME TEOREMIi

Jordan egrisi C D alaninda smirlandirilmis olsun ve birim D diski iizerinde f' nin D
konform déniisiimii olsun. Kapali disk D iizerinde f'nin genisletilmis homomorfizmasi
D =D U Colur.

Ispat:

Kabul edelim ispatta A (izerinde D genisletilmis homomorfizmas1 A Jordan alaninda, D
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Jordan alani tizerindeki konform doniistimii olur.

3.7. UNIVALENT FONKSIYONLARIN TEMEL TEORISi

3.7.1. Tanim

Tek degerli f fonksiyonu eger iki kere ayni degeri alamazsa DcC alaninda univalent
olur, bu da, D icinde z; # z,ve bltin z,, z, noktalar igin f(z;)#f(z;) olur. f fonksiyonu
7z,€D noktasinda bolgesel univalent ise bazi z, noktasinin komsulari tinivalenttir.
Analitik f fonksiyonlari i¢in f'(z,)#0 sart1 z, nokasinda bolgesel {inivalente esdegerdir.
Analitik tinivalent fonksiyonlar konform doniisiim olarak gosterilir ¢iinkii agi-koruma
ozelligi vardir. Oncelikle birim D = {z:|z| < 1} diski iginde S smifinmn analitik ve
univalent olan f fonksiyonu ile ilgilenerek f(0)=0 ve f(0)=1 sartlarim1 saglayarak
normallestirmeliyiz. f€S Taylor serisi agilim1 seklinde

f(z) = z+ az* + asz® + a,z* + -+, |z| <1
Riemann doniisim teorisinde, geometrik teoremleri ilgilendiren S sinifinin
fonksiyonlarindan univalent fonksiyonlar bir sinir noktasindan daha ¢ok rastgele secilen
basit baglantili alanlar olarak agiklanir.
Ornek:
S sinifindan Koebe fonksiyonu

k(z) =z(1—-2)>=z+2z%+ 323+ -

Negatif reel eksende -1 den eksi sonsuza negatif tam dizlemde D diskinin koebe
fonksiyonu doniistiiriir. Yazarak goriirsek,

k()_1(1+Z)2 1
2=3\1=27) "1

ve bu fonksiyona sahip oluruz

14z
= 1—-2z
Sag yarim diizlemde D konform déniisiimii olursa Re{w} > 0 olur.

Ozellikler:
S icerisindeki diger basit fonksiyon ornekleri,
I f(z)=z birim doniisiim

ii. f(z) =z(1 —z) ! Re{w} > -é yarim diizlemde D' de konform d6nsiim olur.
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ii. f(z)=2z(1-2z%"1,D diizlemi iizerinde tam negatif iki yar1 dogru %5 X <o
Ve —oo < x < — %
iv. f(z) = %log [g], yatay eksen {izerinde D doniisiimiinde —% < Im{w} < %,

V. fz)=z—- %22 = % [1 — (1 — 2)?], D doniisiimii iizerinde kardoidin i¢idir.

3.8. ALAN TEORISi

3.8.1. Teorem

Eger g €X ise

oo

Z nlb,|? <1,

n=1
esitligi ancak ve ancak g € £ oldugunda saglanur.
ispat:
E g tarafindan kurulsun. r>1 i¢in, |z|=r ¢emberinin g goriintiisii altinda |zj=r olsun.

C, basit kapali egrisi E,, D E alanin1 kapsamaktadir. E,. alanindan

1 -
Ap == v_vdw=z Jg(z)g’(z)dz

Cr |z|=T

ryi 1' e azaltirsak o zaman

m(E) = n{l - Z nlbnlz}

n=1

buradan m(E) E' nin 6l¢iimii disindadir. O zaman m(E)>0 teoremi ispatlar. Esitsizlikte
1

|b,|< b2 ,n=1, 2, ... Bu esitsizlikte n>2 etkili degildir, fonksiyonda

1/2 gz n

g2)=z+n"
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univalent degildir. Sonug olarak tiirevde

g'(z) =1—nt/2z7n"1

A igerisindeki bazi noktalar n>2 i¢in ortadan kaybolur. Esitsizligin keskin ve 6nemli
sonucu |b4|<1' dir.

Sonug:

Eger g€X ise |b|<] denklemden ancak ve ancak

g(z)y=z+by+by/z, |b|=1

oldugunda bu A' nin konform doniisiimiin tiimleyeninin ¢izgi boliimiindeki uzunluk 4
tar.

Son sonuca bakarsak Bieberbach teoremini hesaplarken, S smifindaki a,
fonksiyonlarmin katsayilarin1  hesaplarsak bu bize Bieberbach konjektiiriiniin

temelinden saglanir.

3.8.2. Teorem (Bieberbach Teoremi)

Eger f€S ve |a,|<2, Koebe fonksiyonunun déniisiimii olan f ancak ve ancak bu sekilde

esit olur.

3.8.3. Teorem (Koebe Bir-Ceyrek Teoremi)

S sinifindaki biitlin fonksiyonlarin mesafesi diskte {w:|w|< %}

3.9. GENISLEME VE BUKULME TEORISI

Bieberbach esitsizliginde |a,|<2 konform doniisiimlerin geometrik teorisini ima eder.
Koebe biikiilme teoreminin bir énemli sonucuda keskin iist ve alt smir i¢in f simnifina
yayilan |[f'(z)| olur.

f donistimii altinda ark boyunun bdlinemeyecek kadar kiigiik oran garpani |f'(z)]
geometrik tanimindan biikiilme meydana gelir ya da alanin boliinemeyecek kadar kiglk
alan ¢arpani Jacobian |[f'(z)| den gelir. Devam eden teoremde verilen temel tahmin

biikiilme teoremi ile iliskili sonuglardir.

3.9.1. Teorem

Butlin f €S igin,
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4 —r?
—1-r2

zf (z)  2r?
f'(z) 1-r2

lz| =7r<1, (3.1)

Ispat:

Verilen f €S, saptanan (€ D ve disk otomorfizmasinin yapiminda

o (2L -r0) o o)
O = wmp T rrAROT
O zaman FES ve hesaplamalar1 yaparsak
1
1. = 3{a- L8 -2

Ama Bieberbach teoreminde [A,(Q)| < 2 dir. Bu esitsizlikte ¢ yerine z koyarsak,
denklem (3.1) esitsizligine sahip oluruz. Biitiin Z€D i¢in Koebe fonksiyonlarinin uygun

dontigiimleri yapildiginda sonucu elde ederiz.

3.9.2. Teorem (Bukulme Teoremi)

Secilen f €S icin

m_|f()|

+
ESE ,|z| = r<1. (3.3)
Butln zeD, z#0 esitligin olmas1 ancak ve ancak uygun Koebe fonksiyon dontigiimleri
ile saglanir.

Ispat:
Esitsizlikte |a| < c ima edilen —c < Re{a} < c, bu da (3.3)’ten.
2 2 _ " 2
r 4rSRe zf (2) S27’ + 4r
1—12 f'(2) 1—1r2
Gunku f'(2)#0 ve f'(0)=1, tek degerli logf'(z) dali secersek orijinden kaybolur. Simdi

bunu elde edersek:

Re {Zf (2)

[0 } = T%Re{logf'(z)}, z=re'®.

Buradan
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2r—4 0 2r+4

- Sglog|f’(rei9)| < Tz

(3.4)

Bsabit tutarsak, 0’dan R’ye olan r’nin integralini aliriz. Hesapladigimiz esitsizlikte

e LTR 7 (Re®)[ <1 1+R
B+ Rz = o8l eI =108 (i pys
ve ist alma tarafindan biikiilme teorisi devam eder. Koebe fonksiyonunun uygun
dénmesinde
1+2z
K(z) = ——
(2) a=27

gosterir ki |f'(z) |‘nin sonucu en iyi ihtimaldir. z = Re®® esitligi i¢in en iist yada en alt
sonug (3.3) esitliginde biitiin sayilar r’ler i¢in uyan denklem (3.4) kisminda 0 < r <R

olur.

Ozel olarak,
: f"(O)}
Rele®——=1 = +4
{ f'(0)
Buradan |a, | = 2. Bieberbach teoreminden f Koebe fonksiyonunun doniisiimi
olmalidur.

Bukullme teoremi |f(z) | igin alt ve iist sinirlar gosterir. Bu sonuglar goriiliir.

3.9.3. Teorem (Genisleme Teoremi)

Butln f € Sigin,

Slf@l <

REESD :r)z < |z| = r<1. (3.5)

r
(1-r)?’

z € D,z#0 esitligi olmasi igin gerek ve yeter sart Koebe fonksiyonunda uygun doénme
yapmaktir.
Ispat:

f € Svesabit z € re'® ile 0<r<1. Elde edecegimiz
r . .
£@ = [ e edp
0

f (0)=0 oldugunda elde edilir. Genisleme teorisinde

r

T ; " 14+0p
F@ 1= [ 17 (e)dr = | o ede = o -
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Alt sonu¢ daha ustacadir. Eger |f(z) | Zi olursa (1 + r)~2 <2 Igln O<r<1. Eger

|f (2) |<i ise Koebe bir-ceyrek teoreminde elde edilen f menzilinde 0’dan f(z)'ye

dairesel dilim biitiinliigiinii verir. C 0’dan z’ye yayin biitiinliigiidiir ve

f@) = ] (a7

Ama f'(Q)d{ C sabit isareti boyunca, yapim agamasinda, biikiilme teorisinden
r

r@1= [ Ir©a = [ g =

Cc

elde edilir.
Denklem (3.5) esitligindeki bazi kisimlar denklem (3.3) esitsizliginden elde
edildiginden f' nin Koebe fonksiyonu doniistimii oldugu gosterilmis olur.

3.9.4. Tanim (Bieberbach Konjektiirii)

f fonksiyonunun biitiin katsayilari i¢in f € S de n=2,3,4... f Koebe fonksiyonu ya da

doniisiimlerinden bir tanesi oldugu durumda biitlin n’ler i¢in esitsizlikler kurulabilir.

3.10. iC ALAN TEOREMIi

feS olsun0<r<1ligin A, == Z:;lnlanlz r2"  sayilarinin sinirli oldugunu kabul

edelim. Bu halde f (D) nin alan,

oo
A=n Z:nlatnl2
n=1
ile verilir.
Ispat:

|z] <1 igin gegerli

oo
= E a,z"

n=1
toplamini yazalim:
Crz{z:zzreie,o <r <1, OSGSZTE}
¢cemberini goz 6nune alalim.
I, =f(C,),D,=int(C,), A, =int(T}), A, = Alan A,

olsun.
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A, —ffdudv —.U—|Z((u' 1;))| dx dy

=f If'(2)[2 dx dy

=f nf |f’(rei9)|2rdrd9 (3.6)
o Jo

biciminde yazilir. Ayrica

f'(re®) =a, +2a,re®®+ ... + na,rvle!®" DOy
olup,

W =a; +2ayre O+ ... +na, rle i -DO4

yazilabileceginden

|F/(re®) | = £/ (re®) Fr(re®)

Ifadesi (3.6) de kullanir ve terim terim integral alinirsa,

(00
Ar =T Z n|a,|*r?"
n=1

elde edilir. Cunki k#0 i¢in
21 ]
f ekfdp =0
0

dir. Eger 0<r<1 i¢in Arsmirlanir ve M iist sinir olarak alinirsa,

nz nla,|> < M
n=1
yazilir. Burada N keyfi sabit pozitif bir tamsayidir. Sol taraftaki toplam r ye gore
monoton olarak artan ve siirlidir. Dolayisiyla r— 1" giderken bir limite sahip olup,
N

ﬁz:nlanl2 <M

n=1
esitsizligi elde edilir. Clinkdi,
N
T Z nla,|?
n=1

kismi toplamlari sinirhidir. N = oo giderken 7 Yo, n|a,|? serisi yakinsak oldugundan,
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o

A= lirln_Ar = 7tz:nlan|2 (3.7)
-

n=1
[fadesi elde edilir. (3.7)de tanimlanan A sayisina A=f(D)’nin i¢ alan1 denir. Daima,
A= 1n(l+2|ay)*+...4) =7
esitsizligi vardir. F(z) =z olmast durumunda f(D) alan1 ile D’nin alani esittir. F(z) =z

durumu hari¢ diger durumlarda f(D)’nin alan1 D’nin alanindan fazladir.

Ornek:
z
w= =7z +z% +z23+..
1—2z

Fonksiyonu Dy = { z: |z| <r, 0<r<lI } diskini, r—1" giderken Ar —o olacak sekilde,

(0]

r?

= — 2n
1—-r2)z " Z"T

n=1

Ar

alanina sahip olan,
2

Ar ={w:|w— | <

1—1r2
diskine doniistiiriir.

Cozim:

olur. Buradan,

2l = 1| < 7
[fadesinde w= u+iv yazilip, gerekli islemler yapilirsa,
2 r2

d + v? <
v
1—1r2 1—1r2

u®-2u

olur. Bu esitsizligin her iki yanina

terimi ilave edilirse, bir dnceki ilave

1,.2 N X N ( T'Z )2 - 2 N ( T'Z )2
v
2 1—1r2 1—1r2

2
_2
woey 1—12

bicimini alir. Bu da
2

1—172

7'2

1—12

}

Ar = {w: ‘W—
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Ifadesinin acik seklinden baska bir sey degildir. W= z(1-z)? altinda D’nin gorintileri

olan Ar diskleri

Rew > ——

Yar1 diizlemini Orter.

3.11. DIS ALAN TEOREMI

f e P olsun. Bu halde f(D)” kapali bolgesinin alani,

B = n[l— anbnlzl
n=1
esitligi ile verilir. Burada f(D)" =C\f(D)’dir.
Ispat :

fePicin 0 <|z| <1icin gecerli olan

W= f(z) =

N | =

+ Z b, z,
n=1

Ifadesini yazmak kolaydir. f altinda D’nin goriintiisiiniin alan1 oo noktasmi ihtiva
edeceginden f(D) sonlu olamaz. Bu yiizden bu teorem A = f(D)” alanindan soz eder.
Cr ={ z:ree,0<r<1,0S9S2n}
Dr = int(Cr), Er = Ext(Cr),I'r = f(Cr)
olsun. Ilk olarak f(Dy) =Ext(I') oldugunu gésterelim. Bunun icin wy = f(z,)olmak
uzere
r <|zo|< 1 olacak bigimde zo € E, segelim.f univalent oldugundan
w —wy = f(z) — f(z,) fonksiyonunun |z| < r de sifin yoktur. Bununla birlikte bu
fonksiyon |z| =r ¢emberinin i¢inde z=0 noktasinda basit kutba sahiptir. Dolayisiyla

argliman teoreminden,

—1=N-P =

1 f'(2)dz 1 dw
27Tl f(2)—f(zy) 2mi fr

-, W — Wy

yazilir. Bu gosterir ki Q. (Wo)=-1 olup wpg € int (I'r ) ve I'r negatif yondedir. (C, pozitif
yonde yonlendirilmis ) Ustelik eger z1 € Dy ise N-P =0 olacagindan Qr,. (w;)=0 olur. Bu

da w; € Ext (I'r) oldugunu gosterir.
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\\_ ,///
- P
Sekil 3.11.1
Ar = int (Ty) ve By de Ar ‘nin alani olsun. Bu durumda,
Br = ! wd
r = _Trw w
= A5
— | 7&  r@d 39)
Cr
dir.
1 oo
f(z) = = + Z by, z™
d m=1
oldugundan

f(z) = —z—2 z mb,, zm 1
m=1

ifadesi elde edilir. Bu ifade (3.8)” de yerine konulursa

Br = —%j [(z2)—1 + Zb_nz_"][z—Z —Zmbmzm_l]dz
Cr n=1 m=1

esitligi bulunur. Yine

2 .
-n ,m-1 PMtm " (m-n)i6 0, m#nise
z7" zZMm Nz =ir e de = . on .
c 0 2mir<",m = nise
-

[fadesinden

1 N 2..2Nn
Br=rm r—z—Zn |b, |2 (3.9)

n=1

elde edilir. Br >0 oldugundan
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o

1
2..2N
E nIbnl r < 7‘_2

n=1
Yazilir ve r—17 icin limit alinirsa
Z nlb, |2 < 1
n=1
bulunur. Boylece,
(o]
B=1Ilm B, = [1— anbnlzl
r-1-
n=1

sonucu elde edilir.

3.12. GRONWALL - BIEBERBACH

Eger f € Pise, Yo, n|b,|? < 1dir. Bu sonu¢ 1914°de Gronwall tarafindan, 1916°da
Bieberbach tarafindan ayri ayri elde edilmistir. Gronwall-Bieberbach esitsizliginin bir
sonucu oloarak |b;|? < 1 yazilir. |b;| = 1 esitligi sadece b, = b3 =...= 0 oldugundan
ortaya ¢ikar. Bu durumda b; = e?'* olmak iizere f fonksiyonu
f(z) = % + e?iag
bicimindedir. z = e'® icin f(e!®) = e~ + e2i@e®
= el 10pia 4 piagif)
— eia(e—i(a+6) + ei(a+6))
= e'(cos(a + 0) — isin(a + 0) + cos(a + 6) + i sin(a + 6))
= 2e%cos(a + )
yazilir. w=u+iv denirse
2e%cos(a+0) = u +iv
Esitliginden
u = 2cosacos(a+6)
v = 2sinacos(a + 60)

ve bu iki esitlikten de
v
—=tana = v = (tana).u
u

Seklinde bir dogru denklemi elde edilir. Boylece, z, ¢; birim diskini bir kez tararken w,
orta noktasi orijin olan ve a egim acisina sahip olan 4 birim uzunlugundaki L

dogrusunu iki kez ileri ve geri tarar. Bu f fonksiyonu agik birim diski, L dogrusu
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¢ikarilmis w diizleminin tamamina doniisilir. Bu durumda, B=0"dur.

3.12.1. Teorem
f €Y igin|z| >1igin
f@)=z+cy+ciz ... +cpz M.

yazilir. H(z) = % ters fonksiyonu iinivalent oldugundan

1
g(z) = (foHz)(z) — ¢y = > +ciz+... 4+ 2+

ifadesi de univalent ve P sinifindan olup boliim (3.12)’ye gore

Z nlc,l? <1
n=1
ve
leil <1
dir.
Not:

1
f(z)=z+cy+ ezw‘;
fonksiyonu icin n>1 oldugumda |c,| = 0°dir. Bu fonksiyon D yi [—Zei“ + co, 2% +

Co|

dogru parcasi ile delinmis w- diizleminin tamamina doniistiiriir. Gergekten z = re'? icin
. 1. . . 1 .
f(2) =re®® + ¢y + ez“";e“e = el [rel(e‘“) + ;el(“‘e)] + ¢

. 1 I:
= el [r cos(8 — a) + irsin(f — ) +;C05(“ —0) +;sin(0{ - 9)] * Co

olur.
_ 1\ . VR
u+iv= (r+;)el“cos(9 - Q) +l(r—;>ew‘sm(9 —a)+c
denirse
1\ | 1 .
u= <r+;)el“ cos(6 —a) + ¢, v(r—;)ew‘ sin(6 — a)
yazilir.
1\ N
Uu—co= (r +;)e‘“ cos(0 —a),v = (r—;)e‘“ sin(6 — a)
esitliklerinden

lu — ¢yl = |Zei“ cos(8 — a)| <2,
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lu — ¢l = 2|cos(8 — a)| <2
lu —col <2

dir. Yani
1
f(z)=z+c, +e2‘“2

fonksiyonu, D’ yi
[—2e + ¢y, 2e'* ¢

dogru parcasi ile delinmis tiim w diizlemine doniistiirtir.

3.13. DISTORTiION TEOREMLERI VE BIEBERBACH ESIiTSIiZLiGi
Burada bazi distortion teoremleri ve Bieberbach esitsizligi verilecektir.

3.13.1. Teorem

Eger f €S |ay| <2 dir. Esitlik sadece f(z) =z(1+ e$¥z)™? seklindeki Koebe
fonksiyonlar1 saglanir.
ispat:
f(2) = z+a,z* + azz3+...€ S
Iken bu fonksiyonun tersi
1 1 1
D it mztait ) z [1— (ayz + azz®+...)+H(a,z + agz? + -+ )?—...]

1 2
=-—a + (a5 —az)z+...

seklinde olup ilave bir sabit hari¢ P sinifindadir. Boylece boliim (3.12)’den dolay1

laZ —as| <1 (3.10)

esitligi elde edilir.
Bu esitsizlikten sadece a,'yi igeren baska bir esitsizligi soyle ¢ikarabiliriz. Bunun igin

de D’de univalent ve analitik alan

1
h(z) = [f(z®)]Y? = z(1 + a2 + azz*+.. )2 =z + Eazz3+. . (3.11)

fonksiyonunu g6z oniine almak yeterlidir. Bu fonksiyon S smifindadir. D de h(z)
fonksiyonunun univalent oldugunu gérmek i¢in |z;|< 1, |z,]|< 1 olmak Uzere h(z;) =

h(z,) oldugunu kabul edelim. Buradan f(z%) = f(z%) seklinde olup f Univalent
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oldugundan z? = z2 yazabiliriz. Bu halde z, = z, veya z; = —z,’dir. Fakat z; =
—z, olmast h(z;) = h(—z;) olmasini1 gerektirir ki bu z; # 0 igin h sifirdan farkli ve tek
fonksiyon oldugundan miimkiin degildir.
Denklem (3.10) ifadesine gore h(z) nin agilimindaki ikinci ve {igiincii katsayilar
1
a, = 0veaj =5
dir. Boylece bunu |a3 — a3| < 1 de kullanirsak

<1

1
|0 —Eaz

-3

1
> la,| <1
la,| <2
esitsizligini buluruz. Alternatif olarak ) sinifina ait olan

@ =[n ()] =s-2ase

fonksiyonunu g6z 6niine alabiliriz. Buna gore Gronwall — Bieberbach esitsizliginden

< lveya|a,| <2

—=a
| 277
yazilir. Esitlik durumunun olmasi igin gerek ve yeter sart 2a # 8 olmak lizere
o1
F(z) =z+e# Z

bigiminde olmasidir. Boylece,
1\t
F@ = [n ()]
z

h(z) =

[fadesinden

(14 efz?)
fonksiyonu ve h(z) = {/f (z?) esitliginden

w = f(2)= =z-2e# 72436273 —  +(— )" Lne™ VB | (3.12)

z
(1 + eifz)?
bulunur. Bu fonksiyon Koebe fonksiyonu olarak adlandirilir ve bu Koebe fonksiyonu
biitiin n’ler i¢in|a,| = n 6zelligine sahiptir.

Denklem (3.11) esitliginin yani w = —_— esitliginin her iki yanim e ile ¢arpip

(1+ elfz)
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1

‘y1 hesaplarsak

elBw

11 (1+e#z)" s 1
ePw Bz eBz  _ehg € ZT (3.13)
(1+ eifz)?

buluruz. Denklem (3.12) in sag tarafi |z| = r <1 i¢in [0,4] reel araligindaki degerleri
alir. Boylece Koebe fonksiyon D birim diskini t > i olmak tzere w = te~%# 1511 ile

delinmis w- diizlemi i¢ine dontstiiriir [14].

3.13.2. Sonug
Eger,
w=g(z)=z+cy+cz +...
fonksiyonu Y sinifindansa, |z| >1 in g fonksiyonu altinda goériintiisiiniin sinir1  |w —
col < 2 diskinde ihtiva eder.
ispat:
Kabul edelim ki & , |z| > 1’ nin g fonksiyonu altindaki goriintiisiine ait olmasin.

Boylece,

f(2) =+=z+(k—c0)zz+...
g(z)—*

Fonksiyonu S smifindan olup, Teorem (3.13.1) den |A — ¢y| < 2 yazilir.
Not: 1907 yilinda Koebe, herhangi bir f € S fonksiyonu i¢in w =0’ m f(D)’nin

siiria olan uzaklig1 ¢ olacak sekilde pozitif bir ¢ sayisimin varligin1 gosterdi. 1916
yilinda, Bieberbach, Koebe sabitinin degerinin tam olarak % oldugunu gosterdi. Daha

sonra bagimsiz kisa bir ispat da Faber tarafindan verildi.

3.13.3. Teorem

Bir f € S doniisimii altinda birim diskin goriintiisii [w| < % diskinin tiim noktalarini

ihtiva eder. (Koebe-Bieberbach Teoremi)

Ispat:
b f(D)nin bir sinir noktasi olsun ve
bf(z) L2
w(z) = b= ) =z+ (a,+ b7 1)z*+..

Fonksiyonunu goz 6niine alalim. 7 = Tof oldugundan y de S sinifindandir. Burada T,
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T(w) = zi_ww seklinde lineer olmayan bir dontistimdiir.
Teorem (3.13.1)’den
la, + b1 <2
olup
b7l <2+ |ay,| <4

yazilir. Bundan dolay1 |b]| Zi olur. Bir smnir noktasinin tam olarak baslangic
noktasindan % birim uzaginda olabilmesi, bu fonksiyonun Koebe fonksiyonu olasi
durumunda gosterilir. Boylece i herhangi daha biiyiik bir sabit ile degistirilmez.

Not: D de analitik f(z) = z + ¥_, a,, z" bicimindeki fonksiyonlarin aileis i¢in (D de
tinivalent olmasi1 gerekmeyen) f (D)’ nin L yarigapli baz1 diskleri ihtiva edecek sekilde

L>0 pozifit sabiti vardir.

. e 1 g .
Landau, L nin miimkiin olan en iyi degerinin en az P oldugunu gosterir.

3.13.4. Sonug

f €S olsun. Kabul edelim ki a ve g, Argf— Arga = +m 0Ozelligine sahip f
tarafindan alinmayan iki degerdir. Bu taktirde hem o hem de £’ nin orijine olan uzakligi
% ¢ ye esittir.
ispat:
Teorem (3.13.3.)’ lin ispatinda oldugu gibi S sinifina ait olan
of (2)
o~ f(2)
bigimindeki fonksiyonu g6z oniine alalim. Bu halde £ sayisi, f' nin gérunti bélgesinde

olmadigindan a—ﬂﬂ say1st da y ‘nin goriintii bolgesinde degildir.

y(z) =

Teorem 3.13.3.’den

o 1
|a —ﬂﬂ = 4
veya

a=lale”,  B=—|fe”
oldugundan

’1 y_t1.1_,
o g ol 18~
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esitsizligi bulunur. Ornegin, | 4] < |a| kabul edildiginde
2 1.1,
lol = lal 181~

veya

ol > =
=37

elde edilir. Eger |of == ise %sz veya |l =5 olur. | <|al| oldugu kabul

edildiginden dolay1 |4 = - gelir.
Not: Eger f altindaki birim diskin goriintii konveks bir bolge ise teorem 3.13.3’iin

sonucu asagidaki teoremde oldugu gibidir.

3.13.5. Teorem

f €S olsun. Eger f(D) = A konveks bir bélge ise, bu bolge |w|<% diskinin tim
noktalarini ihtiva eder.

Ispat:

z € D igin, b, f(2) tarafindan alinmayan bir deger olsun ve

w(z) = [f(z) — b]?> = (=b + z + a,z*+...)?

= b% - 2bz+...
ve
b? — y(2)
g(z) = T Z+...

fonksiyonlarmi goéz oniine alalim. y(z) fonksiyonunun D diskinde sifir1 olmadigi
aciktir. y(z)’nin D de tinivalent oldugunu gostermek igin, D’ de z; ve z, gibi farkli iki

nokta alalim. Bu halde

Y(z1) — Y(zz) = [f(21) — b]* — [f(2;) — b]?
= [f(z1) — f(@)]If (1) + f(22) — 2b]
#0
dir. Ciinkii, f tinivalent oldugundan f(z;) # f(z,), A konveks oldugundan

SU () + F(z)] € Ave b,

olup

S1 () + fz)] # b
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yani
[f(z1) + f(zz) —2b] # 0
seklindedir.

Boylece y, D’ de univalent oldugundan g’ de D bolgesinde univalent ve

normallestirilmistir. Ustelik g(z), 2b degerini alamaz. Koebe — Bieberbach teoreminde,

1 1
2161 = veya lbl = 5

yazilir.
z
1-z

w = =z+z+..

fonksiyonu D diskini konveks bir bolge olan Re(w)>—% yart diizlemi iizerinde

doniistiirdiigiinden yukaridaki sonug kesindir.

Asagida verilen teorem; r<1 olmak tiizere orijin merkezli r yarigaph kapali diskindeki z

ler icin f € S fonksiyonunun|f'(z)| ve |f(z)| modillerinin alt ve ist sinirlart ile

ilgilidir. Bu esitsizlikler Koebe’ ye ait Distortion teoremleri olarak bilinirler. Koebe
my(r) < |f(2)] < My(r) ve my(r) < [f'(2)| = Mp(r)

olacak bicimde m,(r), M, (r), m,(r), M, (r) pozitif tamsayilarinin varligini gosterdi.

Teorem 3.13.6’nin tam bir ifadesi 1916 Gronwall ve Bieberbach tarafindan verildi.

3.13.6. Teorem

Eger f € Sve 0 <r < 1lise|z| < r 6zelligindeki her z igin

1
ve
T r
a+r? <|f@l < a—ne (3.15)

esitsizlikleri vardir.
Ispat:

0 < |a] <1 olmak lzere

Z+a>
1+az

v@ = 1

fonksiyonu D de univalenttir. Boylece,
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@) —f(a)
g(Z) - 7 2
f(@@ —lal?)
fonksiyonu da yine D’ de univalent olup g(0)=0 ve g'(0)=1 sartlarin1 saglar.
Dolayisiyla, g € S* dir. Eger a, sayis1 g(z) fonksiyonuun Taylor agilimindaki ikinci

katsay1 ise

0 = g'@ _1[f @@ —la® -
2720 T2 f'(a)

dir. Bieberbach esitsizligine gore |a,| < 2 olacagindan

f@@-lal®)
f'(@)

yazilir. Burada a yerine z yazilir ve her iki taraf

<4

2a

||Z| ile ¢carpilirsa son esitsizlik

1-|z|2

4|z|
T 1—|z]?

f'@ 2z
f@ 1-IzP

(3.16)

haline dontisiir. |Rez| < |z| ve |z| = r<1 oldugu distintiliirse

zf (z)  2r? zf (z)  2r?
F@ 1= T @ 1-17

4y

< <
1—1r2

R

olur ki buradan da

2r? — 4 ' 2r% + 4r
r T < Zf(z)<

1—7r2 — ef’(z) - 1-—12 (3.17)

esitsizligi elde edilir. Simdi, z = re®® denirse,
fI(Z) = eie(ur + ivr),f"(z) = e_zw(urr + ivrr)

Zf"(Z) _ r(urr + ivrr) _ r(urr + ivrr)(ur B ivr)
f'(2) u, + iv, u? + v?

yazilir. Buradan,

Zf"(Z) _ r(ururr + vrvrr)

Re =
f'(2) uf + v?

0
= r;ln(u? + v2)1/?

)
=ro-nlf'(2) (3.18)

bulunur. Denklem (3.17) ifadesi (3.16)” da yerine yazilir ve r # 0 ile bolinurse
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2r—4 2r + 4r

lnlf (@) =

3.19
1—7r2— 6 — 72 ( )

esitsizligi elde edilir. Denklem (3.18) ifadesinin her bir yaninin 0’ dan r ye integrali

alinirsa
In(1—7r)—3In(1+7r) <In|f'(2)|<In(1+r)—-3In(1—-1)
ya da
1+r
m <If'@l < (1 E

esitsizligi elde edilir ki, bu da denklem 3.13 ifadesidir. » = 0 i¢in esitsizlikler agiktir.
Simdi de denklem (3.14)’ii ispatlayalim.

Ik olarak 0< t < r olmak {izere yukaridaki esitsizligin ikinci kismm kullanarak { =

te'® egrisi boyunca { = 0°dan { = z = re'® * ya kadar integrali alinirsa,

f(2) = f F1@dg| < j F@ldt

f e

T
S (1-1)?

(3.20)

bulunur. < |f(2)| oldugunu gostermek i¢in 0 < r < 1 iken < oldugunu

()2_ ()

gbz Oniine alalim. |f(z)| = Z olursa esitsizlik dogrudur. Simdi kabul edelim ki
|f(2)] <i olsun. Koebe — Bieberbach teoreminden dolayr w = f(z)noktasini orijine
birlestiren y, dogru parcas1 f(D) de ihtiva edilir. Eger y = f _1(yl) ise, yani vy, f altinda

goruntusu y, olan 0 noktasinin z noktasina birlestiren egri ise

(w|

wi= ) [ 1dwl = 11
0
ve denklem (3.13)’deki ilk esitsizlikten

||
r

F@l = f I @lldz] = f T = T (3.21)
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yazilir. Burada |dz| = (dr? + r2d #)'/2 > dr dir. Denklem (3.20) ve denklem (3.21)
esitsizlikleri birlestirilerek denklem (3.15) sonucu elde edilir. Denklem (3.15)’lin esitlik

hali Koebe fonksiyonu ile elde edilir.

3.14. KONVEKS VE STARLIKE FONKSIYONLARIN BAGINTILARI

3.14.1. Konveks Fonksiyonlar
3.14.1.1. Konveks Egri

C egrisi z-diizleminde basit baglantili pozitif yonlendirilmis (yani saat ibresinin donme
yOniiniin tersi yonde olan dénme yoniinde yonlendirilmis) bir egri olsun. C egrisinin W
= f(z) analitik fonksiyonu altindaki resim C; olsun a <t < b olmak Uzere C; egrisinin
bir w = f(z) noktasindaki tegetinin argiimani #’nin azalmayan bir fonksiyonu ise C;

egrisi “Konveks” tir denir.
3.14.1.2. Konveks Bolge

Genel olarak konveks bir bolge asagidaki sekilde tanimlanir. Bolge i¢inde alinan iki
noktay1 birlestiren dogru tamamen bolge icinde kaliyorsa bolgeye “Konveks Bolge”
denir.

Bu tanim goz oniine alindiginda bir konveks bolge icin asagidaki dzellikler siralanabilir.

(i) Konveks bolge genel olarak asagidaki sekilde gosterilebilir.

VA VA

%

/ e

A

Basit Baglannl
Kapal D Bolgesi

asit Baglanth
Kapah D* Bolgesi

Bolge iginde alman A ve B Bélge iginde alman A ve B’
noktalarim birlestiven AB dogru  noktalarim  birlestiren A'B'  dogru
pargast  tamamen bolge i¢cinde par¢asimn C'. D' kisin bélge iginde

kaldigindan bolge konvekstir. kalmadigindan béolge konveks degildir.

Sekil 3.14.1.1
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(i)  Yildizli bolge tanimi g6z Oniine alindiginda, her noktasina gore yildizli olan

bolge konveks bolgedir.

3.14.1.3. Teorem

Yukarida belirtilen C; resim egrisinin konveks olma kosulu

Z" t " t
Im (#-&-z'(t)&) >0a<t<bh (3.22)
z'(t) f'@®
dir.
Ispat:
T v
Iy
Egrisi
w=f(z) Tegetin
Argiimam
) o * i
r I,
Egrisi Egrisi
D D,
Bolgesi Bélgesi

Sekil 3.14.1.2

Sekil 3.14.1.2 de gosterildigi gibi tasvir bolgeleri ve tasvir egrileri géz Oniine alinsin.
Yani, basit baglantili kapali I' egrisi ve kapattigt D bolgesinin resimleri w = f(z2)
fonksiyonu altinda I; ve D; olsun. Benzer sekilde D bdlgesinde tanimli basit baglantili
C egrisinin bu fonksiyon altindaki resmi Cjise bu durumda verilen konveks olma

tanimini kullanarak

%(H(t)) >0 (3.23)

Esitsizligi yazilabilir. Burada 0 agis1 resim egrisi C;’e teget olan d; dogrusunun
arglimanidir ve ¢’nin a <t < b araliginda tanimlanmis fonksiyonudur.

Ote yandan C egrisi z-diizleminde
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z(t) = x(t) + iy(t),(a £t < b) (3.24)

seklinde parametrelenebilir. Diger yandan C egrisi yonlendirilmis egri oldugundan, C
egrisinin tegetinin dogrultusu

arg z'(t) = teget dogrultusu (3.25)

seklinde ifade edilir. Dolayisiyla W = f(z) fonksiyonu bu teget vektoriinii

arg f'(z) = arg(f(z()))" = arg(z(®) f'(z(1))) (3.26)
acist iizerinden dondiiriir. Tanimdan dolay1 C; egrisinin konveks olmasi i¢in gerek ve
yeter sart

ao
= o (argZ (O ') 2 0,(a S t < b) (3:27)

Esitsizliginin gergeklenmesidir. (3.27) ifadesi argiiman 6zelliklerinin kullanilmast ile

ao

d ) !
P (arg(z (©) f' @) =7 (arg Z(t) + arg f'(z(1))) = 0 (3.28)

Seklinde ifade edilebilir. Diger yanda resim bolgesindeki herhangi bir w = f(z) noktasi

icin

f@ = lr@ e, argfz) = 0) (329)

[fadesi yazilabilir. (3.29) esitliginden
log f (2) = log(If (D]e®) = log If(@)| + log e = log |f(2)] + 16 =

log f (z) = log|f(2)| + i6 (3.30)

bulunur. (3.29) ve (3.30) ifadelerinden

arg f (z) = Im(log f (2)) (3.31)

esitligini elde ederiz. (3.31) yazilisini (3.28) ifadesinde kullanirsak

dg d

S (arg 2 (©) +arg f (1)) =~ [Im((log z (1)) +(log f' (z())]=
6 ACWWMO!
S| (g 2(@) + tog @) = [ + L 7] 2 0
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Bulunur ki buda teoremin ispatini verir.
3.14.1.4. Lemma

f(z) fonksiyonu bir D bolgesinde tanimlanmus, analitik ve yalinkat olsun. |{| <1, |z] <

1, z #¢ olmak Uizere

2zf'(z) _z+¢
f@-fQ) z-¢

Seklinde tanimlanan F(z,0) fonksiyonu [C| < 1, |z| < 1 de analitiktir.

F(z,0) =

Ispat:
f(z) fonksiyonu bir D bélgesinde tanimlanmis ve analitik oldugundan D de kutbu

yoktur. Ayrica yalinkat olmasinda otiirii

z #{icinf(z) # f({) (3.32)
bagintis1 gergeklenir. Ayrica

z # {oldugundanz—{ # 0 (3.33)

dir. (3.32) ve (3.33) bagintilar1 goz 6ntine alinirsa F(z,¢) fonksiyonunun |¢] <1, |z| <1

de analitik oldugu goriiliir. Diger yandan

l 2zf'(2) _z+¢ -
f@)-f(@Q) z-¢

limF(z,{) = lim
{-z

{~z

(z = D2zf (2) - f(2) — fONz+ D|
(f(@) = fNE-9

l{l_r)rle(z,{) = lzlirzll

'@+ Zf”(Z)l IAC)

mreO =T 7@

esitligi bulunur ki bu da iddianin dogru oldugunu gosterir.
3.14.1.5. Sonug

Eger Re F(z,0) > 0 kosulu her |{| < 1 igin gerc¢eklenirse

fi2) 1

Re Zm> E

dir.
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Ispat:

2zf'(2) z+ C) o (3.34)

ReF&‘):ReQnﬂ—f@)‘z—c

esitsizligini sonucun hipotez kosulundan yazabiliriz. Bu esitsizlik her || < 1 igin
gergeklestiginden ¢= 0 i¢in de dogrudur. Dolayisiyla
2zf'(z z+0 2zf'(z

(@ >=Re< f'(2) _1>:>

ReF (z,0) = Re(

f@-f0) z-0 f@ - £(0)
_ 22f'(2)
Re F (z,0) = Re <f—(z) = F0) 1> (3.35)

esitligi yazilabilir. Diger yandan f(z) = z+ a,z? + ... acilimina sahip oldugundan
f(0) =0 dir. Dolayisiyla (3.35) yazilis1 ayn1 zamanda

. 2zf'(2) y f'(2)
ReF(Z,O) = Re<m—1> = Re(sz(Z) —1) >0=>

f@) 1
&2

Rez

oldugu bulunur.
3.14.1.6. Lemma

w = f(z) = log(1+z) fonksiyonu konvekstir.

Ispat:
Ispat1 iki ayr1 yoldan yapabiliriz.
l.Yol.
f(z)=log(1+z) =f(z)= 1+Z:>
log f' (z) = log 177 logl - log(1+1z) =
f@ _ 1 :)Zf"(Z) _ .z :>1+Zf"(2) -z _ 1
flz) 1+z = f'(2) 1+z f'(2) 14z 1+z
f (2 1
= 3.36
1+z f'(z) 14z (3:36)
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esitliginden hareketle

(1) relh) -3 o)+ @)l o o

1{1+z+1+2z 2(1 + Rez) 1+ Rez
‘EI 11+ 2z l [ T+z2 | [1+z7
Re <1 + Z;Eg ) - |11++ie|§ (3.37)
yazilabilir. Diger yandan z €D oldugundan
lz| <1 & —|z|> =1 (3.38)
dir. Bir kompleks say1 i¢in
—|z| < Rez < |z| (3.39)
esitsizliginin gecerli oldugunu biliyoruz. (3.38) ve (3.39) birlikte diisiiniiliirse
—1< —|z|<Rez<|z|<l1 > —-1<Rez<1 (3.40)
ifadesi bulunur. (3.40) esitsizliginden
1—-1<1 + Rez<1+1=>0<Rez<2 =
1+ Rez>0 (3.41)
esitsizligi elde edilir.
Bir kompleks sayinin modiilii daima pozitif olacagindan
11+ 2]*>0 (3.42)
dir. Simdi (3.37), (3.41) ve (3.42) birlikte diisiiniiliirse
Re <1 + Z;§§§ ) >0 (3.43)

oldugunu elde ederiz. Bu bize w = f(z) = log(1+z) fonksiyonunun konveks oldugunu

gosterir.
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Il. Yol.
Bir diger ispat, W = f(z) = log(1+z) fonksiyonu altinda D = {z||z|< 1} bdlgesinin resim

bolgesi olan f(D) nin konveks oldugu gosterilerek yapilir. Simdi w; = 1 + z fonksiyonu
wi=u+iv=1+x+1iy =
{ul = uy(xy)=1+x (3.44)
vy = vi(xy) =y
seklinde yazilirsa bu transformasyonu altinda D’ nin resmini bulalim.
D ={z|z|<1} = {(x* + y?)|x? + y?< 1} (3.45)

oldugunu diistinerek

w=wxy=1+x=>x=u-1=x*= (u —1)2

v =v(xy) =y 2y*=v]

x2+y?=(u;- 1)% + v (3.46)

yazabiliriz. (3.45) ve (3.46) esitlikleri birlikte disiiniiliirse

(u- D2 +v¥<1 (3.47)

bulunur. (3.47) esitsizligi merkezi (1,0) da, yarigapt 1 olan ¢ember denklemidir.
Dolayisiyla (3.46) transformasyonu (yada w;= 1 + z fonksiyonu) altinda D bdlgesinin
resmi merkezi (1,0) da, yarigap1 1 olan ¢emberin i¢ bdlgesidir.
Transformasyonun sekli asagidaki gibidir.

y v

A A
=-diizlemi W= 1+:z w, diizlemi

<

D bélgesi

Sekil 3.14.1.3

Simdide f(D) = {(uy,v1)|(u; — 1)? + vi< 1} bolgesinin w=logw; tasviri altindaki
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resim bolgesini bulalim. f(D) bolgesinde bulunan noktalarin primitif argiimanlar (-7z/2)

ile (1 /2)arasindadir. Dolayisiyla
W =logw, ©®w;, = eV s u; +iv, =" >
u, +iv, = e*e’yada Re'? = e%e"’ =
R=e"p=v (3.48)

esitlikleri bulunur. Ote yandan yukarida belirttigimiz {izere

<< 3.49
2 2 (349)
m_ _T 35
LAY (3.50)

haline gelir. Bu da bize £(D) resim bolgesinin w=logw, fonksiyonu altinda v:—g , v:g

seritsel bolgesi lizerine resmettigini gosterir. Transformasyonun sekli asagindaki gibidir.

"l
A
w=logw, w-diizlemi | 7/2

R
a
> » X

Sekil 3.14.1.4

1

» -

w, diizlemi

—/7'/2

Dolayistyla w-dlizlemindeki -~ < v <

T u
2 2

seritsel bolgesi konveks oldugundan
w= f(z) = log(1+z) fonksiyonu D’de konvekstir.

3.14.1.7. Lemma

w= f(z) = ﬁ fonksiyonu Re f(z) > 12 esitsizligini gercekler.

Ispat:

Z=x+ly olarak alinirsa,
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Ref (@) :Re(liz): %l(liz)Jr(lJlrz)l: % [1iz+

)
—| =
1+2z

Ref(2) 1|11+z+1+z 1[2(1+Rez) 1+ Rez
= - = — = =
@)= | T 2l +22 |- 1+2P
Ref(2) 1+x 1+x
= = =
efz 1+x+iy]?2 (A+x)%2+y2
1+x
R = 3.51
ef(2) 1+2x+ (x2+y?) (351)
Esitsizligini elde ederiz. Diger taraftan x2+y? < 1 oldugundan (3.51) ifadesi
Ref(2) 1+x 1+x 1+x
= = — =
S vy T+ 2x+1 20+ 2
Ref()>5
ef(z >
bulunur.
3.14.1.8. Lemma
Rew,; > % ve Rew, >% ise Rey/w,w, > % dir.
Ispat:
Lemma 3.14.1.6 ve Lemma3.14.1.7°de
fi(z) = log(1 + z) fonksiyonunun konveks (3.52)
1 1
fZ(Z) = 1_-|-Z = Refz(z) >E (353)
Oldugunu gosterdik. Simdi
! - 3.54
W1_1+21'W2_1+Zz (3.54)

Fonksiyonlarini tanimlayalim. Bu fonksiyonlardan hareketle

, 11 , 1 1
VWiW, = = logywiw, = lo =
1 2 1+Z]_ 1+Zz g 1 2 g 1+21 1+Z2
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l
) = (g tleg ) =

lOg VWiWz = lOg (1+21 1+2z,

1 1 1 1
log\wiw, = Elogrz1 + Elog v (3.55)

esitligini yazabiliriz. Diger taraftan (3.55) ifadesi bize f,(z) = ﬁ fonksiyonunun
konveks oldugunu gosterir. Zira resim bolgesi Ref,(z) >§ sag yarim diizlemidir.

Bu ise sekil 3.14.1.5 gibi ifade edilebilir.
"

-"
l A
=-diizlemi i w diizlemi
1+z
e
s ] > U
1/2
S(D)
resim bolge

D bolgesi

Sekil 3.14.1.5

Konveks bolge olmanin analitiklik tanimindan z,, z,€ f(D) i¢in zz€ f(D) vardir ki 0<

A <ligin
A2(z1) + (1= 4) f2(22) = f2(23) (3.56)
dir. (3.56) ifadesinde A= % alimmasi halinde
1 1 1 1
longlwz —Elog1+21+§log1+zz - log1+z3
bulunur. Yani,
1
(3.57)

“W1W2:1+z3

esitligi gecerlidir. (3.57) esitliginden

R —R( 1 )>1
W2 = Re\T ) =2
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oldugu bulunur.
3.14.1.9. Sonug

f(2) = z+a,z?*+ ... fonksiyonu D = {z||z|< 1}" de konveks olsun.

Bu durumda Re,/f’(z) >% dir.

Ispat:

f(2) = z+a,z?+ ... fonksiyonu D = {z||z|< 1} de konveks ise

fl@) 1 f@) 1
Rezf(z) >§veRe >3
dir. Lemma 3.14.1.8 den dolay1
LD f@
Y@ 2

Alarak

! 1
Re\/wiw, = Re\/z ];((ZZ)) f(ZZ) = Re,/f’(z)>§

3.14.2. Yildizil Fonksiyonlar
3.14.2.1. Yildizil Bélge

Basit baglantili bir C egrisinin siirladigi basit baglantili bir D bdlgesini gbz Oniine
alim. Orijinden gecen bir dogru C egrisinin sinirimi tek bir noktada kesiyorsa, bu
durumda bolgeye “Orijine Gore Yildizil Bolge” denir.

D bolgesi bir “w, Noktasina Gore Yildizil Bolge” ise, w, noktasindan gegen bir dogru

bdlgenin sinirint bir noktadan kesiyor demektir.

Bu ozellikler goz oniine alindiginda yildizil bolge Sekil 3.14.2.1 de gdsterilmistir.
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'y y=mx 4 Y/~=msx

y=myx

0 »ix > x
Basit Baglantili Basit Baglantili
Kapal C Egrisi Kapali C* Egrisi

Orijine Gore Yildizil Bolge w, Noktasina Gore Yildizil Bolge

Sekil: 3.14.2.1
3.14.2.2. Teorem

f(2) = a;z + a,z? + --- fonksiyonunun D = {z||z|] < 1}de yildizil olmas1 i¢in gerek
ve yeter sart

21 1
f(2) = a;exp sz logT— =, dv(®)|. Izl < 1)
0

esitliginin gergeklenmesidir. Burada vy (t) fonksiyonu monoton artan ve y(2m) — y(0) =
1olan bir fonksiyondur.

Ispat:

f(z) fonksiyonu D de yildizil olsun. Yildizil fonksiyonun tanimindan, p(z ) pozitif reel
kisma haiz fonksiyonlar sinifindan bir fonksiyon olmak Uzere

z ;((ZZ)) = p(2) (3.58)

esitligi yazilabilir. P(z) fonksiyonu pozitif reel kisma haiz bir fonksiyon oldugundan

2m 1 —it
P = | o dr©, vem -y =1 (359)

seklinde ifade edilebilir. Burada v (t) fonksiyonu 0 <t <2 m de monoton artan bir

fonksiyondur. (3.58) ve (3.59) yazilislar1 géz oniine alinarak
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’ 211'1 —it
Z;((ZZ)) _ f — " e_itz dy () (3.60)
0

esitligi yazilabilir. (3.60) ifadesinden hareketle

dy(®)-[y2m) —y(0)] <
1=[2" ay(6)

! 277.'1 lt 2T 2T 1 lt
z’;((zz))q:f 1+2 = dy(0)- f dy ()= f [ +Z _ —1ldy(t)<:>
0

fI(Z) 1_f2ﬂ1+e itzd () 1 f2ﬂ1+e—itz
Zf(z)__ o l—et v o l—e itz

f'(2) . M1 4 etz — 147Uy
Fa T fo 1—e iz
fliz) 1

21 e~ ity
2 = zf 1—e_itzdy(t) & (integal alimirsa)
o 1-

2T Ze—ltZ
dy(¢) =f0 T, e

27T

log f(z) —logz = —Zf log(1 — ez)dy(t) &

0

lo g& =2 f:ﬂlog(l —elt)dy(t) & (f'(0) = a; = log f(0) = logay)
log& —log f'(0) = —2 JO 7 log(1 — e 2)dy() ©
1ogzj;f8) —_2 fo Zﬂlog(l _eit)dy(t) o
lo ];(az) 2 Jznlogl; dy(6)
[0 _ o [*og o]

2m

f@ =azem|2 | Nlogr— dy(t)] (121 < 1)
bulunur ki bu da iddianin ispatin1 verir.
3.14.2.3. Teorem

C egrisi, z -diizleminde basit baglantili ve pozitif yonde yonlendirilmis bir egri olsun. C
egrisinin w=f(z) analitik fonksiyonu altindaki resmi C; olsun. w, noktasi C; resim egrisi
uzerinde olmayan bir nokta olmak Uzere C; egrisinin w, noktasina gore yildizil olma

kosulu
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Im( @ Z’(t))ZO ,a<t<h

f@ = wo
ifadesi ile verilir.
Ispat:
Sekil 3.14.2.2. de gosterildigi gibi basit baglantili kapali I' egrisi ve onun kapattigi D
bolgesinde tanimlanmig w=f(z) fonksiyonunu gbéz Oniine alalim. I' egrisi ve D
bolgesinin
w=f(z ) fonksiyonu altindaki resimleri 'l ve D1 olsun. Benzer sekilde D bolgesinde
taniml1 basit baglantili C egrisinin bu fonksiyon altindaki resmi C1 olarak tanimlansin.

C egrisinin denklemi

z(t) = x(t) + iy(t) , (a<st<b) (3.61)

esitligi ile tanimlanir.

L

U

Egrisi Esvisi
D grisi

Bolgesi Bolgesi

Sekil 3.14.2.2.
Ote yandan, w, = f(z,) noktas1 C; resim egrisi iizerinde olmayan bir nokta olmak

Uzere

argw —wy) = arg (f(z) — f(2))

ifadesi t 'nin a <t < b araligindaki degerleri i¢in azalmiyorsa C; egrisine “Yildizil

Egri” ad1 verilir. Bu tanim ayn1 zamanda
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%[arg (W —wo)] = dit[arg (f@) = fzN]l 20, (a<t<bh) (3.62)

seklinde ifade edilir. Ayrica herhangi bir z kompleks sayisi1 i¢in

z = |z|e'? = logz = log(|z| e'®) = log|z| + loge'® = log|z| + i =

z = log|z| + i¢p (3.63)

yazilisindan dolay1

0 = argz = Im(log z) (3.64)
esitligini elde ederiz. (3.63) ve (3.64) esitliklerinin birlikte disiiniilmesi ile

arg(w — wy) = arg(f (2) — f(20)) = Im(log(f (2) — f(2,)) (3.65)

esitligini yazabiliriz. Buradan
d d d
[arg(w = wo)] = —arg(f(2) = f(20)) = [Im(10g(f(2) = £ (20))]

< —
T dt
d !
0 < Im |=10g(£(2(8)) — £ (2(t0)) | = m lZ'(”ﬂz(t]; (—Z%(to»

0

f'(®)
f(@) = f(2)
esitligi elde edilir ki buda ispat1 istenen ifadedir.

Ornek:

0<Im [z’(t)

C egrisinin |z|=R ¢emberi olarak verilmesi durumunda yildizillik ve konvekslik
kosulunu asagidaki sekilde elde ederiz.

Konvekslik kosulunu elde etmek i¢in, cember denklemini yazalim

|zl =R = z=Re"® 0<t<2m=z(t) = Rcost + isint =
Z/(t) =iRelldt =2 2’/ (t) =iz=22"(t) =i%z=22'(t) = -z

Yani neticede

{ 2'(t) = iz } (3.66)

z'"(t) = —z

esitlikleri elde edilir. Simdi (3.66) esitlikleri kullanilarak
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2"@) | f()lz f()l

l( f'(®

(t) f@®
()
O<Iml <1+lZf()>l

@
Herhangi bir z kompleks sayist1 i¢in

0< Imll+Lz

ifadesini elde ederiz.

Im(iz) = Im(i (x +iy)) = Im(ix+i%y) =Im(ix—y) =x = Rez (3.67)

yazabiliriz. (3.66) esitligini (3.67) ifadesinde kullanirsak

fON] _f(@®
<1 +iz f’(t))] = Re <1 + lZ_f’(t)) =

(@)
Re(l +lZf’(t)> =0

bulunur. Bu ifade |z| = R ¢emberinin konvekslik kosuludur.

0<Im

Benzer tarzda hareket ederek yildizillik kosulunu asagidaki sekilde buluruz.

d _ f,(Z) , o . f’(Z) ’
0< E[arg(w —wy)l =Im <f—(z) — o’ (t)> =Im [l (f—(z) =z’ (t))]

£
(e~ 7m) 359

(3.68) ifadesinde f(z,) = f(0) = 0 esitligi kullanilirsa

@)
R(f()) 0

elde edilir. Bu da bize yildizillik kosulunu verir.

3.15. RIEMANN’IN THETA FONKSIiYONU

Riemann Theta Fonksiyonu, matematiksel fizikteki ¢esitli denklemlerin yar1 periyodik
cozlimlerinin yapiminda ortaya c¢ikan g karmasik degiskenlerin karmasik bir
fonksiyonudur. Abelian fonksiyonu, Riemann Theta Fonksiyonunun homojen
polinomlarmin bir orani olarak ifade edilebilir. Bir g x g matrisinin sanal kisminin

pozitif kesin olmasini ve m = (my, ....,my) Z katsayilariyla bir satir vektorii olmasini
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saglaym. Daha sonra Riemann Theta Fonksiyonu

I(ulF) = Z exp [27‘[1’ (mTu + %mFTm)] :

m

3.16. DEDEKIND’IN 1 FONKSiYONU

Eliptik teoriye ulasmak icin bircok eliptik modiiler fonksiyon uygulamasinda eta
fonksiyonu merkezi bir rol oynamaktadir. Dedekind tarafindan 1877'de tanitildi ve

yarim diizlemde
H = {t:Im(z) > 0}

denklemi ile tanimlandi.

T](T) il en’ir/lz 1_[(1 r eZm’nr)
n=1
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Sonsuz serilerde hizli bir sekilde yakinsak genlesmeye sahip olan ve Weierstrass'in
sigma islevi ile dogrudan baglantili olan 6 (u, t) ile tanimlanan islevi tanitmak

avantajlidir.

T= % #gercek, Imt™> 0 ve  w =m w; + nw, (m, n) # (0,0), m, n tamsayidir ve u
1

karmasik bir degiskendir. 6(u, t) fonksiyonunu seri ile tanimlariz,

0[5 o = Z exp {(n + ;)

n

z , € g’
it + 2mi(n + E) (u+ ?)} (4.1)
(g,&" [:,] ve [:,] = [ﬂ, [(1)], [(1)], [8] (mod 2), € ve ¢ 'tam sayidir ve n tim tam

sayilara gore degisir (-o0, ). [1] 'deki seri u-kompleksi diizlemin kompakt kiimelerinde
kesinlikle ve diizgiin bir sekilde birlesir ve bu nedenle u [2]' nin tam bir fonksiyonunu

temsil eder. Asagidaki alternatif teta fonksiyonlarini gorebiliriz.

1
& 1 T S+2r—1
0 [e’] <u+?+?,r>—u9 . 1
€
or—1

1 1
U = exp {— e (t+ 2)mi — > Qu + e’)ni}

121 =] 1) [6) [o] (mod. 2 ve e [2] deki tamsayatardr

o [5] @ = Z exp {(n + ;)

n

2 ‘ € e
it + 2mwi(n + E)(u + E)}

Burada [:,] = [ﬂ . [(1)] . [(1)] . [8] (mod2) , € ve ¢ ', [2]' deki tim tamsayilar (-00,00)

araliklartyla n arasindadir.

0 [:,] (w,1) = Z exp {(n + ;)2 it + 2mwi(n + ;)(u + %,)}

n

[EE,] = [ﬂ , [(1)] , [(1)] , [8] (mod 2) € ve ¢ ', [4]' deki tiim tamsayilar (-o0,00) arasindaki
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2
araliklardir. 6 [ﬂ (u,t) =—iYy,(—1)"exp {(n + %) it + (2n + 1)7tiu} Bu
fonksiyon 6[1] (u,7) bir altematif formildir.Eger [5] = [0] (mod 2) ve u = 0
1 e'l T lo
islevinden sonra @ [ﬂ (u, 7) ,[4] 'deki alternatif bir formiildar.

Bger 5] = [8] (mod 2) ve u =0 iken 6 [g] (0,7) = X, exp (n2mit) , 0 [g] (0, 7) icin

alternatif bir formaldar.[4]

4.1. TANIM

{Z},olarak belirtilen periyot b+ at 'dir. Eger r = 3 alinirsa % {Z}=§+%

Kiiciiltiilmiis ¢ceyrek period, a, b'nin 0 veya 1'e esit oldugu bir ceyrek periottur. [4]. [2]

deki bu alternatif formiiliiniin yardimi ile yukarida, ¢eyrek periyotlara gore asagidaki

esitlikleri elde edebiliriz. Eger [;] = [ﬂ (mod 2) ise

0 [ﬂ (u + %{1},1) = Z exp {(n +%>2 it + 2mi(n +%)(u +%{1} + %}

_¥Z 1o ( +1)2 T+ (2n + Dmin + 1 T T T
= ie (=Dm"exp j({n 5) mT n miu + — > 2 2
n

Eger [:,] = [(1)] (mod 2)’ den

6 [(1)] (u + %{1},1) = Z exp {(n + ;)2 mit + 2mi(n + %)(u + %{1})}

n

B _nTirz ( +1)2 T+ (2n + D +nni+nnir+nir+ni
=e expy(n+3) mit n miu +— 7 s t3

n

Denklemleri kullanarak alabiliriz
1 11
0 [1] (u +§{1}.r)

6 [(1)] (u+%{1}.1)

TiT 2 . . . .
ie” 8 Y(—1D)"exp {(n + %) it + 2n + Dmiu + % + —min + % + %}

- TiT 2 . . . .
e 8 Y,(—D"exp {(n + %) mit + (2n + Dmiu + % + —miw + % %}

(1) n, 0 veya hatta tamsay1 ise 8 [ﬂ (u + %{1} . T) =i0 [(1)] (u + %{1} ,T)
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(i1) n tek tamsayiysa 6 [ﬂ (u + %{1} . r) = —i0 [é] (u + %{1},1’)

[:,] = [(1)] (mod 2) ‘den

o[+ 56)r) - Sowloimr a5+

nmwi  nmit

= Z(—l)" exp {nzmr + 2nmi + — + 2 }

[gg,] = [8] (mod 2)’den

0] (u+5(1).7) = Zexp{n e+ 2nmcu + 5 {1}

nmwi  nmwit
= Z exp {n T + 2nmiu + — + —}
4 4
n

Yukaridaki denklemlerden elde ettigimiz

0 [(1)] (u + %{1}1) Yn(=1D)"exp {n T + 2nTiu + nz}n + %}

0 [8] (u + %{1}, ) Yn €Xp {nzm‘t + 2nTiu + nz}n + %}

(iii) n, 0 veya ¢ift tamsay1 ise

o[ (x+5)7) = o0 (v +50) )
(iv) n, tek tamsay1 ise
o[ (w51} 7) = o [l («+51)0)

[3] 'te tanimlanan 0 [ﬂ (u,7) fonksiyonu, u'nun tek fonksiyonudur ve sonsuz carpim

olarak ifade edilir.

1 mi = 2 ,
0 [1] (u,T) = ce 4 2sinmu 1—[{1 — eZ(n‘t+u)m} 1_[{1 — eZ(nT—u)m}
n=1 n=1
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[13.,(1 — e?™, Imt > 0 [2] ¢ (u, T) fonksiyonunu carpim olarak ifade edersek,

(p(u 7) = 1—[{1 [[(2n- 1)‘[+2U]1‘[1]}1_[{1 — el@n-1)t- 2u]m}

4.3. TEOREM

) [1] (w7
o(u,1)

fonksiyonu, 1 ve T noktalarina sahip eliptik birfonksiyondur.

Ispat:

o[ ]

b =-—

olsun sonra yazalim

e[ﬂ +L7) -0 [ﬂ (u,r)_@[ﬂ (—u,7)
pu+1,1 ow1) @11

Yu+1,1)=

burada 6 [ﬂ (u,t) =—60 [ﬂ (—u, ) 4.3.Teorem'den

a[ﬂ(u+m) —e-(2“+ﬂ“i9[ﬂ(u,r) e[ﬂ(u,r)
o (u+t,7) - e~ QuiDm p(y,7) - o)

¢ dan beri

Y(u+t1) =

(p(u + 1, ‘E) — 1_[{1 e(Zn 1)1:m+21'[1(u+1:)}1_[ _ e(Zn 1)Tmi— 21'[1(u+‘t)}

1_[{1 e(2n+1)‘m1+21'[1u} i{l _ e(Zn—3)‘mi—21'[iu}
n=1
_ 1_[{1 — el2(n+D)-1lwmi2miu) _'{1 — el2(n-D-1lwmi=2miu)
n=1 n=1
- 1_[{1 — e(@n+iymi+2miu) 1 {1 _ e(%—3)rri—2'rui}
m=2 n=0
— 1_[{1 _ e(2n+1)r1ti+21tiu} 1_[{1 _ e(Zm—l)‘mi—Zniu} {1
m=1 m=1

e —(nir+2niu}{1 —e (T[i’t+2’l'[iu)}_1

— _e—(2u+‘[)ni

@o(u,7)
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Bu nedenle 6 1 (u,7), ¢ (u,t) periyotlar: ile aym periyodiklik faktorlerine sahip
1

oldugu gergeginden &tiirii 1 ve t sifirlarina sahip olmayan iki kat periyodiktir.
Dolayistyla

v (u, 1) fonksiyonu eliptik bir fonksiyondur, ¢iinkii tiim meromorfik fonksiyonlarin
kimesi bir alan olusturur ve y (u, ) meromorfik ve periyodik olarak 1 ve 1 periyotlarina
sahiptir. [2], [4].

[k 6nce Riemann’in @ fonksiyonunu seri ile tanimladik.

o

0 [Z] (u,7) = Z exp{(n + a)?mit + 2mi(n + a)(u + b)}

n=—oo

verilen u karmasik sayist ve T karmasik say1 ile Im (T = % * real) > 0 saglayan ve
2

karakteristik [Z] burada a, b rasyonel sayilardir.

Bu calismada , 8- fonksiyonunun 6zel degerini karakteristik [:,]ile ele aliyoruz

o)

0 [;] (u,7) = z exp {(n + ;)Zm'r+ 2mi(n + ;) (u+ %,)}

n=-—oo

[71=[5] [5] (mod2) ve &, €' tamsayilar [6]. Dolaystyla asagidaki iliskilerimiz var

0 [2] (u, 1) = i (=)™ exp (n?miz + 2nmiu).

n=-—oo

Simdi, bunu inceleyelim

0 [8] (u, ) = Z exp (n’mit+ 2nmiw).

n

O zaman goriruz Ki

o)

0 [(1)] (u,7) = Z exp (n?mit+ 2nmiu).

n=—oo

[1] 'de seri ile tanimlanan 6[8] (0, ) fonksiyonu bir 6[:,](11, 7)’nun alternatif bir
formaludur. Bu makalede, 9[8] (u, 7). ve 6[2] (u, 7) formiilleri kullanilmistir. Ik basta

sonsuz ¢arpimlar goriiyoruz.
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0 = 2 - -
0 [O] (u, ‘r) = 1_[(1 _ eanT). 1_[(1 + e(Zn—l)mr+2mu). 1_[(1 + e(Zn—l)mr—Zmu)'
n=1 n=1 n=1

Mutlak yakinsaktir.[2].

4.4. TEOREM
() n(w) = €50 (22,1,
(ii) 6[°] (”T%r) — e (). [ (1 — e@n-Dminy 0[%](w, ), 8[°] () ve sonsuz

carpim tarafindan tanimlanan Dedekind'in 7 fonksiyonu kullanilarak elde edilir.
min 1= -
n(u) = e12 .1_[(1 — g2nmiy
n=1

burada Imt> 0 ve k bir tamsayidir [6].
Ispat:
i) e[g] (u' T): H?lo:l(l _ eZnﬂit)_ H%o=1(1 + e(2n—1)m’r+21‘tiu)_ H%O:l(l + e(Zn—l)rcir—Zm’u)

formiiliinii kullanirsak eger k tamsayi ise ;

0 [8] (3u+2k, ’C)= 1_[(1_ ethi(3u+3k)). 1_[(1+ e(Zn—l)n’i(3u+2k)+27Ti‘r)_ 1_[(1 +e(2n—1)ni—(3u+2k)—2nir:
n=1 n=1 n=1

oo (o] oo
— | | (1_ e6n7‘riu) | | (1+ e6n7‘riu—27‘riu—(2k—1)m’) | | (1 +e6nniu—4niu—(2k+1)rzi)
n=1 n=1 n=1

— 1_[(1_ eGmtiu). 1_[(1 _ e6nniu—27riu). 1_[(1 _ e6nniu—4niu)_
n=1 n=1 n=1

Eger G=e?™" ile tamimlanirsa ,

0 [g] (3u+2k, r):ﬁ(l— G3n). ﬁa— G3n1, ﬁu —G3n-2),

Ote yandan, n=m + 1 igin

0 = - ®
o| | Gurzko= Ja-eem). [ Ja-esma.] Ja-eom.
n'=1 n’=1 n’=1

=(1-G)(1—-G?)(1-G3)(1—-GY=..

= ﬁu— G™)= ﬁu — e2mmiu),
m=1 m=1

Yukaridaki denklemlere gore
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miu

n(u) = e1z.0[)](3u + 2k, ) elde edilir.

Dedekind’in sonsuz ¢arpim tarafindan tanimlanan n — fonksiyonu kullanilir.

min 1= .
n(w) = e12 .1_[(1 — g2nmiy
n=1

(ii) Denkleme gore

0 [g] (u, )= i (—D"exp (nmir+ 2nmiu).
o[7] (2.9 = Y v exp [anon+ v

=1+ i(—l)n {exp En(Sn — 1)m'u] + exp En(3n + 1)niu]}
n=1

%n(3n + 1) ise pentagonal sayilardir ve n negatif tam sayilardir [4]. Bu sonuglar,

0 fonksiyonu ve Dedekind’in n-fonksiyonu arasindaki iliski ile ilgili ilerideki
caligmalarda kilit bir tas rolii oynar. 4.4.Teorem‘den (i) ve (ii) esitlikleri Dedekind’in n
fonksiyonu ve pentagonal sayilar ile ilgili olan L-Euler teoremi arasindaki bir iliski

olarak bilinir.

of3l (u I 6' T) B Yne—oo(—1D)" eXp%n(Sn + Dmiu

?Lozl(l _ e(Zn—l)niu) - ;’?:1(1 _ e(Zn—l)niu)
Hoo=1(1 _ enniu) d ] _miu
o n(l— e(Zn—l)niu) = 1_[(1_ eanu) =e 12 n(u).
n=1

n=1

Sonug olarak, [(1)] karakteristigi ve [(1)] karakteristigi ile % degiskeni ve [u]

tarafindan daha once kullanilmis olan uTH degiskeni ile 8 ve Dedekind’in n(u)

fonksiyonlar1 arasindaki iliski elde edildi.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Theta ve Dedekind Eta fonksiyonlar1 arasinda 1/8 kez periyod ve degiskenin uygun bir
degeri kullanilarak yeni bir korelasyon kurulmustur.
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