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OZET

KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN KESIRLI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Ebru PEHLIVAN
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Dog. Dr. Hiiseyin BUDAK
Agustos 2020 , 66 sayfa

Bu tez c¢alismast konveks fonksiyonlar yardimiyla elde edilen kesirli
Hermite-Hadamard-Fejer ve kesirli Ostrowski tipli esitsizlikler iizerinedir.  Bes
boliim olarak hazirlanan bu caligmanin birinci boliimii giris niteliginde olup ikinci
boliimde tezin hazirlanmasinda kullanilan bazi tanim ve teoremler verilmistir. Ayrica
kesirli integrallerle ilgili tanimlar ve kesirli integraller i¢in elde edilen Hermite-Hadamard
tipli eitsizlikler ikinci boliimde verilmistir. Ugiincii boliimde Riemann-Liouville kesirli
integralleri i¢in sirastyla agirlikli Yamuk tipli ve Ostrowski tipli integral esitsizlikler elde
edilmigtir. Dordiincii boliimde ise bir onceki boliimde verilen esitsizlikleride genellestiren
baz1 agirlikl kesirli integral esitsizlikleri ispatlanmigtir. Tezin son kismi olan besinci
boliimde ise baz1 sonuclar ve sonraki calismalar i¢in Oneriler verilmistir.

Anahtar sozciikler: Hermite-Hadamard esitsizligi, Ostrowski esitsizligi,
Riemann-Lioville kesirli integrali.
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ABSTRACT

FRACTIONAL INTEGRAL INEQUALITIES FOR CONVEX FUNCTIONS

Ebru PEHLIVAN
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Hiiseyin BUDAK
August 2020, 66 pages

This thesis is on fractional Hermite-Hadamard-Fejer and fractional Ostrowski-type
inequalities obtained by the help of convex functions. The first part of this work, which is
prepared as five sections, is an introduction and in the second part some definitions and
theorems used in the preparation of the thesis are given. In addition, the definitions related
to fractional integrals and the Hermite-Hadamard type inequalities obtained for fractional
integrals are given in the second section. The weighted trapezoid-type and Ostrowski-type
integral inequalities for Riemann-Liouville fractional integrals are obtained in the third
section. In the fourth section, some weighted fractional integral inequalities are proven
which generalize the inequalities given in the previous section. In the fifth section, the final
part of the thesis, some conclusions and suggestions for subsequent studies are given.

Keywords: Hermite Hadamard inequality, Ostrowski inequality, Rieman-Lioville
fractional integral.
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1. GIRIS

Kesirli tiirev ve integralin tarihi dort yiizyillik olup 17. yiizyila dayanmaktadir. Kesirli
tiirev ve integral 1695 yilinda L’Hospital’in, Leibniz’e gonderdigi bir mektupta bu konudan
s0z etmesiyle ortaya atilmistir. Fakat kesirli tiirev ve integral tanimlar1 ilk olarak Liouville
tarafindan yorumlanmistir. Bu konu yiiz yildan fazla siiredir Riemann, Wely, Fourier,
Laplace, Langrange, Euler, Abel, Griinwald ve Letnikov gibi iinlii bir cok matematik¢inin
de iizerinde ¢alistig1 bir konu olmustur. Bu konunun bir avantaji ise bagka bir ¢cok alanda
ve konuda kullaniliyor olmasidir. Bu konulardan bazilar1 soyle siralanabilir: akigkanlar
teorisi, stvilarin kimyasal analizleri, 1s1 transferi, elektrik devreleri, elektro-analitik kimya,

difiizyon, akiskanlar mekanigi, kuantum mekanigi gibi.

1923 yilinda Abel, ilk kesirli integral operatoriinii kullanmig ve bu operatorleri
Tautochurone Problemi olarak adlandirilan integral denkleminin ¢6ziimiinii hesaplamada

kullanmustir.

Abel’in tekil integral denklemleri ise SIraSIyla
X ( )
ult
X) = —dt 1.1
f ( ) 0/ e —7 (1.1)

ulx) = f(x xﬂd 1.2
(x) f()+0/mt (12)

seklindedir. Abel integral denkleminde 0 < & < 1 olmak lizere

0
Fx) = 0/ o (1.3)
- [ u()
u(x)—f(x)—l—/(x_t)adt (1.4)
0

seklinde tanimlarin. Bu denklemler ise kesirli integral denklemi olarak kullanilir.



Esitsizlik kavrami koklii bir tarihe sahip olup, 19. yiizyildan beri biitiin alanlarda
kullanilmigtir.  “’Inequalities” adli kitap bu alanda yapilan ilk ¢alismadir. Esitsizlik
kavram1 matematigin yaninda fizik, mithendislik gibi diger alanlarda da kullanilmaktadir.
Beckenbach ve Belman, Mitronovic, Pecaric ve arkadaglar gibi arastirmacilar bu alanda

yeni kitaplar yazmustir ([1], [2], [3], [4], [S]).

Aslinda esitsizlikler matematigin bir cok dalinda cesitli problemleri incelemek icin
kullanilmigtir ve siirekli bir gelisme halindedir. Bu alandaki gelisim ve bilyiime

matematiksel analizin bagimsiz bir alani olarak ortaya ¢ikmasina sebep olmustur.

Diger yandan konveks fonksiyon kavrami, konveks kiimenin dnemli bir parcasidir. Ayni
zamanda konveks kiimenin epigrafisidir. Konveks fonksiyon kavrami 19. yiizyila
dayanmaktadir. Konveks fonksiyonun tanimi ayn: zamanda bir esitsizlik anlamina da gelir.
Esitsizlik kavramindan bahsedilince aslinda matematigin tiim alanlarina deginilmis olunur.
Bu yiizden esitsizliklerin ¢ogu konveks fonksiyon yardimiyla elde edilmistir. Hermite
tarafindan 1883 yilinda elde edilen esitsizlik 10 yi1l sonra Hadamard tarafindan yeniden
ele alinan esitsizlik ise bu esitsizliklerden bir tanesidir. Bu esitsizlik Hermite-Hadamard

esitsizligi olarak bilinir.

Hermite-Hadamard esitsizliginin literatiirdeki ifadesine bakildiginda ise konveks fonksiyon
oldugu goriibilir. Hermite-Hadamard esitsizliginin genel olarak bilinen ifadesi ise asagidaki

sekide verilebilir.

f : la,b] — R konveks fonksiyon olsun. Bu durumda

f(“+b)< ! /bf(x)dx<w (1.5)
2 )= b=al )

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafi i¢in bir geometrik yorum yapilabilir.

Alan esitsizligi yorumu verebilmek i¢in f(x) > 0 olacak bi¢cimde fonksiyonun grafigi
¢izilsin. A(a,0), B(b,0), C(b,f(b)), D(a, f(a)) noktalar1 olsun. f fonksiyonu |a,b]
araliginda konveks fonksiyon oldugundan [CD] kirisi y = f(x) egrisinin tistiinde kalir.
Dolayisiyla ABCD yamugunun alani, [a,b] aralgindaki egrinin altinda kalan alandan daha

biiyiiktiir.



Sekil 1.1. Konveks fonksiyon sekli.

|AD| = f(a), |BC| = f(b), |AB| = b — a oldugundan

b

[ 1@< -0 OTIO (16)
a
dir.
[6]’da Dragomir ve Agarwal Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi olan
f@+fm) 1 /b s W
2 b—aa

farki i¢in, [7]’de Kirmaci Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafi olan

b
1 a+b
b_a/f@ﬁh—f( . ) (1.8)

farki icin (sirasiyla Yamuk tipli ve Orta-Nokta tipli) list snirlar elde etmiglerdir. Daha

sonra bu esitsizlikler iizerine bir ¢cok calisma yapilmistir. Bunlardan bazilar ([8], [9], [10],

[11], [12], [6], [7], [4], [5], [13], [14], [15], [16], [17]) bigiminde verilebilir.

Esitsizlik alaninda yillardir calisilan ve dikkate deger bir gelisme gosteren esitsizliklerden
birisi ise Ostrowski Esitsizligidir. Bu esitsizlik adin1 ise esitsizligi bulan A.M Ostrowski’

den almaktadir. Ostrowski 1938 yilinda integral ortalamanin ayirt edilebilir islevinin



mutlak sapmasi ile ilgili esitsizligi ispatlamigstir. Ostrowski esitsizliginin literatiirde genel

olarak bilinen ifadesi ise agagidaki gibidir:

I C R bir aralik 7, I araliginin i¢i olmak iizere a,b € I° (a,b) ve f:1 — R I° da
tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun. Eger V¢ € [a,b] i¢in |f’(¢t)| < M ise, bu durumda

Vx € [a,b] i¢in

1

b
b—a/f(t)dt = : (

fx) =

x— 45b)?
1 —@tép1(b—@M (1.9)

esitsizligi saglanir. Esitsizligin sag tarafindaki i katsayis1 bu sartlar altindaki en iyi

katsayidir. (1.9) esitsizligi x € [a, b] noktasindaki f(x) degeri ile

b
1
b_a/jamz (1.10)

integral ortalamasi arasindaki yaklasim i¢in bir iist sinir vermektedir.

Ostrowski esitsizlikleri iizerine ¢ok sayida, siirekli ve ayrik durumlarda genellemeler
yapilmistir. Ayrica vektor degerli fonksiyon, ¢ok katli integraller, n kez tiirevlenebilir

fonksiyon ve zaman sikalasinda daha genel versiyonlar: caligilmistir.



2. GENEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezde kullanilacak temel tanim ve teoremler sunulacaktir. Ayrica teze 1s1k

tutan literatiirde var olan bazi esitsizlikler ispatsiz olarak verilecektir.
2.1. TEMEL TANIMLAR

Bu alt bolumde, temel tanimlar verilecektir.

Tamm 2.1 (Gama Fonksiyonu). n > 0 i¢in

= /x”_le_xdx (2.1)
0

ile tanimlanan fonksiyona Gama Fonksiyonu denir. Bu integral x > 0 i¢in yakinsaktir.

Gama fonksiyonunun bazi 6zellikleri su sekilde siralanabilir.
i.T'(n+1) =nl'(n) =n!

i.T(3)=vm

iii.fmdx— L(p)T(1-p) = G5z,0<p <1

iv. 22710 ()T (n+ 3) = V7l (2n)

Tamm 2.2 (Gamma-k Fonksiyonu). £k > 0, m € C
/um ! MT Re(m) >0 (2.2)
0

seklinde ifade edilen I'y(m) gosterimine gamma-k fonksiyonu denir. Ayrica burada

Tum) = ("7 (7) (23)

oldugu aciktir.



Tanmm 2.3 (Konvekslik). f: 7 C R fonksiyonu x,y € I ve r € [0, 1] igin

flex+(1=1)y) <tf(x)+(1=1)f(y) (2.4)

esitligini sagliyorsa bu foksiyona konveks fonksiyon denir. Esitsizlikte ">" olmas1 halinde

de f fonksiyonuna konkav denir.
Konveks Fonksiyonlarin Temel Ozellikleri

i. k tane fonksiyon R"” — R ye konveks fonksiyonlar olsun. Bu taktirde
k
fx)=Y ajfj(x),a;>0;j=1,2,34,....k (2.5)
j=1

fonksiyonuda konvekstir.

ii. g : R"— R konkav ve S = {x: g(x) >0} olsun. f:S—R, f(x) = ﬁ olmak iizere

f,8 de konvekstir.

iii. g : R — R azalmayan ve konveks fonksiyon ve ayrica A : R"— R konveks olsun.
Bu taktirde f: R"— R f(x) = (goh)(x) olarak tanimlanan f bileske konveksiyonuda

konvekstir.

iv. g : R™— R konveks ve h,h(x) = Ax+ B formunda & : R"— R konveks olmak iizere.

(Burada A uygun matristir.)

f(x) = g(h(x)) (2.6)
fonksiyonu konveks fonksiyondur.

Tanim 2.4 (Siirh Fonksiyon). f(x) fonksiyonu [a,b] tanimlanmig olsun. Her x € [a, D]
icin |f(x)| < M olacak sekilde bir M > 0 say1s1 varsa, f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda

sinirhidir denir.

Tammm 2.5 (Mutlak Siireklilik). f(x) fonksiyonu [a,blaraliinda tamimli bir

fonksiyon olsun. & € R verildiginde [a,b] araligindaki sonlu sayidaki her



[x1,X2] , [x2,%x3] ..., [Xn—1,%n] ayrik alt araliklar i¢in
n n
Y i—xial <8=) |fla)—flx1)<e (2.7)
i=1 i=1

olacak bi¢imde en az bir 6 = &(€) > 0 sayis1 bulunabiliyorsa bu durumda f fonksiyonuna

[a, D] araliginda mutlak siirekli fonksiyon denir.

Tamm 2.6 (Integraller icin Ortalama Deger Teoremi). f(x) fonksiyonu [a, ] araliginda

surekli ise

fle) =5 [ fwax 2.8)

olacak sekilde en az bir ¢ € [a,b] vardir [18].

2.2. BAZI TEMEL ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde tezin ana kisminda kullanilacak bazi temel esitsizlikler tanim olarak

verilecektir.

Tanmm 2.7 (Couchy Schwartz Esitsizligi). f,g : [a,b] — R integrallenebilen

fonksiyonlar1 ve A sabiti i¢in

t t

/f(x)dx = l/g(x)dx,t € [a,b] (2.9)
iligkisi mevcut ise
b 2 b b
[rwsea | = | [irePax) | [leePax 210

esitsiligi saglanir ve bu esitsizlige Couchy Schwartz Esitsizligi denir ([19]).
Tanim 2.8 (Dirichlet Formiilii). f(x,y) fonksiyonu —eo < a < b < o0, —00 < ¢ < d < o0

araliklar iistiinde Slgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere,

b b

/ /xf(x’y)dy dxz/ /bf(x,y)a’x dy @.11)
¢ y

a a

esitligine Dirichlet Formiilii denir [19].



Tanim 2.9 (Holder Esitsizligi). a = (a;,ay,...,a,) ve b = (by,bs,...,b,) reel veya

kompleks sayilarin iki n-lisi olsun. Bu taktirde

11
—-=1 (2.12)
P q

olmak {iizere,

a) p > 1ise,

I
Q=

Y lagbi| < <Z |ak|'”) <Z |bk|Q) (2.13)
k=1 k=1 k=1

b) p <0 veya g < Oise

S
Q=

Y laibi] > (Z |Clk|p) <Z |bk|q) (2.14)
k=1 k=1 k=1

esitsizlikleri gecerlidir [2].

Tamm 2.10 (Integraller icin Holder Esitsizligi). [a,b] C R, f € L? [a,b] ve g € L [a, b]

olsun. 1 < p < oo ve %—i—cl] = 1 olmak iizere

=
==

b b b
[ir@llgax<  [ir@rr) | [lew 2.15)
a a a
esitsizligine Holder Esitsizligi denir.
Tamm 2.11 (Ucgen Esitsizligi). Herhangi x, y reel sayilart igin
ety < B+l (2.16)
X =yl < x=yl,
[l =l < ety
ve tlimevarim metoduyla
I +x0+ x| < x|+ x|+ || (2.17)

esitsizlikleri gecerlidir.



Tamm 2.12 (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu). £, [a,b] araliginda siirekli reel

degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

[ fwax| < [17)ldx, @ <b) @18)
esitsizligi gecerlidir.

2.3. KESIRLI INTEGRALLER

Bu alt boliimde ilk olarak Riemann-Liouville kesirli integral taniminin elde edilisi verilecek,

daha sonra literatiirdeki bazi kesirli integral tanimlar1 sunulacaktir.

Riemann-Liouville kesirli integral operatoriinii elde etmek i¢in ilk olarak n-kath

x O] O» Op—1

///"'/f(cn)dandcn1...d(72d61 (2.19)

integralini ele alalim. Bu integralde integrasyon sirasini1 ve buna bagl sinirilar1 degistirelim.

Bunun i¢in

a < o1<x o, <0 <Xx (2.20)

a < 01<0 O <01 <X



sinirli degisimleri altinda (2.19) ifadesi

x O1 Oy O;—1

///.../f(c,,)dcrndcn1...d62dc71 (2.21)

X X X X X
= /f(on) / // /dm dos.... | do,_1 | do,
a 03  \O2

On On—1
seklinde yazilir (2.21) ifadesinin sag tarafi terim terim hesaplanirsa,

X O] 02 On—1

/// / f(oy)doydo,—;...doydoy = (n_ll)!/xf(ﬁn)(X—Gn)”_ldan (2.22)

esitligi elde edilir. Burada I'(n) = (n — 1)! olusu kullanilirsa,

x O] O Op—1

/// / f(0,)d6,do,—1...dord o) :ﬁ/xf(cn) (- ldo,  (2.23)

yazilir. Bu esitsizligin sag tarafindaki n pozitif bir tamsayidir. Gamma fonksiyonu tam
sayilar disinda da ifade edilebildiginden, » nin tamsayr olmamasi: durumunda (2.23)
esitsizliginin sag yani icin asagidaki kesirli Riemann-Lioville integral operatoriiniin tanimi

verilebilir

Tamm 2.13 (Riemann-Liouville Kesirli Integrali). f(x) € L [a,b] olsun. Bu durumda

X

JE f(x) = ﬁ / (x—0)* 1 f(t)dt,a < x (2.24)
ve b
o 1 oa—1
SO = Frg / (t—x)% " f(1)dr, x<b (2.25)

X

integrallerine o > 0 i¢in ¢. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrallleri denir.

Burada J2, f(x) = f(x) ve J_f(x) = f(x) dir [20].

Tamm 2.14 (p-Riemann-Liouville Kesirli Integrali). f € L [a,b] olmak iizere

l-a &
%/ (1 =P T P f(2)d(1),1 > 0,p > 1 (2.26)

a

Igf(x) =

10



b
/(rp+1 —x"“)m_1 P f(7)d(1),b>x,p > —1 (2.27)

X

(p+1)

I;)xf(x) = F(O{)

seklinde tanimlanan esitliklere @ > 0 i¢in . mertebeden sirasiyla sag ve sol tarafli

genellestirilmis p-Riemann-Liouville Kesirli Integralleri denir [21].

Tamm 2.15 (h-Riemann-Liouville Kesirli Integralleri). f € L[a,b] h(x) de [a,)
aralif1 iizerinde azalmayan pozitif monoton ve aym zamanda A (x) de (a,c0) araligi
tizerinde siirekli olsun. Bu durumda olmak iizere h(x) fonksiyonuna goére bir f(x)

fonksiyonunun / sol ve sag Riemann-Liouville Kesirli Integralleri

(120 ) = = (1a) / (h(j @Z;S;wdr,(p a, 0> 0) (2.28)

b /
(12 f) (x) = F(la) x/ f)h (t; —dt,(b>x,0>0) (2.29)

seklinde tanimlanir. Burada

(L) () = (I f) (¥) = £(%) (2.30)

esitlikleri vardir [22]. Burada /(x) = x secilirse klasik Riemann-Liouville Kesirli Integral

i

formiilleri ve h(x) = p: segilirse de p-Riemann-Liouville Kesirli Integralleri elde edilir.

Tamm 2.16 (h, k-Riemann-Liouville Kesirli Integralleri). f ¢ L[a,b] ve h(x), [a,)
aralif1 iizerinde azalmayan pozitif monoton ve aymi zamanda / (x) de (a,o0) arahig
tizerinde siirekli olsun. Bu durumda k > 0 olmak iizere h(x) fonksiyonuna goére bir

f(x) fonksiyonunun £,k sol ve sag Riemann-Liouville Kesirli Integralleri

« n RO
<k1a+;hf)() krk(a)a/(h(x)—h(t))lgdt,( > ,OC>O) (2.31)

(E ) ) = — / JON® 4 psva>0 232
(h(z )

seklinde tanimlanir. Burada

(o f) (0) = (ly—nf) (x) = f(x) (2.33)

11



esitlikleri vardir [23]. Burada k = 1 ve h(x) = x secilirse klasik kesirli integral formiilleri,

k=1veh(x)= % secilirse de p-Rieman Lioville Kesirli Integralleri ve k = 1 segilirse

h-Riemann-LiouvilleKesirli Integralleri elde edilir.

Tamm 2.17 (Wely Kesirli Integrali). Wely’in kesirli integral tanimlari ileriye dogru

integrasyon ve geriye dogru integrasyon olmak lizere sirasiyla

WD) = (W2 S

= o &0 e (2.34)

W) = (=L?) f(x)

el AL (235)

seklinde tanimlanir [24].

Tanmim 2.18 (Chen Kesirli Integrali). Chen’in kesirli integral tanim sol tarafl1 integral

ve sag tarafli integral olmak iizere sirasiyla

X

1) 0 = gy [ (€07 FE0E, x> 2.36)
Ve .
1)) = g [ =8 FEE. x<c 3

X

seklinde ifade edilmistir [24].

Tamm 2.19 (Kober Kesirli Integrali). Kober kesirli integrali tanimu ise sol tarafli kesirli

inetegral
X

[ &= enpEa (238)

Ity [f ()] =

12



ve sag tarafli kesirli integral

¥
I'a)

) = frs [ (6= &0 () 239

olarak tanmimlanir [24].

Tamm 2.20 (Erdelyi Kesirli Integrali). Sirasiyla Erdelyi sol ve sag kesirli integralleri

X

XG(_a_ ) a—-1 _on+a-1
15 1) = g [ @) e e eao)
0
ve
160 ()] = ‘;(a) [ &7 = e pgae @41)
0
dir [24].

Tanim 2.21 (Hilfer k-kesirli Integral). Hilfer k-kesirli integral ise

X

e 0/ (r— &)1 f(E)a 4

seklindedir [24].

Kesirli integraller hakkinda daha fazla bilgi icin [20], [22], [25] nolu kitaplara bakilabilir.
2.4. BAZI ONEMLI TEOREM VE LEMMALAR

Bu alt boliimde tezin yapilmasina 1s1k tutan bazi temel esitlik ve esitsizkiler sunulacaktir.

Teorem 2.22 (Hermite-Hadamard Esitsizligi). f:/ C R — R fonksiyonu konveks ise
a,bel,(a<b)igin

f<“+b)< ! /bf(x)dx<]M (2.43)
_b—aa - 2

dir [26].

13



Teorem 2.23. f:I° — R fonksiyonu I° iizerinde tiirevlenebilir, a < b ve f’ € L[a,b] olsun.

Eger | f'| fonksiyonu [a, b] aralifinda konveks ise

f(a)+ f(b) 1
2 _b—a/f(s)ds =73

fal+lro| e

esitsiligi vardir [6].

Teorem 2.24 (Fejer Esitsizligi). f : [a,b] — R fonksiyonu integrallenebilir konveks

fonksiyon ve g : [a,b] — R fonksiyonu pozitif ve integrallenebilir olsun. Eger g fonksiyonu

x= # icin simetrik bir fonksiyon (yani g(x) = g(a+b —x)) ise

7(°) fstaaes [ r0gmae< OO Frone  oas

esitsizligi vardir [27].

Lemma 2.25. f : [a,b] — R fonksiyonu (a,b) aralifinda tiirevlenebilir , a < b ve f’ €

Lla,b]"dir. g: [a,b] — R fonksiyonu integrallenebilir ve “t2 icin simetrik oldugundan

' (f_<a> ;f <b>) 1%, g(b) + I g(a)] — [J% (f8) (b) + I (f8) (a)]| (2.46)

a > 0 i¢in kesirli integral esitligi vardir.

Teorem 2.26 (Kesirli Hermite-Hadamard Esitsizligi). f : [a,b] = R pozitif bir
fonksiyon 0 < a < b ve f(x) € L|a,b] olsun. f fonksiyonu [a,b] araliginda konveks
bir fonksiyon ise o > 0 i¢in

£(557) < smr @) +a @) < L0 o

esitsizligi gecerlidir [28].

Teorem 2.27. f: 1 C R — R fonksiyonu /° iizerinde diferansiyellenebilir, a < b ve

f' € La,b)’dir. Burada |f’| [a,b] aralifinda konveks ve g : [a,b] — R fonksiyonu

14



integrallenebilir ve "+b icin simetrik oldugundan

T IO [y (b) + 5t s(a)) — [ (1) ) 4 I (Fo) ()] 248)
(b— ) gl /
(a+ 1o +1) ( ) f @+ |7 @]

a > 0 i¢in kesirli integral esitligi mevcuttur [28].

Lemma 2.28. f:/° C R fonksiyonu /° iizerinde diferansiyellenebilir, a,b € [° icin a < b

ve g : [a,b] — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda eger f', g € L|a, D] ise her x € [a,b] i¢in

a) / e(t)di + f(b) /b e(r)dr — /h F(0)g(t)dt = / / e(s)ds | f(dt (249

esitligi mevcuttur [29].
Teorem 2.29. f fonksiyonu Lemma (2.28)’deki gibi tanimlansin. Eger |f’| fonksiyonu

konveks ve g fonksiyonu siirekli ise, bu durumda her x € [a, ] igin

X b b

s(a) [ stw)dr+1) [ s0)ar= [ r0s0ar 250

a X a

< {(x—a) (%Hg”[ax] ) gzb_—_xz;HgH[x,wa]

[ e+ 07 (22 il

{((x—a)z(?)(b—xg(—gi(;c)—a))+(b x) )‘f )|

f (@)

£ ()

n ((x—a)3+(b—x)2(2(b—x)+(x—a)>

b 70| el

esitsizligi gecerlidir [29].

Lemma 2.30. g : [a,b] — R fonksiyonu integrallenebilir ve a < b i¢in (a + D) /2’ye gore

simetrik ise, bu durumda o > 0 icin

I8 2(6) = 5 gla) = 5 (16, 8(b) + J§. g(a)] @51)

15



esitlikleri vardir [30].

Teorem 2.31 (Kesirli Fejer Esitsizligi). f : [a,b] — R fonksiyonu integrallenebilir

konveks fonksiyon ve g : [a,b] — R fonksiyonu pozitif ve integrallenebilir olsun. Eger g

fonksiyonu x = % icin simetrik bir fonksiyon (yani g(x) = g(a+ b —x)) ise, bu durumda
a > 0icin
a+b o o o o
fl= ) Ve +5s(a)] < [V (F2) () + 52 (fo) (a)] (2.52)
+f() [« o
< HAETO) o o) 498 (@)

esitsizligi vardir [30].

Kesirli Hermite-Hadamard ve Fejer tipli diger ¢alismalar icin ([31], [32], [33], [34],
[35], [36], [37], [38], [39], [40], [41], [42], [43], [44], [45], [46], [47]) nolu referanslara
bakilabilir.

Teorem 2.32 (Ostrowski Esitsizligi). a,b €1, a <b ve f’ € L[a,b] olmak iizere f : I C
R — R, I° de diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger Vx € [a,b] i¢in | f'(x)| < M

ise

(2.53)

b—a/f(t)dt < bﬁfa[(x—a)zﬂ;(b—xq

x— atb)?
= M(b—a) [i—ﬁ]

esitsizligi elde edilir [48]. Buradaki % katsayis1 bu sartlar altindaki en iyi katsayidir daha

kiiciik olan bir katsayi ile yer degistirilemez. Bu esitsizlik literatiirde x € [a,b] noktasinda
b

f(x) degeri ile b—ia J f(t)dt integral ortalamasi yaklagimi i¢in bir ist sinir veren Ostrowski
a

integral esitsizligi olarak bilinir.

Teorem 2.33. f : [a,b] — R fonksiyonu (a,b) aralifinda tiirevlenebilir ve f’ € L[a,b]

olsun. Eger |f’| fonksiyonu [a,b] arahiginda konveks ve |f'(x)| < M, x € [a, D] ise, bu

16



durumda o > 0 i¢in

’((x—a)a+(b—x)a

e LR VR AL CE

_ M (x_a)a+1+(b_x>a+l
~ b—a a+1

kesirli integral esitsizligi bulunur [49].

Bircok kesirli integral tipi icin Ostrowski tipli esitsizlik elde edilmistir. Bunlardan bazilar
icin [50], [51], [52], [53], [54], [55], [56], [57], [58], [59], [60]. nolu referanslara
bakilabilir.

Lemma 2.34. f:° C R fonksiyonu /° {izerinde diferansiyellenebilir, a,b € I° icina < b

ve g : [a,b] — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda eger f’,g € L[a,b] ise her x € [a,b] i¢in

b
/ P(x,0)f (1)dr (2.55)
b X b b
= (1-2)f) [2ds+4 | (@) [g(s)ds+ £ @) [e(s)as| ~ [a(s)f(s)ds

esitligi vardir. Burada A € [0, 1] i¢in Py (x,7) doniigiimii

(1-2) g(s)ds—i—;tj{g(s)ds ,a<t<x

Py(x,t) = (2.56)

S R

(1=2) [e(s)ds+A [g(s)ds x<t<b

biciminde tanimhidir [61].

Teorem 2.35. f : [a,b] — R fonksiyonu (a,b) aralifinda tiirevlenebilir, a < b ve f’ €
L[a,b] olsun. g : [a,b] — R siirekli ve |f’| fonksiyonu [a,b] araliginda konveks ise, bu

takdirde her x € [a,b] i¢in

b X b b
(1-2)1() [ g)ds+ 4 | £(@) [ e(s)ds+5®) [ g(s)ds| ~ [gls)f(s)ds
||g||[a,x},°° /
S Sb-a) [(x—a)z[(l —A)(3b—a—2x)+ A (3b—2a—x)]|f (a)
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+2-2) (x—a) [F )] + ”68(![’“_@;" [(2=2) (b |f'(@)

+(b—x)*[(1-2) (b—3a+2x)+A (2b—3a—x)]|f'(b)]]

< %{[(X—a)2[(1—),)(3b—a—2x)—|—7t(3b—2a—x)]
+(2=2) (b=x] [ (@] + [(b=x)?[(1-2) (b —3a+2x) + A (2b —3a—x)]
+(2-2) (x—ay]|f(b)|}

esitsizligi vardir. Burada A € [0, 1] dir [61].
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3. AGIRLIKLI KESIiRLI INTEGRAL ESIiTSiZLIKLERi

Bu boliimde agirlik fonksiyonu yardimiyla Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in

Yamuk, Ortanokta ve Ostrowski tipli esitsizlikler elde edilecektir.
3.1. AGIRLIKLI KESIRLI YAMUK TiPLi INTEGRAL ESITSIZLiKLERI

Bu alt boliimde Riemann-Liouville kesirli integralleri icin agirlikli Yamuk tipli esitsizlikler

ispatlanacaktir. Bunun i¢in ilk olarak asagidaki lemmanin ispatina ihtiya¢ vardir.

Lemma 3.1. f: [a,b] — R fonksiyonu (a,b) iizerinde tiirevlenebilir ve a < b olsun. Eger

f',g € Lla,b], x € [a,b] ve o > 0 i¢in kesirli integralleri igeren

fla) I g (x)+ f(b)Ig g (x) — [J& (fg) (x) + T (fg) (x)] (3.1)

X t

1 a— /
= mi | [ tatons ) ra

X

+/b ]<s—x)“‘1g(8>ds f(@)dr

esitligi vardir.

Ispat. Kismi integrasyon yardimiyla

/ / (=) g(s)ds | f(0)dt (3.2)



esiligi bulunur. Benzer sekilde

b t

[ [6=0"et)ds | £de =T(0) [f0Ee ) - S (F 0] B

X X

elde edilir. (3.2) ve (3.3) esitlikleri ile istenilen (3.1) esitliginin dogrulugu kolaylikla

gorilir. 0

Sonug 3.2. Eger Lemma 3.1°de 6zel olarak o = 1 alinirsa, (3.1) esitligi (2.49) esitligine

doniistir.
Sonug 3.3. Lemma 3.1°de g fonksiyonu %5 a+b ye simetrik ve x = “;b olarak alinirsa, (3.1)
esitligi
o (a+b o [a+b\]| fla)+ f(b)
ste (457 ) +ae (45 ; G4

esitligine doniisiir.

a—|—b

Ispat. Lemma 3.1°de x = almip, g fonksiyonu 5 4+b jcin simetrikligi kullamlarak

o +b 1 +b  \*!
J+g(a2 ) = F—oa)/(aZ —s) g(s)ds (3.5)




a+b
= J¢

esitligi elde edlir ve bu da ispat1 tamamlar. [

Sonu¢ 3.4. Lemma 3.1in sartlar1 altinda

f(a)Jgi g (b)+ f(b)J; g (a) — [Jdy (f8) (b) + T3~ (fg) (a)] (3.6)

esitligi vardir.

Ispat. (3.1) esitliginde sirasiyla x = a ve x = b yazilirsa

t

b
165 8@~ (8) (@) = g [ | =) swas | roar 6)

a
veE

b

1@ (0) =% () ) = g [ | [ 0= swas | riar - 63)
b

a

esitlikleri elde edilir. (3.7) ve (3.8) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa istenen esitlik

ispatlanmusg olur. O

Sonug 3.5. Lemma 3.1°de her ¢ € [a,b] igin g(¢) = 1 alinirsa

(x—a)* fla)+ (b —x)*f(b) ~T (@ +1) [Jo\ f () +_f ()] (3.9)

X

b
. /(x—t)af’(t)a’t—l—/(t—x)“f’(t)dt

a

esitligi elde edilir.

Simdi Lemma 3.1 yardimiyla asagidaki esitsizlikler ispatlanacaktir.
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Teorem 3.6. f : [a,b] — R fonksiyonu (a,b) arahiinda tiirevlenebilir, a < b ve f’ € L[a, b]

olsun. g : [a,b] — R siirekli ve |f’| fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise bu durumda

her x € [a,b] ve o0 > 0 igin

IN

IN

|f(a)J g (x)+ f(b)IF g (x) — [J& (fg) (x) + T (fg) (%)]| (3.10)

1

w—aﬂ%a+3)X{RX_WWHK“+2“b_”**“+1“x—@mﬂmﬂw

(b =) gl ] 1)

2
+ (=) glligne

(b= (1) (b =)+ (@+2) (x—a)]lgll ] 17 8]}

Illes

(b—a)T (a+3)
A (=@ (@ +2) (b —x) + (@ +1) (x=a)] + (b-0**) | (@)
+ (=)™ 4 (=0 [(@+1) (b—x) + (@+2) (= )] | £ 8)]) }

esitsizligi bulunur.

Ispat. Lemma 3.1°de mutlak deger alimirsa

|fla)Jd g (x) + f(D)TF g (x) — [J& (f8) () +JF (fe) (x)]| (.11

IA
-
8/ L
1

IN
—
8/ P—
———
—
|

t
(x—9)%ds

X

IN

£ ()| dr

L il f
I'a) Ellla], o

a
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b

t
el [ | [ (5=0% " ds

X

If'(t)ldt]

1

= Tlatl) [gl[a,x],W/(Xt)af/(t)}dt

b
+ Hg”[x,b],oo/(t —x)%|f(1)] dl]

X

esitsizligi elde edilir. | f’| fonksiyonu [a,b] araliginda konveks oldugundan

(@) =

,( b—t t— b—t , t—a,
f(b_aa+b_2b)‘gTa}f(a)|+b_a|f(b)| (3.12)

dir. (3.12) esitligi (3.11) esitsiliginde kullanilirsa

|fla)Jd g (x) + f(D)TF g (x) — [J5 (f8) (x) + I3 (fg) (x)]] (3.13)

X

[ =0 [6-0|f@|+ @ alr®)]]d

a

18l o
= b-a(atl)

b
+(b_Hj)H[rx7€2¢m+ 0 /(t —x)* [(b—1)|f(a)|+ (t—a)|f'(b)|] dt

X

esitligine ulagilir. Basit hesaplamalar yaparak

X

o (=) * M (@ +2) (b—x)+ (a+1) (x—a)]
a/(x—t) (b—1)dr = 6@ : (3.14)
/ o - (x_a)a+2
a/(x—t) (1—a)di = ey (3.15)
b
o o (b_x)a+2
x/(t—x) (b—1)di = (3.16)
b
o (=) (a+ 1) (b—x)+ (0 +2) (x—a)]
/(t—x) (t —a)di = CEcre (3.17)
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esitligi oldugu goriiliir. (3.14)-(3.17) esitlikleri (3.13) esitsizliginde yerine yazildiginda
|[f(a)Jg g () + F(B)I5 g (x) — [Jg (f8) (x) + I (fg) (x)]] (3.18)

1810000
(b—a)T (a+3

(- (@) -0+ (@t 1) (- a7 (@)

18 ] o
(b—a)T'(ax+3)

+(x-a)* | )] | + (=01 (@)

(b= (@4 1) (b= x) + (a+2) (x—a)] |f®)]|

1

(b—a)T(a+3) =@ [(@t2) b =)+ (@t 1) (x—a)] 8]

+ (=) gl 5] 1)
+ = @) gl

1
(b= (0 1) (b= )+ (@+2) (x— @) [l 1F )]}
esitsizligine ulasilir. Bu da (3.10) esitsizligindeki ilk esitsizligin ispatin1 tamamlar.

Her x € [a,b] igin

181l 000 < N8l fa .00 = N&llee Ve 181l )00 < 18l fg 5.0 = NIl (3.19)

esitsizlikleri yardimiyla (3.10)’deki ikinci esitsizligin ispat1 agiktir. U

Sonug 3.7. Theorem 3.6’da 0zel olarak o@ = 1 alinirsa, (3.10) esitsizligi Tseng ve ark.

([29]) tarafindan ispatlanan (2.50) esitsizligine doniisiir.

Sonug 3.8. Theorem 3.6’da g fonksiyonu # ye simetrik ve x = # olarak alinirsa
b b b
‘ {J;ﬁg <—a; ) +I g (a; )} @) ;f( ) (3.20)
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a—+

- (552) e oo (52|

b_ g%+ ,
< srriera * (o el t el ) 17@)

+ (el e+ 0+ 3) gl ) 1)

(b—a)*" |f'(@)|+|f' ()]

2
— 2T (a+2)

esitsizligi bulunur.

Sonug 3.9. Theorem 3.6’ nin sartlar altinda
|f(@)Jd 8 (b) + f(b)I5 g (a) — &y (f8) () + U5 (fe) (@)]|  (3:2D)

(b _ a)OH—l

S T (at2) [ @]+ ®)]]

esitsizligi vardir.

Ispat. (3.10) esitsizliginde sirasiyla x = a ve x = b yazilirsa

_ )0t
10 g @) 5 (9) (@] < P [l f@) + @ |r o] 622)
_ )0t
@2 s ) 1% (70) 0] < P 0= [ D @)+ r0)] - 623)

esitsizlikleri elde edilir. (3.22) ve (3.23) esitsizlikleri taraf tarafa toplanir ve liggen

esitsizligi kullanilirsa
|f(@)JZ 8 (b) + f (D)5 g (a) — 3y (f8) (B) + U5 (fe) (@)]|  (3.24)

1
(b—a)*" |igll..

Tlat3) @]+t Do)
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(b—a)**'lg].,
I'a+3)

[(a+D)[f(a)|+]r'®)]

gl (6 —a)**!

sy @[+

esitsizligi bulunur ve ispat tamamlanmis olur. [

Sonug 3.10. Sonug 3.9°de o = 1 alinirsa Tseng ve ark. [29] verdigi

b b / /
FOLI0) [ i [ pipgta| < FOHIO Ly 5

esitsizligi elde edilir.
Sonug 3.11. Teorem 3.6’de ¢ € [a, D] igin g(t) = 1 alinirsa, (3.10) esitsizligi
[(x—a)® fa) + (b—x)* f(b) =T (at+1) [Jg f (x) + I3~ f (x)]| (3.26)
1

(b—a)(a+1)(a+2)
(=@ (@+2) (b=2)+ (@ 1) (x=a)] + (b= | f'(@)]

+ (=@ 4 -0 [(@+ 1) (b—x) + (@+2) (- a)] [£ ()]

esitsizligine doniistir.

Teorem 3.12. f : [a,b] — R fonksiyonu (a,b) aralifinda tiirevlenebilir, a < b ve f’ €
Lla,b] olsun. g: [a,b] — R siirekli ve |f’|, ¢ > 1 i¢in [a,b] aralifinda konveks ise bu

durumda x € [a,D] ve o > 0 olmak iizere kesirli integraller igin

|f(a)Jd g (x) + f (D)5 g (x) — [J& (f2) (x) + 5 (fg) (x)]] (3.27)

<=

P

1 1 atl
o Gt ) lellagete—a

X z:z b—“;x \f’(a)\q+2(xb__a§\f’(b)\th;
=l Gy
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1
+ 181l oo (b—2)* 7

y (2(b x)?
(pa1+1)

-

18]les
- I'(a+1)

atl [ (b—
—l—(b—x) o (2(b—

a)

esitsizligi bulunur. Burada 1 + =1 dir.

)| b—x\ (x+b
LAG ‘*(m)( >

: \f’(aﬂ”(iiz) (X;b—

Ispat. Yukaridaki (3.11) esitsizliginde Holder esitsizligi uygulanirsa

|f(a)JC‘f+g

1 X
< -
SO [gu“] [ -

a

b
+ Hg||[x7b],oo/(t —x)* |f'(t)|dt]

(x) + f(b) Ty g (x) —

X

< 1 Nighan | [
= T(at1) | 8laxe| f 1
b
+lglges ( /

=

1 (x—a)o‘+
_ m{gmx] o

'E\'—‘

(b—x)a+%
(pa+1)

+ 118l1x.5),00

<=

27

[ (f8) (x) + T (fg) ()]

)| f

(1

(3.28)

)| dt

t)”“dt) (/|f’(t)|th)
” ;
(fx)padf) (/f’(f)qdl) ]

( J17@ qur)

)th) ]



esitsizligi bulunur. Burada |f’|? fonksiyonu [, b] araliginda konveks oldugundan

/ , [ b—t t— T p—t , t— ,
o = | (ke =) < L@l =2 e 629
esitsizligi vardir. Buradan
|f(a)J g (x)+ F(B)T5g (x) — [ g (f8) (x) + I (fg) (%)]] (3.30)

F(a1+ 1) (pa1+ 1) 7

(7 —t)|f (a)|?+ (t—a)|f(b)|?
Nl e ( f (Emoiar ool )dt)
b il / —a / q é
+ HgH[)@b] (b—x) OH—f (/( t)|f'(a b Elf )1f'(B)] )dt)

1

F(oc1+ 1) (poc1+ 1)

X {g[a,x],w(xa)aﬂ, ((Z:Z) (b a+x> @) |q+2()gb—615)|f’(b)|th);
3 (S (32) (2 o)

elde edlir ve (3.27)’deki ilk esitsizliginin ispati tamamlanir. (3.27)’deki ikinci esitsizligin

1
q

ispat1 agiktir. [

Sonug 3.13. Teorem 3.12°de o = 1 alinirsa

X b b

f(a) [s0dr+5®) [ s~ [ g0

a X a

< (lﬁ);[ng[a?x],m—a)”i
% ((z:z) (b_a;—x> ‘f/(aﬂuz()zb‘_“f) ff(bwd,)é

28

(3.31)




sttt (S5 0+ (422) (232 Yo
< (o) oot () (-2 or o)
+w_”H¢<§§fZ““@V+(§5§)Cﬁb—ﬂ)v |>;]gm

esitsizligi bulunur.

a+b

Sonug 3.14. Theorem 3.12°de g fonksiyonu %5 a+b ye simetrik ve x = olarak alinirsa

{Jﬁig (a;b> +IE g (a;b)} f(a);f(b) (3.32)

3 [J:;i (fe) (“;b) IR (f3) (“;b)} ’

1 1 \7 (b—a\*"
I'a+1) \pa+1 2 )

X [||8|| 0,552] o (3 (@) + \f’(b)\th> q

IN

4

/ q 3 /b q é
+!|g\|[x,b],oo(|f @) J; 7 ) ]

lgle (1 N7 (b—a\*"
'a+1) \ pa+1 2

y [(3\f’<a)\q+|f’(b)chzt)é+ (,f/(a)‘qﬂlf,(b)’q);]

IN

4 4

< rtesn () (79) Hrtol o

esitsizligi elde edilir. Burada 1 +1 =1 dir.
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Ispat. (3.32)deki birinci ve ikinci esitsizliklerin ispati agiktir. Ugiincii esitsizligin ispati

icin, ay =3|f" (a)|?, by = |f' (b)|?, az = |f' (a)|? ve by =3 |f’ (b)|? olmak iizere

n

n n
Y (a+bi)’ <Y aj+) b, 0<s<1 (3.33)
k=1 k=1 k=1

1
esitsizligi ve 37 + 1 < 4 oldugu kullanilirsa istenen sonu¢ dogrudan elde edilir.

Sonug 3.15. Teorem 3.12’nin koglullart altinda

|[f(a)Jg g (b) + f () g (a) =[5y (f8) (B) + 5= (f) ()] (3.34)

2ngw< ! )}’(b_a)aﬂ(If’(a)!"ﬂf’(b)\q)'lf

M'a+1) \po+1 2
esitsizligi vardir.

Ispat. (3.27) esitsizliginde sirasiyla x = a ve x = b alinirsa

|f (D) g (a)—JF (fg)(a)| (3.35)

lg]l.. 1N (@£ B)] 5
I'o+1) (poc+1) (b—a) H( 2 )

Ve

|f(a)Jd g (b)—J& (fg)(D)] (3.36)

le]l.. NP (@£ B 5
I'loe+1) (p(x+1> (b-a) H( 2 )

esitsizlikleri elde edilir. (3.35) ve (3.36) esitsizlikleri taraf tarafa toplanip liggen esitsizligi

kullanilirsa

Varg (b) f(a) + 5 g (a) f(b) — [J4 (f8) (B)+ U5 (fo) (@)] | (3.37)
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2”g”°°( ! )[I)(b_a)oﬁ—l(|f/(a)‘q+‘f/(b)]q)}1

- I'(a+1) \pa+1 2
esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir. [

Sonug¢ 3.16. Sonug 3.15°de o = 1 alinirsa

b b

a

< (L) (o-a? (ALY '“’”q)‘l’ el

p+1

esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.17. Teorem 3.12°de her ¢ € [a, D] igin g(¢) = 1 alinirsa

[(x—a)® f(a) + (b—2)* f(b) =T (o +1) [Jg f (x) + L f (x)]| (3.39)

(poc1+1>}]
fma ((2) (o3 o« 552 |f'<b>|"‘”>;

vo-n (s (22) (52 o)

esitsizligi bulunur.

3.2. AGIRLIKLI KESIRLI OSTROWSKi VE ORTA NOKTA TIPLi
ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in agirlikli Ostrowski ve Orta nokta

tipli esitsizlikler ispatlanacaktir. Ilk olarak asagidaki lemma ispatlanacaktur.
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Lemma 3.18. f: [a,b] — R fonksiyonu (a,b) tizerinde tiirevlenebilir ve a < b olsun. Eger

f',g € L|a,b] ise her x € [a,b] ve o > 0 i¢in

[ 8 () + I g (x)] f(x) — [Jg (fg) (x) + T (fg) (x)] (3.40)

_ ﬁ [ / ( j (r—s)%! g(s)ds) Fdr
. /(

X

(s=x)*"! g(S)dS) f/(t)dt]

b
esitligi vardir.

Ispat. Kismi integrasyon kullanilarak

/ ( / (x— )% g(s)ds) Fdt (3.41)

a a

P ( / (xs>“1g<s>ds) 7@

* X

- [ =0 e

a a

a

— ( / (x—s)%! g(s)ds) flx)— / (x—1)* ' g() f(t)dt

a a

= T'(«) [f(x)]fﬂrg (x) —J2 (fg) (x)}

esitligi bulunur. Benzer sekilde

b t
/ ( / <s—x>°”g<s>ds) £(0di =T (0) [ (0 —J () 0] (B:42)

X b

dir. (3.41) ve (3.42) esitlikleri yardimiyla istenilen (3.40) esitligi elde edilir. L]

Sonug 3.19. Eger Lemma 3.18’de o = 1 olarak alinirsa

b

b
1) [[gte)dr— [ foglera (3.43)

a
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b t
g(s)ds) F(1)di + / ( / g(s)ds) £y,
X b

I
—
~
Se—

esitligi elde edilir.

Sonug 3.20. Lemma 3.18’de her 7 € [a,b] igin g(¢) = 1 alinirsa

(G - S s w0 G

X b
= 3 [/ (x—a)*— (x—t)a)f’(t)dt+/((b—x)a —(t—x)%) f’(t)dt]

esitligi bulunur.

Sonuc 3.21. Lemma 3.18nin kosullar1 altinda g fonksiyonu # ye gore simetrik olsun.

Bu durumda

= erf( L 118, ¢ (6) + I8 ¢ (@)] — U2, (f) (0) 2 (f9) (@)]  (3.45)
1 b t
a—1 ,
= T(a) L/ (a/(b s) 8(S>d5)f(t)dt
b t

esitligi saglanir.

Ispat. (3.40) esitliginde sirastyla x = a ve x = b alinirsa

a

b t
Fla)Jg (@)= (f8) (@) = e | ( [s=a! g(s)ds) fod (346
b

Ve

b t

F(B)E 8 (0) T2 (1) 8) = s | ( J[o-s g(s)ds) fd 347

a a

Burada sirasiyla (3.46) ve (3.47) esitlikleri taraf tarafa toplanip Lemma 2.30 kullanilirsa
(3.45) esitligi elde edilir. O
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Teorem 3.22. f : [a,b] — R fonksiyonu (a,b) aralifinda tiirevlenebilir, a < b ve f’ €
Lla,b] olsun. g: [a,b] — R siirekli ve |f’| fonksiyonu [a,b] aralifinda konveks ise, bu

durumda her x € [a,b] ve o > 0 igin
[T 8 () + T g (0)] f(x) — [J54 (fg) (x) + 5 (f2) (x)]] (3.48)

18]l
= -—a)T(a+])

" {(x_a)aﬂ ((b_a;x> _(x+2) ((Z)a—fi;-((()ca:z;)(x—a))

#6093~ G | 1O

) [(b_x)a+1 ( (x;b _a> WEDIE LSS <x—a>>

- (%_ (a+1)l(oc+2))} @)l

agirlikl kesirli Ostrowski esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Lemma 3.18’yi kullanarak mutlak deger alinirsa

| [T g (x) + I3 g (0] f(x) — [J& (Fg) (x) + T (fg) ()] (3.49)

IN

IN
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IN

CEaT [g[a,x]@ [ (G=a) = =0 | £ )] as

a

b

+Hg“[x,b],oo/((b_x)a_(t_x)a) |f’(t)dt]

X

IN

ey [ [ (=)= =) | (0)] as

—I—/ b x)" — ‘f dt]

esitsizligi elde edilir. | f’| fonksiyonu [a,b] araliginda konveks oldugundan

X

/((x—a)“—(x—t)“) |f ()] dt (3.50)

N

IN

= |f/ |/ “ (b—1)dr
’f/ |/ ) (t—a)dt
(x—a)*"! atx\ (@+2)(b—x)+(a+1)(x-a)],,

- bea [(b_ 2 )_ (a+1)(a+2) 7@
(x—a)*™ 1 1 ,
e [E_(a+1)(a+z)] @)l

esitsizligi bulunur. Benzer sekilde
b
/((b—X)“—(t—x)“) £ (0)] (3.51)
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 (b-x)* 1 ,

T b-a {5_(a+1ﬂa+2Jwa”
(b—x)* [ /x+b (a+1)(b—x)+(0+2)(x—a)], ,,
Tha K 2 _a>_ (a+1)(a+2) r@)l

esitsizligi elde edilir. Burada (3.51) ve (3.50) esitsizlikleri (3.49) esitsizliginde yerine

yazilirsa (3.48) esitsizligi ispatlanmis olur. 0

Sonug 3.23. Theorem 3.22°de o = 1 alindiginda

b b
1) [[gteydr— [ fgtera (3:52)
¢l [G=a) (b_ a+2x> . <b—x>3} @)
(b—a)T(a+1) 2 3 3

+

- o+1 X X—a o+2

esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.24. Teorem 3.22°de x = “er—b alinirsa

() o
-l (50) v e (457))

b—ua o+1 / )
< = (050) Ir@lslrel

esitsizligi bulunur.

Sonug 3.25. 1 € [a, D] igin Teorem 3.22°de g(r) = 1 alinirsa

'(@_wsz_@a)ﬂ”—zg?fzMﬂﬂw+n%ﬂww (3.54)
(b—a)zi"(our 1)
e ()t
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+Ho=0* (% - <a+1>1<a+2>>} 7@

fo-nen (42 -a) - @ D00 o4 2 e-)

+(x—a)**? (% C(a+ 1)1(a+2))} @)

kesirli Ostrowski integral esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.26. Theorem 3.22°de g fonksiyonu # ye gore simetrik alinirsa

‘f(a)Jrf(b)[

5 JE g (b)+J§ g(a)] — [J& (fg) (b)+J5 (fg)(a)]| (3.55)

h— g%t 1 / /
< OO Mo (1 L) (@] + o]

esitsizligi bulunur.

Ispat. (3.48) esitsizliginde sirasiyla x = a ve x = b yazilirsa
|[f(a)I5 g (a) = T3 (fg) (a)| (3.56)

(b—a)*"g]l..
'a+1)

| G-@rer) @l (G-as) ol

ve
£ ()T g (b)— T (f2) (b)| (3.57)

(b—a)*"g]l.,
'a+1)
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esitsizlikleri elde edilir. Burada (3.56) ve (3.57) esitsizliklerini taraf tarafa toplayip iicgen

esitsizligi ve Lemma 2.30 kullanilirsa

‘_f W 3TO) (13 o (b) 495 g ()] - [, (£8) (B)+IE (f2) (@)] \ (3.58)

2
(b—a)*"|lg]l.,
- 'a+1)
1 1 , 1 1 ,
8 Ki_(aﬂ)(wz)) ‘“‘”H(E—a—u) i/ W
(b—a)*"lg]l..
T T et
1 1 , 1 1 /
- Ki_a—H) ‘f(a)}+(§_(a+1)(a+2)) s (b)@
b—aq)%t! 1 / /
- S (- ) @l o)
esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir. 0

Teorem 3.27. f : [a,b] — R fonksiyonu (a,b) aralifinda tiirevlenebilir, a < b ve f’ €
L[a,b] olsun. g : [a,b] — R siirekli ve |f’| fonksiyonu g > 1 i¢in [a, b] arahiginda konveks

ise, bu durumda her x € [a,b] ve a > 0 i¢in

| [V 8 () + g (0] £ (x) — [J (f8) (x) + T (f8) (0)]| (3.59)

1

IN

18]l by
(b—a)ér(a+1)< P‘Hl)

X [(x—a)ourl ((b— d;rx) {f’(a)]%% ]f’(b)]q)q

+o-0= (S @+ (55 -a) \f’(b)\qy]

esitsizligi vardir. Burada % + (l] = ldir.
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Ispat. (3.48) esitsizligine Holder esitsizligi uygulamp, A > B > 0 ve p > 1 icin
(A—B)? <AP—B? (3.60)
esitsizligi kullanilirsa

| [V g (x) + g (x)] f(x) — [J&4 (Fg) (x) + T (fg) (x)]] (3.61)
% |:(/((xa)a(xt)a)pdt) (/f’(t)th)

b 5 /b g
+</((bx)“(tx)“)pdt) (/f’(r)}%) ]

X

—Fgg‘kl) {(/((xa)pa(xt)mx)dt) (/f’(t)|th)
b le b é
* (/((bx)P“(tx)P“)dt> (/|f’(t)|th) ]

IN

IN

X

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte basit hesaplamalar yapilarak

X

/ ((x_a)pa — (x—t)pa> dt = (X—a)pa'H (1 — p(X1+ 1) (3.62)

a

Ve
b

/ ((b—x)pa — (¢ _x)poc) dt = (b —x)poH'l (1 — pOCl—|— 1) . (3.63)

X

esitlikleri bulunur. | f’|? fonksiyonu [a,b] araliginda konveks oldugundan

X

[lFwfa < = [(-n|f@[+a-a|fo)]) (3.64)
< e |- stier
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esitsizligi mevcuttur. Benzer sekilde

b
/\f’(ﬁlqdrsb_ﬂb;x ’(a)\"+<x+b )!f \} (3.65)

esitsizligi elde edilir. Burada (3.62)-(3.64) esitsizlikleri (3.61) esitsizliginde yerlerine

yazilirsa
| [Veg (0) + T8 (x)] f(x) = [J24 (f8) (x) + 52 (fg) (x)]| (3.66)
< _lslls
- I'(a+1)
- [((X @ (1_pa1+1))})
y (;:Z Kb_aﬂ) F@| x2a|f (b)|qu
+((b x)Pet! (1—pa1+1>)']’
(=[P (5 -a) |f’<b>|q})é]
- (b_a)HégkaJrl)( _pa1+1)p
x [(x_co““ ((b “”) 7' (@) ]q+)%]f'(b)\q);
+(b—x)**! <”2—x\ /(a)‘q-l—(x;b—a) \f/(b)\q)é]
esitsizligi bulunur ve ispat tamamlanir. O

Sonuc¢ 3.28. Teorem 3.27’te 0zel olarak o = 1 alinirsa

b

b
1) [ s = [ sy (367

a
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X [(x—a)z <(b— "“) @+~ !f’(b)\q>

o= (@l (S50 -a) |f’<b><");]

Q=

esitsizligi bulunur.

Sonuc¢ 3.29. Teorem 3.27°te x = # alinirsa

e (57 rors (7)1 09

-l e (52) v o (S ”)H

: F(‘E‘Lﬁol) <1_p0£1+1)11) (b;a)aﬂ
y [(3|f’(a)|q;r ’f’(b)|q);+ (|f/(a)|qtt3’f,(b)|q>;]
< F(Hﬂion <4_pa4+1)1i (b;a)txﬂ ol

esitsizligi elde edilir.
Ispat. (3.68) esitsizligindeki birinci ve ikinci esitsizliklerinin ispati1 aciktir. Ugiincii
esitsizlifin ispati igin, a; = 3|f" (a)|?, by = |f/ (D)7, ax = |f' (a)|? ve by = 3|f (b)|?

olmak tizere
n

i (ax+ i)’ Z i+st,0<s<1 (3.69)
k=1 k=1

O

1
esitsizligi ve 3¢ + 1 < 4 kullanilirsa istenen sonug¢ dogrudan elde edilir.

Sonug 3.30. Teorem 3.27°te t € [a,b] i¢in g(r) = 1 alimirsa

‘ ((x—s)o;—tib—x)a) £) = r(ba:;l) UEFE)+IEFW]| (3.70)
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1
1 4
< <1_p(x+l>

T (-t (a 1)

x [(x—a)‘“1 ((b “”) ' (a }q+¥}f’(b)|q>;

-0 (P @l (50 ) }ff(b)V)‘l’]

kesirli Ostrowski integral esitsizligi elde edilir.

Sonug 3.31. Teorem 3.27’teki kogullar altinda g fonksiyonu 5 44 jcin simetrik olsun. Bu

durumda

‘_f LI (160 (6) 5 5 @) — 2, (£5) () + - (£2) (@)] \ (3.71)

2(b—a)*! L\ (P @+ B) 7\
T(o+1) <l_pa+l) ( 2 ) sl

esitsizligi mevcuttur.

Ispat. (3.59) esitsizliginde sirastyla x = a ve x = b alinirsa

|f(a)J g (a)—JF (fg)(a)] (3.72)

< F(’ttg’kl) (l_pa1+1>})(b_a)a+1 (\f/(a)]q;yf/(bﬂq);

ve

|f(b)IE g (a) =T, (fg)(D)] (3.73)

“rasn (! _poc1+1>;(b—a)a+' ( ‘f’<a>!q;rf'<b>|q)é
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esitsizlikleri bulunur. Burada (3.72) ve (3.73) esitsizlikleri taraf tarafa toplanip iiggen

esitsizligi ve Lemma 2.30 kullanilirsa,

‘f(a)Jrf(b)[
2

glle Y at |J”(a)|q+!f(b)|q’é
= T(o+1) (1_p06+1) (b—a) 1( 2 )

lell.. NP (@ £ B4
Tlat1) <1_poc+1> (b-a) +1( 2 )

1o g (b) + % g (@)] — [J% (F) (B) +JE (5) ()] \ (3.74)

Z(b—a)a+1 1 % |f’(a)|q—|—|f’(b)|q é
Mo+ 1) (1—pa+1) ( 3 ) el

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir. [
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4. GENELLESTIRILMIS AGILIKLI KESIiRLI INTEGRAL
ESITSIZLIKLERI

Bu boliimde, 3. Boliimde elde edilen esitsizlikleri de genellestiren agirlikl kesirli integral
esitsizlikleri elde edilecektir.
Bu boliim boyunca kisalik olmasi i¢in asagidaki gosterim kullanilacaktir:

A €0, 1] olmak tizere

M(f.8) (4.1)
= A f(@)Jg g () +f(b) g ()] +(1=2) [/ g () +J5 g ()] f(x)

— [Ja4 (f8) () + 1~ (f) (x)]

olsun.

Lemma 4.1. f : [a,b] — R fonksiyonu (a,b) araliginda tiirevlenebilir ve a < b olsun.

f',g € Lla,b] ise bu durumda her x € (a,b) ve @ > 0 igin.

b
M8 = Fgs [ Kalen s ar

kesirli integral esitsizligi vardir. Burada K (x,?) : [a,b] X [a,b] — R fonksiyonu

( ﬂ,ft(x—s)“*lg(s)ds+ (1-2)

X

(x—s)*g(s)ds, a<t<x

Qe o

KA(X,O =
A [(s—x) Lg(s)ds+ (1 A)

\ X

(s—x)%lg(s)ds, x<t<b

ST

seklinde tanimlanir.
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Ispat. K, (t,x) in tanimindan

b X

/ Ky (on)f'(dt = A / ( /t <xs)“1g(s)ds> £t

-I-)u/b (/t(s—x)alg(s)ds) f(t)dt

b
+(1—/1>/ (/(sx>“1g<s)ds) F()de

b

esitligi vardir. Kismi integrasyon yardimiyla

] ( / <xs>°“g<s>ds) s = ( / <xs>°”g<s>ds) ()

a X

esitligi bulunur. Benzer sekilde

j(](XS)“lg(S)dS) fltydt = (/X(XS)“lg(S)dS) f(x)

a a

= () [f(x)I%g(x) — % (f2) ()],
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b t b
/ ( / (sx)alg(s)ds) oy = ( / (sx)alg(s)ds> £(b) 4.5)

veE

b t t
/ (/(sx)alg(s)ds) ft)ydt = (/(sx)alg(s)ds) f(x) (4.6)
X b

= T(a) [f(x)JEgx) — L (f8)(x)]

esitlikleri elde edilir. Burada (4.3)-(4.6) esitlikleri (4.2) esitliginde yerine yazilirsa

/b Ky (x,1) f'(t)dt 4.7)
AL (@) [f(a)Jgs8(x) — 2 (f8)(x)]

—(1=)T(a) [f(x)Jg8(x) = Ig (f8) (x)]

+AT(a) [f(D)5g(x) — T3 (fg) (x)]

+H(1=A)(@) [f ()T g(x) = T (fg) (x)]

AT(ar) [fa)Jgig(x) — f(b)J5 g (x)]

+(1=2)0(00) £ (x) [J 8(x) — Ty g ()]
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—T(a) [ (£8) (%) + 5= (f8) ()]
esitligi elde edilir. Son olarak (4.7) esitliginin her iki tarafi I'( @) ile boliiniirse istenilen
esitlik bulunur. O

Sonuc¢ 4.2. Lemma 4.1’de o = 1 alinirsa Lemma 4.1, Erden ve Sarikaya ([61]) tarafindan

ispatlanan Lemma 2.34’ya doniisiir.

Sonug 4.3. Lemma 4.1’de A = 1 alinirsa

(@) [f(a)Jd 8(x) + 75 (f8)(x)] —T(a) [f(D)g(x) — T3 (fg)(x)] (4.8)

X t b t
= [ [e=9"gwds | f0dr+ [ | 50 "g(s)ds | 700
a X X X
kesirli integral esitligi bulunur.

Sonuc¢ 4.4. Sonucta 4.3’de a = 1 alinirsa, Sonug 4.3 Lemma 2.28’e doniisiir.

Sonug 4.5. Lemma 4.1’de A = 0 alinirsa

[JE g (x) + T g (x)] f(x) — [J& (fg) (x) + I (fg) (x)] (4.9)
X t b t
_ / /(x—s)alg(s)ds F(0)di + / /<s—x)“1g(s)ds F)dt
a a X b
esitligi elde edilir.

Sonug 4.6. Lemma 4.1°de her 7 € [a,b] i¢in g(¢) = 1 olarak secilirse

A [(x—a)% fla) + (b—x)* £ ()] (4.10)

+(1-2)[(x—a)*+ (b—x)%] f(x) =T (a+1) [J& f (x) + T f (x)]
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esitligi elde edilir. Burada P) (x,¢) fonksiyonu

t

X
PA(X,O =
t

\ X

seklinde tanimlanir.

Af(x—s)% \ds+(1—21)

Af(s—x)*ds+(1-2)

S

t
[(x—s)%"lds, a<t<x
a

(s—x)“_]ds, x<t<b

Teorem 4.7. f : [a,b] — R fonksiyonu (a, b) araliginda tiirevlenebilir, a < b ve f’ € La, b]

olsun. g : [a,b] — R siirekli ve |f’| fonksiyonu [a,b] araliginda konveks ise, bu takdirde

her x € [a,b] ve o0 > 0 igin

[AL(f8)]

1

car a1 1l

X[2A =1 [(¢+2)(b—x)+ (0t +1)(x—a)]

+(1-A)(a+1)(a+2) (b—“;x)} yf’(a)\}

(b =x)"2lgll

+(x—a)**? 181l a,,00

:/1+(1—/1)(

:/l+(1—/l)(

(a+1)(0c+2)

2

(a+1)(a+2)

2

)
)

(4.11)

+(b=x) " I8l e > [(22 = 1) [(@+1) (b =) + (@0 +2) (x —a)]

+(1=2)(a+1)(o+2) ()%b—a)} yf’(b)y}

18]l
INa+3)(b—a)

IN

{x=a)" A - D [(+2)(b—x) + (e +1)(x—a)]
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+(1-A)(a+1)(a+2) (b—“;x)} /(@)

(b — %)@t [M(l—/l) <(°‘+1)2(“+2) —1)1 (@)

+(x—a)et? [/1+(1 _2) <(°‘+1)2(“+2) —1)1 £ )

+(b—x)*2A =) (a4 1) (b—x)+ (¢ +2)(x —a)]

(1= )@+ 1)(a+2) (’%”—aﬂ \f’(b)\}

esitsizligi vardir.

Ispat. Lemma 4.1°de mutlak deger alinirsa,

IA
'_J‘

a —_
S
Se—_ .
~
H—
£
|
NP
R
o
=
.
~—
Y
=
S

IA
4
8/ >
—

(4.12)



j(S—X)“lg(S)ds

X

|/ (2)] dt

b
+ﬁz /

/ (s—x)% g (s)ds| | (1) dt
b

b
1
+m(1—z)/

X

esitsizligi elde edilir. g fonksiyonu [a,b] aralifinda siirekli ve |f’| fonksiyonu [a,b]

aralifinda konveks oldugundan,

t

/ / (x— )% g(s)ds

a

| f/(1)|dt (4.13)

t

el

a

t

/(x—s)a_lds

X

IN

7)) dr

X
181l 21

_ T/(x—z)“yf’(r)ydr

a

I8llfa.qg.0 1

o [0 (G0 @]+ -0 | o) dr

a

IA

- |(’j(|l|,[aj]£ |f/(a)|/(x_t)a(b—t)dt+|f’(b)‘/(x—t)a(t_a)dt

(a+2)(b—x)+(a+1)(x—a)
(a+1)(0+2)

el T,
= alb—a) _|f (a)|

(x_a)oc+1

' (x_a)oH—Z
1)l (a+1)(a+2)]
I8l g.co

o(a+1)(a+2)(b—a)

x [(x=a)* (o +2)(b—x) + (a+ D(x—a)] |f(@)] + (x—a) | f'(5)]]
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esitsizligi bulunur. Benzer sekilde

/ (/(xs)alg(s)ds) |f'(t)| at (4.14)
< HgH[a,me/ (/(XS)“lds) |f/(1)|dt
181l g0 [T o a+x
< G e (-5
(¢ +2)(b—x)+ (ax+1)(x—a) o ,
B (@t Dat2) (x—a) H} £'(a)l
oa+2 1 1 /
o0 (3~ @) VO |
b| t
//(s—x)alg(s)ds |7(t)| dt (4.15)
b| t
< Nelosyee [ | [ (=0 ds| |1 (0) ] as
< HgH[x,b]’oo
~ ala+1)(a+2)(b—a)
< [|f'(@)] (b—x)+|f ()| [(b—x)(a+1) + (x—a)(a+2)]] ,
b| t
/ / (s—x)% Lg(s)ds| | £/ ()|t (4.16)
X |b
b| t
< lelosgee [ | [ (s =0 1ds| |0) s
x |b
18l 1xp)00 [ [ ot (1 1 ,
= a(b—a){_(b_x) " <§_(a+1)(a+2))|f(a)|]
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R )

esitsizlikleri elde edilir. (4.13)-(4.16) esitsizlikleri (4.12) esitsizliginde yerine yazilirsa

(4.11)’deki ilk esitsizligin ispati tamamlanir. (4.11)’deki ikinci esitsizlik, x € [a,b] i¢in

18114000 < 181l,5],00 = [18]lc0 anQ {18 ]l1x 500 < (18]l [0,5).00 = [18]leo (4.17)

esitizliklerinden agiktir. 0

Sonuc 4.8. Teorem 4.7°de o = 1 secilirse, bu durumda Teorem 4.7 Erden ve Sarikaya

([61]) tarafindan elde edilen Teorem 2.35’ye diinisiir.

Sonuc 4.9. Theorem 4.7°de A = 1 segilirse
|[f(a)Jdy g (x) + £ (B)J5g (x)] — [ (fg) () + 5= (fg) (0)]] (4.18)

1
I'(o+3)

oo L™ [t B—9 + (@t D) gl
(0 =328l )| 1 (@)] + (= @) 2 gl g

(b =X (@ 1) (b—x) + (@+2) (v~ ) gl .| |7/ 0)] ]

18]l

S Tlat3)(b—a)

<{[(x=a)* (@ +2)(b—x) + (a@+ 1) (x—a)]+ (b-x) ]| (a)]

+x=a)* 2+ b—x)* T (a+1) (b —x) + (0 +2) (x—a)] | /'(B) |}

asagidaki agirlikl kesirli yamuk tipli esitsizligine ulagilir.

Sonug 4.10. Theorem 4.7°de A = 0 olarak alinirsa

| [V 8 (x) + 5 g (x)] f(x) — [J& (fg) (x) + T3 (fg) (0)]] (4.19)
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1 o (a+1)(a+2)
< rarrama | |60 el (R )

+(r=a)* gl g

a-+t+x

x{(a+1)(a+2)(b— 5 )—[(a+2)(b—x) (or+1)(x H|f )|

n {(x—a)o‘*2 [r{[ [ ((a - 1)2(a+2) - 1)

(6= gl )

X {(a+1)(a+2) (sztb_a) —[(a+1)(b—x)+ (a+2)(x ” \f \}

e [0 ()

+ {(x—a)‘”l(a—k )(a+2) (b— “;x>

IN

—[(@+2)(b—x)+ (a+ 1) (x—a)l] |f(a)]]

N :<x_a)a+2 <(a+1)2(a+2) _1)

+ :(b—x)““ [(a+l)(a+2) (x;b —a)

—[(a+1)(b—x)+(a+2)(x—a)]]] | £ ()|}

agirlikl kesirli Ostrowski tipli esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.11. f: [a,b] — R fonksiyonu (a,b) aralifinda tiirevlenebilira < b ve [ € L]a, b]

olsun. g : [a,b] — R siirekli ve |f'|?, g > 1 fonksiyonu [a,b] araliginda konveks ise, bu
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takdirde her x € [a,b] ve & > 0 i¢in

1AL (f,8)] (4.20)

HgH[a,x],oo (X—Cl)a+1

Ple+1) (b —ays(ap+1)7

’ [)L Kb_ a;x) ‘f/(a)‘q_|_ (X;a) ’f/(b) .

IN

a-+x

-2t | (o= 50 ) [ @]+ S50 o

le s (bt
Ila+1) (b—a)é (ap+ 1)%

X [/1 [@ |f'(@)]* + (x;b —a) |f’(b)|q} '

e (05 ol - (732 o)
18]l

T(a+1)(b—a)i(ap+1)7

{(x—a)"‘+1 [z Kb— a;x) fa)| + (x;a> 7 ) l

IN

a-+x

+(1_l)(ap),‘,[<b_ ! )\f’<a)]q+ . \f’(b)ﬂzl

T [a (29 s () o]

s-nt ()l (52-e) ol ]

kesirli integral esitsizligine ulagilir.
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Ispat. Lemma 4.1°den,

1AL (f,8)] wa
}L t t /
= ma/ x/(x—s)a lo(s)ds |f/(1)|dt
L et 0] a
1 b| t
/|0 s 0l
(1=2) b| t
- a—1 /
T / / (5= g(s)ds) |1'(0)]
| & lja,x00
= Ta+1)

« [k/(xt)“f’(tﬂdt—i—(ll)/[(xa)“(xt)“] f’(t)dt]

a

| & Il x50
INa+1)

b b
“ [x/(tx)“f’(t)|dz+<1A)/[(bx)“(tx)“] f’(t)dt]

X

esitsizligi elde edilir. Burada bilinen Holder esitsizligi, (4.21) esitsizligine uygulanirsa

[AL(f>8)l (4.22)

< |r|§l|x[—+]f; P (]<Xt)“”dt)p (a/x’f'(ﬁ)th)q

a

F(1-2) (/x[(xa)a(xt)a]pdt) p (/ f’(t)(th) q]

a
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g pfora) (o)
+(1-2) (x/b[(bx)a pdt) (/f )]

4
esitsizligine ulasilir. Benzer sekilde ‘ f ‘ fonksiyonu konveks oldugundan

O
- (g (Jrer )
< () (e

i <ap(:>?<0:_la>é (=55l 552 of |

esitsizligi mevcuttur. Benzer sekilde

(/ (x—a)® ”dr) (/ ol ) (4.24)
(Z“”“P eoria) (Jyors)

< [ (1))
X(b_la)f, (/ -0

- ()
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1
q

£ (a)

"L —a) ‘f/(b)‘q] dt)




<[~ 25 52 o

qr7
b P b q

( / (tx)“pdt) ( / ‘ f’(t)‘th) (4.25)
_ y)ert] 5

((baer‘: ) (b_la)é

b )
x ( [o-0lf @[ +e-a)|f o) dr)

IN

ve

(/b[(bx)a(tx)“]pdt) E (/bf’(z)th> q (4.26)

q

f@[ +e-alr o] dr)

A
X(b—a)é (a/ [(b—t)
_ (l_aplﬂ)pazb—_xz;

AT @l (5 a) [r o)

esitsizligi elde edilir. Burada

q} %
(A—B)? <AP —BP 4.27)
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var olan esitsizlik kullanilir. Her hangi A > B > 0 ve p > 1 alindiginda (4.23)-(4.26)
esitsizliklerini (4.22), esitsizliginde yerlestirildiginde

AL (f,8)] (4.28)

“gH[a,x],oo (x—a)‘“’l

Cla+1) (i —a)i(ap+1)7

[ l6-)

su-a@pt | (o- 5 @ + 457 f/(b)‘q];]

IN

a (x—a)

fl@)| +

&l (b—x)%H!
Lla+1) (h—a)a (ap+1)7

. [z @ (5 -a) o]

_|_

Q=

esitsizligi elde edilip (4.20) esitsizligine ulagilmis olur.

Ikinci esitsizligin ispati ise (4.20) ve(4.17) esitsizliklerinde agiktr. U

Sonuc 4.12. Teorem 4.11°da A = 1 alinirsa

X b
A [f(a) s+ rw) [ g<r>dr} (4.29)

b b
H1=2)f) [g0a— [ rgtar
1811400 (x—a)?

(b—a)i (p+1)» * [(b_a;x)

+(1=2) (p)? Kb—“;x) f’(a)\q+<x;“> f’(b)ﬂ}l]

9 (x—a)

fla)| +=5
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IN
=
g

esitsizligine ulagilir.

Sonug 4.13. Theorem 4.11°da A = 0 segilirse

|[Jeg (x) + 5 g (0)] f(x) — [J& (Fg) (x) + T (fg) (%)] | (4.30)

||g”[ax}oo (X—Cl)a+l 1
Ead bl (ap);
Lla+1) (p—a)i(ap+1)r

(o= F @ + 552

2

IN

| & llp)eo  (B—x)%*! 1
ap)r
[lac+1) (b—a)fli((xp+1)ll’( )

()@l (57 -a) \f’(b)ﬂ‘]’
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< 18]l
e+ )b-a)i(ap+1)

{(l_wap); (b—i) Fa + & f/(b)ﬂ;
+(1—A) (ap)r (b;X) £ )‘qu(xerb_a) f/(b)ﬂ

Ostrowski tipli integral esitsizligi bulunur.
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5. SONUC VE ONERILER

Tezin genel yapisi giris bolimiide dahil olmak {iizere bes temel baghk altinda
olusturulmustur. Bunlar giris, genel kavramlar , Agirlikli Kesirli Integral Esitlikleri ve
Genellestirilmis Agirlikli Kesirli Integrallerdir. Giris boliimiinde tezin konusu ve tezin

iceriginde bulunan tanimlar ile ilgli kronolojik incelemesi yapilmistir.

Genel kavramlar boliimii dort baghik altinda incelenmistir. i1k olarak temel kavramlar
boliimii vardir. Bu boliimde tez igerisinde bulunan kavramlarin tanimlar1 verilmisgtir.
Ikinci olarak tez igerisinde kullanilan bazi esitsizliklerin literatiirde bulunan tanimlar
bulunmaktadir. Ugiincii boliimde ise tezin icerisinde kullanilar Rieman-Lioville kesirli
integral kavrami ve tezin icerisinde kullanilmayan fakat literatiirde bulunan farkli kesirli
integral tammlar1 verilmigtir. Son bdliimiinde tezin yazilmasina yardimci olan bazi lemma

ve teoremler bulunmaktadir.

Uciincii boliimde Rieman-Lioville kesirli integrallerini iceren yeni esitsizzlikler
olusturulmustur. Daha sonra Tropezoid (Yamuk) ve Ostrowski tipi esitsizliklerin bazi yeni
agirlikli versiyonlari elde ediliyor. Ayrica bu boliimdeki lemma ve teoremler ispatlanirken,
ticgen esitsizligi ve holder esitsilginden yardim alinmistir. Daha sonra bu esitsizliklerin
baz1 yeni agirlikli versiyonlari elde ediliyor ve bazi orta nokta tipi esitsizlikleri 6zel durum

olarak verilmistir.

Son boliimde ise 3. Boliimden farkli olarak Tropezoid (yamuk) tipi esitsizligin yerine
Hermite Hadamard ve Ostrowski tipi esitsizliklerin baz1 yeni agirlikli versiyonlar: elde
ediliyor. Daha sonra bu esitsizliklerin baz1 yeni agirlikli versiyonlar elde ediliyor ve bazi

orta nokta tipi esitsizlikleri 6zel durum olarak verilmistir.

Sonraki ¢alismalarda bu tezde kullanilan yontemler izlenerek diger kesirli integraller icin

agerlikli Yamuk ve agirlikli Ostrowski tipli esitsizlikler ispatlanabilir
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