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OZET

HIPERGEOMETRIK FONKSIYONLARIN STARLIKE (YILDIZIL) VE
KONVEKS OLMASI ICIN YETERLILIK SARTLARI UZERINE

Alaattin AKYAR
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi
Danisman: Prof. Dr. Ismet YILDIZ
Haziran 2021, 200 sayfa

Bu tezde, hipergeometrik ve ilgili fonksiyonlarin starlike ve konveks olmasi incelenmistir.
Ozellikle zF (a, b; c;z) Gauss hipergeometrik fonksiyonunun r bir pozitif tamsay1 olmak
tizere 27" dereceden starlike ve konveks fonksiyonlarinin siniflarinda olmasi icin
a,b,c parametreleri tizerindeki kosullart verilmistir. Tez yedi boliimden olusmaktadir.
Yapilan tezin boliim bazinda kisa bir aciklamas1 asagidaki gibidir: ilk boliim, kisa bir
literatiir taramasiyla giris icin ayrilmistir. Ikinci boliimde, tek degiskenli kompleks
fonksiyonlarla ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir. Ugiincii boliim, analitik ve
univalent fonksiyon teorisinin temel tanim ve teoremleri ile ilgili olup ayrica bu boliimde
univalent fonksiyonlarin temel 6zellikleri ve univalent fonksiyonlarin altsiniflar1 verilmistir.
Doérdiincii boliimde, hipergeometrik fonksiyonlar ve ilgili tanimlar, teoremler ve ilgili
fonksiyonlar verildi. Besinci boliim tezin ana kismi olup, bu boliimde zF (a, b; c;z) Gauss
hipergeometrik fonksiyonunun r bir pozitif tamsay1 olmak iizere 2" dereceden starlike ve
konveks fonksiyonlarinin siniflarinda olmasi i¢in a, b, ¢ parametreleri iizerindeki kosullar
saglayan teoremler ve ispatlar1 verilmistir. Son olarak altinc1 boliim, elde edilen sonuglar
ve tavsiyeler icindir.

Anahtar sozciikler: Analitik fonksiyon, Hipergeometrik fonksiyon, Konveks fonksiyon,
Starlike fonksiyon, Univalent fonksiyon.
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ABSTRACT

ON SUFFICIENT CONDITIONS FOR STARLIKENESS AND CONVEXITY OF
HYPERGEOMETRIC FUNCTIONS

Alaattin AKYAR
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ismet YILDIZ
June 2021, 200 pages

The present thesis which is devoted to a study of starlikeness and convexity of
hypergeometric and related functions. In particular interested in finding conditions on the
parameters a, b, ¢ so that a Gauss hypergeometric function zF'(a, b;c;z) to be in various of
starlike and convex fonctions of order 27" with r is a positive integer. This thesis consist
of seven chapters. A brief chapter-wise description of the thesis done is as follows: The
first chapter is devoted for introduction with a brief literature review. In the second chapter,
basic definitions and theorems about complex functions of one variable are given. The
third chapter concerned with basic definitions and theorems are given for analytic and
univalent function theory, fundamental properties of univalent functions and their subclass.
In the fourth chapter hypergeometric functions and related basic concept, definitions and
theorems are given, and related functions are given.In the fifth chapter, performed in this
work, is the main part of this thesis. We are fundamentally focused on obtaining conditions
on the parameters a, b, ¢ in order that the zF (a,b; c;z) Gauss hypergeometric function to be
in numerous subclasses of starlike and convex functions of order 27", with r is a positive
integer . Finally the sixth chapter is for the results and recommendations obtained.

Keywords: Analytic function, Convex function, Hypergeometric function, Starlike
function, Univalent function.



EXTENDED ABSTRACT

ON SUFFICIENT CONDITIONS FOR STARLIKENESS AND CONVEXITY OF
HYPERGEOMETRIC FUNCTIONS

Alaattin AKYAR
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. ismet YILDIZ
June 2021, 200 pages

1. INTRODUCTION

It is well known that the complex analysis provides powerful and easy-to-use mathematical
tools for solving problems that are either very difficult or virtually impossible to solve in
any other way. Many Mathematical concepts becomes more explicit when examined in the
light of complex function theory, for instance the Bieberbach Conjecture [1]. Geometric
function theory is that one of important branch of Complex function theory, which deals
and studies the geometric properties of analytic functions. That is, Geometric function
theory involves finding the relationship between the analytic properties of the function of
complex variable w = f(z) , and the geometrical properties of the image domain in U C C
. Its origins date back to the 19th century and are evolved with new applications emerging
continually.

The cornerstone of the Geometric function theory is the theory of univalent function which
was studied by Koebe in 1907 [2]. He first studied the classical Riemann mapping theorem
[3], one of most remarkable results in complex function theory is, states that any simply
connected proper subset of C can be mapped conformally onto the unit disk D. That is,
if U C C is simly connected domain and zy € U , then there exists a unique conformal
transformation f : U — D with f(z9) =0 and f’(z9) > 0. Therefore, statements about
univalent functions on the unit disk D . For this reason, most of this field is concerned with
the classes of functions analytic and univalent in the unit disk D. The unit disk D consist all
point z € D of modulas |z| < I . Intuitively the function w = f(z) is said to be univalent (or
one-to-one or schlicht) if it does not take the value twice in U. Without loss of generality
we assume to be unit disk D = {|z| < 1: zis a complex number} is taken instead of the U
region. The main reason of this mathematical manipulation is to avoid many complicated
that may arise when the analytic functions defined in different simply connected regions
due to the nature of the work are desired to be classified.

One of the most famous problems in this field was Bieberbach Conjecture [1]. In 1916,

Bieberbac proved that for every w = f(z) = z+ Y, a,z", which are analytic and univalent
n=2

xi



in the unit disk D , |a| < 2 with equality only for the rotation of the Koebe function
k(z) = z(1—z)"% [2]. In the most general sense, the Bieberbach Conjecture is that the
n th coefficient of the power series of an Univalent function is not greater than n. The
chronological order of the studies on this conjecture is such: The Bieberbach Conjecture
for the third coefficient was verified by K. Lowner in 1923 [4]. In 1955, P.R Garabedian
and M. Schiffer verified the Bieberbach Conjecture for the fourth coefficient [5]. The
Bieberbach Conjecture for the sixth coefficient was verified in 1968 by R. N. Pederson and,
independently, by M. Ozawa [6]. In 1972, Pederson and Schiffer verified the Bieberbach
Conjecture for the fifth coefficient [7]. The general case was proved by French American
mathematician Louis de Branges in 1984 [8]. That is, for each f(z) = ap+ajz+ m+. ..,
we have |a,| <n, forn=2,3,.... Furthermore, equality occurs for anyone n only when f
is a rotation of the Koebe function. In dealing with univalent function theory it is often
helpful to guess that the Koebe function & (z) = z(1 —z) % may be a extremal function
for whatever property we are investigating. Unfortunately, there are no such convenient
possible extremals known in this field. This proof has triggered the studies in this area.
More precisely, he suggested various directions and approaches about Univalent function
theory. Recently, Univalent function theory found many applications in various fields
of applied sciences such as nonliner integrable system theory, fluid dynamics, modern
mathematical physics and theory of partial differential equations. Furthermore, there are
also more interesting applications of Univalent function theory at neural networks. Finally,
recall that the theory of univalent function owes its modern development the amazing
Riemann mapping theorem.

One of the most important areas of complex function theory is Geometric function theory.
As stated above, the geometric function theory aims to relate the analytical properties of
conformal transformations to the geometric properties of their images. Bernard Riemann
was the first scientist to introduce conformal transformations in the theory of complex
functions. The Riemann mapping theorem ensures that any region in the complex plane
(preferably simply connected) can be conformally mapped to any other region. Put
differently, Riemann always showed that there is an analytic function that pairs a simply
connected region with another. This claim of Riemann could not fully demonstrate the
power it had until the birth of the univalent functions theory. With the magic touch of the
Koebe, this power has begun to be fully displayed. Koebe proved to be an analytical and
univalent single function that maps a simple connected region to a unit disk to satisfy certain
conditions. This accelerated the development of geometric function theory, which is the
interaction of geometry and analysis. Images of analytical and univalent functions defined
in a simply connected region describe various geometries and characterizations. This
has led scientists to classify functions that have the same geometry and characterizations.
Obviously, classifying different functions with different domains will be very difficult and
even impossible. In order to eliminate this difficulty, as stated before, the functions defined
on the unit disk are taken into account. This enabled the classification of analytical and
univalent functions on the unit disk. These functions can be included in classes such as
starlike, convex, close-to-starlike, and close-to-convex, depending on the characterization
of their images. If a function is graphed, it will be quite easy to express which class it
belongs to. However, most of the time we may not have such a chance. Even plotting the
function can be very difficult. There are a number of requirements and sufficient conditions
that we can use in these situations. Especially those well-known and commonly used are
as follows; Let denote the class of functions normalized by f(0) = f'(0) — 1 = 0, which
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are analytic in the unit disk D. Thus, a function f € A is called starlike with respect to the

origin 0, denoted by f € S*, if and only if R (Z;f(g)) > 0. Similarly, a function f € A is

called convex, denoted by f € C, if and only if R (1 + Zﬁé?) > 0 [9]. More generally, for
a given parameter o (0 < a < 1) , a function f € A is called in the unit disk D;

(i) A starlike function of order « , denoted by f € S* () , if and only if

()

(ii) A convex function of order o , denoted by f € C () , if and only if

w(1+7 ) >

It is well known that S$* (0) = S* and C (0) = C.

The hypergeometric functions were introduce by Euler when [z| < 1 as power series
expansion of the form

ab  ala+1)b(b+1) ,

Fila,b;c;z2) =1+ —
2Fi(a,bicsz) =1+ rzt c(c+1)2!

where a,b and ¢ are rational parameters, and the closely related Gamma function are
among the most important in the class of special function in mathematical analysis, and
also are frequently in applications. Recently this particular hypergeometric function has
played an important role in the development of univalent function theory. Hypergeometric
functions are a generalization of exponential functions. They are explicit, computable
functions that can also be manipulated analytically to desired function. By specialization of
the parameters, Euler obtained the various classical functions that were around at that time
[10]. For example, b = ¢ = 1 gives Newton’s binomial series »F(a,1;1;z) = (1 —z)™“
anda=c=1and b =2 then 20F(1,2;1;z) = z(1 —z) 2 gives Koebe function. Euler also
found the hypergeometric equation, which is the second order-linear differential equation

z2(z—1),F'(a,b;c;2) + ((a+b+1)z—c), F{(a,b;c;2) + abyFi (a,b;c;z) =0

that is satisfied by hypergeometric functions. Years later, Gauss studied hypergeometric
functions not only as rational values of Euler’s hypergeometric functions but also as
solutions of the hypergeometric equation throughout the complex plane, an approach that
was entirely new at the time. He published only part of his work in 1812. The vast field of
these functions contains many formulas and identities used by mathematicians, engineers
and physicists. Functions which are important enough to be given their own name are
known as ‘special functions’. These include the well-known logarithmic, exponential,
trigonometric functions, and extend to cover the Gamma, Beta and Zeta functions, among
many others. Special functions have extensive applications in mathematics, as well as in
applied areas such as acoustics, electrical current, fluid dynamics, heat conduction and
solutions of wave equations [11]. On the other hand, if the hypergeometric function is at
the heart of special function theory, also the Gamma function is central to the theory of
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hypergeometric functions. In the words of Andrews at all., ‘the Gamma function and Beta
integrals. .. are essential to understanding hypergeometric functions’ [10].

The main objective of this study is to give some conditions for the convexity and starlikeness

of a (Gaussian) hypergeometric functions. The pioneering studies in the literature on this
subject can be found in the texts such as [12], [13], [14], [15], [16], [17], [18].
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1. GIRIS

Kompleks analizin, cok zor veya bagka bir sekilde ¢oziilmesi neredeyse imkansiz olan
problemleri ¢ozmek i¢in giiclii ve kullanimi kolay matematiksel araclar sagladig: iyi
bilinmektedir. Bir ¢ok matematiksel kavram, kompleks fonksiyon teorisi 1s1g¢inda
incelendiginde daha belirgin hale gelir, 6rnegin Bieberbach varsayimi [1]. Geometrik
fonksiyon teorisi analitik fonksiyonlarin geometrik ozelliklerini ele alan ve inceleyen,
kompleks fonksiyon teorisinin onemli dallarindan biridir. Yani, Geometrik fonksiyon teorisi,
kompleks degiskenli w = f (z) fonksiyonunun analitik 6zellikleri ile bir U C C igerisindeki
goriintll kiilmesinin geometrik 6zellikleri arasindaki iligkiyi bulmay1 icerir. Kokenleri
19. Yiizyila kadar dayanmakta olup, siirekli olarak ortaya ¢ikan yeni uygulamalar ile

gelismektedir.

Geometrik fonksiyon teorisinin temel tasi, 1907 yilinda Koebe tarafindan ¢alisilan univalent
(yalinkat) fonksiyon teorisidir [2]. Koebe, ilk olarak kompleks diizlem C nin uygun
herhangi bir alt kiimesinin birim disk D ye konformal olarak eglenebilecegini ifade eden
klasik Riemann doniisiim teoremini inceledi [3]. Yani, eger U C C basit baglantil1 bir
bolge ve zp € U ise, bu durumda f (z9) = 0 ve f’(z9) > 0 olmak iizere bir tek f: U —
D konformal doniisiimii vardir. Bu nedenle univalent (yalinkat) fonksiyonlarla ilgili
aciklamalar birim disk {izerindedir. Dolayisiyla, bu alanin ¢ogu, birim diskte analitik ve
univalent olan fonksiyonlarin siniflari ile ilgilidir. Birim disk D , modiilii 1 den kii¢iik (yani
|z| < 1) olan biitiin z € C noktalarindan olugur. Sezgisel olarak, bir w = f (z) fonksiyonuna
univalent (veya bire-bir veya schlicht) dir denir eger U C C de ayn1 degeri iki kez almiyorsa.
Genelligi bozmadan U yu birim disk D = {|z| < 1 : z bir kompleks say1} olarak kabul
edebiliriz. Bu matematiksel manipiilasyonun esas nedeni, isin dogasi geregi farkli basit
baglantili bolgelerde tanimli olan analitik fonksiyonlar siniflandirilmak istendiginde ortaya

cikabilecek bircok komplike durumun Oniine gecebilmektir.

Bu alandaki en iinlii problemlerden biri Bieberbach Varsayimidir [1]. 1916 yilinda,

Bieberbach esitsizlikteki esitligin sadece k(z) = z(1 —z) > Koebe fonksiyonunun



rotasyonlar1 i¢in gecerli olmak iizere, birim disk D de analitik ve univalent olan her
bir w = f(z) = z+ E a,7" fonksiyonu igin |ap| < 2 oldugunu ispatladi. En genel
anlamda, Bieberbachnvzazrsaylml bir univalent fonksiyonunun kuvvet serisinin #. teriminin
katsayisinin n den biiylik olmadig1 yondedir. Bu varsayim iizerine yapilan ¢alismalarin
kronolojik sirasi sdyledir: Ugiincii katsay1 icin Bieberbach varsayimi, 1923’te K. Lowner
tarafindan dogrulandi [4]. 1955°te PR Garabedian ve M. Schiffer , dordiincii katsayisi
icin Bieberbac varsayimini dogruladi [5]. Altinci katsay: i¢in Bieberbach varsayimu,
1968°de R. N. Pederson ve bagimsiz olarak M. Ozawa tarafindan dogrulandi [6]. 1972’de
Pederson ve Schiffer , besinci katsayisi i¢in Bieberbach varsayimini dogruladi [7]. Genel
durum 1984 yilinda Fransiz kokenli Amerikali matematik¢i Luis de Branges tarafindan
kamtland1 [8]. Yani, n = 2,3, ... olmak iizere her bir f(z) = ag + a1z +azz> + ... igin
|an| < n dir. Ayrica, herhangi bir n i¢in esitlik yalmzca, f fonksiyonu k (z) = z(1 —z) 2
Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu oldugunda meydana gelir. Univalent fonksiyon
teorisi ile ilgili olarak, k (z) = z(1 —z) ~2 Koebe fonksiyonunun arastirdigimiz her 6zellik
icin ekstramal bir fonksiyon olabilecegini tahmin etmek c¢ok yararlidir [2]. Ne yazik
ki, bu alanda bilinen bdyle, bir bagka olas1 ekstremal fonksiyon yoktur. Bu kanit, bu
alandaki calismalar tetikledi. Daha dogrusu, Univalent fonksiyon teorisi hakkinda cesitli
yonler ve yaklasimlar onerdi. Son zamanlarda, Univalent fonksiyon teorisi, dogrusal
olmayan integrallenebilen sistem teorisi, akigkan dinamigi, modern matematiksel fizik ve
kismi diferansiyel denklemler teorisi gibi uygulamali bilimlerin cesitli alanlarinda bir¢ok
uygulama bulmustur. Ayrica, Univalent fonksiyon teorisinin sinir aglarinda daha ilging
uygulamalar1 vardir. Son olarak, Univalent fonksiyon teorisinin modern geligsimini sagirtici

Riemann doniisiim teoremine bor¢lu oldugunu hatirlamak gerekir.

Kompleks fonksiyon teorisinin en 6nemli alanlarindan birisi Geometrik fonksiyon teorisidir.
Yukarida da ifade edildigi gibi Geometrik fonksiyon teorisi konformal doniigiimlerin
analitik ozelliklerini goriintiilerinin geometrik 6zelliklerine iligkilendirmeyi amaglar.
Kompleks fonksiyonlar teorisinde konformal doniigsiimleri tanitan ilk bilim adami Bernard
Riemann’dir. Riemann doniisiim teoremi kompleks diizlemdeki herhangi bir bolgeyi
(tercihen basit baglantili) herhangi bir diger bolgeye konformal olarak eslenebilecegini
garanti eder. Farkli bir ifadeyle, Riemann her zaman basit baglantili bir bolgeyi
bagka bir bolge ile eslestiren analitik bir fonksiyon oldugunu gosterdi. Riemann’in bu

iddiasi, univalent fonksiyonlar teorisinin dogusuna kadar sahip oldugu giicii tam olarak
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sergileyememistir. Bir bagka Alman matematik¢i Paul Koebe’nin sihirli dokunusuyla
bu giic tam olarak sergilenmeye baslamistir. Koebe bazi sartlar1 saglamak iizere,
basit baglantili bir bolgeyi birim diske esleyen analitik ve univalent bir tek fonksiyon
oldugunun ispatlamistir. Bu ise geometri ve analizin etkilesimi olan geometrik fonksiyon
teorisinin gelisimini hizlandirmigtir. Basit baglantili bir bolgede tanimli olan analitik
ve univalent olan fonksiyonlarin goriintiileri ¢esitli geometrileri ve karakterizasyonlari
tanimlamaktadir. Bu ise bilim adamlarin1 aym1 geometri ve karakterizasyonlara sahip
olan fonksiyonlar: simiflandirmaya yoneltmigtir. Ac¢iktir ki farkli tanim kiimlerine sahip
olan farkli fonksiyonlarin siniflandirmasi oldukca zor ve hatta imkansiz olacaktir. Bu
zorlugu ortadan kaldirmak i¢in daha Oncede ifade edildigi gibi birim disk iizerinde
taniml fonksiyonlar dikkate alinmaktadir. Bu da birim disk iizerinde analitik ve univalent
fonksiyonlarin siniflandirilmasini saglamigtir. Bu fonksiyonlar, goriintiilerinin sahip oldugu
karakterizasyonlara gore yildizil, konveks, yildiza yakin, konvekse yakin gibi siniflara dahil
edilebilmektedir. Eger bir fonksiyonun grafigi ¢izilmis ise hangi sinifa dahil oldugunu ifade
etmek oldukca kolay olacaktir. Ancak ¢cogu zaman bdyle bir sansa sahip olamaya biliriz.
Hatta fonksiyonun grafigini ¢izmek oldukca zor olabilir. Bu durumlarda kullanabilecegimiz
cok sayida gerek ve yeter sart vardir. Ozellikle iyi bilinen ve yaygin olarak kullanilanlar
agagidaki gibidir; Birim disk D de analitik olup f (0) = f’ (0) — 1 = 0 sartlar1 ile normalize

edilmis fonksiyonlar1 sinifina A diyelim. Bu durumda bir f € A fonksiyonuna orijine

gore starlike (yildizil) denir ve f € S* olarak gosterilir, ancak ve ancak R (ZJ{;S)) > 0 ise.

Benzer olarak, bir f € A fonksiyonuna konveks denir ve f € C olarak gosterilir, ancak ve

ancak R (1 + Zj]:,”((zz))> > 0 ise [9]. Daha genel olarak, verilen bir & (0 < o < 1) parametresi

icin, bir f € A fonksiyonuna birim disk D de
(i) o derceden starlike denir ve f € S* () olarak gosterilir ancak ve ancak
/
R (Zf (Z)) -
f(2)

(ii) « derceden conveks denir ve f € C () olarak gosterilir ancak ve ancak

R (1 + z]]:/"((zz))) >

ise. Iyi bilinir ki $* (0) = $* ve C(0) = C dir.



Hipergeometrik fonksiyonlar ilk olarak, a, b, c ler rasyonel parametreler ve |z| < 1 olmak

uzere
ab ala+1)b(b+1) ,
AT T et 1)2!

2Fi(a,biciz) = 1+

seklinde bir kuvvet serisi agilimi olarak Euler tarafindan tanitildi. Gamma fonksiyonuyla
yakindan ilgili olan bu fonksiyon matematiksel analizde 6zel fonksiyon sinifinda en
onemliler arasindadir ve ayni zamanda uygulamalarda da sik¢a kullanilmaktadir. Son
zamanlarda bu 6zel hipergeometrik fonksiyon, univalent fonksiyon teorisinin gelisiminde
onemli bir rol oynamustir. Hipergeometrik fonksiyonlar, iistel fonksiyonlarin bir
genellemesidir. Bunlar, keza istenen fonksiyona analitik olarak da manipiile edilebilen acik,
hesaplanabilir fonksiyonlardir. Euler, parametreleri 6zellestirme yoluyla, o zamanlarda
cesitli klasik fonksiyonlar1 elde etti [10] . Ornegin, b = ¢ = 1 alarak Newton un
2F1(a,1;1;z) = (1 —z)“ binom serisini ve a = ¢ = 1 ve b = 2 alarak 7pF(1,2;1;z) =
z(1 —z)_2 Koebe fonksiyonunu. Keza Euler hipergeometrik fonksiyonlar tarafindan

saglanan ikinci dereceden
z2(z—1),F'(a,b;c;2) + ((a+b+1)z—c), F{(a,b;c;2) + abyFi (a,b;c;z) =0

lineer diferansiyel denklemini de bulmustur. Yillar sonra Gauss, hipergeometrik
fonksiyonlar1 sadece Euler’in rasyonel degerleri i¢in degil, o zamanlar tamamen yeni
bir yaklagim olarak hipergeometrik denklemlerin ¢dziimlerini kompleks diizlem boyunca
calisti. 1812°de caligmalarinin sadece bir boliimiinii yayimnladi. Bu fonksiyonlarin genis
alan1 matematikciler, miithendisler ve fizik¢iler tarafindan kullanilan bir¢cok formiil ve
denklem igerir. Kendilerine ad verilecek kadar 6nemli olan fonksiyonlar ’6zel fonksiyonlar’
olarak bilinir. Bunlar iyi bilinen logaritmik, iistel, trigonometrik fonksiyonlari icerir ve
digerleri arasinda Gamma, Beta ve Zeta fonksiyonlarini kapsayacak sekilde genigletilir.
Ozel fonksiyonlar matematikte oldugu gibi akustik, elektrik akimi, akiskanlar dinamigi, 1s1
iletimi ve dalga denklemlerinin ¢6ziimleri gibi uygulamali alanlarda da genis uygulamalara
sahiptir [11]. Ote yandan, hipergeometrik fonksiyon &zel fonksiyon teorisinin merkezinde
ise, Gamma fonksiyonu da hipergeometrik fonksiyon teorisinin merkezindedir. Adrews
ve arkadaglarinin ifadesiyle,” Gama fonksiyonu ve Beta integralleri... hipergeometrik

fonksiyonlart anlamak i¢in sarttir * [10].



Bu calismanin temel amaci, bir (Gaussian) hipergeometrik fonksiyonun starlike ve
konveks olmasi icin bazi sartlar vermektir. Bu konuda literatiirdeki 6ncii ¢caligmalar

[12],[13],[14],[15],[16],[17],[18] gibi metinlerde bulunabilir.



2. KOMPLEKS DEGISKENLi FONKSiYONLAR

Hedeflenen amaclara ulagabilmek ve konulari belirli bir derinlikte tartisabilmek icin
oncelikle Kompels analize genel bir bakisla bakmak oldukca 6nemli olacaktir. Bu anlamda
ikinci boliimde kisa bir literatiir taramasindan sonra, kompleks degiskenki fonksiyonlarla

ilgili temel tanimlar ve teoremler verildi.
2.1. Temel Tamimlar ve Teoremler

Tarihsel olarak, kompleks sayilar x> + 1 = 0 gibi denklemlerin ¢6ziim arayislarinda
ortaya cikmustir. Belirli bir donem, karesi —1 olan reel bir say1 olmadigindan hareketle,
bilim adamlar1 bu denklemin hic¢bir ¢6ziimiiniin olmadigin1 diisiinmiislerdir. Ancak,
16. yiizyilin ortalarinda, Italyan matematikci Gerolamo Cardano ve arkadaslar1 negatif
sayilarin karekoklerini iceren denklemlerin ¢oziimleri ile ilgili ¢calismalar yapiyorlardi.
1777 yilinda Isvecli matematik¢i Leonhard Euler (1707-1783) \/—1 = i semboliinii (sanal
say1 birimini) tamtt1 ve iinlii ¥ = —1 esitligini veya ¢ + 1 = 0 denklemini ifade etti
[19], [20]. Bu denklem kullanilarak elde edilen sayilar ilgin¢ bir dogal yapiya sahip
olup matematigin diger dort temel sayisini ihtiva eder. Euler denklemi bazen Euler
0zdesligi olarak da adlandirilir. x = 7 alinirsa e, 7w, 1,i ve O gibi bes temel sayilar arasinda
iligski kuran mitkemmel bir esitlik kurulmus olur. Daha da 6nemlisi, Euler bu esitlik ile
tistel fonksiyonlarla trigonometrik fonksiyonlar arasinda bir iligki kurmay1 da bagarmustir.
Dolayisiyla da kompleks sayilarla ilgili ¢esitli konular arasinda bir koprii gorevi gortir.
Gauss bu formiilii goriip hemen ¢ok acik oldugunu yorumlayamayan matematikcilerin
birinci sinif bir matematik¢i olamayacagini rapor etmistir. Bazi matematikg¢ileri Euler
tarafindan tanitilan bu yeni say1y1 kabul etmeye ikna etmek birkac yiizyil siirdii. Ancak
1804 yilinda Fransiz matematik¢i Abbe Buee (1748-1826)’in sanal sayilarin grafigini
cizme fikri, 1806 yilinda Robert Argand (1768-1815)’1n bir sanal sayinin bir diizlemde
nasil cizilecegini gostermesi, 1831 yilinda Alman matematik¢i Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) Fransiz matematik¢i Rene Descartes’in a + bi gosterimini kompleks say1

olarak adlandirmasi ve nihayetinde 1833 yilinda ise irlandali matematik¢i William Rowan



Hamilton (1805-1865)’un bir kompleks say1y1 bir cift sirali reel say1 olarak ele alma fikri,

kompleks sayilar1 daha anlasilir ve kullanilabilir hale getirmistir.

Tamm 2.1.1. v/—1 =ivex,y € R olmak {izere x + iy seklindeki sayilara kompleks sayilar
denir. Bu sayilardan olusan kiime kompleks sayilar kiimesi ve diizlem de kompleks diizlem
olarak adlandirilir. Kompleks sayilar genellikle z ve kompleks sayilar kiimesi de C sembolii

ile gosterilir. Bu durumda C = {z =x+iy:x,y € Rve v—1 =i} dir.

Tanim 2.1.2. z = x 4 iy kompleks sayisinda x’e bu sayinin reel kismi, y’ye de kompleks
saymin imajener kismi denir. Sirasiyla R(z) = x ve 3(z) = y seklinde gosterilir.Negatif
olmayan r = |z| = \/x? + y? reel sayisina da z kompleks sayisinin modiilii denir. Geometrik

olarak bir kompleks sayinin modiilii baslangi¢c noktasina yani orijine olan uzakligidir.

Bir z = x + iy kompleks sayis1 verildiginde onun reel ve sanal kistmlari R? nin bir (x,y)
elemanini tanimlar. Dolayisiyla bir kompleks say1 Euclid diizleminde yani dik koordinat

sisteminde geometrik olarak gosterilebilir.

Sekil 2.1. Kompleks sayinin Euclid diizleminde gosterimi.
Genel olarak xy—diizlemi kompleks diizlem olarak da adlandirilir. Sekil (2.1) den

r2 — |Z|2 =x2+y2
X

2]

cos = — & x =|z|]cosO

veE

sing = 2 &y = |z|sin0

2l



oldugu kolayca goriilebilir. Buradan da cos@ + isin = ¢ Euler formiilii yardimiyla

z=x+iy = |z (cos® +isin) = |z]e,|z| = r
= r(cos® + isin0) = re'®
yazilir. Strasiyla, x + iy, |z| (cos8 +sin®) ,|z|e® gosterimleri ile z kompleks sayisinin
dikdortgensel (veya kartezyen), kutupsal ve iistel gosterimleri ifade edilmektedir.
Goriildiigti gibi Euler formiilii trigonometrik fonksiyonlar ile kompleks sayilar arasinda
gecisi saglayan oldukca 6nemli bir formiildiir. Ote yandan tan@ = i}_c esitligini saglayan
sonsuz sayida 6 reel sayist vardir. Bu 6 reel sayilarina z = x + iy # 0 kompleks sayisinin
argiimentleri denir ve arg(z) = 0 + 2nn,n € Z seklinde gosterilir. Goriildiigii gibi
sifirdan farkli bir kompleks saymnin argiimenti ¢cok degerlidir. Ancak bunlar arasinda
—n <0 =tan"! (i) < 7 esitsizliginin saglayan 0 reel sayisina z = x + iy kompleks
sayisinin esas argiimenti denir ve Arg(z) = 6 seklinde gosterilir. Burada 0 reel sayisi
sezgisel olarak 0 = tan™! (%) esitligini saglayan en kiigiik pozitif reel sayidir. Bir x — iy
kompleks sayisina da x + iy sayisinin kompleks eslenigi denir ve 7 = x — iy seklinde
gosterilir. Z sayis1 kisaca eslenik olarak adlandirilir. Kompleks sayilarla ilgili bazi temel

gercekler soyledir;

_ (12) [lz1] = [z2] < [z1 — 22
W= (13) log (2) =In|z| + farg 2) ,z € C\{0}
0g(z) =In|z|+iarg(z),z
@2 = (14) g( ) = arg( >g (=2)
= + ,
3) 2i3(z):z—2 arg(z122 arg(zi arg(zz
_ 71,22 € C\{0}
@) 2z =z (15) <21> (21) —arg(z2)
arg (%) = arg(z;) —arg(z2),
O zuiFa=uF20 e = e
21,22 € C\{0}
(16) (cosB +isin®)" = cosnB + isinn6,n € 7
(17) z = r(cosO+isin@) # 0 kompleks

(©) |z122] =z1l]z2]
M (2) =240
®) 12]= & 2#0

T zal?

say1sinin n. dereceden kokleri
) R(z) <R <[z
(10) 3() < 13(3)] < | k = {0,1,2,....n — 1} olmak iizere
2) < |13(2)| < |z
we = ri/n [cos (W)%—isin (W)]
(1) [z1 +22] < |z1] + |22 g
ir.

Sezgisel olarak bir kompleks fonksiyon, bir w kompleks degiskeninin aldig1 degerler bir z

kompleks segiskenini aldig1 degerlere bagli olarak degisiyorsa, w (bagimli degisken) ya z
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(bagimsiz degisken) nin bir fonksiyonu denir ve w = f(z) seklinde gosterilir. Bu anlamda

formal bir tanim asagidaki gibi verilebilir.

Tanim 2.1.3. f: C — C kompleks fonksiyonu
z=x+iy—w=u(x,y)+iv(x,y)
seklinde olup, dyleki bu fonksiyon f : R — R?
(x,y) — (u(x,y),v(x,y)),u,v: R> = R

seklinde de verilebilir. Buna gore bir kompleks fonksiyonu belirtmek icin reel u(x,y) ve

v(x,y) fonksiyonlarim belirtmek yeterlidir.

Kompleks sayilarin bos olmayan bir U alt kiimesini alalim. U iizerinde tanimlanan bir
kompleks degiskenli ve kompleks degerli (kisaca kompleks) fonksiyonu U daki her bir
Z = x + iy sayisin1 bir w = u + iv sayisina esleyen bir kuraldir. Burada w sayisina f
kompleks fonksiyonunun z deki degeri denir ve w = f(z) = u+ iv seklinde gosterilir. Bir
kompleks degiskenli kompleks degerli fonksiyon asagida sekilde oldugu gibi Venn semasi

ile verebilir.

f:U—=C
C
U
f(U):Gortintii Kiimesi
Tanim Kiimesi Deger Kiimesi

Sekil 2.2. Kompleks fonksiyon

Bilindigi lizere burada z bagimsiz degiken, w ise bagimli degisken olarak adlandirilir.
f(U) kiimesine ise f = w(z) tek de8iskenli kompleks fonksiyonunun goriintii kiimesi

denir. Geometrik olarak bir kompleks fonksiyonu gostermek i¢in kompleks fonksiyonun



dogasi geregi dik koordinat sistemleri ile birlikte iki ayr1 diizlem diisiinmek uygun olur.
Asagidaki Sekil (2.3) de goriildiigii gibi sirasiyla bu diizlemler z—diizlemi ve w—diizlemi

olarak adlandirilirlar.

z—diizlemi w—diuzlemi

Sekil 2.3. Kompleks fonksiyon grafigi

Zz = x+ iy alinirsa;

w=f(x+iy) =u(x,y)+iv(x,y) (2.1)

olarak elde edilir. Bu durumda R (f) = u(x,y): U = Rve 3 (f) =v(x,y) : U — R dir.Ote

yandan

R(f) = ulx,y)
() =vixy)

denklem sistemi z—diizleminden w—diizlemine bir doniisiim tanimladigindan, onlarin
bir lineer kombinasyonu olan (2.1) fonksiyonu da z—diizleminden w—diizlemine bir
doniisiim tamimlar. Daha 6ncede ifade edildigi gibi, kompleks degiskenli fonksiyonlarin
(yani f:C — C veya f : R> — R?) gorsellestirilmesi iki boyutlu uzaylarin ayn1 anda
gorsellestirilmesini gerektirir. Kompleks sayilarin kuvvetleri alinarak, kuvvet serilerine
de genisletilebilen kompleks fonksiyonlar matematigin ¢esitli alanlarinda ve diger bilim
dallarinda uygulama imkanina sahiptir. Bu anlamda f(z) = 7" = " (cos(n0) + isin(n0))
kompleks fonksiyonu alindiginda, reel ve sanal kisimlar sirasiyla R(f) = r'*cos(n6) ve
3(f) = r"sin(nO) dir. Ote yandan bu fonksiyon orijin merkezli ve 1 birim yarigapl kapali
diski kendine esler. Benzer sekilde {re’® : 0 < 0 < 27”} kiimesini de orijin merkezli ve 1

birim yaricaplt kapal diske(yani, |z| < 1,z € C) esler.

10



.. 2
Ornek 2.1.1. w = f(z) = 1 fonksiyonu(doniisiimii) altinda |z — 2| < 1 ¢emberinin
Z_

goriintiisiinii bulalim.

2
Coziim. w = =) esitlifinden z gekilirse
Z R

2
w=——=wz—w=2
z—1
2
=z=—+1 2.2)
w

elde edilir. (2.2) ifadesi |z — 2| < 1 de yerine yazilirsa;
2
‘—+1—2’<1:>|2—w|<|w| 2.3)
w
bulunur. Ote yandan w = u + iv olup (2.3) de yerine yazilirsa;

’(Z—M)—iv <|utiv = 2—u)®+v* <u?+1?

=u>1

2
olur. Budurumda |z —-2| < linw= f(z) = p— dontigiimii altindaki gortintiisii u > 1
Z —_—

yar1 diizlemidir. Bu durum geometrik olarak agagida sekilde oldugu gibi gosterilebilir.

z—diizlemi y % w—dizlemi

T

u>1

2
Sekil 2.4. |z—2| < 1 gemberinin w = f (z) = p— doniisiimii altindaki goriintiisii.
z—

Genel olarak kompleks fonksiyonlar z—diizlemindeki bolgeleri w—diizlemindeki bolgelere
doniistiiren (esleyen) fonksiyonlardir. Bu anlamda 6gle fonksiyonlar vardir ki yukarida

Sekil (2.4) de oldugu gibi sinirli bir bolgeyi sinirsiz bir bélgeye esleyebilir. Ote yandan
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0gle fonksiyonlar da vardir ki z—diizlemindeki herhangi bir diski w—diizleminde sinirl1 bir
bolgeye esleyebilir. Bu fonksiyonlarin belirli bir bolgede analitik, tek degerli ve univalent
olma gibi bazi ilave sartlar altinda goriintii kiimeleri ¢ok ilging ortak karakterizasyonlara
sahip olurlar. Ayrica sozii edilen karakterizasyonlar kompleks analitik fonksiyonlarin
siniflandirilmasi i¢in gerekli olan matematiksel araglar1 olusturma ¢abalarinin da temelini
olusturmaktadir. Dogal olarak bu fonksiyonlarin analitik 6zellikleri ile goriintii kiimelerinin
karakterizasyonlarinin bir birini nasil yansittiklar1 olduk¢a merak uyandirmistir. Bu da
tam olarak geometrik fonksiyonlarin teorisinin bakis agisidir. Basit bir 6rnek olarak agik
birim disk D = {z € C: |z| < 1} nin f (z) = 1 +z ve g (z) = (1 +z)* doniigiimleri altindaki

goriintiileri sinirl birer bolgedir.

z—dizlemi Y % w—diizlemi
fl@)=1+z
,l;_\ P /1:’:1'
T T 0} n U
\ S ' ’
—1 N\ 1—1i
o
X
2o
v

w—diizlemi R
2

AN
N 7
N
—20~. _of

Sekil 2.5. Birim disk D nin f(z) = 1 +z ve g(z) = (1+2z)* fonksiyonlar1 altindaki
goruntiisii.

Daha 6ncede ifade edildigi gibi Geometrik fonksiyonlar alaninda yapilan ¢caligmalarin temel
amact, birim disk iizerinde tanimlanan kompleks analitik fonksiyonlarin ilave sartlar altinda
baz1 carpici 6zeliklerinin gorsellestirilip, geometrik olarak yorumlayip fonksiyonlarin
siniflandirilmasidir.  Ancak bazi durumlarda bir kompleks analitik fonksiyonun nasil

bir goriintii kiimesine sahip oldugunu ve dolayisiyla hangi fonksiyon simifina dahil
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oldugunu anlamak tek bir grafikten yararlanarak belirlemek zor olabilmektedir. Bu
dezavantajli durum, alan renklendirme (Prof. Frank Farris tarafindan ilk kez kullanilan bir
terim-1998) olarak bilinen basit bir teknikle kismen agilabilmigtir. Bu teknik ya bir sayinin
resmini kopyalayarak ya da her noktanin rengini belirlemek i¢in bir formiil kullanarak
w—diizlemini boyamaktadir. f nin goriintii kiimesindeki her bir w noktasini, tanim
kiimesinde karsilik gelen z noktasinin rengiyle renklendirir. w— diizleminde ortaya ¢ikan
renkli resim, w = f(z) fonksiyonunun grafigidir. Bu yontem tabii ki bilgisayar grafikleri
icin ¢ok uygundur. Alan renklendirmesi, sadece kompleks analitik fonksiyonlar i¢in degil
ayn1 zamanda herhangi bir kompleks fonksiyonun goriintii kiimesini renklendirme i¢in de

kullanilmaktadir. Asagidaki grafikler bu anlamda verilmistir.

Sekil 2.6. f(z) = zX,k = 1,2,3,4 fonksiyonun grafikleri.

1
Sekil 2.7. f(z) = (z4+2)> 4 (z— 1 —2i)(z +1i) ve f(z) = sin(—) fonksiyonun grafikleri.
<

1 1
Sekil 2.8. f(z) = — ve f(z) = — fonksiyonun grafikleri.
Z Z
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—1
Sekil 2.9. f(z) = Z+—1 Mobius doniistimiine ait grafik.
Z

Kompleks diizlemdeki herhangi bir nokta kiimesine iki boyutlu nokta kiimesi ad1 verilir
ve her noktaya da bu kiimenin bir eleman1 denir. Nokta kiimelerini aciklayan bazi temel
tanimlar vardir. Bu anlamda Kompleks analiz ¢calismalarinda komsuluk kavrami en temel
kavramlardan biridir. Komsuluk kavrami delinmis komsuluk, i¢ nokta, dis nokta, sinir
noktasi, agik kiime, kapali kiime, limit noktasi, sinirli bolge, baglantili bolge, kapanig
ve kapal1 bolge vb. kavramlarla yakindan ilgili olup, formal yani matematiksel kurallara
uygun tanimlarimi ortaya koymak icin kullanilir. Bu sayede kompleks analizde komsuluk
kullanilan Riemann doniisiim teoremi, Cauchy teoremi gibi bir¢ok teorem altinda yatan

fikirler, daha genel bolgelere uyarlanabilmektedir.

Tamm 2.1.4. r yeterince kii¢iik herhangi bir pozitif reel say1 olmak iizere| z —zo |< r
esitsizligini saglayan biitiin z € C noktalarinin kiimesine zg € C noktasinin bir » komgulugu

ya da bir agik disk denir ve
D (zp,r) = { lz—z0|<r:z,zpeCvere [R*}

olarak gosterilir.

z—diizlemi y

r
1

Sekil 2.10. zg € C nin r komgulugu.
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Ozellikle bizim ¢alisti§imiz alanla ilgili olarak acik birim disk
ID:D(O,I)z{ lz|< 1 :zEC},
yani zg = 0 noktasinin r = 1 komsulugu ¢ok énemlidir. Ote yandan
D(z0,r) = { lz—z0|<r:z,z0€Cvere IR’L}

dD(zo,r) = { lz—z0|=r:z,z0€Cvere |R+}
D (z0,r) —{z0} = {0 <|lz—zo|<r:z,;zopeCvere |R+}

kiimeleri de sirasiyla zg merkezli r yaricaph kapali disk, cember ve delinmis komsuluk

olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.5. Bir zg € U C C noktasina U kiimesinin bir i¢ noktas1 denir ancak ve ancak

zo noktasinin D (zg,r) C U olacak sekilde en az bir r € RT komgulugu varsa.

z—duzlemi

Sekil 2.11. zg € U bir i¢ noktadir.

Tanim 2.1.6. C kompleks sayilar kiimesinde olup, bir U C C kiimesinde olmayan biitiin

noktalarin kiimesine U kiimesinin komplementi denir ve U Cile gosterilir.

Tanim 2.1.7. Bir U C C kiimesine agiktir denir eger her bir zg € U i¢in D (z9,r) C U
olacak sekilde en az bir r € R komsulugu varsa. Yani agik kiime i¢ noktalardan olusan

kiimedir. Dogal olarak acik olamayan bir kiimeye de kapali kiime denir.
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Burada dikkat edilmesi gereken durum, r yarigapinin zg noktasina bagh oldugudur. Eger
Zo noktas1 kiilmenin sinirina yakin bir yerde ise, r haliyle yeterince kiiciik secilmelidir. Bu
anlamda bir agik kiime her bir noktasinin bir komsulugu olarak da diisiiniilebilir.

y
z—diizlemi

Sekil 2.12. |z| < 1 bir agik kiimedir.

Reel analizden de hatirlanacag: tizere fonksiyonlar siklikla Reel eksenin bir alt kiimesi olan
bir aralikta veya bir yar1 dogru olan tanim kiimelerine sahiptirler. Ornegin, y = f(x) = \/x
fonksiyonu [0, o) araliginda tanimli iken, sin~! (x) fonksiyonu ise [—1, 1] kapal araliginda
tammlidir. Eger y = f(x) = ¢* fonksiyonunu —1 den 2 e kadar integre etmek istersek
y = f(x) = ¢ fonksiyonunu tiim R de tanimli olmasina ragmen ilgilendigimiz tanim
kiimesi sadece [—1,2] dir. Bu tanim kiimeleri agik, kapali, yari-agik, sinirh veya sinirsiz,
baglantili veya baglantisiz olarak siniflandirilabilir. Kompleks analizde ise, genellikle birim
disk {|z| < 1:z € C}, kapal bir disk {|z| > 1:z € C}, iist yar1 diizlem {3(z) > 0:z€ C}
ve delinmis diizlem C — {0} vb. tanim kiimesi olarak kompleks diizlemin bir alt kiimesi
sahip olan w = f(z) kompleks fonksiyonlar diistiniiliir. Bu kiimeler de genel olarak agik,

kapali, yari-acik, sinirli veya sinirsi, baglantili veya baglantisiz olarak siniflandirilir.

Tanim 2.1.8. U C C verildiginde, bir zyp € U noktasinin uygun bir D (z9,r) komgulugu
en azindan U da olan ve olmayan bir nokta igeriyorsa zg noktasia U kiimesinin bir sinir
noktasi, biitiin sinir noktlarinin birlesimine de U kiimesinin sinir1 denir ve dU seklinde
gosterilir. Tiim sinir noktalarini ihtiva eden bir kiilmeye kapali kiime denir. Eger sinir

noktalarinin sadece bazlarini ihtiva ediyorsa bu durumda kiime ne acik ne de kapalidir.

Tamim 2.1.9. U C C kiimesi verildiginde, eger Vz € U igin |z| < M olacak sekilde bir

M > 0 reel sayis1 varsa, U kiimesine sinirlidir denir.
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Tanmm 2.1.10. Bir U C C kiimesi kapali ve sinirli ise, C de kompakt denir (Zill ve
Shanahan, 1940).

Yine Reel analizden hatirlanacagi iizer diizlemdeki bir egrinin, egri iizerindeki
(x,y) koordinatlarinin bir kiimesi bir z degiskeninin fonksiyonlar1 olarak temsil
edilmesine s6z konusu egrinin parametrelendirilmesi denir. Ornegin y = f(x) = x?
fonksiyonun bir parametrelendirilmesi (z,72) olarak verilebilir. Burada ¢ degiskeni bir
parametre ve x,y ve t arasindaki iligki ise bir parametre denklemi olarak adlandirilir.
Parametrelendirme yardimiyla egri tizerindeki noktalar kolaylikla elde edilebilecegi i¢in
grafik ¢izimleri i¢in oldukga yararli bir matematiksel ara¢ olusturmaktadir. Bilindigi lizere
kompleks fonksiyonlar, kompleks diizlemdeki parametrik egrilerle yakindan iligkilidir.
Bu iligki yardimiyla kompleks fonksiyonlarda limit, siireklilik ve tiirevlenebilirlilik

kavramlar1 gorsellestirilebilmektedir. Ayrica paremetrik egriler, reel dogrusal integral

hesaplamalarinda oldugu gibi, kompleks integral hesaplamalarinda da olduk¢a énemlidir.

Tanim 2.1.11. Kompleks diizlemde bir 7 : f = (u,v) nokta kiimesine bir egri veya yol
denir, eger r € [a,b] C R olmak iizere u(t) ve v(¢) ler reel parametre ¢ nin siirekli birer
fonksiyonu olup u = u (¢) ve v = () ise. Burada u, v ve ¢ ler kompleks degil reel degiskenler
olup, y kiimesi

fO)=u(t)+iv(t),a<t<b

ile tanimlanir. Ayrica, burada yon |a, b] tizerindeki dogal siralama ile saglanan yon olur.
Bu nedenle f (a) noktasina y egrisinin baglangi¢ noktasi, f (b) noktast da y egrisinin bitim
noktasi olarak adlandirilir. f(¢) fonksiyonu da y e8risinin bir parametrizasyonu olup, farkli

parametrelendirmeler ayni yolu verebilir.
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z—dizlemi y % w—duzlemi

Sekil 2.13. Egri ya da yol grafigi.

Sezgisel olarak, reel sayilar kiimesinin her bir kapali alt araligindan C ye tanimlanan siirekli
her fonksiyona egri ya da yol denir. Kendi kendini kesmeyen egriye basit egri, baslangic
ve bitim noktlar1 ayni olan egriye de kapali egri denir. Matematiksel olarak kapali egrinin
gosterimi f (a) = f(b) dir. Kendi kendini kesen bir egrinin, arakesit noktalari egrinin
katli noktlar1 olarak adlandirilir. Bir y egrisi eger baslangi¢ ve bitim noktalar1 hari¢ kendi
kendinin kesmiyorsa Jordan egrisi (veya basit kapali egri) denir. Bir Jordan egrisinin
sinirladigl bolgeye de Jordan bolgesi denir. Bir Jordan egrisinin sinirladigi bolgeye de
Jordan bolgesi denir. Jordan egrisinin veya basit kapali bir egrinin i¢erisinde bulundugu
diizlemi (6rnegin, komplek diizlem C yi) iki bolgeye ayirmasi gerekliligi sezgisel olarak
aciktir. Formal olarak Jordan egri teoremi olarak bilinen bu durum; eger ¥ bir Jordan
egrisi ise bu durumda onun }/E komplementi ile birlesimi biri sinirl biri de sinirsiz olan
iki ayrik bolgenin bir birlesimidir. Sinirli olan bdlge ¥ nin i¢ bolgesi olarak ve sinirsiz
olan bolge de y nin dis bolgesi olarak adlandirilir. Ote yandan herbir sinirli konveks
bolgeninin bir Jordan bolgesi oldugu oldukga agiktir. Jordan egrisi, adim basit kapali egri
tanimini ilk olarak tanitan Fransiz matematik¢i Camille Jordan (1838-1922) dan almustir.
Bir Jordan egrisi, diizgiin pargali egri olarak adlandirlir, eger j = 1,2,...,n ve (a,b) agik
araliginda sonsuz tiirevlenebilir ve f'(r) # 0 olmak iizere f(z) : [a,b] — C fonksiyonu
ve tiirevleri her bir [t;_1,¢;] alt araliginda siirekli olacak sekilde |a,b] kapali araliginin
bira=1ty <t <--- <t, = b boluntiisii varsa. Dikkat edilirse n = 1 icin egri bir Jordan

egrisidir.
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z—dizlemi w—duzlemi

Sekil 2.14. Kapali diizgiin parcali egri.

Kisaca kompleks diizlemde diizgiin parcali egri, sonlu sayida diiz parcaya boliinebilen bir
egridir. Ayrica s0z konusu diizgiin pargcali egrinin baglangi¢ ve bitim noktalar1 ayni ise
bu durumda kapal1 diizgiin parcali egri olarak adlandirilir. Diizgiin parcali egriler kontur
olarak da adlandirilmaktadir. Baslangi¢ ve bitim noktalar1 ayni olan kontur kapali bir
konturdur.Kontur egrilerin bir dizisi olarak da tanimlanabilir. Reel analizde belirli integral
olarak adlandirilan bir say1 elde etmek i¢in [a,b] araligi boyunca y = f(x) fonksiyonu
integre edilir. Kompleks analizde bu integralin benzeri kontur integrali olarak adlandirilir
ki, bu durumda bir w = f(z) kompleks fonksiyonu z; den z; ye kadar bir yol veya kontur
boyunca integre edilir. Reel analizde belirli integral, bir grafigin altindaki alan olarak
yorumlanirken, kompleks analizde kontur integralinin bir alan yorumu yoktur; daha ¢ok
fiziksel anlamda is ya da aki’nin bir 6lciisii olarak yorumlanir. Ayrica reel analizde a dan
b ye gercekten sadece bir yol varken, kompleks analizde ise z; den z; ye sonsuz sayida
kontur vay yol vardir ve bunlar potansiyel olarak farkli cevaplar verebilir. Bununla birlikte
bircok durumda z; den z, ye integral degeri yola bagh degildir. Bir konturun uzunlugu,
bilesen egrilerin uzunluklar1 toplamidir. Ayrica basit kapali kontur, eger i¢ bolgesi kontur
tizerindeki bir gozlemciye gore daima solda kaliyorsa pozitif yonlii veya saatin donme
yoniiniin tersinde yonlendirilmis bir kontur olarak adlandirilir. Diger durumda saat yoniinde
veya negatif yonde yonlendirilmis bir kontur olarak adlandirilir. Bu anlamda y : [a,b] — C

pozitif yonli bir kontur ise — : [—b, —a] — C konturu negatif yonlii bir kontur olur.
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Tamm 2.1.12. Iki farkli nokta z1,z, € C verildiginde baslangi¢ noktasi z; ve bitim noktasi

7 olan yonlendirilmis dogru parcasi
[z1,22] = { (1—t)z1+1tzp:1 €10, 1]}

ile tanimlanan kiimedir.

Tamm 2.1.13. Bir U C C kiimesini alalim. Eger her bir farkli a,b € U noktalar i¢in
k=1,2,...,nve ap = a,a, = b olmak iizere dyle agp,ai,...,a, € U noktalar1 var ve her
bir a;_ , a; noktalarin birlestiren dogru pargalarinin birlesimi tamamen U icerisinde
kaliyorsa, yani

lag,a1]Uay,ap]U---Ulag_1,ar] €U

ise U kiimesina yol baglantili kiime denir.

Sekil 2.15. [ag,a1)U|ay,a2]U---Ulaz,as] € U, n = 8 i¢in bir drnek.

Sezgisel olarak bir U C C kiimesine yol baglantilidir denir, eger U icerisindeki her bir
farkli nokta cifti tamamen U igerisinde kalacak sekilde ug¢ uca eklenmis sonlu sayida ¢ok
koseli(poligonal) yol ile baglanabiliyorsa (Sekil 2.15). Dogas1 geregi baglantili bolgeleri
siniflandirmak gerekir. Ciinkii baz1 durumlarda bir kiime igerisindeki iki farkli noktay1
birlestiren sonlu sayida yol kiimede kalirken, baz1 durumlarda da sonsuz sayida yol kiimede
kalabilir. Bu anlamda eger bir U C C kiimesi icerisindeki farkli iki noktay1 birlestiren
biitiin yollar yine U kiimesinde kaliyorsa U kiimesine basit baglantili (kisaca baglantili)

kiime denir. Verilen bilgilere gore basit baglantili her kiime ayn1 zamanda yol baglantilidir.
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Baglantili kiimeler kompleks anlamda limit, tiirevlenebilme ve integrasyon vb. i¢in olduk¢a
kullanighdir, ¢linkii kiime tizerindeki herhangi bir noktadan bagka herhangi bir noktaya
kiime igerisinde kalan ¢ok sayida yol ile gidilebilir. Ancak bu anlamda en ideal kiime sinifi

hem agik ve hem de baglantili olan kiimelerdir. Bu anlamda asagidaki tanim verilebilir.

Tanmim 2.1.14. Acik ve baglantili olan bir U C C kiimesi basit baglantil1 bolge (kisaca
bolge) olarak adlandirilir. Bagka bir ifadeyle, eger bir U C C bolgesinde her bir basit kapali
I egrisinin (konturunun) sinirladigi kiime sadece U kiimesinin noktalarindan olusuyorsa, U
bolgesine basit baglantili bolge denir. Geometrik olarak ise basit baglantili bolge icerisinde

herhangi bir delik olmayan bolgedir.

z—dizlemi Y y z—diizlemi

Sekil 2.16. Basit baglantili olan bolge (sol) ve basit baglantili olmayan bolge (sag).

Tanmim 2.1.15. Bir U C C bolgesini alalim. Eger her bir z;,z> € U nokta gifti ve ¢ € [0, 1]
icin [z1,22] =tz1 + (1 —1)zp € U oluyorsa U bolgesine konveks bolge denir. Sezgisel olarak

konveks bolge her hangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini ihtiva eden bolgedir.

Sekil 2.17. Konveks Bolge.

Tanim 2.1.16. Bir U C C bolgesini alalim. U bolgesine bir zg € U noktasina gore starlike

(y1ldizal sekilli) denir eger her bir z; € U noktasi i¢in zg noktasini z; noktasina baglayan
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dogru parcasi tamamen U da kaliyorsa. Yani
[zo,zl]z{(l—t)zOthzl:te[O,l]}eU (2.4)

ise. Burada kulanilan (2.4) ifadesi zg ve z; noktalarinin bir kombinasyonudur. Eger bu
tanimda zp noktasindan sz edilmezse yani zg = 0 olarak alinirsa orijine gore gore starlike

olma anlasilir. Bu durumda (2.4) ifadesi
0,21] = {tzl 1 €0, 1]} evu

seklini alir.

Bu durumda konveks bolge tanimi her noktasina gore starlike olan bolge olarak da
verilebilir. Bizim ¢alistigimiz alanda starlike olma orijine gore starlike olmadir. Orijine
gore starlile olma her noktaya gore starlike olma anlamina gelmez. Sezgisel olarak starlike

olma orijinden bakildiginda bolgenin biitiin noktalarinin goriilebilmesidir.
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Sekil 2.18. Konveks degil ve starlike bolge (sol), konveks ve starlike bolge (sag).

Kompleks fonksiyonlardaki limit tanimi, reel fonksiyonlardaki limit tanimina ¢ok benzer
olup, Weierstrass ve Jordan tanimi olarak da bilinen ayni (€ — &) teknigi hala gecerlidir.
Tek fark reel eksende bir limite yaklasmak icin sadece iki yon varken, kompleks
diizlemde bir limite yaklagmanin sonsuz yollar1 vardir. Kompleks diizlemde bir limitin
var oldugunu gostermek icin, sadece hangi yonden yaklasilirsa yaklasilsin limit degerinin
ayni oldugunu gostermeye ihtiyacimiz vardir. Diger taraftan bir limitin olmadigini
gostermek icin sadece limit degerinin ayni olmadig: iki yon bulmaliyiz. Bu durumda
bir limitin var olup olmadigin1 géstermenin en iyi yolu reel ve sanal eksenler boyunca limit

hesaplamaktir. Bunu yaparken de bu eksenlerden biri sabitlenirken diger eksen boyunca
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limit hesaplamir. Ornegin, z — 0 iken f(z) = - fonksiyonunun limitinin olup olmadigini

Z
Z
aragtiralim.z = x + iy alinirsa,

Z x+1.0

li =lim-=1 =
zgl(l)f(z) zgr(l)f xl—r>1(l)x— i.0

1(y — ekseni sabitlendi)

0ui
lim f(2) = lim ° = lim -+ =
7z—0 z7—02Z x—00— 1y

—1(x — ekseni sabitlendi)

elde edilir. Kismi limitler olarak da adlanidirlan bu limitler esit olmadigindan aranan limit
mevcut degildir. Bilindigi lizere, formal olmayan bir ifadeyle Z1i_>r1Z10 f(z) limitinin varhigz,
yani wq gibi bir degere esit olmasinin anlam1 yoldan bagimsiz olarak z degiskeninin aldig1
degerlerin zp degerine ¢cok yaklagmasi durumunda f(z) fonksiyonunun aldig1 degerlerin

wo ye ¢ok yaklagmasidir.

Tanim 2.1.17. Bir U C C olmak iizere bir zg € C noktasina U kiimesinin bir y1gilma(limit)
noktasi denir, eger yeterince kiigiik bir pozitif r reel sayis1 i¢in zg mn her bir D (zo,r) — {z0}
delinmis komgulugu U nun zo dan bagka en az bir noktasini ihtiva ediyorsa. Dikkat edilirse

zo noktas1 U ya ait olabilirde olmayabilir de.

Tamm 2.1.18. (Limitin formal tanim1) Bir U C C olmak iizere U kiimesinin bir zo € C
y1gilma noktasini alalim. Bu durumda her € > 0 igin |z—zo| < 0 kaldiginda | f (z) —wo| < €
kalacak gekilde € na bagh en az bir 6 > 0 varsa z oktasi zo noktasina yaklagirken w = f(z)

fonksiyonunun limiti wo = f(zo) dir denir ve li_>m f(z) = wo seklinde gosterilir.
—20

z—dizlemi w=f(z) w—diizlemi

Y\

e—z20l <8 |f(z)—wol <&

Sekil 2.19. Limit kavraminin geometrik yorumu.
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Burada zg € C nin bir y1gilma noktasi olarak secilmesinin nedeni keyfi olarak secilen z
noktalarinin zg a yeterince yakin oldugundan emin olmaktir. Bilindigi iizere w = f(z)
fonksiyonunu zg noktasinda tanimli olmasi gerekmez. Geometrik olarak bu tanim, herhangi
bir € > 0 i¢in zg 1n bir 6 > 0 delinmis komsulugu vardir dyle ki bu delinmis komsulukta
bulunan her z i¢in w = f(z) nin de wo = f(z0) 1 € > 0 komsulugunda bulundugunu ifade

eder.

Kompleks bir sayimin modiilii reel bir say1 oldugundan, burada hem € hem 6 da birer
yeterince kii¢iik pozitif reel say1y1 temsil eder. Buna gore reel degiskenli fonksiyonlarin
limitleri i¢in gegerli olan tiim kurallar kompleks degiskenli fonksiyonlar i¢in de gecerlidir.
Ote yandan w = f(z) = u(x,y) +iv(x,y) , 20 = X0 +iyo Ve wo = g +ivo olsun. Bu durumda

lim f(z) = wp dir ancak ve ancak
Z—20

lim  wu(x,y)=upve lim v(x,y)=vp
(x,y)—(x0,y0) (x,y)—(x0,y0)

ise.
Dikkat edilirse burada bir kompleks limitin reel ve sanal kisimlar1 kullanilmaktadir. Bu

teknigin bir ¢cok kullanimi vardir. Birincisi ve en 0nemlisi, kompleks limit hesaplamasinin,

bir ¢ift reel limit hesaplamasina indirgenerek hesaplanabilmesidir.

Ote yandan bir kompleks fonksiyonun siirekliligi tanima da reel fonksiyonlardaki siireklilik

tanimina ¢ok benzer olup, ayni formal tanim yani (€ — §) teknigi ile verilebilir.

Tanm 2.1.19. (Siirekliligin formal tanimi) Eger her € > 0 i¢gin |z — z9| < § kaldiginda
|f (z) = f(z0)| < € kalacak sekilde € na ve zp a bagh en az bir § > 0 varsa w = f(2)

fonksiyonuna zg noktasinda siireklidir denir.
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z—diizlemi w—dizlemi

i—z20/ < 8 [f(z) = flz)| <€

Sekil 2.20. Siireklilik kavraminin geometrik yorumu.

Sezgisel olarak siireklilik, eger w = f(z) fonksiyonu bir zo noktasinda siirekli ise,
bu durumda z nin aldig1 degerlerin zy degerine yeterince ¢cok yaklasmasi durumunda
fonksiyonun aldig1 f(z) degerlerinin de f(zp) yeterince ¢ok yaklastigi anlamina
gelmektedir. Ya da z degerlerinin diizgiin bir sekilde degistirilmesi durumunda f(z)
nin aldig1 degerler icerisinde ani bir sigrama olmamasidir. Daha agik bir ifadeyle bagimsiz
degiskendeki kiiciik degisiklikler bagimli degiskende biiyiik degisikliklere sebep olmaz. Bu
ifadeler yukarida formal yani matematiksel olarak verilen tanimin 6ziidiir (Tanim (2.1.19)).
Reel analizde oldugu gibi, eger analitik olarak bir zy noktasinda Zli_)r% f(z) = f(z0) elde
ediliyorsa w = f(z) kompleks fonksiyonu zo noktasinda siireklidir. Ote yandan eger u(x,y)
ve v(x,y) fonksiyonlari bir zy noktasinda siirekli iseler f (z) = u (x,y) +iv (x,y) fonksiyonu

da zg noktasinda siireklidir.

Kompleks f fonksiyonunun bir zg noktasindaki siirekliliginin yanisira, genellikle kompleks
diizlemde bir bolge iizerindeki siirekliligi ile de ilgilenilmektedir. Eger w = f(z)
fonksiyonu bir U C C bélgesinin her bir noktasinda siirekli ise w = f(z) ye U bolgesinde

suireklidir denir.

Tamm 2.1.20. U C C olmak tizere f : U — C kompleks degiskenli ve kompleks degerli

fonksiyonunun alalim.Eger
o £ = F(z0)

27720 Z—20
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limiti var (sonsuz veya belirsiz degil) ve yaklasim tarzina bagh degil ise, f fonksiyonunun
Zo € U noktasinda diferansiyellenebilir veya kompleks anlamda tiirevlenebilir(kisaca
tirevlenebilir) denir. Elde edilen limit degerine ise w = f(z) fonksiyonunun zy € U
nok(ta)smdaki tiirevi denir ve f’(z9) (Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) gosterimi) veya
df(z

I (Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) gosterimi) seklinde gosterilir.
Z 1z=2

Ote yandan kompleks degiskenli fonksiyonlarn tiirevi de reel degiskenli fonksiyonlarin
tiirevi gibi tanimlanabilir. Bu nedenle reel degiskenli fonksiyonlarin tiirevleri icin gegerli
olan tiim kurallar kompleks degiskenli fonksiyonlarin tiirevleri i¢in de gecerlidir. Reel
diizlemde herhangi bir noktaya ancak ve ancak sagdan ve soldan yaklasilabilir. Ancak
kompleks diizlemde bir noktaya sonsuz farkli sekilde yaklasilabilir. Bu durumda asagidaki

sekilde verilmistir.

y y
z—diizlemi z—diizlemi
Ax — 0
Ay=0
o [ J
Ax=0
Ay —0
X
X

Sekil 2.21. Sonsuz farkl sekilde yaklagsma(sol), yaklagmanin en uygun iki yolu(sag).

Kompleks analizde kismi limitler oldugu gibi, kismi tiirevler de vardir. Bir w = f(z)

fonksiyonunun bir zg = xo + iyp noktasindaki kismi tiirevleri sirasiyla;

?(Xoﬁ- iyo) = lim J(x+iyo) — fxo+iyo)
X X—X0 x— X0
ve
?(XO—H)/()) = lim f(x0+iy) — f(x0+iyo)
Y Y=o Y=o
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seklinde olusturulur.Ote yandan bir f fonksiyonu bir zy noktasinda tiirevlenebilirse

L =L =12

dir ki bu denklemler Cauchy-Riemann denklemleri olarak bilinirler.Bu durumda kompleks
anlamda tiirevlenebilir olmak icin Cauchy-Riemann denklemlerinin saglanmasi gerekliligi

ortaya ¢cikmaktadir.

Tanmim 2.1.21. Eger bir U C C acik kiimesinde tanimli kompleks degiskenli ve kompleks
degerli f : U — C fonksiyonu U nun her bir noktasinda komleks anlamda tiirevlenebilirse

U da analtik (veya holomorfik veya regiiler) denir.

Bir f fonksiyonu bir U acgik kiimesinde analitik ise U da tiirevlenebilirdir. Eger f
fonksiyonu ag¢ik olmayan bir kiimede analitik ise bu kiimeyi iceren bagka bir acik kiimede
analitiktir. Ote yandan kompleks degerli f fonksiyonunun bir zy noktasindaki tiirevinin
varliginin anlami, zp noktasinin bir i¢ nokta mi yoksa bir sinir noktast mi1 olduguna
bagli olarak degisir. Bu karisiklig1 6nlemek icin tiim analitik fonksiyonlar acik kiimeler
tizerinde tanimlanirlar. Bilindigi lizere bu ¢calismanin temelini agik birim diskte analitik

olan fonksiyonlar olusturmaktadir.

Ozel olarak, tek degerli bir kompleks f(z) fonksiyonuna bir z( noktasinda analitiktir denir,
eger f(z) fonksiyonu zy noktasinda ve zp 1 uygun bir komsulugundaki her bir noktada
kompleks anlamda tiirevlenebilirse. Baska bir iafedyle, sadece zo noktasinda degil ayni1
zamanda zg a yakin tiim noktalarda kompleks anlamda tiirevlenebilirse zo da analitik
olan bir fonksiyondan s6z edilebilir. Bu durumda analitiklik, tiirevlenebilirlilikten daha
giiclii bir durum ve daha yarali oldugu agiktir. Yani analitik fonksiyonlar tiirevlenebilir
fonksiyonlardan daha ote bir durumu ifade etmektedir. Yine iyi bilinir ki zy noktasinda

tiirevli olan bir f(z) fonksiyonunun kompleks tiirevi

Az) — /
jim HTEIZIE) _ g 03

seklinde de tanimlanabilir. Bu tanim reel deg8erli bir fonksiyonun bir noktadaki tiirev
tanimina olduk¢a benzemektedir. Ancak burada sonsuz kii¢iik olarak se¢ilen Az nin bir
kompleks say1 oldugu unutulmamalidir. Dolayisiyla bu tanim kompleks diizlemde bir

noktaya sonsuz farkli sekilde yaklasilabilir gerceginden hareketle, kompleks anlamda
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tiirevlenebilirlilik tanimini tam olarak karsilayan bir tanim olmayabilir (2.21). Kompleks
fonksiyonlarin ¢ok boyutlu olmast bu fonksiyonlar: tiirevlenebilirligi icin baz1 ekstra
sartlar getirmektedir. Bu sartlar f(z) fonksiyonun zy noktasinda tanimh, f’(zp) # o
ve (2.5) limitinin yonden bagimsiz olmasidir. YOn bagimsizligi, Cauchy-Riemann
denklemlerine yol acan giiclii bir durumdur. Genelligi bozmadan zg yerine z alip, koordinat

yonleri boyunca daha 6nce de ifade edilen varyasyonlar uygulanarak limit noktasina

yaklagildiginda
: u(x+Ax,y)+iv(x+Ax,y) —u(x,y) —iv(x,y)) du .dv
A :AX / — 1 ) ) ) ) 7 il
: = 1) Ax%%)r?rAly:O Ax ox +l(9x
ve
A j Ay) — —1

Ax=0,Ay—0 iAy dy dy
olur. Elde edilen bu iki sonucun esitliginden

Jdu dv Jdv u

ax dy Cox  dy

veya

oldugu aciktir. Bu esitlikler, bilindigi iizere Cauchy-Riemann denklemleri olarak
adlandirilmaktadir. Bu asamada, acaba hangi sartlar altinda bir kompleks fonksiyonun
analitik oldugu diisiiniimek dogal olacaktir. Kompleks analizde, Agustin Cauchy ve
Bernard Riemann adini tagiyan Cauchy-Riemann denklemleri siireklilik ve tiirevlenebilirlik
kriteri ile birlikte, kompleks bir fonksiyonun analitik olabilmesi i¢in bir gerek ve yeter
sart olusturulmustur. Bu denklemler ilk olarak 1752 yilinda Jean le Rond d’ Alembert
(1717-1783)’in yapti1 calismalarda ortaya ¢ikmistir. Daha sonra Leonhard Euler 1797
yilinda bu denklem sisteminin analitik fonksiyonlarla olan iligkisini ortaya koymustur.
Cauchy ise 1814 yilinda fonksiyonlar teorisini ortaya koymak i¢in kullanmistir. Nihayetin

de 1851 yilinda Riemann esitlikleri doktora tezinde kullanmustir.

Teorem 2.1.1. (Analitik olmanin iglemsel tanimi) Kabul edelim kif(z) = u(x,y) +iv(x,y)
fonksiyonu z—diizleminin bir U bolgesinde analitik olsun.Bu durumda U bélgesinin her

bir noktasinda
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(1) uy,uy, vy, vy kismi tiirevleri var ve siirekli olup,

(i1) uy = vy ve vy = —u, esitlikleri saglanir.

Bu teorem bize f(z) = u(x,y) 4+ iv(x,y) fonksiyonunun bir bolgede analitik olabilmesi i¢in
bu bolgedeki biitiin noktalarda u(x,y) ve v(x,y) reel degerli fonksiyonlarinin x ve y ye gore
birinci dereceden siirekli oan kismi tiirevlerini var olup Cauchy-Riemann denklemlerinin
saglanmas1 gerektigini ve devaminda da u(x,y) ve v(x,y) nin birinci dereceden kismi
tiirevlerinin bu bolgede siirekli olmasi kosuluyla (yeterlilik sart1) tersinin de dogru
oldugunu yani f nin analitik oldugunu (gereklilik sart1) ifade etmektedir. Cauchy-Riemann
denklemleri kompleks tiirevleri hesaplamamiza da yardimci olur. Sonug olarak kompleks
tiirev f7(z) = ux(x,y) +ive(x,y) = vy(x,y) — iuy(x,y) seklinde verilebilir. Ote yandan bir
kompleks fonksiyonun reel ve sanal kistminin kismi tiirevlere sahip olmasi kompleks
fonksiyonun tiirevlenebilecegi anlamina gelmez. Ancak kompleks fonksiyon tiireve sahip

ise bu durumda reel ve sanal kisimlari tiirevlenebilir olmak zorundadir.

Buraya kadar verilen bilgilerden de anlasilacagi iizere, kompleks tiirevlenebilme ve
analitiklik kavramalar1 birbiriyle yakindan iligkilidir. Bu baslica bir termonoloji
yani matematiksel terim sorunudur. Sirasiyla verilen bir noktada tiirevlenebilen bir
fonksiyondan sz ederken, belirli bir alanda tiirevlenebilen olan bir fonksiyondan s6z etmis
oluyoruz. Ornegin, w = f(z) = z fonksiyonu herhangi bir z € C noktasinda kompleks
tiirevlenebilir, boylece C de analitiktir. Genel olarak bir fonksiyonun analitik oldugu
bolge, fonksiyonun tiirevlenebilir oldugu bolgenin i¢ bolgesidir. Bu nedenle analitik bir
fonksiyonun tanim bolgesi, genellikle kompleks diizlemin boliimleri agisindan mekansal
olarak tanimlanir. Ornegin, bir kompleks fonksiyon kompleks diizlem C nin tamaminda
analitik olabilir veya kompleks diizlemin iist yarisinda yani biitiin z € C ler i¢gin 3(z) > 0 de

analitik olabilir veya z # 0 olmak iizere biitiin kompleks diizlem C de vb. analitik olabilir.

Tamim 2.1.22. Kompleks diizlemin tamaminda analitik olan bir kompleks fonksiyona tam

fonksiyon denir. Tam fonksiyonlar integral fonksiyonlar1 olarak da adlandirilmaktadir.

Bu tiir fonksiyonlar, kompleks diizlemdeki herhangi bir nokta komsulugunda kuvvet
serilerine de genisletebilir ve kuvvet serisi tiim kompleks diizlemde yakinsaktir. Bu
nedenle tam fonksiyonun temsil eden kuvvet serisini yakinsama yaricapi istenildigi kadar

biiyiik alinabilir. Tam fonksiyonlar ii¢ kategoriye ayrilir. Eger, tam fonksiyon sonsuzda
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bir tekillige (singiileriteye) sahip degil ise tam fonksiyon bir sabit fonksiyon olur. Eger
sonsuzda bir esas singiileriteye sahipse tam fonksiyon iistel, logaritmik, trigonometrik veya
bir transandantal yani cebirsel olmayan fonksiyon olur. Eger sonsuzda n. derceden bir

kutba sahipse, tam fonksiyon n. derceden bir polinom fonksiyon olur.
Ornek 2.1.2. w = f(z) = 7> fonksiyonunun tam fonksiyon olup olmadigin1 inceleyelim.

Coziim. 7 = x + iy alimirsa f(z) = x> — y? + 2ixy elde edilir. Bu durumda u(x,y) = x> — y?
ve v(x,y) = 2xy olur. Bu durumda u, = 2x,u, = —2y,v, = 2y ve v, = 2x elde edilir ki bu
kismi tiirevler biitiin x ve y degerleri icin Cauchy-Riemann denklemlerini saglarlar. Buda
bize z—diizleminde ki biitiin noktalar i¢in w = f (z) = z? nin tiirevlenebildigini gosterir. Bu

durumda agiktir ki w = £ (z) = z> fonksiyonu her yerde analitik olup bir tam fonksiyondur.
Ornek 2.1.3. w = f(z) = |z|?> fonksiyonunun tam fonksiyon olup olmadigini inceleyelim.

Coziim. z = x + iy almirsa f(z) = x> +y? elde edilir. Bu durumda u(x,y) = x> +y? ve
v(x,y) = 0 olur. Bu durumda u, = 2x,u, = 2y,v, =2y ve vy = v, = 0 elde edilir ki z =0
hari¢ bu kismi tiirevler higbir yerde Cauchy-Riemann denklemlerini saglamazlar. Boylece
w = f(z) = |z|*> fonksiyonu z = 0 hari¢ higbir yerde ve z = 0 mn hicbir komsulugunda
tiirevlenemez. Dolayistyla w = f (z) = |z|? fonksiyonu z—diizleminde analitik degildir. Bu

durumda bir tam fonksiyon degildir.

Biitiin iistel, trigonometrik ve polinom fonksiyonlar her yerde analitiktir. Herhangi
bir rasyonel fonksiyon payday1 sifir yapan deger hari¢ her yerde analitiktir. Analitik
fonksiyonlar analitik olduklar1 bélgede her dereceden tiirevlere sahip olup, bu tiirevlerin
her biri ilgili bolegede analitiktir. Ayrica analitik fonksiyonlar analitik olduklar1 bolgede
tek bir kuvvet serisiyle temsil edilebilirler. Bilindigi izere fonksiyonlar teorisinde de en
onemli seri kuvvet serisidir. Ayrica analitik fonksiyonlar, harmonik fonksiyonlar ile de
yakindan iligkilidir. Ciinkii analitik fonksiyonlarin hem reel hem de sanal kisimlar1 birer
harmonik fonksiyondur. Bu durumun Cauchy Riemann denklemlerinin basit bir sonucu

oldugu kolaylikla gosterilebilir.
Tanmm 2.1.23. Bir U C C alalim. Bir reel degerli u(x,y) fonksiyonuna U da harmoniktir
denir, eger U da uyy, uyy, uyy Ve uyy, kismi tiirevleri siirekli olup

Uyx + Uy =0
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veya
0%u N 0%u
oxz = 0dy?

Laplace denklemi saglaniyorsa.

Matematiksel fizikte elektriksel manyetik ve yercekimi potansiyelleri, sabit durum
sicakliklar1 ve hidrodinamik problemlerinde olduk¢a yaygin olarak kullanilan Laplace
denklemi, Ozelliklerini ilk kez inceleyen Fransiz matematik¢i Pierre-Simon Laplace
(1749-1827)’1n adim tasiyan ikinci dereceden bir kismi diferansiyel denklemdir. Bu
denklemin ¢oziimleri yani denklemi saglayan fonksiyonlar harmonik fonksiyonlar olarak

bilinir.

Teorem 2.1.2. Eger f(z) = u(x,y) + iv(x,y) fonksiyonu bir U C C bolgesinde analitik ise

bu durumda u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlar1 da U bélgesinde harmoniktir.

Ispat. Cauchy-Riemann denklemlerinden u, = vy ve uy = —v, oldugu a¢iktir. Buradan
da uyy = vyx Ve Uy = —Vyy elde edilir. Ote yandan bir analitik fonksiyonun her dereceden
kismi tiirevlere sahip olduguna gore u(x,y) ve v(x,y) fonksiyonlar: ikinci dereceden kismi
tiirevlere sahiptir. Dolayisiyla bu da keza vy, = vy, olmasini garanti eder. Buradan Laplace

denkleminde uy, = vyy V€ Uyy = —Vyy = —Vy, yazilirsa;

Uxx + Uyy = Vyx — Vxy

- ny - ny

=0

elde edilir. Boylece u(x,y) fonksiyonunun harmonik oldugu gosterilmis oldu. Benzer

sekilde v(x,y) fonksiyonunun da harmonik oldugu gosterilebilir. 0

Ozel olarak burada v(x,y) fonksiyonuna u(x,y) fonksiyonunun harmanik eslenigi veya
u(x,y) ve v(x,y) ler eslenik harmonik fonksiyonlar olarak adlandirir. Ayrica yukarida
verilen Teorem (2.1.2) u(x,y) fonksiyonunun yalnizca bir v(x,y) harmonik eglenige sahip
olabilecegini ifade eder. Daha da 6nemlisi harmonik esleniklik simetri 6zelligine sahip
degildir. Yani v, u nun bir harmonik eslenigi ise, bu durumda # nun v nin harmonik

eslenigi olmas1 gerekmez.
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Teorem 2.1.3. Eger u(x,y) fonksiyonu basit baglantili bir U C C bolgesinde harmonik
ise bu durumda u(x,y) fonksiyonu U bolgesinde analitik olan bir f(z) = u(x,y) + iv(x,y)
fonksiyonunun reel kismuidir. Bir bagka ifadeyle u(x,y) nin U da daima bir v(x,y) harmonik

eslenigi vardir.

Bu teorem u nun bir analitik fonksiyonun reel kismi olabilmesi i¢in harmonik olmasi
gerektigini ifade eder. Eger u harmonik degil ise, analitik bir fonksiyonun reel kismi
olamaz. Tersine, eger u bir U C C bolgesinde harmonik ise, bu onun bir analitik fonksyonun
reel kismi oldugunu garanti eder mi? Bu sorunun cevabi genel anlamda evettir. U tiim
kompleks diizlem oldugunda daima dogrudur. Ancak U nun basit baglantili olmamasi
durumunda bir analitik fonksiyonun reel kismi olmayan harmonik fonksiyon durumlari

ortaya ¢ikabilmektedir.

Ornek 2.1.4. u(x,y) = 2x — x> + 3xy? fonksiyonunun harmonik oldugunu gosterip,

harmonik eslenigini bulalim.

Coziim. u,, = —6x ve uy, = 6x olup bu durumda Laplace denklemi saglanir. O halde
u(x,y) = 2x — x> + 3xy? fonksiyonu harmonik bir fonksiyondur. Simdi de harmonik
eslenigini bulalim. v(x,y) harmonik eslenik olsun. Bu durumda u(x,y) ve v(x,y)

fonksiyonlar1 Cauchy-Riemann denklemlerini saglarlar. Dolayisiyla,

waZ/w@
= / uydy, uy = vy oldugu i¢in
= / (2 —3x2+ 3y2) dy

=2y—3x%y+y +o(x)

elde edilir. Burada ¢(x) fonksiyonu x in bilinmeyen bir fonksiyonudur. Simdi ¢(x)

fonksiyonunu bulalim. v, = —u, olduguna gore,
—6xy+ @' (x) = —6xy

olup buradan ¢’(x) = 0 elde edilir. Buna gore ya ¢(x) = 0 veya @(x) = ¢ (bir sabit) dir.

Bu durumda aranan harmonik eslenik v (x,y) = 2y — 3x>y 4 y3 + ¢ olarak elde edilir. Bu
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ornekten de anlagilacag: iizere bir analitik fonksiyonun reel kismi verildiginde, sanal kismi

(veya tersi) bir sabit farki ile elde edilebilir.

Uygulamalarda u (x,y) ve v (x,y) fonksiyonlart harmonik eslenik fonksiyonlar ise f(z) =
u(x,y) + iv(x,y) fonksiyonu kompleks potansiyel fonksiyon olarak adlandirilir. Kompleks
potansiyel fonksiyonun birgok fiziksel yorumu vardir. Ornegin, siv1 akisinda u (x,y) reel
kismi1 hiz-potansiyel ve v (x,y) sanal kismui da akigkanlik dogrularina karsilik gelirler ki bu
dogrular bir birbirini dik olarak keserler. Elektrostatik ile ilgili bir problemin ¢dziimiinde
u(x,y) fonksiyonu izotermal egrilerine, v (x,y) fonksiyonu da 1s1 akig dogrularina kargilik
gelebilir. Harmonik fonksiyonlar saf ve uygulamali matematigin birkac alaninda da
onemli bir rol oynamasina ragmen ¢cogu matematik¢i ve matematik dgrencisi, analitik
fonksiyonlarin temel 6zelliklerine harmonik fonksiyonlardan daha fazla asinadir. Analitik
fonksiyonlar analitik olduklar1 bélgede her dereceden tiirevlere sahitir. Bagka bir ifadeyle
bir kompleks fonksiyon bir bolgede bir kere tiirevlenebilirse ayni1 bolgede her dereceden
tiirevlere sahip olur. Bu durumda elde edilen tiirvelerde ilgili bolgede analitiktir. Ayni
durum reel fonksiyonlar i¢in gecerli degildir. Ciinkii baz1 reel fonksiyonlar bir kere
tiirevlenebilir, ancak iki kere tiirevlenemez. Analitik fonksiyonlar her dereceden tiirevlere
sahip olduklarindan kuvvet serisi a¢ilimlar1 vardir. Bu kuvvet serilerinin tiirevleri orijinal
serilerle ayn1 yakinsaklik yaricapina sahiptirler. Buradan anlagildig: {izere her analitik
fonksiyon bir kuvvet serisi ile ve her kuvvet serisi de bir analitik fonksiyonla temsil
edilebilir. Ancak aynm1 durum reel fonksiyonlar icin gecerli degildir. Yani bir kuvvet serisi
ile temsil edilemeyen reel fonksiyonlar vardir. Bir bolgede analitik olan iki fonksiyonun
toplamlari, carpimlari ve bileskeleri de ayn1 bolgede anlitiktirler. Sinirli tam fonksiyonlar
sabit fonksiyonlardir (Liouville Teoremi). Bir analitik fonksiyonun modiilii (mutlak degeri)
fonksiyonun analitik oldugu bolgenin i¢ bolgesinde maksimuma sahip olamaz (Maksimum
Modiil Teoremi). Bir noktada analitik olan fonksiyonu temsil eden kuvvet serisinin

yakinsaklik yarigapi, ilgili noktanin en yakin singiiler noktaya olan uzakligidir.

[}

Tamm 2.1.24. Kompleks sayilarin bir sonsuz serisi Z Zn =21 + 22+ ... seklindeki sonsuz
n=1
bir toplamdir. Eger serinin kismi toplamlar dizisi yakinsak ise seri yakinsak olup, bu

n
durumda kismi toplamlar dizisinin limiti serinin toplamini verir.Yani, Sy,(z) = Z n =
n=1

21 +22 + -+ z, olmak lizere, e8er S = 1211 Sn(z) ise Z zp = S dir. Eger Z Zp serisi
e n=1 n=1
yaknsak degil ise iraksak olarak adlandirilir.
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Reel seriler kompleks serilerin 6zel bir durumudur. Ote yandan a,, ve b, ler kompleks z,
genel teriminin reel ve sanal kisimlari olmak uzere Tanim (2.1.24) de Verllen kompleks

serinin reel ve sanal kisimler: sirassiyla Z an ve Z by, olur. Dolayisiyla Z In = Z an+
=1 n=1 n=1 n=1

i Z b, yazilabilir. Bu durumda eger bir kompleks serinin reel ve sanal kistmlar1 yakinsak
n=1
ise kompleks seri yakinsak olur.

Tanim 2.1.25. Eger reel Z |zn| serisi yakinsak ise, bu durumda kompleks Z Zp serisi
n=1 n=1
mutlak yakinsaktir.

Tanimdan anlasildig: tizere mutlak yakinsaklik yakinsaklig1 gerektirmektedir. Ancak
bunun tersi dogru olmayabilir. Yani yaklnsakhk mutlak yaklnsakhgl gerektirmez. Ornegin

oo _1 n
Z (=1) serisi yakinsak iken Z \ ) | raksaktir. Ayrica Z z, kompleks serisi
n=0 n=0

yakinsak ise, bu durumda lim |zn| O d1r Dikkat edilirse bu lim z, = 0 demekle aymdir,
n—oo n—oo

yani reel ve sanal kistmlarin limiti sifirdir. Bu durum kompleks serilerin 1raksikliginin
belirlenebilmesi i¢in n. terim testi (veya kisaca terim testi veya iraksaklik testi ) olarak

adlandirlan basit bir yontem sunmaktadir. Eger li_r>n zn 7 0 (veya yok ise) seri 1raksaktir.
n—oo

En 6nemli seri tiirleri geometrik serilerdir. Bunun nedeni, aslinda bir geometrik serinin
toplamini bulabilmemiz ve kuvvet serileri teorisinin agirlikli olarak geometrik serilere

dayanmasidir. Bu anlamda |z| < 1 olmak iizere Z 7" geometrik serisini alalim. Bu
n=0

1
durumda iddiamiz Z =1 oldugudur. Yukarida verilen bilgilerin 15181 altinda
—Z

Sp(z) = 1+z+ 7 + -+ 7"V olup, S,(z) —zSu(z) = 1 — 7" esitliginden S,(z) gekilirse

yani esitligin bir tarafinda yalniz birakilirsa

elde edilir. Geometrik seri n — oo iken bu toplamin limitidir. Eger |z| < 1 ise geometrik

seri 7 ye yakinsar, |z| > 1 ise wraksak olur veya |z| = 1 ise bir sey sdyelenemez. Bu
—Z

durumda

= 1

14z4+224-= Zz":—@ lz| <1
- -z
n=0

dir.
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y=23(z) z—dizlemi

Iraksak
P N R
4 1/
: \. x=R(z)
. Yakinsak y
Sekil 2.22. 7" kuvvet serisinin yakinsaklig1 ve iraksaklig1.

n=0

Dikkat edilirse z nin iki farkli fonksiyonuna sahibiz. Bunlardan birincisi sadece |z| < 1

olmasi durumunda elde edilen Z 7" sonsuz geometrik serisidir. Bir digeri ise z = 1 hari¢
n=0

her yerde taniml1 ve diizgiin olan

fonksiyonudur. |z| < 1 agik birim diski i¢erisinde
—Z

o)

Z 7" sonsuz geometrik serisi ve

fonksiyonu 6zdestirler. Ancak bu disk diginda

n=0 B
(yani |z| > 1 de) higbir sekilde 6zdes degillerdir, ¢iinkii seri bu bolgede bir anlam ifade
etmemektedir (yani 1raksaktir). Genellikle sonsuz geometrik seri yerine kisaca geometrik

seri kavrami kullanilmaktadir.

Bilindigi iizere kuvvet serileri, cesitli alanlardaki fonksiyonlar: analiz etmenin 6nemli
bir yoludur. Bazi durumlarda dogrudan kuvvet serileriyle ¢caligmak, orijinal fonksiyonu
degerlendirmek veya analiz etmek i¢in daha kolay bir yaklasim saglayabilir. Bir fonksiyon
kuvvet serisiyle temsil edilebildiginde analitik oldugu sdylenir. Daha 6ncede ifade edildigi
gibi analitik fonksiyonlarin her dereceden tiirevleri vardir ve bu tiirevlerin her biri yine bir
analitik fonksiyondur. Bu, kuvvet serilerinin tiirevlerinin orijinal serilerle ayn1 yakinsama
yaricapina sahip kuvvet serileri oldugu ve dolayisiyla analitik fonksiyonlar1 temsil ettigi
gerceginden kaynaklanir. Kuvvet serileri Analizde iistel, logaritmik ve trigonometrik vb.
fonksiyonlarin analitik acilimlarin1 elde etmenin en yaygin yoludur. Ote yandan baz1
diferansiyel denklemleri ve integral denklemleri ¢6ziim yontemlerinden biri belki de en
etkili olan kuvvet serileri ile ¢6ziim yontemidir. Bizim ¢aligtigimiz alan da dahil olmak

izere baz1 durumlarda orijinal fonksiyon yerine (6rnegin Koebe fonksiyonu) onu temsil
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eden kuvvet serisini degerlendirmek tek pratik yol olabilir, bu nedenle bu asamada kuvvet

serileri hakkinda bilgi verilecektir.

Tanim 2.1.26. ¢, € C ve z,z9 € Colmak iizere

co+ci(z—z0)+calz—z20) 4+ = Z cn(z—20)",n € NT
n=0
serisine (z— zp) 1 bir kuvvet serisi denir. Burada ¢, ler kuvvet serisinin katsayilari, zg

yakinsaklik diskinin merkezi ve z de degisken olarak adlandirilir.

Z = 70 i¢in seri daima yakinsaktir, z nin dier degerleri i¢in konuma bagl olarak yakinsak
olabilirde olmaya bilirde. Bununla birlikte, serinin yakinsadig: z kiimesi her zaman
acik bir disktir. Genel serilerin yakinsakligi icin kulanilan testlerden biri geometrik
serilerin yakinsakligina da onciiliik eder. Bu test, kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapinin

bulunmasinda da yaygin olarak kullanilan oran testidir. Oran testine gore, bir kuvvet serisi
Cn+1
Cn

yakinsaktir eger, lim
n—oo

1
— — olmak iizere
R

cnt1(z—20)"
n
cn (2—20)

Cn+1
Cn

_ lz—2

<1
R

lim
n—soo

+1
‘ = |z—zp| lim
n—oo

ise. Her kuvvet serisi i¢in R € [0,) olacak sekilde tek bir R sayisi vardir ki bu sayiya
kuvvet serisinin yakinsaklik yaricap: denir. Burada 6nemli olan nokta sudur ki; kuvvet
serileri zgp merkezli |z — z9| < R acik diski i¢erisinde daima yakinsak olup, zp merkezli
|z— 20| > R kapal diski icerisinde ise daima 1raksaktir. |z — z9| = R olmas1 durumunda ise
bir sey sOylenemez. Eger, R = 0 yani yakinsama diski tek bir noktadan olusuyor ise seri
herhangi bir z # zp noktasinda yakinsak degildir. Ancak, R = oo yani yakinsama diski tiim
kompleks diizlem ise seri her bir z noktasinda yakinsaktir. Burada zp noktasinda analitik
olan bir f(z) fonksiyonunu temsil eden kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapinin, zg noktasi
ile fonksiyonun en yakin singiiler noktas1 arasindaki uzaklik oldugunu hatirlamakta fayda
vardir. Ote yandan herhangi bir 0 < r < R igin ise seri |z — zo| < r kapal diskinde diizgiin

yakinsaktir.
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y=3(z)

z—diizlemi
lz—z0l <R ™,
Iraksak . \
1 \
: R.-® ’l
‘. Yakinsak
x=NR(z)

Sekil 2.23. Bir kuvvet serisinin yakinsaklig1 ve iraksakligi.

Kompleks fonksiyonlar teorisinde kuvvet serileriyle calismak oldukg¢a yararli oldugu
bilinen bir gercektir. Bu anlamda, kuvvet serileri kompleks fonksiyonlarin tekil (singiilerite)
noktalarinin siniflandirilmasinda, rezidiizii hesaplamalarinda ve analitik devamlilik (bir
bolgede tanimlanan bir analitik fonksiyonun daha genis bir bolgede tanimlanan bir
fonksiyona genisletmek) vb. konularda olduk¢a yararli analitik araglar sunmaktadir.
Benzer sekilde birim disk D de hem analitik ve hem de univalent (kisaca univalent analitik)
olan fonksiyonlarin siniflandirilmasinda da oldukga yararl analitik araclar sunmaktadir.
Bazi durumlarda w = f(z) formuyla verilen bir kompleks fonksiyonun hangi sinifa dahil
oldugunu gormek veya belirlemek oldukc¢a zor olabilir. Ancak ¢ogu durumda verilen

fonksiyonu bir kuvvet serisiyle temsil etmek bu zorluklar1 ortadan kaldirabilmektedir.

Yukarida da ifade edildigi gibi analitik devamlilik, bir kompleks fonksiyonun
tanim bolgesinin genigletilmesinin bir yolunu saglar. En yaygin uygulama, bir zo
noktasinin komsulugunda i cn(z—z0)" kuvvet serisiyle tanimlanan kompleks analitik
fonksiyonlardir. Boyle bir ﬁl(\)zvet serisi sadece yakinsaklik yaricapi icerisinde gecerlidir.
Analitik devamlilik yoluyla uygun kosullar altinda, fonksiyon beklenenden daha biiyiik bir
yakinsaklik yaricapi icerisinde gecerli olan bir kuvvet serisine sahip olacaktir ve bu kuvvet
serisi fonksiyonu orijinal tanim bolgesi disinda da temsil etmek icin kullanilabilir. Bu
durum, 6rnegin; trigonometrik, iistel, logaritmik ve hiperbolik fonksiyonlarin tanimlarini

reel eksenden tiim kompleks diizleme dogal olarak geniglemesini saglar. Bu durumda

analitik fonksiyonlar sinifi polinom fonksiyonlar sinifinin bir analitik devami olarak
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goriilebilir. Boyle bir genislemenin sonsuz bir seri olmasina izin verilmesiyle, analitik
fonksiyonlarin bir nokta komsulugunda bir kuvvet serisiyle bir anlamda polinomlarla
temsil edilebilecegi gercegini ortaya koymustur. Bu anlamda Taylor teoremi, polinom
fonksiyonlar sinifindan daha genis olan analitik fonksiyonlar sinifinin baglangicinda ve
gelisimde oldukca yararli bir matematiksel ara¢ olarak kullanilmistir. Taylor teoremi,
1715 yilinda ilgili teoremin bir versiyonunu belirten Ingiliz matematikci Brook Taylor
(1683-1731) adiyla anilmaktadir. Teoremin bagka bir versiyonun 1671 yilinda Iskog
matematikci James Gregory (1683-1675) tarafindan da verildigi bilinmektedir. Taylor
teoremi trigonometrik, iistel, logaritmik ve hiperbolik vb. fonksiyonlarin degerlerini sadece
reel eksenden degil tiim kompleks diizleme dogru bir sekilde hesaplayabilmek icin basit
aritmetik formiil verir. Bu formiiller, giiniimiiz bilgisayarlarinda yukarida sozii edilen

hesaplamalar1 yapabilmek ic¢in kullanilan yazilim programlarinin temelini olusturmaktadir.

Bu asamada birkag¢ analiz konusunun birikimi olan ve analizdeki en 6nemli sonuclardan
biri olan Taylor teoremi ile devam etmek gerekir. Taylor teoremi bir analitik fonksiyonun
bir noktadaki ve bu noktadaki tiim tiirev degerleri biliniyorsa, bu fonksiyonun her noktadaki

fonksiyon degerlerini bulmak i¢in kullanilabilmektedir.

Teorem 2.1.4. (Analitik Fonksiyonlar Icin Taylor Teoremi) Kabul edelim ki f(z)
fonksiyonu bir U C C bolgesinde analitik olsun. f(z) fonksiyonu, zo € U ve R > 0

bir reel say1 olmak iizere U nun ihtiva ettigi herhangi bir |z — zo| < R komsulugunda

f(n) (z0)

n!

f() = io (c—20)' = iocn@—zo)"

serisine yakinsar. Bu seriye f(z) fonksiyonunun zg noktasinin |z — z9| < R komgulugunda

temsil eden Taylor seirisi denir.

Bu teoremin ispati reel analizdeki durumundan oldukga farkli olup Cauchy tiirev formiiliine

dogru gider. Bu durumdan =0,1,2,... olmak iizere katsayilar i¢in

Cn:

f(")(zo)_L/ @ .
v (

n! 2@ )y (z—z0)" !

formiiliine sahip oluruz. Bu formiil Cauchy tiirev formiilii (veya genisletilmis Cauchy

tirev formiilii) olarak bilinir. Burada ¥ egrisi i¢ bolgesi tamamen U da kalan ve zg
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noktasini ¢evreleyen herhangi bir basit kapali egridir. Seriye zp noktasinin |z —z9| < R
komgulugunda kompleks analitik f(z) fonksiyonunu temsil eden Taylor serisi de denir.
Taylor serileri, kuvvet serisi olarak adlandirilan serilerin daha genel halidir. Ozel olarak
zo = 0 notasindaki Taylor serisine Maclaurin serisi denir. Ote yandan olagan iistii Cauchy
tirev formiilii, basit baglantili bir bolgede tanimli olan kompleks analitik fonksiyonun
bolge icersinde aldig1 degerlerin, fonksiyonun bolgenin sinir1 iizerinde aldig1 degerler
tarafindan belirlenebilcegini ifade eder. Bunu yaparken de temelde ortalam deger teoremini
kullandigim bilmek olduk¢a 6nemlidir. Diger taraftan gosterilebilir ki bir analitik fonksiyon
farkli iki seri ile temsil edilemez (Taylor serisinin tekligi). Bunun i¢in |z —zo| < R
yakinsaklik diski icerisinde Z cn(z—20)" Z dy(z — z0)" oldugunu kabul edelim.
Bu esitlikte z = zg ahnlrsa co = dy oldugu dlrekt olarak elde edilir. Her iki seri de
tiirevlendirilirse esitlik Z nen(z—20)" Z nd,(z—720)"" ! seklini alir. Burada da
z = zp alinirsa ¢; = d eldgledlllr Benzer prosedur devam ettirilirse Taylor serisini tekligi

elde edilmis olur.

Bir analitik fonksiyonun Taylor serini (a¢ilimini) hesaplamak i¢in metot hep aynidir. Bunun
icin etkili bir yontem olarak bir algoritmadan yararlanilabilir. Dar anlamda algoritma, bir
fonksiyonu hesaplamak i¢in iyi tanimlanmig sirali adimlar anlamina gelebilir. Algoritma
9. yiizy1l matematikgi Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi’nin adindan tiiretilmigtir. Bir
ornek iizerinde gorelim. Ornegin kolay anlasilmasi agisindan f(z) = %_Z fonksiyonunun

Zo = 0 noktas1 civarinda (komsulugunda) Taylor serisini bulalim.

Adim 1.Fonksiyonun biitiin tiirevlerini hesapla. Bu is sikic1 gelebilir ki 6gledir.

Bu f(z) = 1= (1 —z)~! fonksiyonunun tiirevleri icin tiimevarimsal bir formiil

bulmaktan kaynaklamr. Ornegimiz icin sifirmncr tiirev yani f (0) (z) fonksiyonun

kendisi olup
) =fl)=(1-2)7"

dir.Birinci tiirev,

dir. Tkinci tiirev,

39



dir. Bu sekilde devam edilirse bunlar bize n. tiirev i¢in tiimevarimsal
@) =n(1—z)"!

tiirev formiiliinii 6nermektedir.
Adim 2. Tiirevlerde z = zp yaz. Tiirev alma cabalariyla kargilagtirildiginda bu adim

oldukga kolaydir. Ornegimiz icin zg = 0 olduguna gére

() =n!

bulunur.

Admm 3.Taylor serisinin ¢, katsayilarini hesapla.Tanimdan Taylor serisinin n.

f(n) (z0)
n'

katsayisi ¢, = olduguna gore, 6rnegimiz i¢in

n!
Cn:—'zl
n.

bulunur.

Adim 4.Taylor serisini yaz.Ornegimiz i¢in, zo = 0 noktast komsulugunda f(z) =

(1 —z)~! fonksiyonu icin Taylor serisi

(1-2)'=Y "=1+z++...
n=0

olarak bulunur.

Bu standart seriyi kullanarak baska tiiretilmis serileri ve yakinsaklik yarigaplarini kolayca
elde edebiliriz. z yerine 2z> yazilirsa
1 — i on Z2n
1— 2Z2 n=0
eld edilir. Orijinal seri |z| < 1 iken yakinsak olduguna gore, tiiretilmis seri ise [2z%| < 1
yani |z| < 1/4/2 icin yakinsaktir. Daha genel olarak, eger f ve g fonksiyonlarmin bir

Zo noktasinin komsulugunda Taylor acilimlart biliniyorsa, bu durumda ayni zp noktasi
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komsulugunda iki fonksiyonun ¢arpimlarinin, toplamlariin ve farklarinin Taylor acilimlari
sirastyla polinamlar kiimesinde yapilan standart carpma, toplama ve fark iglemleri yapilarak
elde edilebilir. Bolme islemi payda sifir olmayan katsay1 sabitlerine sahip oldugu siirece,

yani z = zg oldugu zaman payda sifir olmuyorsa ¢aligir.

Daha 6ncede ifade edildigi gibi Taylor serisi adim Ingiliz matematik¢i Brook Taylor
(1685-1746)’dan almistir (1715) [21]. Eger seri sifir yani orijin merkezli ise, Taylor serisi
daha sade bir bicime girer ve bu seriye Isko¢ matematik¢i Colin Maclaurin(1698-1746)
ne istinaden Maclaurin serisi denir [22]. Taylor ve Maclaurin serileri, fonksiyonlarin
verilen bir noktadaki sayisal degerlerini bulmak, tiirev ya da integral alma islemlerini
seriler yardimiyla daha kolay yapmak, diferansiyel veya integral denklemlerin ¢coziimlerini
bulmak i¢in kullanilir. Ayrica Taylor serisinin sinirlt sayida terimleri kullanilarak, bir

fonksiyonun yaklagik degerlerini bulmak i¢in yaygin olarak kullanilmaktadir.

Bu agsamada bir fonksiyonun singiiler noktalar1 ve singiiler noktalarinin siniflandirmasiyla
yakindan ilgili olan tanimlar verilmistir. Basit bir 6rnek olarak, f nin sifir oldugu noktada

— fonksiyonu bir singiileriteye sahip olur.

Tanmm 2.1.27. f(z) = a denklemini saglayan z degerlerine fonksiyonun ot—yerleri denir.

Sabit olmayan bir analitik fonksiyonun ox—yerleri izole noktalardir.

Tamim 2.1.28. f(z) analitik fonksiyonunun sifir yeri bir zo noktasidir, 6gleki bu noktada
f(z) fonksiyonu analitik olup f(z9) = 0 dir. O—yerleri yerine genel olarak sifirlar1 veya

kokleri ifadeleri kullanilmaktadir.

Tanim 2.1.29. 7z noktasina bir f(z) fonksiyonunun m.derceden sifiridir denir, eger f(z)
fonksiyonu zo noktasinda analitik ve f(zo) = f(!)(z9) = --- = f""~1(z) = 0 olup ancak
f™(z0) # 0 ise. Birinci derceden sifir basit sifir olarak adlandirilmaktadir.

L. o . f(2) : f(2)
Bagka bir ifadeyle, eger ZIL% Gz vab ancak Zlgl;() (i=zp)

fonksiyonun zg noktasinda m. dereceden (veya carpimsal) bir kokii vardir denir.

yoksa, bu durumda f

.. 1 1 1
Ornegin,f(z) = cos(z) — 1+ 522 = EZ4 - az6 + ... fonksiyonunun z = 0 noktasinda 4.

dereceden bir sifir noktasi vardir.
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Baz sifir degerleri digerlerinden daha baskin olabilir. Ornegin, f(z) = (z— 1)(z+2) ve
g(z) = (z—1)?(z+2) fonksiyonlar1 alindiginda, her iki fonksiyonda z = 1 noktasinda
sifira sahiptir. Ancak g(z) fonksiyonu z = 1 de ¢ift katl sifira yani koke sahiptir. Bagka bir
ifadeyle z — 1 iken her iki fonksiyonda 0’a yaklasir. Ancak g fonksiyonu 0’ a f den daha
hizli yaklagir (f(1.01) ~ 0.02,g(1.01) ~ 0.0002).

Eger f(z) fonksiyonu analitik ve zg noktasinda m. derceden bir sifira sahip ise, bu durumda
f(z) fonksiyonu i¢in zo merkezli Taylor serisi, zg 1n bir komsulugunda en az bir g(z)

fonksiyonu vardir 6gleki g(z) fonksiyonu zg da analitik ve g(zo) # 0 olmak tizere

f(m—i-l)(ZO)
(m+1)!

f(z)= (z—z0)"+ (z—z0)™ 14 ...

= (2—20)" |@m + am+1(2— 20) + Gms2(z2—20)* + .. ]

= (z—20)"g(2)

seklini alir.

Tamm 2.1.30. Bir zp € U noktasina U C C bdlgesinin bir izole noktasi denir, eger r pozitif
bir reel say1 olmak iizere, zo noktasinin U nun baska hicbir noktasini ihtiva etmeyen en az

bir 0 < |z — z9| < r delinmis komgulugu varsa.

Bu anlamda bir zgp € U C C noktasinin f(z) # 0 fonksiyonunun bir sifir1 oldugunu kabul
edelim. Bu durumda r herhangi bir pozitif bir reel say1 olmak iizere, eger f fonksiyonunun
zo noktasinin bir 0 < |z—zo| < r delinmis komgulugunda baska bir sifir1 yoksa, zp noktasina

bir izole sifir noktasi denir.

Tanim 2.1.31. Eger f(z) analitik fonksiyonu analitik olmadig1 bir z = zp noktasinin uygun
bir komgulugu f(z) fonksiyonun analitik oldugu en az bir nokta ihtiva ediyorsa z = zp

noktasina singiiler(tekil) nokta veya f(z) fonksiyonunun singiileritesi denir.

Diger bir ifadeyle f(z) fonksiyonun analitik olmadig1 yani bir kuvvet serisi olarak
yazilamadig1 yani tiirevinin tanimli olmadig1 z = zo noktasina f(z) fonksiyonunun bir
singiiler noktasi denir. Aksi halde z = zo noktas1 f(z) fonksiyonu i¢in bir regiiler nokta olur.
Yani fonksiyonun analitik oldugu noktaya bir regiiler nokta denir. Eger z = z noktas1 f(z)
fonksiyonu i¢in bir singiiler nokta ise f(z) fonksiyonu z = zg 1 bir kuvvet serisi olarak

yazilamaz.Ornegin, f(z) = |z|2 fonksiyonu her yerde analitik oldugundan singiiler noktasi
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yoktur. o fonksiyonu icin ise zg = ¢ noktasi bir singiiler noktadir. Dolayisiyla zg = o
noktasinda bir kuvvet serisine sahip degildir. Ancak singiilerite noktasina yeterince yakin
olan noktalarda fonksiyon analitik olabilir. Dolayisiyla bir kuvvet serisi a¢ilim ile de temsil
edilebilir. Genel olarak fonksiyon singiiler noktada anormal bir sekilde davrandigindan
singiiler noktalar1 siniflandirmak gerekir. Kompleks analizde bu anlamda kullanilan birkag

singiilerite vardir. Bu siniflamalar1 daha kolay yapabilme ve anlagilir olmasi adina Laurent

serisi ¢ok yararl bir matematiksel arac olarak kullanilmaktadir.

Hatirlanacag iizere, eger w = f(z) fonksiyonu bir zp noktasinda analitik bir fonksiyon
ise, bu durumda zop 1n uygun bir komsulugunda bir Taylor acilimi olarak yazilabilir
ve yakinsaklik yaricapt en yakin singiileriteye olan uzakliktir. Bu durumda, z
noktas1 singiileriteden yeterince uzak olmalidir. Ama eger zo noktasi singiileriteye ¢ok
yaklastirilirsa ve hatta singiileriteye tasinirsa yukarida da ifade edildigi gibi fonksiyon
anormal bir sekilde davranacaktir. Bu gibi durumlarda kullanilabilen ve Laurent serisi
olarak bilinen bagka bir seri genislemesi vardir. Laurent serileri zg 1n hem pozitif hem de
negatif kuvvetlerinin iceren bir kuvvet serisidir. Herbir Taylor serisi bir Laurent serisi iken

tersi dogru degildir.

Taylor serisinin eksik yonlerinden biri, yakinsaklik bolgesinin genelikle f(z)
fonksiyonunun analitik oldugu bolgenin bir parcast olmasi olarak goriilebilir. Bu anlamda
Laurent serisi f(z) yi olabildigince genis bir bolge tizerinde bir kuvvet serisi olarak
temsil etme imkan1 vermektedir. Seriyi bir singiiler( tekil) noktas1 komgulugunda tekil
noktaya kadar, ancak tekil noktay: dahil etmeden genisletebiliriz. Bu durumda f(z)
fonksiyonu analitik olmadig1 bazi noktalar civarindaki halka bolgelerde seri ile temsil
edilebilir. Dolayisiyla f(z) fonksiyonu zq singiiler noktasinin bir delinmis komgulugunda
Laurent serisi ile temsil edilmis olur. Ayrica Taylor serisinin yakinsaklik bolgesi bir disk

iken, Laurent serisinin yakinsaklik bolgesi bir halkadir.

Tamm 2.1.32. Bir f(z) fonksiyonu zo noktasinda bir singiiler noktaya sahip ve ry,r, > 0
reel say1 degerleri icin {z € C: rp < |z—z0| < r;} halka bolgesinde analitik olsun. Bu
durumda

f(Z):.”—i_m—i””—i_(Z—ZO)

+C0+C1(Z—Zo)+Cz(Z—Zo)2+...
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C—n

———+ Y cu(z—20)"
n 1(Z_Z0)n r;() !

serisine f(z) analitik fonksiyonunu r, < |z —zo| < ry halkas iizerinde temsil eden Laurent

Con

serisi denir. Burada ayrica ve Z cn(z—z0)" serilerine de sirasiyla, Laurent

n=1 (Z_Z())n n=0

serisinin esas (veya singiiler) ve analitik (veya regiiler) kisimlar1 denir. Ayrica r; ve rp
degerleri de sirasiyla dis ve i¢ yakinsaklik yaricaplart olarak adlandirilir. Bu durumda rp <
|z—zo| < r1 halkasinda Laurent serisi, analitik f(z) fonksiyonuna yakinsak ve |z —zg| < r

veya |z —zo| > ry igin ise raksak olacaktir.

y=3(2)
z—diizlemi P

2 <lz—zo| <
/ /// \\\\ \\
Iraksak y y \ \
| . Iraksak Y -2 |

1

: I\r1 /’/.\\ ; vI
\\ 7 ZO \\ r2 ,I /
- \ / /

N [ y
\ ~ X7 ’

.. Yakinsak =~

Sekil 2.24. Laurent serisinin yakinsaklik bolges.

Sekil (2.24) Taylor serisinin bir uzantisi olan Laurent serisinin icerisinde yakinsak oldugu
ry < |z—zo| < r; yakinsama bolgesini (halkasini) gostermektedir. Dikkat edilirse bu uzanti,
(z—z0) mn negatif kuvvetlerini de icermektedir. Ayrica |z —zo| < r; i¢in Laurent serisinin

Z cn(z —20)" analitik kismu bir analitik fonksiyona, |z —zo| > rp iginise ) ——
n=0 = (2= 20)

esas kismi ise baska bir analitik fonksiyona yakinsar. Her iki seri, yani Z cn(z—20)"
serisi rp < |z —zp| < r halkasinda ise birlikte ayn1 analitik fonksiyona yr;:k;;sar. ryinr
den kiiciik oldugu durumlar da olabilir. Bu durumda serinin asla yakinsamayacagi agiktir.
Eger rp < r < r' < rj olarak segilir ise, bu durumda Laurent serisi r < |z — zo| < 7’ tizerinde
diizgiin yakinsak olur. Ote yandan Laurent serisinin esas kismu icin ii¢ olas1 durum vardr.
Birinci durumda, esas kisim hig terime sahip olmayabilir. ikinci durumada, esas kistm

sonlu sayida terime sahip olabilir. Uciincii durumda ise, esas kisim sonsuz sayida terime

sahip olabilir. Bu durumlar singiiler noktalarin siniflandirlimasi i¢in kullanilabilmektedir.
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Singiiler noktalar izole edilmis singiiler nokta ve izole edilmemis singiiler nokta olmak
tizere temelde iki sinifa ayrilmaktadir. Bu kavramlar yerine sirasiyla ayrik singiiler nokta
ve ayrik olmayan singiiler nokta ifadeleri de kullanilabilir. izole edilmis singiiler noktalar,
fonksiyonu temsil eden Laurent serisinin sahip oldugu forma gore de kaldirilabilir singiiler

nokta, kutup noktasi ve esas singiiler nokta olmak iizere siniflandirilir.

Tamim 2.1.33. Kabul edelim ki f(z) analitik fonksiyonu z = z noktasinda bir singiiler
noktaya sahip olsun. Eger z = zp noktasinin en az bir delinmis komsulugunda f(z)
fonksiyonunun z = zo dan bagka hicgbir singiiler noktas1 yoksa z = zg noktasina izole
edilmis singiiler nokta denir. Ya da bir r > 0 i¢in f(z) fonksiyonu z = zo noktasinin
D(zo,7) — {20} delinmig komsulugunda analitik ise z = 7z noktasina izole edilmis singiiler

nokta denir. Aksi takdirde izole edilmemis singiiler nokta denir.

y=3(2) y=3(2)

z—diizlemi z—diizlemi

x=R(z) x=R(z)

Sekil 2.25. z1,22,z3 izole edilmis singiiler noktalar (sol), zg izole edilmemis singiiler nokta
(sag).

1
(z—1)*(z+2)

Ciinkii zg = 1 noktasinin komsulugu olan 6gle bir delinmis disk (yani, {z€ C:0< [z—1| <

Ornegin, f(z) = fonksiyonu i¢in zg = 1 izole edilmis singiiler noktalardir.
1}) bulabiliriz ki, f fonksiyonunun bagka hicbir singiiler noktast yoktur, yani fonksiyon
bu delinmis diskte analitiktir. Ote yandan f(z) = log(z) fonksiyonu zo = 0 da bir izole
edilmemis bir singiileriteye sahiptir. Ciinkil yaricap r ne kadar yeterince kiiciik secilirse

secilsin, {z € C: 0 < |z| < r} delinmis diski zo = 0 dan bagka singiileriteler de igerir.

Sekil (2.25) den de goriildiigli gibi izole edilmis bir nokta bir singiiler nokta olup

r komsulugu tamamen kendisinden ve regiiler noktalardan olusur. Dahada 6nemlisi
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izole edilmemis bir singiiler noktanin delinmis bir » komsulugu singiiler noktalar1 da
icerir. Ayrica sekilden zp 1n singiiler noktalarin bir kiimesinin yigilma noktasi oldugu
goriilmektedir. Izole edilmis singiiler noktalar1 kutup, kaldirilabilir singiiler, esas singiiler

ve dallanma noktalarini igerir.

Eger, z = zo noktas1 f(z) fonksiyonu i¢in bir izole edilmis singiiler nokta ise bu durumda
baz1 r > 0 reel degeri icin f(z) fonksiyonu D(zg,r) — {zo} delinmis komgulugunda
analitiktir. Bu durumda f(z) fonksiyonu D(zg,r) — {zo} delinmig komgulugunda

i cn(z—z0)" seklinde bir Laurent serisi ile temsil edilebilir veya Laurent serisine
= oo

yakinsar. Daha acik bir ifadeyle temsil veya yakinsama izole agik disk 0 < |z —z9| < r de

gecerlidir. Bu reel fonksiyonlarda olmayan bir 6zelliktir.

Bir z = z9 noktasinin D(zo,7) — {zo} delinmis komgulugu civarinda analitik olan bir f(z)
fonksiyonun z = zp da Laurent serisine agilabilmesi i¢in bu delinmis komgulukta analitik
olmasi yetmez aym zamanda tek degerli olmalidir. Bu nedenle f(z) = log(z) fonksiyonu

z = 0 noktasinin hi¢bir delinmis komsulugunda Laurent serisine agilamaz.

8(z)
(z—2z0)™
fonksiyonu i¢in z = zp noktasina m. dereceden kutup noktasi denir. Diger bir ifadeyle f(z)

Tamm 2.1.34. g(z) bir analitik fonksiyon ve g(zp) # 0 olmak iizere f(z) =

fonksiyonun z = zg noktasi civarinda Laurent aciliminin esas kismi (z — zg) 1 m.kuvvetini

(sonlu sayida terim) ihtiva ediyorsa yani

f(z):L—m+...+ -1

(z—z0)" (z—2z0)

+Co+Cl(Z—ZO)+02(Z—Z0)2+...

seklinde ise z = zo noktasina m. dereceden kutup noktasi denir.Eger m = 1 ise z = zo noktasi
basit kutup noktasi olarak adlandirilir. Ayrica bu durumda ﬁ teriminin c_ katsayisina f

fonksiyonun zg kutup noktasindaki rezidiisii denir ve Rez(f,z0) = c¢—1 seklinde gosterilir.

. 1
Ornegin, f(z) = 3 5 fonksiyonu igin z = 5 noktasi civarindaki Laurent agilimi
(z—5)*(1—z)
—1 3 3 5(z—5) 15(z—5)* 21(z—5)° A
- - O((z—5
64z 57 6255 125 2048 16348 65536 T2 (@=5))

seklindedir. Goriildiigii tizere bu acilimin esas kismi m = 2. kuvveti ihtiva etmektedir. Bu

durumda z = 5 noktas1 f(z) fonksiyonun 2.dereceden kutup noktasidir. Benzer sekilde
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f(z) fonksiyonunun z = 1 noktasi civarindaki Laurent agilimi ise

1 1 3 1 5(z-1) -=3(1—2z)? 3
- vl - o((1-
16(z—1)3  32(z—1)2 256(z—1) 256 4096 3192 T (1=2))

seklinde olup, acilimin esas kismi m = 3. kuvveti ihtiva etmektedir. Dolayisiyla z =1

noktast f(z) fonksiyonu i¢in 3. dereceden bir kutup noktasidir.

Ote yandan,f(z) =

i . .
=) fonksiyonunun swrasiyla z = i ve z = 0 noktalar
Z(z—1

komsulugundaki Laurent acilimlari sirasiyla

iﬂLi—(z—i)—i(z—i)2+(Z—i)3+i(z_i)4+0<(Z_i)5>

ve

1
—E+i+z—iz2—z3+iz4+0(zs)

seklindedir. Her iki acilimda da esas kisim m = 1. kuvvetleri ihtiva etmektedir. Dolayisiyla

hem z =i ve z = 0 noktalar1 f(z) = fonksiyonu i¢in birer basis kutup noktasidir.

i
z2(z—1)
Buraya kadar verilen bilgilerden sonra m. derceden kutuplar, sifira esit olmayan bir analitik
fonksiyonun (z — zp)™ ile boliinmesiyle ortaya ¢ikmaktadir. Bunu m. dereceden sifirlarla
mukayese edersek, ki onlar tersine sifir olmayan bir analitik fonksiyonu (z —zp)™ ile

carpmayla ortaya ¢cikmaktadir.

Tamm 2.1.35. f(z) analitik fonksiyonunun z = zq bir singiiler noktast osun. Eger Zlgg) f(2)
var veya Zli_{g) (z—2z0)f(z) = 0 ise z = zp noktasina kaldirilabilir singiiler nokta denir. Diger
bir ifadeyle, f(z) fonksiyonunu z = zq singiiler noktasinin bir 0 < |z — zg| < r delinmig
komsulugunda analitik yapabilecek sekilde en az bir r > 0 reel say1s1 varsa z = zp noktasina
kaldirilabilir singiiler nokta denir. Bagka bir ifadeyle, f(z) fonksiyonu z = zy noktasinda
singiileritiye sahip ancak f(z) fonksiyonunun z = z noktasi civarindaki Laurent a¢iliminin

esas kismi hig bir terime sahip degil ise, yani
fR)=cotei(z—z20)+ca(z—20)+ = Y culz—z0)"
n=0

ise z = zo noktasina kaldirilabilir singiiler nokta denir. Bu durumda z(p noktasinda fonksiyon

degeri li_>m f(z) degerine esit olarak segilirse fonksiyon bu noktada analitik olur.
20
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.. sinz ) .. . .
Ornegin, f(z) = — fonksiyonu i¢in z = 0 noktasi civarindaki Laurent a¢ilimi
Z

1 1
112 b 4506
c? +120z+ (z°)

seklinde olup, Tanim (2.1.35) gore z = 0 noktas1 kaldirilabilir bir singiiler noktadir. Peki,
bu durumda fonksiyonun singiileritesi nasil kaldirilir? Biz biliyoruz ki f(z) = sinz
fonksiyonunun z = 0 noktasinda analitik olmayip C — {0} da analitiktir. Bu durumda g?z)
bir tam fonksiyon olmak iizere ve sinz de tam fonksiyon oldugu igin sinz = z+273g(z) olarak
yazilabilir. Bunun anlamu sifira esit olmayan z i¢in, fonksiyon f(z) = % =1 +zzg(z)
seklinde yeniden yazilabilir. Dikkat edilirse 1+ z%g(z) fonksiyonu da tarfl fonksiyondur.
Boylece z = 0 icin f(0) = 1 olarak tanimlamig olduk. Bu da gosterdi ki f(z) fonksiyonu

keza z = 0 da analitiktir. Boylece singiilerite kaldirilmis oldu.

Tanim 2.1.36. Eger z = zg izole edilmis singiiler noktasi ne kaldirilabilir ne de bir kutup
noktasi ise z = zg noktasina f(z) analitik fonksiyonunun bir esas singiiler noktasi denir.
Diger bir ifadeyle f(z) fonksiyonunun z = zo noktasi civarindaki Laurent a¢iliminin esas

kismi1 sonsuz sayida terim ihtiva ediyorsa, yani

f(z):..._|_(Zi—zno>n_|_..._|_(ZC_;;O)—|-c0—|—c1(z—z())+cz(z—zo)2+...

seklinde ise z = zp noktasina esas singiiler nokta denir.

Ornegin, f(z) = et fonksiyonu zgp = 0 noktasinda analitik degildir. Ancak zo = 0 noktasinin
baz1 komguluklarinda analitiktir. Dolayisiyla zg = 0 noktas1 bir singiiler noktadir. Ote
yandan fonksiyonun zp = 0 noktasinin z € C — {0} delinmis komsulugundaki Laurent
acilimi

1 1 1

e ———— 4 241
+3!Z3+2!Z2+Z+

seklinde olup bu ac¢ilimin esas kisminda sonsuz ¢oklukta terim vardir. O halde z9 =0

noktasi f(z) = et fonksiyonu icin bir esas singiiler noktadir.

Ayrica kaldirlabilir singiiler, kutup ve esas singiiler noktalar teoremlerle de karakterize

edilebilirler. Tlgili teoremler asagida verilmistir.
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Cizelge 2.1. Izole edilmis singiiler noktalarmn siiflandirilmasi

7=20 0 < |z—zo0| < ri¢in Laurent Serisi
Kaldirlabilir singiilerite co+ei(z—2z0)+ca(z—20)7+...
C—n C—(n—1)

n. derceden kutup 4+ dcotei(z—z0)+ ...

(z—z0)"  (z—z0)" !

X (o
Basit kutup 1 +Co+Cl(Z—ZO)+02(Z—ZO>2+---
(z—2z0)
e ey - c-2 C—1
Esas singiilerite st > T +-teotei(z—z0)+. .
(z—z20)*  (z—20)

Teorem 2.1.5. (Riemann Teoremi) f(z) fonksiyonu z = 7y noktasinda bir izole edilmis
singiiler noktaya sahip olsun. Eger f(z) fonksiyonu z = zo noktasinin uygun bir

komgulugunda sinirli ise bu durumda z = zg noktasi bir kaldirilabilir singiiler noktadir.

Teorem 2.1.6. f(z) fonksiyonu z = 7y noktasinda bir izole edilmis singiiler noktaya sahip

olsun. Eger z — zo) iken |f(z)| — oo oluyorsa z = zp noktas1 bir kutup noktasidir.

Teorem 2.1.7. (Casorati-Weierstrass Teoremi) f(z) fonksiyonu z = zo noktasinda bir
izole edilmis singiiler noktaya sahip olsun. Ayrica herhangi bir ¢ € C sayis1 verilsin. Eger
z = zo noktasinin yeterince kii¢iik her bir » > 0 delinmis komsulugunda | f(z) — ¢| < r olack
sekilde en az bir z sayis1 varsa z = zo noktast bir esas singiiler noktadir. Bu teorem herhangi
bir analitik fonksiyonun bir esas singiiler noktanin yeterince kiiciik bir » komsulugunda

herhangi bir keyfi degere cok yaklastirilabilcegini ifade eder.

Tamm 2.1.37. Sonlu sayidaki kutup noktalart hari¢ bir U C C bolgesinde analitik olan
fonksiyona meromorf fonksiyon denir. Yani bir bolgede kutup noktasindan bagka singiiler
noktasi olmayan fonksiyona meromorf fonksiyon denir.

Ornegin f(z) = %, g(z) = (slir: (ZZ))Z ve Riemann Zeta ve Gamma fonksiyonlar1 tiim kompleks

diizlemde meromorf fonksiyonlardir.

Buraya kadar verilen 6n bilgilerden bir bolgede kompleks anlamda tiirevlenebilmenin
bir f(z) fonksiyonunun c¢ok sayida ozelli§inin varhigina isaret ettigini gordiik. En
genel anlamda biitiin f(z) kompleks fonksiyonlar1 analitik olduklar1 bolgede sonsuz
tiirevlenebilirler ve dolayisiyla ayni yakinsaklik yaricapina sahip bir kuvvet serileri ile de
temsil edilebilirler. Bu asamada 6ncelikle bir kuvvet serisinin yakinsaklik yari¢apinin nasil

bulunabilecegini hatirlayip yukarida verdigimiz iki onemli iddiay1 ispatlayalim. Bir kuvvet
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serisi verildiginde yakinsaklik yarigapi nasil hesaplanir? Her ne kadar bu sorunun tek bir

cevabi1 olmasa da, bircok durumda asagidaki teorem bu soruya cevap vermektedir.

[e55)

Teorem 2.1.8. Z cn (z—20)" kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapt R olsun. Bu durumda

n=0
(1) (Oran Testi) Kabul edelim ki L = lim Cntl var veya oo dir. Bu durumda
n—eo| ¢,
l — lim Cntl
n—eo| ¢,

dir.
(ii) (Cauchy-Hadamard Kok Testi) Kabul edelim ki L = lgn V/ |en| var veya oo dir. Bu
durumda
1

— e n
R~ am /lenl

dir.
Ispat. (i) nin ispatimi verelim. (ii) nin ispat1 benzer sekilde yapilabilir. Kabul edelim

. . |c
ki 0 <L < = olmak iizere L = lim ai
n—e| c,

olsun. Bu durumda a, = ¢,(z — z9)" alinip

Z cn (z—20)" kuvvet serisine oran testi uygulanirsa,

n=0
lim |2 = 1im Cn+1(Z—ZO)”“‘
n—e | ay, n—eo | cp(z—20)"
= lim |z — 20|
n—e | ¢,
= Ll|z— 20|

o . y : 1. . y
elde edilir. Oran testine gore eger L|z —zo| < 1 yani |z —zo| < 7 ise seri yakinsak, eger

1
L|z—zo| > 1 yani |z —z0| > I ise raksaktir. Bu durumda yakinsaklik yaricapnin R = —

Ot~ —

oldugu dogrulanmis oldu.

Teorem 2.1.9. f(z) = Z cn (z—z0)" kuvvet serisinin R yakinsaklik
n=0

1 )
= = lim sup{/Je,

esitligini saglar.
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Teorem 2.1.10. (Karsilagstirma testi)

o) o)

Bir M,, € Ri¢in |z,| < M), ve Z M,, serisi yakinsak ise bu durumda Z |zn| yaknsak olup
n=0 n=0

[e]

boylece Z 7, de yakinsaktir.
n=0

Ispat. z, = x, + iy, olarak alinirsa hipotezden |x,| < |z,| < M, ve |y,| < |z,| < M, oldugu

aciktir. Boylece Z xp ve ) y, mutlak yakinsaktir. Dolayisiyla Z Zp, serisi yakinsak olur.
n=0 n=0 n=0

]

Teorem 2.1.11. (Kuvvet serisinin mutlak yakinsakhgi) Eger z; # zp olmak iizere z =

z1 igin ) ¢n(z—20)" kuvvet serisi yakinsak ise bu durumda |z — zo| < |z1 — zo| sartim
n=0
saglayan herhangi bir z icin mutlak yakinsaktir.

Ispat. Hipotezde Z cn(z—2z0)" serisi yakinsak olarak kabul edildiginden
n=0

li_r>n cn(z—20)" =0 dir. Dolayisiyla = 1,2,... olmak iizere |c,||z1 — z0|* < M olacak
n—oo

sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. Bu durumda p

_ lz=2l

olmak tizere
[z1—20]

[en(z=20)"| = lenllz =20/

— leallz1 = 0]" (

|z — 20|

n
> <Mp"
|21 — 20|

elde edilir. Buna gére eger 0 < p < 1 yani |z —zo| < |z1 —z0| ise Z cn(z—20)" serisi
n=0
mutlak yakinsak olur. [

[e5)

Teorem 2.1.12. Eger f(z) = Z cn (z—20)" kuvvet serisinin yakinsaklik yari ¢ap1 R olsun.
n=0

Bu durumda g(z) = Z enn(z—20)" " kuvvet serisi de aym R yakinsaklik yarigapina sahip
n=1

olur.

Ispat. Genelligi kaybetmeden z = 0 alalim. Bu durumda |z| < R olur. |z] < p <R
olacak sekilde 0gle bir p alalm ki 0 < r < 1 i¢in r = |i olsun. Bu durumda orijinal
kuvvet serisinin terimleri yardimiyla tiirevlendirilmis kuvvet serisinin terimlerinin tahmin

edebilmek icin, mutlak degerlerini yeniden yazalim;

n—l_ﬁ Mn—l n_nr”
e =2 () e =

-1

cap”].
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Buradan oran testi yardimiyla, Z nr" 1 serisi icin

n=0

1) 1
fim | 2D <1+—>r —r<
n—»oo nr—1 n—soo n

oldugu icin seri yakinsaktir. Bu durumda (nz”_l) dizisi bir M reel sayis1 ile sinirlidir. Bu
da bize

M
et < Mt

serisi de yakinsaktir.

oldugunu verir. Dolayisyla p < R oldugu i¢in Z cnp”
n=0

Ote yandan, kabul edelim ki |z| > R olsun. Bu durumda Z cpZ" serisi raksak oldugundan
n=0

()

)}

n=0

cn2"| serisi de wraksaktir ve n > 1 igin

‘nCnZn_l’ S T 1

dir. Boylece Teorem (2.1.10) karsilagtirma testine gore Z ne,7" ! serisi de raksaktir.
n=1

Boyelece verilen her iki seri de ayni yakinsaklik yaricapina sahiptir. Burada f(z) = g(z)

oldugu acgiktir. Kuvvet serileri terim terim tiirevlendirilebildiginden elde edilen kuvvet

serisi orijinal seri ile ayn1 yakinsaklik yaricapina sahip olduklar1 goriilmektedir. [
L e f(")(Zo) n o .
Bir Z ———= (z—2z0)" kuvvet serisinin R > 0 yakinsakl1 yarigap1 olmak iizere |z — zo| <

|
=0 n:

R diskinde aynizamanda bir f(z) = i cn (z—z0)" analitik fonksiyonunu tanimladigini
veya temsil ettigini biliyoruz. Kuvve? zgrilerinden, temsil ettikleri fonksiyonlardan direkt
bir hesaplamayla elde edilemeyen bircok énemli 6zelligi kolayca elde edebiliriz. Ornegin,
yukarida da ispatlandig1 gibi bir |z — z9| < R diskinde analitik olan f(z) fonksiyonu
tiirevlenebilirdir ve tiirevi de aym1 R > 0 yakinsaklik yaricapina sahip olmasi. Bu agamada

f(z) fonksiyonu bir z = zp noktasinda analitik ise, o zaman bu noktada her dereceden

tiirevleri sahip oldugunu cebirsel olarak gosterelim.
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Y cn(z—z20)" =co+ei(z—z0) +c2(z—20)* +c3(z—20) + ... (2.6)
n=0

oldugunu biliyoruz. (2.6) ile verilen kuvvet serisinin birinci tiirevini elde etmek i¢in terim

terim tiirevlendirme yontemiyle
f'(2) = c142¢2(z—20) +3c3(z—20)* + . .. (2.7)
elde edilir. Ikinci tiirevi elde etmek igin (2.7) kuvvet serisi terim terim tiirevlendirilirse
f(z) =2c2+6¢3(z—20) + ...

elde edelir. Bu islem siireci k. tiirevi elde etmek icin ard arda uygulanirsa, k. tiirev formiilii

olarak

[e)

f(k)(Z) = Z nn—1)...(n—k+1)cy (Z_Zo)nfk
n=k

kuvvet serisi elde edilmis olur. Bu 06zellige sahip olan bir fonksiyonuna sonsuz

tiirevlenebilir veya her dereceden tiirevlere sahip olan bir fonksiyon veya diizgiin bir

fonksiyon denir.

Teorem 2.1.13. f(z) = Z cn (z—120)" kuvvet serisinin yakinsaklik yari ¢ap1 R olsun. Bu
n=0

durumda f(z) fonksiyonunun |z — zg| = R ¢emberi igerisinde en az bir singiiler noktasi

vardir.

P(z)

Lemma 2.1.1. Q(z) # 0 olmak iizere bir f(z) = 0@ rasyonel fonksiyonu sonsuzda bir
z

kutup veya kaldirilabilir singiileriteye sahip olur. Singiileriteye sahip olmasi i¢in gerek ve

yeter sart deg P(z) < deg Q(z) olmasidir.

Teorem 2.1.14. Genisletilmis kompleks diizlemde (yani C U {eo} de) analitik olan bir f(z)

fonksiyonu sabittir.

Ispat. Bir f(z) fonksiyonu genisletilmis kompleks diizlemde analitik ise Laurent agilim1

1
flz) = Z cn?" Taylor agilimindan olusur. Burada z = — alimrsa;
n=0 <

() =Yall) =%

< n=0 n=0
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elde edilir. f(%) fonksiyonu 7 = 0 da analitik oldugundan n = 1,2, .. icin ¢, = 0 olur.
) —

Bu da bize f(z) = co oldugunu veriri. U

Sonuc 2.1.1.

(i) Bir zo noktasinin uygun bir komsulugunda analitik olan bir f(z) fonksiyonu
tarafindan katsayilar1 benzersiz bir sekilde belirlenen bir tek kuvvet serisi vardir.
Yani, bir analitik fonksiyon bir tek kuvvet serisi ile temsil edilir.

(ii) (Terim terim inetgrasyon) Eger ¥, R > 0 yakinsaklik yari¢api olmak iizere bir |z —

20| < R diski igerisinde sinirli bir egri ise, bu durumda terim-terim integrasyon ile

/yf(z) :’;/ycn(z—zo)"dz

olarak verilebilir.
(iii) Bir f(z) fonksiyonu, kapali bir disk veya reel eksen aralig1 gibi baz1 agik olamyan
kiimelerde analitik ise , verilen kiimeyi kapsayan daha biiyiik bir acik kiimede dogal

olarak analitiktir.

Teorem 2.1.15. Genigletilmig kompleks diizlemde tanimlanan bir f(z) fonksiyonu
analitiktir ancak ve ancak f(z) bir rasyonel fonksiyon ise. Yani genisletilmis kompleks

diizlemde tanimlanan analitik fonksiyonlar rasyonel fonksiyonlardir.

Bu asamada analitik fonksiyonlarin bir ¢ok sasirtic1 6zelligini elde etmek, kontur (yol veye
cizgi) integrallerini hesaplamak icin kullanilan Cauchy, Schwarz ve Pisson integrallerini

daha iyi anlamak ve dgerlendirmek i¢in bilinmesi gereken tanimlar ve teoremler verilmistir.

Tamm 2.1.38. a < z < b olmak iizere z ye bagh bir f(z) = u(z) + iv(z) siirekli kompleks
fonksiyonu icin
b b b
/ f(2)dz= / u(z)dz+ i/ v(z)dz
a a a

integraline a dan b ye ¢izgi integrali denir.

Komplek analizde ¢izgi integrali, bir egri boyunca hesap edilecek integraldir ki, elde edilen
sonug egri uzunlugunu verir. Bu anlamda uzunluklar 6l¢iilebilen egrilere 6l¢iilebilir egriler
denir. Kontur integrali ise bir yol boyunca belirli integrali hesaplamadir. Integral alma

islemi, temelde bir fonksiyonun bazi bolgelerdeki aldigi degerlerin toplamidir. Bu anlamda
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cizgi integrali, fonksiyonun degerini integra ettigimiz alanin bir ¢izgiyi, yani tek boyutlu bir
egri oldugu 6zel bir durmdur. Kontur integrali ise, ¢izgi inetgralinin kompleks degiskenli
fonksiyonlara genislemesidir. Her iki durumda da temelde, Eski Yunanlilarin sonsuzlugu
matematiksel anlamda belirli amaglar i¢in kullanabilme ¢abalariyla baslayan ve Riemann
tarafindan da formal bir yapiya kavusturulan ve bu nedenle de Riemann toplami olarak
bilinen matematiksel ara¢c bulunmaktadir. Baglangi¢ noktasi a ve bitim noktasi b olan
kopleks diizlemin bir y egrisinin alalim. yegrisinina=z0 <z <22 < - < <<z, =4a
noktalariyla olusturulan [zo,z1], [21,22], - - - [2n—1,2x] V€ [, b] araliginin bir boliintiisii olarak
adlandirlan n sayida alt araliga bolelim. Bu durumda wy € (zx_1,2) Ve Az = zx — Zx_1

olmak {izere
Sn=fwi)(z1 —z0) + f(w2)(a—z1) + -+ f(Wa) (20— 20—1) = Y, Azgef (i)
k=1

seklindeki toplama Riemann toplami denir.Bu toplam n — o iken, yani [a,b] araligi
sonsuz alt pargaya sahip oldugunda en biiyiik parcanin uzunlugu sifira yaklagacaktir, yani
|Azi| — 0 olacaktir. Ote yandan f fonksiyonu [a,b] aralifinda siirekli oldugundan bu
araligin parcalanma seklinden bagimsiz olarak bir limite yaklasir ve

n b
lim 8, = lim Y° Acefon) = [ f@)dz= [ )z
n—>°ok:1 a V4

n—oo

olarak yazilir. Elde edilen limit degeri ¢izgisel integral olarak adlandirilirken, f(z)
fonksiyonuna da Riemann anlamda integrallenebilen (kisaca inetgrallenebilen) fonksiyon

denir.

Teorem 2.1.16. (Integraller Icin Ucgen Esitsizligi-I)Kabul edelim ki, f(z) fonksiyonu

a < z < b de tanimh kompleks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

b b
/a F)dz| < / £(2)ldz 2.8)

dir. Esitsizlikteki esitlik, ancak ve ancak f(z) degerlerinin tiimii baglangigtan itibaren ayni

151n iizerinde ise gerceklesir.

55



Ispat. Bu integral bir Riemann toplamina yaklastirilarak ispatlanabilir.Buna gore

~
~

/abf(Z)dZ Zf(Zk)Az < Z|f(zk)|Azz/ab|f(Z)dZ

elde edilir. Ortadaki esitsizlik kompleks sayilarin toplamlar: i¢in kullanilan standart tiggen

esitsizligidir. [

Bazen bir yol integralini tam olarak hesaplamak ¢ok zordur. Bu durumda integralin bir iist

sinirin1 bulma yeterli olabilir. Teorem (2.1.16) bu anlamda oldukca kullanighdir.

Teorem 2.1.17. (Integraller Icin Ucgen Esitsizligi-II) a < ¢ < b olmak iizere 7y egrisinin
bir parametresi olarak ¥(r) alalm. Bu durumda dz = ¥/(¢)dt ve |dz| = |y (t)|dt olup,

herhangi bir f(z) fonksiyonu ve 7y egrisi i¢in

‘/f@MZS/U&Wk (2.9)
Y Y

dir.

Ispat. Teorem (2.1.16) nim direkt bir sonucu olarak hemen elde edilir.

[ reny

/f@MZ
Y
g[vwmmﬂmm

- [ 1@z
Y

elde edilir. n

Bu teoremin bir soucu olarak, M > 0 olmak iizere, eger y boyunca her z i¢in |f(z)| < M

ise, bu durumda

Aﬂ&&SMM

dir. Burada |y| degeri y egrisinin uzunlugudur.

Reel analizden de hatirlanacagi iizere, belirli bir integrali hesaplamanin en kolay yolu, bir
ters-tiirev bulmak ve Analizin temel toremini kullanmaktir. Ayn1 sey kompleks analizde de

yapilabilir.
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Teorem 2.1.18. (Kompleks analizin temel teoremi) Kabul edelim ki f(z) ve F(z)
fonksiyonlari, F(z) bir U bolgesinde kompleks tiirevlenebilir ve her z € U i¢in F'(z) = f(z)
olacak sekilde fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda U igerisindeki herhangi z; ve z;

noktalarin1 baglayan y konturo icin

dir.

Bu toremin bir sonucu olarak, eger bir f fonksiyonu bir U bolgesinde anti-tiireve sahip
ise, bu durumda U igerisindeki biitiin kapali y konturlari igin / f(z)dz = 0 olacag aciktir.
%

Bunun bir sonucu olarak da U bdlgesinde baglangi¢ ve bitim noktalart ayn1 olan ik kapali

Y1 ve ¥ konturu igin / f(2)dz= / f(z)dz oldugudur.
4l 12}

Teorem 2.1.19. (Cauchy Teoremi, Cauchy-Goursat Teoremi) Kabul edelim ki U, zg
noktasini ihtiva eden basit baglantili bir bolge ve f(z) fonksiyonu da U — {zo} da analitik

ve siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda U igerisndeki biitiin kapali y egrileri i¢in

/f(z)dz =0 (2.10)
Y

dir.

Ispat. Teorem (2.1.18) bize
/f(z)dz: f(z)dz
Y Y

oldugunu soyler. Burada ¥, zg 1n r yarigcaplh bir komsulugudur.
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y=3(2) z—diizlemi

L

Sekil 2.26. U basit kapali bir bolge ve
f(z) fonksiyonu U — {zo} da analitik ve siirekli.

x=R(z)

f(z) siirekli oldugu i¢in biz biliyoruz ki, 7, icerisinde | f(z)| sl yani | f(z)| < M olacak
sekilde bir M pozitif reel sayis1 vardir. Bu durumda Teorem (2.1.17) integraller icin tiggen
esitsizliginden

f(z)dz < M(ynin yay uzunlugu) = M27r
T

elde edilir. Ote yandan r yeterince kiigiik olabileceginden (yani r — 0) bu durumda

f(z)dz=0
*

olur. O]

Genellikle Cauchy integrali teoremi veya basit¢ce Cauchy teoremi olarak adlandirilan bu
temel teorem, basit ve ¢cok baglantili bolgeler icin gecerlidir. Bu teoremin ispati Cauchy
tarafindan f fonksiyonunun siirekli olma ek varsayimiyla verildi. Bununla birlikte, Fransiz
matematik¢i Edouard Goursat (1858-1936) bu ek varsayimi kaldirarak bir ispat verdi. Bu
nedenle, teorem Cauchy-Goursat teoremi olarak da adlandirilmaktadir. Kompleks integral

teorisinde bir cok dnemli sonug, baglangic noktas: olarak Cauhy integral formiiliine sahiptir.

Yukarida da aciklandigi gibi, eger f fonksiyonu bir basit baglanili U bolgesinde analitik
ise bu durumda, U icerisindeki herhangi bir kapali kontur boyunca f nin integralinin
sifir oldugunu ifade etmektedir. Morera ilk kez ayni varsayimlar altinda tersinin de

dogru odugunu ispatlamistir. Bu teorem bir anlamda basit baglantili bolgelerde yol
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bagimsizli§inin, analitik olma ve bir ters-tiireve sahip olma 6zelliklerinin hemen hemen

ayn1 anlama geldigini ifade etmektedir.

Teorem 2.1.20. (Morera Teoremi) f fonksiyonu basit baglantili bir U bolgesinde siirekli

ve U bolgesindeki her bir kapali y egri i¢in

/f(z)dz:O (2.11)
Y

ise, bu durumda f fonksiyonu U bolgesinde analitiktir.

Kompkeks analizde, bir fonksiyonun analitik oldugunu kanitlamak i¢in 6nemli bir 6l¢ii olan
Morara teoremi 1886 yilinda Italyan matematikgi ve fizik¢i Giacinto Morera (1856-1909)
tarafindan verildi. Genel anlamda Morera teoreminin tersi dogru degildir. Tersinin dogru

olabilmesi icin ek varsayimlarin mutlaka saglanmasi gerekir.

Kompleks analizde, ¢alismalarin en 6nemli nesnelerini analitik fonksiyonlarin olusturdugu
aciktir. Cauchy teoremi, kompleks integral hesabin en temel, en iyi bilinen ve en faydal
sonucunu verirken, analitik fonksiyonlarin bir dizi ilgin¢ ve yararli 6zelligini ortaya
cikarmakta oldukga yararl bir matematiksel ara¢ sunmaktadir. Cauchy integral teoremi
daha Once de ifade edildigi gibi bizi, Cauchy integral formiiliine gétiiriir. Cauchy’nin
kompleks integral tizerine ilk ¢alismasi, 1814 tarihli bir makalede yayinlamistir (Bottazzini
1986, 132). Bu calismasi, Cauchy’nin iinlii integral formiiliiniin ve Cauchy-Riemann
denklemlerinin ilk ipucu olarak kabul edilmektedir. Cauchy’nin integral formiiliinden
dogrudan elde edilen sayisiz teorem ve sonug¢ vardir. Bu asamada 6ncelikle fonksiyonlar
icin Cauchy integral formiiliinii verilip, devaminda da yukarida sozii edilen teoremlerden

sunulan tez konusuyla yakindan ilgili olanlar verildi.

Teorem 2.1.21. (Cauchy Integral Formiilii) Kabul edelim ki, ¥ pozitif (yani saatin dénme
yOniiniin tersi) yonlii basit kapali bir egri ve f(z) fonksiyonu da 7y egrisinin sinirladigi U
bolgesinde tanimli ve analitik bir fonksiyon olsun.Bu durumda zg noktas: U bolgesinde bir

i¢ nokta olmak tizere

f(ZO)_L f(z) dz

- (2.12)
27i Jyz—20

formulii vardir.
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Bilindigi iizere, bir bolgenin U bolgesini sinirt lizerinde hareket eden bir gézlemciye gore
bolge daima sol tarafta kaliyorsa bolge pozitif yonlii oldugu soylenir. Eger bolge ¢cembersel
bir bolge ise saat yOniiniin tersinde yonlendirilen bolge pozitif yonlii olarak kabul edilir.
Bu anlamda kapali bir egri {izerinden saat yoniiniin tersine bir . y integrasyonun yapildigini

belirtmek i¢in ¢ kullanilabilmektedir. Bu durumda (2.12) formiilii

Y
L 1 /@)
=— ¢ —=d
f(z0) 2wi Jyz—20 :
seklini alir.
y=23(z) z—diizlemi

Y

U

20

Sekil 2.27. v basit kapali bir egri ve f(z) fonksiyonu
Y icerisinde ve iizerinde analitik.

f(z) = f(z0)
i~ ZO .
U da analitik oldugundan biz biliyoruz ki g(z) fonksiyonu U — {zp} da analitiktir. Ote

Ispat. Istedigimiz sonuca ulagsmak icin g(z) = olarak alahm. f(z) fonksiyonu

yandan zq da tiirevli olduguna gore,

lim g(z) = f*(z0)

Z—20

dir. Yani, eger g(z9) = f’(z0) olarak tanimlanirsa, g(z) fonksiyonu z da siirekli olur. Bu

durumda Teorem (2.1.19) den

/g(Z)a’ZZO,yani/MdZ:O
4 Y 2720
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yazilir. Dolayisiyla,

Mdz _ [ [ dz

Y<—2X0 < —X0
1
— fleo) [ ——dz
Y<—2R0
= 27if(20)
elde edilir. Buda ispati tamamlar. O

Cauchy integral formiilii, uygun hipotezler altinda, basit bir kapal1 egri icindeki bir analitik
fonksiyonun degerlerinin sinir egrisi iizerinde fonksiyonun aldigi1 degerler tarafindan
belirlendigini gostermektedir. Reel degerli fonksiyonlarla karsilagtirildiginda, bu yoniiyle

Cauchy teoremi oldukg¢a dikkat ¢ekicidir.

Teorem 2.1.22. (Tiirevler Icin Cauchy Integral Formiiliiniin Genel Versiyonu) Eger
f(z) ve 7, Cauchy Integral formiiliinde olan ayn1 sartlar1 sagliyorsa, bu durumda  egrisi

icerisindeki biitiin zg i¢ noktalari icin

£ (z9) = ”—!/Ldz,n e Nt (2.13)
Y

(Z—ZO)’H—]

dir.

Once formiiliin altinda yatan nedeni yakalamak icin bazi1 matematiksel manipiilasyonlar
yaparak formal olmayan bir ispat verip, ardindan formal ispat1 verelim. zg € U olmak
tizere f'(zo) elde ettigimiz (2.12) integral gosteriminin her iki tarafinin tiirevi alinir ve

gerekli olan cebirsel islemler yapilirsa

f/ (ZO) d [ 1 &dzl

Cdz|2miJyz—20

_ 1 rd (@)
_Zm'/ydz<z—zo>dz
_ 1 @

- 2mi /y (z—zo)2dZ

olur. Bu asamadan sonra matematiksel tiimevarim yontemiyle, daha yiiksek mertebeden

tiirevlerin formiilleri kolaylikla elde edilebilir.
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Ispat.(Formal ispat) Bu ispat, her iki terimin sirasiyla

flzo+Az) = Z:U/ f(2) dz ve f(z) = 1) )

yZ—20 — Az 27i yZ— zo

Azp) —
integral gosterimi kullanarak ve lim flao+4%) = f(z0)
Azp—0 Azg

kullanarak yapilabilir. Buna gore, gerekli olan cebirsel islemlerin de yardimiyla

limiti yani tiirev tanimini

f2o+820)—fzo) 1 [ flz) S,

Azp 27i Jyz—20 — Az 271:1 yZ— zo

b f(2)
2mi /y (z—=z0 —AZ())(Z—Zo)dZ

_ f(z)
_2”ﬁ4&—%wz—Am@—¢@dZ (2.14)

elde edilir. Bu asamada her iki tarafin Azg — 0 iken limiti alinirsa, f/(zo) igin Cauchy

f(z0) = L./(fidz

27 Yy & — ZO)2

formulii

olarak bulunmus olur. (2.14) esitliginde limiti integral isaretinin altina almakta sakinca

yoktur, ¢iinkii integrand siirekli ve payda asla sifir olmaz. [

Teorem 2.1.23. (Cauchy Esitsizligi) ¥, egrisinin |z — 79| = r olarak alalim. Kabul edelim
ki, f(z) fonksiyonu ¥, egrisi iizerinde ve igerisinde yani |z — zo| = r diskinde analitik olsun.

Bu durumda zp noktasi ¥, de olmak iizere M, := mak| f(z)| alinirsa

|
e eNt (2.15)

1 f(z0)| <

dir.

Ispat. Tiirevler icin (2.13) Cauchy integral formiilii kullanilirsa

o] <2

n!
271'r"+1/| 4

n! M,

- E,ﬂn—i-l
n'M,

r}’l

27r
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Reel analizde siirli olan birgok fonksiyon oldugunu biliyoruz. Ornegin, y = f(x) = sinx
fonksiyonu i¢in —1 < sinx < 1 oldugundan sinirh oldugu agiktir. Bu fonksiyon higbir ilave
sart ile hem siirli hem de sabit yapilamaz. Ote yandan komplek analizde de sinirli olan
bir¢ok fonksiyonlar vardir. Ancak burada dikkat edilmesi gereken bir durum vardir. Fransiz
matematikci Josep Liouville (1809-1882), Cauchy integral teoremini bir sonucu olarak
kompleks diizlemde sinirli olan tiim tam fonksiyonlarin sabit olmas1 gerektigini ifade
etmistir. Bagka bir ifadeyle tam fonksiyonlarin sabit degillerse sinirlandirlamayacagini

ifade etmektedir.

Teorem 2.1.24. (Liouville Teoremi) Kabul edelim ki f(z) tam fonksiyonu kompleks
diizlemde sinirli, yani, her bir z € C i¢in |f(z)| < M olacak sekilde en az bir M > 0 reel
sayist vardir. Bu durumda f(z) fonksiyonu sabittir. Kisaca, eger f(z) fonksiyonu tam ve

sinirhi ise sabittir. O halde sabit olmayan bir tam fonksiyon sinirli olamaz.

Ispat. 7o noktasinin herhangi bir » komsulugu igin (2.15) Cauchy esitsizligi | f/(z0)| < A%’
oldugunu garanti eder. Ote yandan, biz biliyoruz ki r yeterince kiigiik secilebilir. Bu
nedenle herhangi bir zp € C igin | f'(z9)| = 0 elde edilir. Tiirev 0 oldugu i¢in, fonksiyonun

kendisi sabit olmak zorundadir. O]

P(z) = co+c1z+caz? + -+ cu7", sin(z), e° fonksiyonlarmin hepsi tamdir ancak sinirh
degildirler. Ayrica (2.1.24) Liouville teoreminin bir sonucu olarak, sabit olmayan bir tam
fonksiyonun herhangi bir kompleks sayiya yeterince ¢ok yaklastirilabilir sonucu ortaya
¢ikmaktdir. Yani f(z) sinirli olmayan bir tam fonksiyon ise, verilen herhangi bir w € C ve
yeterince kiiciik € > 0 i¢in | f(z) — w| < € olacak sekilde bir z € C vardir. Dogru oldugunu
gormek icin tersini yani her z € C i¢in |f(z) — w| > € oldugunu kabul edelim. Bu durumda
g(z) = m fonksiyonu é ile sinirh bir tam fonksiyon olur. Boylece (2.1.24) Liouville

teoremine gore g(z) sabittir. Dolayisiyla f(z) sabittir. Bu ise varsayimimizla geligir.

Reel analizden bir P(x) polinomunu ¢arpanlarini bulma problemlerini diisiinelim. Bazen
verilen bir polinomun (6rnegin, x> — 4) lineer (dogrusal) carpanlarina ayrila bildigi bazen
de ayrilamadig1 (6rnegin, x> + 4) aciktir. Bilindigi iizere Reel analizde koke sahip olmayan
polinomlar carpanlara ayrilamazlar. Komplek analizde bu durumlar ¢ok daha iyidir.

Kompleks analizde verilen her P(z) polinomu linner ¢arpanlarina ayrilabilir. Ya da bagka
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bir ifadeyle kompleks katsayilara sahip, sabit olmayan her tek degiskenli polinom en az bir
kompleks koke sahiptir. Cebirin temel teoremi olarak bilinen bu ifadenin ispati tamamen

(2.1.24) Liouville teoremine dayanmaktadir.

Teorem 2.1.25. (Cebirin Temel Teoremi) Derecesi n > 1 ve bas katsayisi ¢, # 0 olan
herhangi bir P(z) = co+c1z+ 2+ F e polinom denklemi tam olarak 7 sifira(koke)
sahiptir. Yani ¢ # 0 ve z,z1,...,2, € C olmak iizere P(z) polinomu P(z) =c(z—z1)...(z—

Z,) seklinde yazilabilir. Burada zy,...,z, € C lerin hepsinin farkli olmasi gerekmez.

Ispat. lIspat iki asamada yapilacaktir. Ik asamada P(z) nin en az bir kokii oldugunu
gosterelim. Bu, (2.1.24) Liouville teoremi ile birlikte geliski ile yapilir. P(z) nin sifiri

olmadigini kabul edelim. Bu durumda,

(i) f(z) = 1/P(z) fonksiyonunun tam oldugu agiktir. Ciinkii kabul geregi P(z) nin sifirt
yoktur.
(ii) f(z) stmrhdir. Ciinkii |z| — oo iken 1/P(z) — O dur.

z—dizlemi
y=3(2)
|1/P(z)| kiiciik

X
/ x=%R(z)
M =max|1/P(z)|

Agiktir ki, z — oo iken |1/P(z)| — 0, yani |1/P(z)| dairenin diginda kii¢iiktiir. Bu nedenle

|1/P(z)|, M ile sinirlidir. Bu durumda, Liouville teoremine gore f(z) fonksiyonu sabit
ve dolayisiyla da P(z) sabittir. Ancak bu bir ¢eligkidir. Bu nedenle P(z) nin sifir yok

varsayimi yanhstir. Yani P(z) en az bir koke sahiptir.

Ikinci asamada P(z) nin n koke sahip oldugunu kabul edelim. Bu durumda P(z) =

(z—20)Q(z) olarak yazilabilecegi agiktir. Bu durumda Q(z), n — 1. dercedendir. Eger
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n— 1> 0 ise, yukarida verilen prosediirii Q(z) ye uygulayabiliriz. Bu prosediire Q(z) nun

derecesi 0 olana kadar devam edebiliriz. Buda ispat1 bitirir. [

Bir aralikta tanimlanan reel degerli tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in Ortalama deger
teoremi, Analiz ‘deki en temel sonuc¢lardan biridir. Ortalama deger teoremi, herhangi bir
fonksiyonun bir araliktaki degerinin net degisimi ile bu araliktaki tiirevinin olas1 degerleri
arasinda yakin bir baglanti oldugunu sdyler. Bu baglanti nedeniyle, fonksiyonun degerleri
hakkindaki bilgilere dayanarak tiirevin olas1 degerleri hakkinda sonuclar ¢ikarabiliriz ve
tersine, tiirevinin degerleri hakkindaki bilgilere dayanarak fonksiyonun degerleri hakkinda
sonuglar ¢ikarabiliriz. Kompleks degerli fonksiyonlar s6z konusu oldugunda, fonksiyon
tilm kompleks diizlem boyunca tiirevlenebilir olsa bile teorem teorem dogru olamayabilir.
Ancak kompleks analizde Gauss’un ortalama deger teoremi eger f(z) fonksiyonu, merkezi
Zp ve yarigapi r olan bir C, ¢cemberinin i¢inde ve tizerinde analitik ise, o zaman f(zg),
C, tizerindeki f(z) degerlerinin ortalamasi olan bir sonug¢ olusturmaktadir. Bu agamada
Teorem (2.1.21) in, yani Cauchy teoreminin ilging sonuglarindan bir olan ve maksimum
modul prensibinin ispatinda kullanacagimiz Gauss ortalama deger teoremini ifade ve ispat

edelim.

Teorem 2.1.26. (Gauss Ortalam Deger Teoremi) Kabul edelim ki f(z) fonksiyonu z

merkezli ve r yaricaph bir kapali disk icerisinde ve iizerinde analitik olsun. Bu durumda

f(z0) = %/Omf (zO+re"9) de (2.16)

dir. Yani f(zo) degeri, sinir egrisi iizerindeki f(z) de8erlerinin aritmetik ortalamasina

esittir.

Ispat. Bu teoremin ispati, temelde C, = |z—z0| < r diskinde Teorem (2.1.21) in, yani

Cauchy teoreminin bir uygulamasidir.
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y=3(2) z—diizlemi

Y

<0

C, nin sin1r1 olan %, yi

Y(0) =z0+re®,0< 6 <2r

ve dolayisiyla 7 (8) = ire'® olarak parametrelendirebiliriz. Bu durumda Teorem (2.1.21)

Cauchy formiiliinden,

1 f(2) 1 /Z”f(Zo—i—reie) w5
=— | —Zdz=— — 2 ire'’do
f(z0) 27i Jy, 2—20 ‘T omi 0 ret® e
1 /2” f( n ie) 40
= — re
21 Jo %0
elde edilir ki, buda ispati bitirir. O]

Teorem 2.1.27. (Maksimum Modiil Prensibi) Kabul edelim ki f(z) basit baglantili bir

U bolgesinde analitik ve zg, U da bir nokta olsun. Bu sartlar altinda

(i) Eger, |f(z)|, zo noktasinda bir yerel maksimuma ( lokal maksimum veya relatif
maksimum) sahip ise, bu durumda f(z) fonksiyonu zp 1n uygun bir komsulugunda
sabittir.

(ii) Eger, U simurh ve basit baglantili bir bolge ve f(z) fonksiyonu da U da ve onun
sinirinda siirekli ise, bu durumda f(z) fonksiyonu sabittir veya | f(z)| nin mutlak
maksimumu (kisaca maksimumu) yalnizca U nun sinirinda olusur (Maksimum

modiil prensibinin genel versiyonu).

Ispat. Birinci boliimiin ispatinda Teorem (2.1.26) deki Ortalama deger 6zelligi ve Teorem

(2.1.16) deki iiggen esitsizligi kullanilir. zg, | f(z)| nin bir yerel maksimumu oldugunda, z
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1 her bir yeterince kiiciik v : |z — zo| = r komsulugu ve y tizerindeki z i¢in | f(z)| < |f(zo0)|

yazabiliriz.
y=3(2) v=23(f)
z—diizlemi _-__ w—dizlemi
T T /// e \
P Sy
=D (z0,7) | L R Gn)
/// ,,/ .r/\“l /// ~ \l ,WOW \l \\ \:
,‘ l\\ ZO /, /// // \ \\ ' \\ //

Bu durumda,

1
o / 20+ re'® d 0 (Ortalama deger teoremi)

zo + re"e) (de (Uggen Esitsizligi)

%/
<5l I

f(z0) |6 (1f o+ 7¢)| < | (z0)])

= [f(z0)|
elde edilir.

Yukarida verilen islem zincirdeki tiim esitsizlikler esitlik olmalidir. 11k esitsizlik ancak tiim
0 icin, f (z() + reie) orijinden itibaren ayni 151in iizerinde kaliyorsa, yani ayni argiimana
sahip iseler bir esitlik olabilir. Ikinci esitsizlik ancak, tiimii | f(zo + re’®)| = | f(z0)| ise bir
esitlik olabilir. Yani, biitiin f (zo+ re'®) ler aym biiyiikliige ve ayni argiimana sahiptirler.
Buda hepsinin ayni oldugu anlamina gelir. Son olarak, eger f(z) cember boyunca sabitse
ve f(z0) ¢ember tizerindeki f(z) nin ortalmasi ise, o zaman f(z) = f(zp), yani zo 1 uygun

bir komsulugunda sabittir.

Ikinci boliimde U nun sinirh ve f(z) fonksiyonunun U iizerinde siirekli oldugu varsayimlari
ve sinirtyla birlikte U tizerinde | f(z)| mutlak bir maksimuma sahip oldugunu garanti eder.

Ote yandan birinci boliim de, f(z) sabit olmadig1 siirece mutlak maksimumun U bolgesinin
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icinde bulunamayacagin garanti eder. Bu durumda, mutlak maksimum i¢ kisimda degilse

sinirda olmalidir. [

Kisaca maksimum modiil prensibi ifade eder ki, f(z) fonksiyonu bir U bolgesinde taniml
sabit olmayan analitik bir fonksiyon ise |f(z)| maksimum degerini bu bolge icerisinde
alamaz, simnirinda alir. Bu teoremin ilk temel uygulamalarindan biri adimi Hermann
Amandus Schwarz (1843-1921) ’dan alan Schwarz lemmasidir. Schwarz lemmasinin
oldukca genis kampsamli uygulamalar sahiptir. Schwarz lemmasinin en klasik versiyonu,
birim disk iizerinde tanimli sinirl1 ve analitik bir fonksiyonun davranigi (biiyiime hizlari)
hakkinda bilgi verir. Bu lemmanin, fonksiyonun yalnizca, birim diski birim diske ve orijinin
orijine eslemesi seklindeki nispeten hafif hipotezlere tabidir. Bu anlamda (2.1.24) Liouvile

teoremi asagida verilecek olan Schwarz lemmasinin bir genellemsi olarak diisiiniilebilir.

Lemma 2.1.2. (Schwarz Lemmas1) f(z) fonksiyonu D birim diskinde |f(z)| < 1 ve

£(0) = 0 sartlarim1 saglayan analitik bir fonksiyon olsun. Bu sartlar altinda

1f(2)] < |z] ve |[£/(0) < 1

dir. Eger bazi1 0 # z € D noktalari i¢in | f(z)| = |z| veya |f'(0)| = 1 ise, bu durumda |¢| = 1

olan bir ¢ sabiti i¢in f(z) = cz (Rotasyon) dir.

f(z)

Ispat. Istenilen sonuca ulasmak icin, g = D — C,g(z) = % olarak tanimlayalim. Bu
Z

durumda z = 0 noktasindaki singiilerite kaldirilabilirdir ve

o(0) = 1im L&) — iy LSO _ g,

=0 z 7z—0 z—0

%Z) ,z7# 0ise

elde edilir. Boylece g = D — C,g(z) = fonksiyonu analitiktir.
f1(0) ,z=0ise

Dolayisiyla 0 < r < 1 olmak iizere |z| = r cemberinde

o] = O _ 1)
I

1
< -
r
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elde ederiz. Bu durumda Teorem (2.1.27) maksimum modiil teoremine gore, kapali disk

|z| <rde|g(z)| maksimum degerini |z| = r nin sinirinda alir. Yani,

N | =

ol <r=1g(2)| <

1
dir. Bu asamada n > 1 olmak iizere r,, := 1 — o olarak alimirsa, n — o iken r, — 1
n
olacagi agiktir. Her z € D i¢in, en az bir m > 1 vardir, 6yleki |z| < r, <r, <1 ve her
1 1
n > m igin ise g(z) < — olur. Bu durumda n — o iken — — 1 ve her z € D i¢in ise
T'n I'n

_ G

1
lg(z)| < nh_r}n = 1 elde ederiz. Boylece |g(z)| = T <1 ve f(0) = 0 olmak iizere her

n

z€ Digin |f(z)] < |z| ve |f'(0)] = |g(0)] < 1 elde edilmis olur.

Eger, baz1 0 # z € D i¢in |f(z)| = |z| veya |f/(0)| = 1 ise, bu durumda |g(z)| =1, |z| < 1
diskinde olur, yani maksimuma D diskinin bir i¢ noktasinda ulasir. Bu durumda ise,
maksimum modiil prensibine gore, g(z) fonksiyonu sabit fonksiyon olur. Yani, g(z) =

c,c € C,|c| = 1 dir. O halde, D de, 6 € R olmak tizere, f(z) = cz = 9 dir. O

Tamim 2.1.39. Birim disk D de analitik olup, f(0) =0 ve |f(z)| < 1 kosullarini saglayan
f(z) fonksiyonuna bir Schwarz fonksiyonu denir. Biitiin Schwarz fonksiyonlarinin sinifi

Q ile gosterilir.

Schwartz fonksiyonlar1 klasik olarak C iizerinde diizenli fonksiyonlar olarak da tanimlanr,
Oyle ki onlarin tiim tiirevleri, herhangi bir polinomun fonksiyonun tersine hizla azalir. Bu

anlamda Q siifi tiirevi hizla azalan fonksiyonlarin sinifidir.

Tanim 2.1.40. Bir f: U C C — C fonksiyonuna bir acik doniisiim denir, eger her bir U
acg1 kiimesi i¢in f(U) = {f(z) : z € U} agik ise.

Teorem 2.1.28. (Ac¢ik Doniisiim Teoremi) Bir acik ve baglantili G C C alt kiimesi ve
sabit olmayan f : G — C analitik fonksiyonu verilsin. Bu durumda her bir U C G agik alt

kiimesinin f(U) goriinti kiimesi C de agik ise.

Bu, acik kiimelerin ileri goriintiilerinin acik oldugu, agik kiimelerin ters goriintiilerinin
ise siireklilik ek sarti alinda agik oldugu anlamina gelir. Analitik fonksiyonlarin
geometrik Ozelliklerini anlamak icin cok kullanigh olan bu teorem, analitik olma ve

reel tiirevlenebilirlilik arasindaki farki ortaya koyma agisindan 6nemli oldugu kadar, acik
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doniistimlerin bileskelerinin agik olmasi ve acik kiimelerin ters goriintiilerinin ancak

stireklilikle agik oldugunu ortaya koymasi acgisindan da olduk¢a énemlidir.

Sonuc¢ 2.1.2. Eger U C C agik ve f: U — C fonksiyonu bire-bir analitik bir fonksiyon ise,

bu durumda

(i) f(U) agik,
(i) f'(z) tiirev fonksiyonu U da sifir degildir,

(iii) f~': f(U) — U C C ters fonksiyonu da analitik olup, tiirevi

1

—1y/ _
V= BT

dir. Bagka bir ifadeyle eger w = f(z) ise z = f~!(w) ters fonksiyonunun tiirevi

dz_l
dw_%

dir.

Bu asamada analitik bir fonksiyon verildiginde, onu biri digerinden daha basit ve daha hizl
biiyiliyen (dolayisiyla daha baskin olan) iki fonksiyonun toplami olarak yazarak kok (sifir)
bulma problemlerini basitlestirmek icin kullanilan Rouche teoremini verelim. Fransiz
matematik¢i Eugene Rouche (1832-1910) mezun oldugu okulun matematik dergisinde
yayinlanan bir makalesinde iki analitik fonksiyonun diizlemin bir egri ile sinirlanmis
bir bolgesinde ayn1 sayida sifira sahip oldugunu ortaya koyan bir yontem sunmustur.
Bu yontem, belirli kosullar veya parametreler altinda bir bolgedeki bir fonksiyonun kok

sayisini bulmaya yardimei olur.

Teorem 2.1.29. (Rouche Teoremi) f(z) ve g(z) fonksiyonlarinin her biri, simir egrisi U
olan bir U bolgesi icerisinde ve iizerinde analitik fonksiyonlar ve dU egrisi tizerindeki
her bir z i¢in |g(z)| < |f(z)] ise, bu durumda f(z) ve f(z) + g(z) fonksiyonlar1 U da aym
sayida sifira(koke) sahiptirler.

Ispat.

p(z) = C0+CIZ+CZZ2+...+Cn_1Zn—1 T
f(Z) = ann
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8(2) = p(2) = f(2) = co+erzt e’ + -+
olarak alalm. Ote yandan |z| = r ¢emberinde |f(z)| = |ca|r" ve |g(2)| < |co| +|c1]z +
lea|z? + -+ + |ep_1]2"~ ! dir. r yeterince biiyiik seilirse

lco| +|c1| + |ea| + - +|cn—1]

|cnl

olur. Budurumda [g(z)| < |f(z)] esitsizligi, orijin merkezli ve r yarigapli cember tizerindeki
her z i¢in dogrulanmis oldu. Dolayisiyla f(z) fonksiyonu Teorem (2.1.25) Cebirin temel

teoremine gore n koke sahip oldugundan ispat tamamlanmis oldu. [

Ornegin, g(z) = e* + 57> — 1 fonksiyonunu alahm. Iddiammz birim disk D icerisinde bu
fonksiyonun ii¢ koke sahip oldugudur. Bunun dogru oldugunu gostermek i¢in, birim
disk D ii¢ koke sahip olan fonksiyonu f(z) = 5z° olarak alalim. Ote yandan f(z) ve g(z)
fonksiyonlar1 tam fonksiyonlar yani C de analitik olup birim disk D igerisinde koke sahip

degildirler. Ayn1 zamanda birim disk D iizerindeki her bir z i¢in
f(@) —g@)| =l +1] <[] +1<2<5=1[52| = |f(2)|

elde edilir. Rouche teoreminin gartlar1 saglandigina gore, birim disk icerisine f(z) ve g(z)
fonksiyonlar1 ayni sayida koke sahiptirler. Yani, g(z) fonksiyonunun birim disk icerinde

tic kokii vardir.

Komlpeks analiz uygulamalarinin ¢cogunun arkasindaki itici gii¢, kompleks fonksiyonlar
ile iki degiskenli analitik fonksiyonlar arasindaki dikkat ¢ekici baglantidir. Herhangi bir
analitik kompleks fonksiyonun reel ve sanal kisimlar1 otomatik olarak analitiktir. Bu
sekilde, kompleks fonksiyonlar, iki boyutlu Laplace denklemine, ¢ok cesitli fiziksel ve
matematiksel uygulamalarda yararlanilabilecek zengin bir ek ¢oziimler dizisi saglar. En
yararli sonuglardan biri, iki kompleks fonksiyonun birlesiminin de kompleks bir fonksiyon
oldugu temel gézleminden kaynaklanmaktadir. Bu doniisiim, Euclid diizleminde yonlii
acilart koruyan konformal bir doniisiim iireten degiskenlerin bir kompleks degisimi olarak
yeniden yorumlanir. Konformal doniisiimler, Laplace denklemine, siv1 akisi, aerodinamik,
termomekanik, elektrostatik ve elastikiyet gibi cok cesitli fiziksel problemlerde ortaya

cikan kompleks diizlemsel bolgelerde ¢oziimler olusturmak igin etkili bir sekilde
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kullanilabilmektedir. Formal olmayan bir tanim; konformal fonksiyonlar, C de kesisen

egriler arasindaki acilar1 koruyan fonksiyonlar olarak verilebilir.

Formal bir tanim verebilmek icin bazi 6n bilgiler verilebilir: kabul edelim ki f(z)
fonksiyonu bir zg noktasinda kompleks anlamda tiirevlenebilir ve y(r) de y(fy) = zp olmak
izere zp noktasindan gecen diizgiin bir egri olsun. Bu durumda fonsiyon zy noktasinda
wo = f(z0) noktasina ve y egrisini de ¥(¢) = f(y(z)) ye esler. Ayrica zp noktasindaki
Y (fo) teget vektorii de, wy noktasindaki 7 (19) = (foy) (tp) teget vektoriine eslenir. Bu

gosterimlere bagli olarak asagidaki tanim verilebilir.

Tanm 2.1.41. (Konformal Déniisiim) f(z) fonksiyonu bir zp noktasinda konformaldir,
eger f(z) fonksiyonu zp noktasindan gegen gegen herhangi bir diizgiin y(¢) egrisinin, zg
noktasindaki teget vektoriinii bir 0 acisi ile dondiiriip ve bir p > 0 sabit ile 6lgeklendirirse.
Yani, herhangi bir y egrisi icin, (foy)' (fy) teget vektorii,y (19) yi 0 ile dondiiriirek ve bir

p > 0 sabiti ile dl¢eklendirerek bulunur.

z—duzlemi Y w—diizlemi
fn)()
n) — |
- X%
Vv
= \al u
%(1) (fon)'(to) (foy) (t0)

Sekil 2.28. Bir konformal doniistim.

Bir konformal doniisiim zg noktasindaki biitiin teget vektorlerini ayn1 miktarda dondiiriir
ve Olgeklendirir. Konformalik yani konformal olma yerel bir durumdur. Yani farkli
bir z; noktasinda donme agis1 ve 6lgek carpani farkli olabilir. Ote yandan dondiirmeler

teget vektorler arasindaki acilar1 korudugundan, konformal doniistimlerin bir diger temel
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bir 6zelligi kesisen egriler arasindaki acilar1 korumalaridir. Konformallik tiim analitik
kompleks fonksiyonlarin sahip oldugu dikkat ¢ekici bir 6zelliktir. Sezgisel olarak konform
doniisiimler z—diizleminde verilen yonlii egrilerin aralarindaki agilari ve oranlarim ve
hatta yonii de koruyan doniisiimlerdir. Konformal doniisiimler z—diizlemindeki orijinal
goriintiiniin w—diizleminde gercekci bir goriintiisiinii verirler. Bir D bolgesinde tanimli bir

f(z) fonksiyonu D bolgesinin her bir noktasinda konformal ise D de konformaldir denir.

Not 2.1.1. a <t < b bir parametre olmak iizere y(t) = x(t) + iy(t) bir bolgede taniml
Y: la,b] — C egrisinin parametrik gosterimi ise, bu durumda f(z(¢)) de w—diizleminde
Y egrisine karsilik gelen ¥ egrisinini parametrik gosterimidir. Ayrica teget vektorii ise

7(t) =X (t) + iy (¢) tiirevi ile elde edilir.

Teorem 2.1.30. (Konformal Olmanin Kutupsal Tamin) Eger f(z) fonksiyonu bir z
noktasinda konformal ise, bu durumda &gle bir ¢ = pe’® kompleks sayist vardir ki £(z)
fonksiyonu zp noktasindaki teget vektoriinii ¢ ile ¢arpar.Tersine eger f(z) fonksiyonu zg
noktasindaki teget vektoriinii ¢ = pe’® kompleks sayisi ile carparyorsa f(z) fonksiyonu zg

noktasinda konformaldir.

Ispat. Tamim olarak f(z) fonksiyonu bir 7 noktasinda konformal olmast, bir 8 agis1 ve bir
p > 0 sabiti oldugu anlamina gelir, 6gleki f(z) doniisiimii zg noktasindaki teget vektoriinii
6 ile dondiiriir ve p ile 6lceklendirir. Bu da tam olarak ¢ = pe'? ile carpaninin etksidir.

]

Teorem 2.1.31. (Konformal Olmanin Islemsel Tamim) Eger f(z) fonksiyonu bir D
bolgesinde analitik ve herhangi bir zg € D i¢in f’(z9) # 0 ise bu durumda f(z) fonksiyonu

zo noktasinda konformaldir. Ayrica f(z) fonksiyonu zp noktasindaki teget vektorlerini
f'(z0) ile garpar.

Ispat. y(ty) = zo olmak iizere kabul edelim ki y(¢) = z egrisi zp dan gegen yonlii bir
edri olsun. Bu durumda y(¢) = z egrisi f(z) fonksiyonu altinda f (7(¢)) egrisine doniisiir.

Buradan da tiirevde zincir kurali yardimiyla,

df (y())

LN = )y o)

Io

Iy

= f'(1(%)) Y (t0), ¥(t0) = 20
= f'(z0)7 (t0)
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elde edilir. Bu durumda Teorem (2.1.30) ya gore teoremin ispati tamamlanmistir. Bu
ifadenin tersi de dogrudur. Bir diizlemsel konformal doniistimiin tiirevi sifir olmaz. Ters

fonksiyonun tiirev hesaplama formiilii bilidigi tizere (Bak, Sunug (2.1.2)),

d

W= )& )

1
- f(2)

dir. Buda gosterir ki ! ters fonksiyonunun tiirevlenebilmesi icin f nin tiirevi higbir yerde

sifir olmamalidir. ]

Teorem 2.1.32. (Ters Fonksiyon Teoremi) Kabul edelim ki f(z) fonksiyonu bir z
noktasinin bir komgugunda analitik ve f/(z) # 0 olsun. Bu durumda f(z) fonksiyonu
konformal ve bire bir 6rten olarak zo noktasinin bir komgulugunu f’(zo) n bir komsuluguna

esler. Ozellikle bu durumda f~!(z) vardir ve zq 1n bir komsulugunda analitik olur.

Sonug olarak, eger D C C agik bir kiime ve f : D — C bire bir analitik bir fonksiyon
ise, bu durumda f fonksiyonu D den f(D) ye bir konformal doniisiim olarak adlandirilir.
Bu durumda Teorem (2.1.28) yani agik dontisiim teoremine gore f(D) acgik olup ve ayni
zamanda f~!: f(D) — D ters fonksiyonu da otomatik olarak analitik olur. Keza Teorem
(2.1.30) ya gore de f'(z) tiirevi, D de asla sifir olmaz ve bu onlara adlarini veren konformal
doniisiimlerin a¢1 korumu 6zelligine yol acar. Konformal terimi gercekte her noktada
acty1 korumak anlamina gelir, ancak onu giiniimiizde kompleks analizde univalent (bire
bir) analitik fonksiyonlar icin kullanmak dogal hale gelmistir. Bu anlamda konformal
doniistimler, kompleks analizde diizlemsel egriler arasindaki agilari koruma 6zelligi ile
tanimlanan bir fonksiyon sinifidir. Ayrica konformal doniisiimler temel bolge eslemeler,
yar1 diizlemlere eslemeler, dairesel bolgeler eslemler ve karma bolgelere eslemeler olarak
siniflandirilabilir. Konformal doniisiimlerin belki de en ayirt edici 6zelliklerinden biri,
basit doniisiimler olusturarak, geometrik Ozelliklerinin incelenmesi olduk¢a zor olan
doniistimleri daha kolay bir yapiya cevirmesidir. Bu, iki kopleks analitik fonksiyonun

bileskesinin de ayn1 zamanda kompleks analitik olmasina dayanmaktadir.

Kompleks analizin yanisira fizik ve miithendisligin bir ¢cok alaninda son derece 6nemli olan
konformal doniistimlerin kaynag1 olarak, basit baglantili bir bolgenin konformal olarak
bagka bir basit baglantili bolgeye eslenebilecegini ortaya koyan Riemann doniisiim teoremi

kabul edilebilir. Aslinda bolgeler arasinda konformal doniisiimiin ¢cok klasik bir 6rnegini
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ilk kez 1569 yilinda Flamen haritaci, matematikgi, filozof, ilahiyat¢1 Gerardus Mercator (
veya Latince ad1 Gerhard Kramer) (1512-1594) tarafindan ”Mercator Projeksiyon” adiyla
yayimlamistir. Bu sistemin kurucusu olan Mercator’un asil isminin Gerhard de Kramer
oldugu bilinmektedir. Mercator, haritalarin gelismesinde cografi bilgilerin matematiksel
esaslara baglanip dogru olarak gosterilebilmesi icin yogun caligmalara yapmistir. Bu
anlamda ilk haritasim1 1538 yilinda yaymlamistir. Tamamen “Mercator Projeksiyon”
esasina gore olusturulan bu harita bugiin kullanilan deniz haritalarina temel olusturmaktadir.
Bilindigi iizere haritacilik alaninda projeksiyon kisaca kiiresel bir yiizeyin 6zelliklerini
diiz bir diizlemde tasvir etme yontemlerinden biridir. Mercator projeksiyonuna gore
orijinal bolgedeki acilar harita iizerindeki goriintiide korunmaktadir. Dolayisiyla bdyle bir
harita projeksiyonu konformal olarak adlandirilir. Denizcilerin pusulay1 kullanarak yon
bulabilmelerinin kolaylastirmak amaciyla gelistirlen Mercator projeksiyonu kisaca, kiiresel

bir yiizeyin 6zelliklerini diiz bir diizlemde tasvir etme yontemidir. Bu projeksiyonun temel

goriiniimii asagidaki sekilde verilmistir.

L | | | | |
| + 1 1 + ‘
P! | I (.
Lo I I (.
BT e bl el
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| | | |
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Sekil 2.29. Mercator Projeksiyonu .

Sekilden de goriildiigii gibi Mercator Projeksiyonu konformaldir ve biiyiik daireleri diiz
dogrular olarak goriinmesi 6zelligine sahiptir. Buda loxodromlar1 yani iki nokta arasindaki
en kisa rotay1 ¢izmeyi kolaylastirir ve dolayisiyla pusula yoniinii takip etmeyi kolaylagtirir.
Burada belkide en 6nemli nokta Mercator projeksiyonu altinda yatan ilging gercegi ortaya
koyarken, temel matematiksel cerceve icin gerekli olan logaritmanin 1610 yillarinda Napier
tarafinda, Calculus’un bir birlerinden bagimsiz olarak 1660 yillarinda Newton ve Leibnitz
tarafindan, Kompleks diizlemde rastgele basit baglantili bir bolgesinin bire bir ve konformal

olarak bir disk iizerine eslenebilecegini ortaya koyan Riemann doniisiim teoreminin 1851
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yilinda Riemann tarafinda ve Diferansiyel geometrinin 1880 yillarinda Gauss tarafindan

heniiz gelistirildigini bilmektir.

Bu asamada konformal doniisiimlerin a¢i koruma 6zelligini trigonometri bilgimizi
kullanarak ispat edelim. Sirasiyla z— diizleminde bir zp noktasinda kesisen y; ve
egrilerinin ¥, (t9) ve 75 (to) teget vektorleri arasinda kalan ag1 Sekil (2.28) e gore o — o

olup bu aciya kosiniis teoremi uygulanirsa;

’%(fo) —?é(fo)’2 = ‘%(fo)’2+ ’}é(fo)‘z—ZI%(to)H%(fo) cos(0p — o)
o — cosl<7/1(to)2+y2(t0)‘2‘%(IO)}/Z(tO)z) (2.17)
C 2’7{(¢0)"7§(t0)‘ .

elde ederiz.

Benzer sekilde sirasiyla f(7)(¢) ve f(12)(r) goriintii egrilerinin (foy) (1) ve (foy) (to)

teget vektorleri arasinda kalan ag1 (® olarak alalim) i¢in kosiniis teoremi uygulanirsa;
) T 2 2
(Fon)'(10) = (for) (1) | |

= ‘(fo’}/l)/(lo) + ‘(fOYZ),(IO)

=2|(fon) (t)||(fon) (1) |cos(®)
2

0 — cos! ((fO%)/(lo)‘z"‘ Gromy@)|” |(ron) )~ (o) (o) ) (2.18)
) 2|(fon) ()| |(for) (o) |

Teorem (2.1.32) den f’(z9) # 0 olduguna gore, (2.18) esitliginden

®—
| et )| - f’(?’l(to))?/l(fo)—f/(Yz(fo))Yz(fo)2)
2|7 1), (1) || (. 00) 1o 10)

cos_1

<\f'<y1<zo>m<ro>

=Nhh—"
oldugu goriiliir. Buda ispat1 bitirir.

Bir 6rnek olarak, f : C — C olmak iizere w = f(z) = z> tam fonksiyonunu alahm. Bu

fonksiyonun z tizerindeki etkilerini inceleyelim. Bu gibi durumlarda kutupsal koordinatlar
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daha yararh olacagindan z = re'®* olarak alinirsa,
W= f(reia) — (reia)Z — rZeZia

elde edilir. Aytica bu doniisiim |w| = |z|* ve arg(w) = 2arg(z) doniisiim esitliklerini iiretir.
Bu durumda r yaricapli bir cember kendi etrafinda pozitif yonde bir tur attiginda, r?

yaricapli cember kendi etrafinda pozitif yonde iki tur atar.

z—duzlemi Y v,  w—duzlemi

Sekil 2.30. w = f(z) = z* doniisiimiiniin x> 4+ y* = r* ¢cemberine etkisi.

z—diizleminde A noktasinin esas argiimenti O olup, bu noktaya w—diizleminde karsilik
gelen A’ noktasinin da esas argiimentinin 0 oldugu agiktir. Benzer olarak z—diizlemindeki
45¢ lik esas argiimentin, w—diizleminde ki karsiligr 90° olacaktir. Bunun anlami
z—diizlemindeki ¢cember bir tur atarken w— diizlemindeki ¢emberin aym yonde iki tur
atmasidir. Ote yandan bu fonksiyon bire bir degildir. Ciinkii, i # —i oldugu halde f(i) =
f(—i) = —1 dir. Ayricaw = f(z) = z> fonksiyonunun ters fonksiyonu z = \/w karekok
fonksiyonu olur ki, bu fonksiyon c¢ift dalli bir fonksiyondur. Daha da 6nemlisi, z =0
noktasinda f’(z) = 2z tiirev fonksiyonu 0 dir. Dolayisiyla tiim z— diizleminde konformal
degildir. Bu durumda w = f(z) = z> fonksiyonu 0 noktasini icermeyen z—diizleminin basit
baglantili bir alt bolgesinde tanimlanirsa fonksiyon hem tek dalli ve hem de konformal
olur. Basit baglantili bolge olarak z—diizleminde D = {x+iy: 1 <x<2vel <y <2}
ile verilen karesel bolgeyi alalim. Bu bolgede her bir z igin f’(z) = 2z # 0 olacagindan bu

bolgede w = f(z) = z* fonksiyonu konformal olur.
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Doniisiim esitliklerinin bu bolgede alinan herhangi bir z degeri lizerinde sahip oldugu
etkileri geometrik olarak gorebilmek i¢in doniisiimiin dik koordinat sisteminde iirettigi

esitliklerden yararlanalim. Bunun ic¢in z = x + iy olarak alinirsa;
w=u+iv= (x+iy)2 = x2 —y? + 2ixy

elde edilir. Yani verilen doniisiim(veya fonksiyon) u = u(x,y) = x> —y? ve v =v(x,y) = 2xy
doniisiim denklemlerini {iretmis oldu. Buna gore w = f(z) = z” fonksiyonu elde edilen
doniisiim denkemlerini kullanarak, yukarida verilen D bdlgesini iist yar diizlemde asagida

sekilde verilen bolgeye esler.

_ _ 2
y w=f(z)=z y
/\ /
A B y i 2 A , Cl
D C y=1
X u
x=1x=2
z—diizlemi w—diizlemi

Sekil 2.31. w= f(z) = 2> fonksiyonu altinda D karasel bolgesinin goriintiisii.

Bu gibi durumlarda doniisiim esitliklerinin z degeri tizerinde sahip oldugu etkileri geometrik
olarak kolayca gérmek i¢cin Mercator projeksiyonunda oldugu gibi diiz dogru ve cember
gibi egrilerin veya diizlemsel sekillerin goriintiilerinin diistinmek genelde yapilan bir
uygulamadir. Yukarida verilen sekil (2.31) de diiz dogrular i¢in bu uygulama yapilmustir.
Sezgisel olarak biliyoruz ki bir w = f(z) doniigiimii eger yonlii egriler arasindaki ag1y1 ve
dahi yonii koruyorsa bir konformal doniisiimdiir. Daha da 6nemlisi konformal doniisiimler,
son derece kiiciik sekillerin hem agilarin1 hem de sekillerini korur, ancak boyutlarini
veya egriligini korumayabilir. Ote yandan acilarin biiyiikliigiinii koruyan, ancak yonlerini

korumayan bir doniisiime es-acil1 doniisiim denir (Churchill ve Brown 1990, p.241).

Tamim 2.1.42. Eger w = f(z) fonksiyonu bir zo noktasinda analitik ve f'(zo) = 0 ise bu

durumda zp noktasina w = f(z) fonksiyonun bir kritik noktasi denir.
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Kritik nokta, matematigin bircok alaninda ve bir¢cok bilim dalinda kullanilan bir
terimdir. Reel analizden hatirlanacag iizere kritik nokta, fonksiyonun tanim kiimesinde
tirevlenemedigi veya tiirevinin sifira esittigi oldugu noktadir. Benzer sekilde kompleks
analizde de fonksiyonun tanimli oldugu bolgede analitik olmadigi veya tiirevinin sifira
esit oldugu noktadir. Bu anlamda kompleks analizde sonsuzdaki noktayi temsilen
kullanilan oo gdsterimi hem Mercator projeksiyonu hem de Riemann kiiresi yani Streografik
projeksiyonu i¢in bir kritik noktadir. |z| — oo iken Riemann kiiresi iizerindeki Z noktasi
N(0,0, 1) kutup noktasina ¢ok yaklasacaktir (Bak, Sekil (2.32)). Bu anlamda kritik nokta
belirli bir donem bilim adamlarinin kullanmak dahi istemedikleri veya agiklayamadiklari

sonsuz kavraminin matematiksel tanimina imkan bulmuslardir.

Tanmm 2.1.43. D, U C C alalim. Eger f : D — U olacak sekilde bire bir ve analitik w = f(z)
fonksiyonu varsa bu iki bolgeye konformal olarak esittir denir. Bagka bir ifadeyle, eger

asagidaki kosullar dogruysa D ve U bolgeleri konformal olarak esittir:

1. f bire birdir.
2. f analitiktir.

3. f~! analitiktir.

Ote yandan kendi iizerine olan konformal fonksiyona da bolgenin konformal otomorfizmasi
denir. Ayrica, yukarida tanim olarak verilen konformal esitlik sartinin oldukga kisitlayici
oldugu anlagilmaktadir. Buda bize konformal olarak esit olan iki bolgenin ancak ayni yerel

geometriye sahip oldugunu ifade etmektedir.

Ornek 2.1.5. Acik birim disk D = {z € C : |z] < 1} ve iist yar diizlem U = {z € C :
3(z) > 0} olarak alalim. Bu iki bolge geometik 6zellikleri acisindan ¢ok farkli (6rnegin,
D sinirli iken Usinirh degil) olmalarina ragmen w = f(z) = i__’_—i doniigiimii altinda bir
birlerine konformal olarak esittirler. Kisaca iddiamizi w = f(z) nin U yu D ye konformal
olarak esledigidir. Bu durumda, eger z € U ise, zorunlu olarak i noktas1 —i noktasina
oldugundan daha yakindir. Bu nedenle |i — z| < |i +z| ve boylece | f(z)| < 1 olur ki, buda
bize f(z) € D oldugunu verir. Diger taraftan g : D — U ters fonksiyonu i¢in w € D iken
3(g(w)) > 0 oldugunu gostermeye ihtiyacimiz var. Gerekli cebirsel iglemler yapilirsa

_ 1—
w=f(z) = %,f : U — D fonksiyonun tersinin f~'(z) = i~ = g(w),g: D — U

1+w
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oldugu kolayca gorliir. Amacimiza ulagsmak i¢in w = u 4 iv olarak alinirsa;

1—w 1—u—iv
—R(— ) =R (——
S(g(w) (1+w) (1+u+iv>
_ % l—u—l:vl—Ht—l:v
1+u+ivli4+u—iv
1—u?—?
(1+u)?+1?

elde edilir. Buna gore elde edilen son esitligin paydasi hi¢cbir zaman negatif degildir
ve w # —1 oldugunda da sifirdan farklidir. Eger |w| = u? +v? < 1 ise pay her zaman
pozitiftir. Bu cebirsel ve geometrik yorumlar bize ger¢cekten H ve D nin konformal olarak

esit olduklarini ifade etmektedir.

Bu boliimde de Mobius (veya kesirli dogrusal veya Bilineer) doniisiimler ve 6zellikleri
hakkinda temel bilgiler verilmigtir. 1Iyi bilinir ki, Mobius doniisiimler konformal
doniisiimlerin temel ve 6zel bir sinifin1 olustururlar. Mobius doniisiimleri temsil eden
fonksiyonlarin kompleks degiskenli analitik fonksiyonlar teorisinde cok onemli rolleri
vardir. Ornegin, bu doniisiimler bir bolgenin digerine bire bir konformal eslenmesini
bulmak i¢in ¢cok uygun yontemler saglar. Kompleks degiskenli fonksiyonlar sinifi
icerisinde, bir bolgenin dierine eslenmesi, konformal doniistimler icerisinde ki uygulamal
problemlerde siklikla yapilir. Ayrica konformal doniisiimler Mobius doniisiimlerin bileskesi
olarak yazilabilir. Bu doniistimlerin aslinda tarihsel olarak bakildiginda fonksiyonlarin
grafikleri kavramlarindan ¢ok daha once ortaya ¢iktig1 bilinmektedir. Mobius doniisiimleri
fizik, miihendislik, tip (6rnegin, ii¢ boyutlu goriintiileme), haritacilik ve matematik
alanlarinda bir¢ok problemlerle ilgili uygulamalara sahiptir. Bu anlamda ilgi ¢ekici Mobius
fonksiyonlarinin ne yaptigin1 hem geometrik olarak ve hem de cebirsel olarak anlamak
oldukca onemlidir. Kesirli lineer doniisiimler olarak da bilinen Moébius doniisiimlerin
agirlikli olarak ilk kez 1831 yilinda Alman matematikgi, astronom (gok bilimci) ve fizik¢i
August Ferdinand Mobius (1790-1868) tarafindan yayinlanan bir makalede tanitildig: kabul
edilmektedir. Ancak yayimlanma tarihinden kisa bir siire dnce Mobius’den bagimsiz olarak
Cek asilli Alman matematik¢i ve fizik¢i Johann Benedict Listing (1808-1882) tarafindan
ilk kez tamimlandi81 ve fakat 1861 yilina kadar yayimlamadig: da bilinmektedir. Bu
nedenle kompleks sayilarin gercek giiciinii ortaya ¢ikaran bu doniisiimler August Ferdinand

Mbobius’e atfedilmekte ve onun adiyla bilinmektedir. Temel olarak bir M&bius doniisiimii,
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diiz bir diizlemin Riemann kiiresine eglestirildigi ve ardindan diiz diizleme geri dondiigii
Stereografik projeksiyonun ozel bir tiiriidiir. Bu anlamda icerisinde yasadigimiz Fiziksel
Diinya icin en kullanish 6zelliklerinden biri, diizlemi Riemann kiiresine ve Reiamnn
kiiresini de diizleme eslerken kutup hari¢ her noktada acilar1 korumasidir. A¢1 koruma

ozelliginden dolay1 Riemann kiiresi veya stereografik projeksiyon konformaldir.

X3 .
N (0,0,1)

/
\Lxl

Sekil 2.32. Riemann Kiiresinin diizleme stereografik projeksiyonu veya izdiisiimii.

Reel analizden hatirlanacagi iizere bagimsiz bir degiskenin belirli bir sayiya (veya
noktaya), Reel eksen iizerindeki dogal siralamaya bagli olarak sagdan veya soldan cok
yaklagsmas1 durumunda fonksiyonun aldig1 degerler ya ¢ok biiyiir (+o0) ya da ¢ok kiiciiliir
(—o0). Ornegin, xl_i)r&% = 4o ve xl_if(r)l)lc = —oo dir. Benzer bir durumlarla kompleks
analizde de zaman zaman karsilasilasilabilmektedir. Ancak Kompleks analizde, Reel
analizde oldugu gibi 4o ve —oo arasinda herhangi bir ayrim yapilamadig: bilinen bir
gercektir. Dogasi geregi C kompleks diizleminde sonsuzdaki (veya ideal) nokta diye
adlandirilan ve o ile gosterilen tek bir nokta vardir ve kompleks diizlemdeki tiim yonler
bu noktaya c¢ikar. Bu anlamda genisletilmis kompleks diizlem kavraminin tanitilmasi
gerekmektedir. Genisletilmis kompleks diizlem, sonsuzdaki tek nokta oo ile C kompleks
diizleminin birlesimidir, yani C U {c} olup, C ye C.. , C veya C gibi bazi ilaveler
yapilarak gosterilmektedir. zo bir kompleks say1 olmak iizere, Zlirg) f(z) gibi limitlerin
z — 70 iken, yani z nin zo kompleks sayisini ¢ok yaklagmasi durumunda f(z) fonksiyon
degerlerinin nasil degistigini Sl¢tiigiinii biliyoruz. Bu anlamda genisletilmis kompleks
diizlem de zh_)r?o f(z) gibi limitleri, yani f(z) fonksiyonun sonsuzun komsulugunda nasil
degistiini hesaplamaya imkan saglamaktadir. Bazi durumlarda bu limitlerin sonlu
(6rnegin, 0 gibi) noktalardaki limitlere doniistiiriilebildig, yani Z11_>rr°10 flz)= !g% f (%) oldugu

bilinen bir gercektir. Verilen bilgilerden de anlasilacag: iizere bazi durumlar i¢in ¢ok
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onemli matematiksel araclar saglayan stereografik projeksiyon Riemann kiiresinin kuzey
kutbundan kaynaklanan 1ginlar yardimiyla kiire ylizeyindeki noktalar1 diizlem tizerindeki
noktalara bire-bir esler (Terside). Bu anlamda Kuzey kutup noktast N (0,0, 1) hari¢ birim
kiire S = {(x1,x2,%) €R3: x% -l-x% -|—x§ = 1} (Riemann kiiresi) tizerindeki Z = (x1,x7,x3)

seklindeki her nokta ile kompleks sayilar arasinda

X1 +ix2
1—X3

bagintisi vardir. Tersine, bu bagint1 yardimiyla C diizlemindeki herhangi bir z = x + iy
kompleks sayisina Riemann kiiresi iizerinde bir Z = (x,x;,x3) noktasi kargilik gelir. Tamim
geregi, kutup noktast N(0,0, 1) sonsuzdaki nokta yani ideal noktaya karsilik getirildigine

gore, gerekli olan cebirsel iglemlerin yapilmasiyla

z+zZ -2 |z!2—1>

7=x+iy— 7 = , = ,
4 (1+|er i1+ [27) [P+ 1

elde edilir. Bu agamada verilen bilgiler dogrultusunda genisletilmis kompleks diizlem ile

Riemann kiiresi arasindaki M : C.. — R> bire-bir konformal eslemesi

M(Z) = i QR(@),28(2), P~ 1) z€C

N(0,0,1) )2 =00
seklinde yazilabilir.

Stereografik projeksiyonun geometrik anlamda pek cok giizel 6zlelligi vardir. Geometrik
olarak aciktir ki, stereografik izdiislimii z—diizlemindeki her dogruyu kiire iizerinde
kutuptan gecen ¢cemberlere doniistiiriir. Bunun tersi de dogrudur (Bak, Sekil (2.32)).
Ote yandan herhangi bir f(z) = ‘Z% rasyonel fonksiyonu Riemann Kkiiresi iizerind bir
siirekli fonksiyona genisletilebilir. Ozel olarak eger herhangi bir z noktasi i¢in h(z) = 0 ve

g(z) # 0 ise, bu durumda f(z) fonksiyonu oo olarak tanimlanabilir. Bu tiir doniigiimler en

genel anlamda Mobius doniisiimleri olarak bilinir.

Mobius doniisiimlerin en yaygin olarak kullanildig1 alanlardan biri haritaciliktir. Takdir
edilir ki Diinyanin {i¢ boyutlu bir haritasini1 ¢ikarmak c¢ok pratik olmayip, ayrica iiretimi ve

dagitim1 da olduk¢a maliyetli olacaktir. Bu nedenle Diinya’nin ii¢ boyutlu goriintiisiinii iki
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boyutlu bir uzaya ¢evirmek icin bir matematiksel araca ihtiya¢ vardir. Bu ara¢ daha 6nce
de ifade edildigi gibi kompleks sayilarin ortaya ¢ikardigi Mobius doniisiimiidiir. Mobius
doniisiimleri ti¢c boyutlu dilnyamizin iki boyutlu diizlem iizerinde yani harita iizerinde
bir temsilini vermektedir. Bunu verirken, agilar ve yonler korunurken, diizlem tizerinde
dondiirmeler (translations), dtelemeler (rotations), biiyiime veya biiziilme (dilatations) ve
tersinir olma (inversion) olabilir. Ote yandan tibbi problemleri ¢ok yiiksek dogrulukla
teshis edebilen bir yazilim olusturmak i¢in Mobius doniisiimlerinden de yararlanilmaktadir.
Bilindigi iizere, yazilimlar bilgisayarlarda belirli sonuclar1 olusturmak veya elde etmek
icin tasarlanmig ve algoritma olarak adlandirilan bir dizi talimatlarin, programlama
dillerinden birinin kullanarak bilgisayarlara tanitilmasidir. Bu anlamda 6rnegin, tomografi
gibi cihazlarda kullanilan ¢ok giiclii yazilim programlar1 varliklarini tamamen Mobius
doniisiimiine ve dolayisiyla bir kiireyi diizleme konformal olarak yansitan bir eslemeye
bor¢udur. Yukarida haritacilik alaninda ifade edilen siirecle tibbi goriintiileme siirecleri
oldukca birbirine benzemektedir. Buraya kadar verilen bilgilerden Mobius doniisiimlerinin
ne kadar cok yonlii olarak giinliik hayatta kullanildig1 aciktir. Sekil (2.32)) de giinliik
hayatta tiptan, haritaciliga ve fotografcilik gibi cesitli alanlarda kullanilan stereografik
projeksiyon geometrik olarak verilmistir. Geometrik olarak Mébius doniisiimlerinin ne
kadar yararli matematiksel bir ara¢ oldugunu verdikten sonra, bir M6bius doniisiimiiniin

cebirsel yorumlarin1 vermemiz oldukga yarar olacaktir.

b
Tamm 2.1.44. a,b,c,d € C olmak iizere f(z) = azt
cz+d

fonksiyonu bir lineer(dogrusal)
kesirli doniigiim veya kisaca lineer doniigiim olarak adlandirilir. Eger ad — be # 0 ise f(z2)

fonksiyonu bir Mébius doniisiimiidiir ve

az+b
M(z)=——.ad—b 0 2.1
(z) rd c# (2.19)

olarak gosterilir.

A = ad — bc ifadesi M(z) doniisimiiniin determinanti olarak adlandirilmaktadir. Mobius

dontigiimiinde A # 0 olmasi gerekliligi;

(ad —bc)(z1 — 22)

M(z1) —M(z2) = (cz+d)(czp+d)
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esitliginden elde edilir. Bu esitlikte eger ad — bc = 0 alinirsa M(z1) —M(z2) = 0)(veya
M(z1) = M(z2)) esitliginden M(z) dontisiimii sabit olur.Ayn1 zamanda ad — bc # 0
alinmasi M(z) doniigiimiiniin bire bir oldugunu gosterir. Daha da énemlisi A = ad — bc #
0 kisitlamasi teget vektoriin elde edilmesine imkan saglayacaktir.Bir M(Z) Mobius
doniisiindeki a, b, c,d katsayilari bir tek sekilde belirlenmez. Bagka bir ifadeyle a, b, c,d
kat sayilar1 M(Z) Mobius doniigiimiiniin kendisinden bagimsizdir. Eger 0 # A € C alinirsa
Aa,Ab,Ac ve Ad Katsayilarina kargilik olarak

alz+Ab  az+b

= =M
cAz+Ad  cz+d @)
1
elde edilir. Bu anlamda hedefledigimiz sonuca ulagabilmek i¢in A = T alinir ve
ad — bc
gerekli olan cebirsel isemler yapilirsa;
1 1
a z+ b
M(z):az+b: +vad—bc  £+/ad —bc
Zag c ! z+ Y d
+vad —bc  ++/ad —bc
ifadesi elde edilir. Bu durumda;
a d b c _ad—bc

1

A— _ — —
Tvad —bc Fvad —bc  F+/ad —bc Fv/ad —bc ad —bc

olur ki bu da arzu edilen sonugtur. Dolayisiyla Mdbius doniisiimiinde ad — be # 0 sarti
yerine ad — bc = 1 de alinabilir. Bu sart1 saglayan Mobious doniisiimleri normallestirilmis

Mobious doniisiimler olarak adlandilmaktadar.

ad — bc # 0 sart1 ayn1 zamanda Mobius doniigsiimlerinin parabolik, eliptik, hiperbolik ve
loxodormik olarak siniflandirilmasina da temel olusturmaktadir. Bu doniisiimlerin her
biri benzersiz 6zelliklere sahip olup, matematik diinyasinin dtesine uzanan uygulamalara

sahiptirler.

Tanim 2.1.45. (2.19) esitligi ile verilen bir M(z) Mobius doniisiimii, eer

(i) M(z) = z+ a seklinde ise bir 6teleme(translations) olarak adlandirilir.
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(ii)) a > 0,a € R olmak tizere M(z) = az seklinde ise bir biiyiime (dilations) olarak
adlandirilir. Sayet 0 < a < 1,a € R ise bu durumda M(z) = az bir biiziilme olarak
adlandirilir.

(iii) 6 € Rise M(z) = ¢'%7 bir donme (rotations) olarak adlandirilir.

(iv) z# 0 olmak iizere M(z) = % seklindeki doniisiim ters (inversion) doniisiim oarak

adlandirilir.

Lemma 2.1.3. (2.19) esitligi ile verilen bir M(z) Mgbius doniisiimii, her biri birer Mobius

doniisiimii olan ve tanimlar1 Tanim (2.1.45) de verilen dort temel doniisiimiin bilegkesidir.

. b
Ispat. ad — bc # 0 olmak tizere M(z) = azi alalim.
cz
Eger ¢ = 0 ise, bu durumda
a b
M(z)=z+-
(z) St

elde edilir ki, bu 6ncelikle bir biiyiime ve ardindan da bir 6telemedir. M, (z) = gz ve

b
My(z) =z+ y olarak alinirsa M = M;0M, oldugu agiktir.

Eger ¢ # 0 ise, bu durumda da

2+
Cc

olur ki, bu da sirastyla bir 6teleme, ters, biiytime ve donme, ve tekrar bir 6telemedir. Burada

d 1 bc—ad 1 1
da M(z) = z+ —,Ma(z) = —,M3(z) = % ve My(z) = z+ — olarak alimir ve
c z c d c
Z+ Z
gerekli olan cebirsel islemler yapilirsa M = MsoMzoM,oM, elde edilir. [

Eger z, M(z) Mobius doniisiimiiniin bir sabit noktasi ise, bu durumda

_az-l—b

2
i e« +(d—a)z

M(z)

olur. Eger burada c # 0 ise M(z) dogal olarak iki sanit noktaya sahip olur. Eger ¢ = 0 ise

bu duruda da tek bir sabit noktaya sahip olur ve dolayisiyla M (eo) = oo dir.
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Buraya kadar verilen bilgilerden sonra ad — bc # 0 olmak iizere M : C.. — C. M&bious

doniisiimleri i¢in, eger ¢ # 0 ise

az+b

:—d oo
cz+d L [e:z 7
M(Z):<oo ,Z:—d/C

a

— , L =00

\ C

yazilabilir. Benzer olarak ters Mobious doniisiimii i¢in de

(
dz—>b
—cz+a yz=ajez e
M (z2) =1 ,z=ajc
- ,z=o0
\ C

yazilabilir.

Uyar 2.1.1. Birim disk D(0,1) = D den C kompleks diizleme f konformal dontigiimii
yoktur. Ciinkii olsayd: f~!: C — D(0, 1) ters fonksiyonu sabit olmayan sinirl bir tam

fonksiyon olacaktir. Bu ise (2.1.24) Liouville teoremi ile ¢elismektedir.

Ozellik 2.1.1. a # 0 ve a,b € C olmak iizere M(z) = az+ b doniisiimii cemberi cembere

esler.
Ispat. Ispat iki asamada yapilabilir. Ik asamada bir cemberin goriintiisiin bir cember
oldugunu, ikinci asamada ise tersine goriintiisii cember olan orijinal seklin kendisinin de

bir cember oldugunu gosterelim.

Kabul edelim ki y C C bir ¢cember olsun, bdylece birzo € Cve r > 0iciny={z€C: |z—
zo0| < r} olarak yazilabilir. Bu durumda amacimiz ¥ nin doniisiim altindaki goriintiisiiniin

yani M (y) nin bir cember oldugunu gostermektir. Gergekten, herhangi bir z € y alindi§inda;

IM(z) —M(z0)| = |(az+b) — (azo + b)|

= |az — azo|
= |al|z — zo|
= |a|r
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elde edilir. Bu da bize M(y) nin M(zg) merkezli ve |a|r yaricapl bir cember oldugunu
verir. Bu anlamda 6zel bir 6rnek olarak, M(z) = z — i olarak alalim. Eger z noktasi
z—diizleminde 1 birim yarigaplh ve orijin merkezli cember iizerinde ise, bu duurumda z —i

noktas1 w—diizleminde 1 birim yarigapli ve —i merkezli cember ilizerinde bulunur.

Tersine, kabul edelim ki M(z) € C, M(z9) merkezli ve |a|r yaricapl bir cember tizerinde

olsun. Bu durumda M~! (a~! (M(z) — b)) = M(z) olup, ayn1 zamanda

M~ (a™ ! (M(2) = b)) | = |~ (M(2) —b) —a™ ' (M(z0) — )|

=la~"||M(z) — M(z0)| = r

olur. Buda bize a~! (M(z) — b) € y ve de dolayistyla M(z) € M(y) oldugunu verir. Boylece,

M(y) kesin olarak zg merkezli ve r yarigaplt bir cemberdir. 0

Ozellik 2.1.2. M : C., — C.. olarak tanimlanan M(z) M&bius doniisiimii z—diizlemindeki

bir cemberi w—diizlemindeki bir dogruya ya da ¢cembere esler.

Ispat.  z—diizlemindeki bir ¢cember w—diizlemindeki bir dogruya ya da cembere
eslenecektir. Eger orijinal ¢cemberimiz bir zy kutup noktasindan gecerse bu durumda
M(zp) = oo olur. Buda bize goriintiiniin sinirsiz oldugunu ifade eder. Bu nedenle, boyle
bir cemberin goriintiisii ancak bir dogru olmak zorundadir. Eger orijinal cember zg kutup

noktasindan gegmezse, goriintii sinirli yani bir ¢gember olmak zorundadir. [

.. 1
Ozellik 2.1.3. M(z) = —(z # 0) ters doniisiimii analitik olup, ¢emberleri ve dogrulari
F4

cemberler ve dogrulara esler.

Ispat. f(z)’nin analitik oldugunu gostermek igin, herhangi bir zp # 0 noktasdinda bir
kuvvet serisine sahip oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Bazi cebirsel manipiilasyonlari

kullanarak istedigimiz sonuca ulagabiliriz. Soyle ki,

1 1
f(z) = — = ————— (Cebirsel manipiilasyon)
Z  Z—20+20

1 1
T 201 Elw)
20
I & (=)
Z—Z#(Z—Zo)

W0,=0 <0

=y C ey

n=0 <0

n
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elde edilir.Buda ispat1 tamamlar (Bak, Teorem (2.1.4)).

. 1
Ispatimizin ikinci kisminda ise M(z) = —(z # 0) ters doniisiimiiniin cemberleri ve dogrular
Z

cemberler ve dogrulara esledigini gosterelim. Bununi¢in Cde 0 £z € C,z=x+1iyve m,n

her ikisi birden sifir olmamak iizere bir [ = {x+ iy : mx +ny = p} dogrusunu alalim. Ote

yandan M(z) = u+ iv olduguna gore,

M(x+iy) 1 1 x—iy

X 1 = =

Y x+iy x+iyx—iy
X Y

T2y 2y
elde edilir. Buradan katsayilarin esitliginden

X —

= —=——H VeV =
x2+y2

u _ 7
x2_|_y2

dir. Ayrica gerekli olan cebirsel islemlerin uygulanmasiyla (2.20) esitliginden

1
2 2
u +v _x—2+y2

elde edilir. Ote yandan z # 0 olarak secildigine gore mx 4 ny = p esitligini

X y 1

mx2+y2+”x2+y2 — Py

(2.20)

(2.21)

(2.22)

olarak yeniden yazabiliriz. Bu asamada (2.20) ve (2.21) esitlikleri (2.22) de yerine yazilirsa

mu—nv = p(u® +1?)

(2.23)

elde ederiz. Eger p # O ise (2.23) esitligi u ve v degiskenlerine bagli bir cember denklemidir.

Yani M(z) dontistimii / dogrusunu bir ¢embere eslemis olur. Eger p = 0 ise bu durumda da

(2.23) esitligi mu = nv ile verilir. Bu durumda da M (z) dontigiimii / dogrusunu orijinden

gecen bir dogruya eslemis olur. Ikici adimda bir Mébius doniisiiniin bir gemberi bagka

bir cembere esledigini gosterelim. Bilindigi iizere z—diizleminde z =x+iy # 0 ve m # 0

olmak tizere

C = {x+iy:m(x*+y*) +nx+py+k =0}

88

(2.24)



cemberi alinabilir. Bu ¢cemberin M(z) = % ters doniisiimii altindaki goriintiisiinii bulmak

icin (2.24) ifadesinde x yerine % ve y yerine de 2_—‘)2 yazmak yeterli olacaktir.
u-—+v u-+v

Buna gore,

V() ) () o (2 ) +k=0
m|| —= o n| —-——s - =
u? +v? u? +v? u? +12 p u? +v?
elde ederiz. Burada gerekli olan cebirsel kisaltmalar yapilirsa en sade sekliyle
k(u? +v?) +nu—pv+m=0

elde ederiz ki, bu bir cember denkleminden bagka bir sey degildir. [

1
Buraya kadar verilen bilgilerden sonra cebirsel olarak incelendiginde M(z) = —(z # 0)
b4

ters doniisiimiinde z yerine kutupsal gosterim olan re’® almirsa;

11,
M(z) = rei® ;e l

elde edilir ki, buna gore M(z) nin argiimenti z nin argiimentinin ters isaretlisi olurken,
modliide z nin modiiliiniin carpma islemine gore tersidir. Geometrik olarak bakildiginda z
noktasi orijine yaklasirken M(z) degeri uzaklasacaktir. Bunun tersi de gegerli olacaktir.
Eger z orijin etrafinda pozitif yonde hareket ederken M(z) degeri bu yoniin tersinde yani
negatif yonde hareket edecektir ve bunun tersi de dogru olacaktir. Eger bir /[ dogrusu
iizerinde orijine en yakin noktasi P olan bir dogru ise, bu durumda M(z) = % ters doniisiim
altindaki goriintiisii, iizerinde orojine en yakin noktasi 1/P olan ve orijinden gegen bir
dogru olacaktir. Bunun terside dogru olacaktir. Bagka bir durum olarak eger C iizerinde
orijine en yakin nokta P ve en uzak noktasi1 7" olan orijinden gegmeyen bir cember ise, bu
durumda M(z) = % ters doniistim altindaki goriintiisii, lizerinde orijine en yakin noktasi

1/T ve en uzak noktasi da 1/P olan orijinden gegmeyen bir ¢cember olacaktir.

Bir Mobius doniisiimii altinda bir dogru veya ¢cemberin goriintiisiiniin bagka bir dogru
veya ¢ember oldugu gercegi Mobius doniisiimlerinin degismez bir geometrik 6zelligidir.
Bu anlamda M&bius doniistimleri fonksiyonlarin siniflandirilmasinda ¢ok yararl bir arag
olarak kullamlmaktadir. Ornegin birim diski kendine esleyen Mébius doniisiimlerinin sinifi

gibi.
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Ornek 2.1.6. M(z) = Z—: (Cayley doniisiimii) alalim. Bu doniisiim x—eksenini birim
Z l

cembere ve iist yar1 diizlemi de birim cembere esler.

Coziim. i1k 6nce z reel eksen iizerinde dogal siralamasina gore hareket etsin. Bu durumda

doniistimiin etkisinin gormek i¢in z = x almak yeterli olacaktir. Bu durumda,

Vi1
V241

M(z) = =1

Z—l ‘ ‘Z—l
z+z z+1i

elde edilir. Buna gore z reel eksen iizerinde pozitif yonde hareket ederken M(z) de
w—diizleminde birim ¢ember {izerinde pozitif (saatin donme yOniiniin tersi) yonde hareket

eder.

Simdi de y > 0 olmak iizere z = x + iy alalim. Yani z list yar1 diizlemde hareket etsin. Bu

durumda |y+ 1| > |y — 1| yazilabilir ve

|z 1]

lz+i=x+ily+ 1| > |x+ily—1)|=|z—i| = M(z) = P <1
olur. Boylece M(z) doniisiimii iist yar1 diizlemi birim diske eslemis olur.
z—diizlemi M(2) w—diizlemi

y v

Sekil 2.33. M(z) = Z—: doniisiimiiniin reel eksene ve iist yar1 diizleme etkileri .
741

Sonug olarak bu hesaplamalar gostermektedir ki, Cayley doniisiimii reel ekseni, saatin
donme yOniiniin tersinde hareket ederek 1 den baglayip 1’e gelen birim ¢embere
ve list yar1 diizlemi de yine birimim ¢emberin i¢ bolgesine eslenmektedir. Ingiliz

matematikci Arthur Cayley (1821-1895) tarafindan 1846 yilinda olusturulan bu doniisiim
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bazi1 6zel gorevleri(M (i) = 0,M(o0) = 1,M(—1) = i,M(0) = —1,M(1) = —i ve yukarida
verilen geometrik yorumlar) yerine getiren konformal bir doniisiimden c¢ok daha
fazlasidir.Giinlimiizde savunma sistemleri, radyo ve televizyon frekanslari, empedans

grafikleri vb. bircok miihendislik hesaplamalarinda kullanilmaktadir.

August Monius’un ifadesiyle bir Mobious doniistimii Tanim (2.1.45) de verilen 6teleme
(translation), uzama (dilations), donme (rotations) ve ters doniisiim (inversion) temel
doniistimlerinin 6zel bir durumu veya onlarin bilegkesidir. Bu anlamda bir Mobius
doniigiimii basit bilesenlerine ayrilabilir. Bu ise drnegin, M(z) = ;—J_ri gibi olduk¢a komplike
olan doniisiimlerin gerek cebirsel anlamda gerekse de geometrik anlamda analiz edilmesini
cok daha kolay hale getirebilmektedir. M(z) = ;—i’i doniisiimii oncelikle bir oteleme,
ardindan bir oteleme, ardindan bir uzama ve donme ve ardindan da tekrar bir 6teleme
olarak

1 1 1
—r7—i— — +— 2l —— +— 1+ 2i.—— =M(z)
7—1i 7—1i 7—1i

seklinde basit bilesenlerine ayrilabilir. Bu durumda geometrik olarak yorum yapmak
oldukga kolaylasacaktir. Ornegin M(z) = ;—in doniisiimii altinda {|z| = 1:z € C} birim
cemberinin goriintiisiinil bulabiliriz. Bunun i¢in birim ¢ember {izerinde bir z noktasi alalim.
Bu durumda z — i 6telem doniigiimii altindaki goriintiisii (0, —i) merkezli 1 birim yarigaph
cember lizerinde bir nokta olur. Bu noktanin goriintiisii ise % ters doniisiimii altindaki
goriintiisii ise oriijine en uzak noktas1 —2i olan ve orijinden gecen bir ¢cember iizerinde bir

nokta olur ki, bu cember aslinda orijine en yakin noktasi _2—} = % olan yatay bir dogrudur.

Bu dogrunun % uzama ve donme doniisiimii altindaki goriintiisii ise 2i % = —1 den gecen

dikey bir dogru olacaktir. Sonug olarak elde edilen bu goriintii 1 birim saga 6telenirse son

goriintii orijinden gecen dikey bir dogru olur.
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z—dizlemi w—diizlemi

y v
— zHi
W=

g
N

Sekil 2.34. M(z) = ;—J_ri doniisiimii altinda birim ¢emberin goriintiisi.

3 T T
Ornek 2.1.7. w = ¢° doniisiimii B = { — > i S(z) < E} yatay seridini konformal olarak

U = {R(w) > 0} sag yar diizlemine esler. Diger taraftan da
M(z) = —— (2.25)
Mobius (veya kesirli lineer) doniisiimii ise sag yar1 diizlem U yu konformal olarak birim

disk D = {|M(z)| < 1} ye esler. Bu durumda (2.25) déniisiimiinde w yerine ¢° alinirsa

et —1
M(z) = 2.2
@=5" (226)

bileske doniisiimii elde edilmis olur. Elde edilen (2.26) doniisiimii ise U yatay seridini

birim disk D ye esleyen bire bir bir konformal doniisiimdiir.

z—diizlemi w—duzlemi w—dizlemi
y 1% v
w=e M(z) = vt
/\
b3 RN
777777777 ¥ Yo — -+~

I
I

I

I

I

|

|

|

|

|

I

I

I

I / N

\

I

|

T

|

|

|

|

I

I

|

I

|

Sekil 2.35. Konformal doniisiimlerin bilegkesi.
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Riemann doniisiim teoremi kompleks analizin ve dolayisiyla da konformal doniisiimler
icin en temel teoremdir. Aslinda, bu teorem, geometrik bir bakis agistyla Geometrik
fonksiyon teorisinde yapilan calismalarin da baglangici sayilmaktadir. Ciinkii birim disk
izerinde tanimlanan analitik fonksiyonlarin olusturdugu herhangi bir fonksiyon sinifi igin
kullanilan bilgileri saglayan matematiksel araclar ve ilgin¢ geometrik yorumlarin temelinde
Riemann doniisiim teoremi vardir. Riemann doniisiimii, fonksiyonun kompleks degerlerine
karsilik reel degerli katsayilara sahiptir. Bu nedenle birim disk iizerinde tanimlanan
Riemann doniisiimiinii orijin komsulugundaki Taylor a¢ilimindaki katsayilarinin isaretleri
£(0) =0 ve f'(0) > 0 ye bagh olarak belirlenebilir. Bu etkileyici teorem, bir U C C basit
baglantil1 bolgesini konformal olarak D = {|z| < 1:z € C} birim diske eslenebilecegini
ifade eder. Ispati oldukga tekniktir. Biz biliyoruz ki bir konformal désiimiin tersi de
konformaldir. Bu durumda Riemann doniisiim teoremi ifade eder ki kompleks diizlemin
esit olmayan herhangi iki basit baglantili bolgesi konformal olarak birbirine esittir.
Bu teorem ilk defa matematiksel anlamda, 1851 yilinda Bernard Rieman (1826-1866)
tarafindan doktora tezinde ifade ve ispat edildi. Bu tarihten beri bir¢ok matematik¢i bu
teoremin farkli ya da daha kompakt (6zgiin anlamin1 kaybetmeden) ispat versiyonlarini
yaptilar. Bu degerli bilim adami 1826 yilinda Kuzey Almanya’da kiiciik bir kasaba olan
Breslenz’de dogdu. 1840-1846 yillar1 arasinda Hannover’de liseye devam etti. 1846
yilinda Géttingen Universitesine yazilan Bernard Riemann, Gauss (69 yasinda Profesor),
Peter Gustav Lejeune Dirichlet, Carl Gustav Jacob Jacobi gibi bilim adamlarindan
dersler aldi. 1841-1851 yillar1 arasinda Gauss’un danigmaliginda doktora caligmasi yapti.
1851-1859 yillar aras1 Bernard Riemann’in en iiretken oldugu déonemdir. Bu donemde
9 makalesi yayimlandi. 1866 yilinda Italya’da 6len Riemann’in bu tarihten sonra ise
7 makalesi daha yayimlanmistir. Ayrica, bilim adina ¢ok 6nemli olan su ¢aligmalarini
verebiliriz: Riemann 1ntegrali, Riemann Kiiresi, Riemann-Schwarz prensibi, Riemann
Zeta Fonksiyonu, Riemann-Hilbert Uygunlugu, Reiamnn Yiizeyi, Cauchy-Riemann
Denklemleri, Riemann-Brill-Voter Teoremi, Riemann Geometrisi, Riemann Hipotezi,

Riemann Toplami, Riemann-Roch Teoremi.

Daha oncede ifade edildigi iizere Riemann doniisiim teoreminin ispati oldukga teknik olup

farkli yaklagimlar kullanilabilmektedir. Bu anlamda burada verilecek olan ve temelleri iinlii
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Alman matematik¢i Koebe’nin fikirlerine dayanan ispatta kullanilan iki 6nemli teoremi

hatirlatarak devam edelim.

Teorem 2.1.33. (Hurwitz Teoremi) Kabul edelim ki {f;}, bir D bolgesinde f(z)
fonksiyonuna yakinsayan biitiin analitik fonksiyonlarin bir dizisi ve ayrica f(z) fonksiyonu
bir zp € D noktasinda n. mertebeden sifira(yani koke) sahip olsun. Bu sartlar altinda
yeterince bilyiik bir p > 0 vardir 6gleki fi(z), |z — zo0| < p diskinde tam olara n sifira
sahip olur. Dahas1 bu sifirlar, k degeri sonsuza yaklasirken (yani kK — oo iken) zg noktasin

yaklagirlar.

Teorem 2.1.34. (Montel Teoremi) Kabul edelim ki F, bir D bélgesinin her bir kompakt
alt kiimesinde diizgiin siirli olup, D bolgesinde analitik olan biitiin fonksiyonlarin bir
smufi (ailesi) olsun. Bu sartlar altinda F siifindaki her bir dizi, D bdlgesinde yakinsak bir

alt diziye sahip olur.

Tanim 2.1.46. (Diizgiin sitmirhlik) Bir F ailesine bir D bolgesinde diizgiin sinirlidir denir,

eger biitiin f € F ler i¢in |f| < M olacak sekilde bir M > 0 sabiti varsa.

Lemma 2.1.4. Birim disk D yi kendisne konformal olarak esleyen M : D — D doniistiimiinii

alalim. Bu durumda bir zg € D i¢in

2—20
M(z)=2A
(@) =AT—=;

olacak sekilde |A| = 1 sartin1 saglayan bir M(z) Mobious doniisiimii vardir.

Ispat. Eger, |A| = 1 ise, bu durumda

Z—20 7—20
M) =|A——"| = —,|Al=1
— 202 1—20z
1 z—20
=|= —|,lz| = 20| =1
20 1 —2z29
| 220
7—|z|*20
7—2
= |— 7‘z|:1
Z—720
=1
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elde edilir. Bu da arzu edilen sonugtur. Boylece verilen M(z) dontigsiimii birim diski

kendisine eslemis olur.

O

Teorem 2.1.35. (Riemann Doniisiim Teoreminin Orijinal Versiyonu) Bir U C C basit
baglantili bolgesini birim disk D = {z € C : |z| < 1} ye esleyen, bir konformal f: U — D

doniistim vardir (Riemann 1851).

Eger bir U C C basit baglantili bolgesi birim disk D ye konformal olarak esit ve herhangi
bir zg € U i¢in
flzo) =0ve f'(z9) >0

sartlar1 saglaniyorsa, bu durumda f : U — D konformal doniisiimii tek tiirli belirleni

(Koebe 1907).

Ispat. zo € U segelim ve U de |f(z)] < 1 ve f’(z0) = 0 sartlarim saglayan biitiin univalent
f fonksiyonlarinin sinifin1 F ile gosterelim. Bu sartlar altinda teoremin ispatini ti¢ adimda

gerceklestirilebilir.

1. F sinifi bos degildir.
2. Maksimal sonlu tiireve sahip bir g € F fonksiyonu vardir.

3. g fonksiyonu U dan D ye bir biholomorfik (yani iki yonlii analitik) fonksiyondur.

Adim 1. Kabul edelim ki a ¢ U dir. Bu durumda U basit baglantili oldugu i¢in, bu A(z) ile
gosterecegimiz \/z — a mn bir tek degerli analitik dalin1 tanimlayabilecegimizi dogrular.
Bu ise & fonksiyonunun bire bir oldugunu ve hem 4(U) da ve hem de —h(U) da deger
almadiin1 dogrular. Gergekten eger h(z;) = h(zp) ise bu durumda z; —a = zp — a olup, bu
da bize z; = z oldugunu verir. Dolayisiyla A(z) fonksiyonu ayni argiimantle zit degerleri
alamaz yani h(U) = —h(U) olamaz. Genelligi bozmadan, bu durumda / fonksiyonu
altinda U nun goriintiisiiniin bir {|A(z) — h(zo)| < p} diskini kapsadig1 sonucu ¢ikar ve
ayrica {|h(z) +h(zo)| < p} diskinde deger almaz. Bu nedenle biitiin z € U noktalari igin

|h(z) + h(zo)| > p ve sonug olarak da 2|h(zg)| > p olur. Bu noktadan sonra

_ P W (20)] h(z0) h(z) —h(z0)
4 |h(z0)|? W' (z0) h(z) + h(z0)

fo(2) (2.27)

95



olarak tanimlana f fonksiyonun F sinifinda oldugu gosterilmelidir. /4 fonksiyonu bire
bir oldugu icin dogal olarak f; fonksiyonu da bire birdir. f fonksiyonunun U da analitik
oldugu gormek i¢in (2.27) esitliginde en sagda bulunan ¢arpanin paydasinin U da sifir
olmadig1 ve ayrica iki analitik fonksiyonun béliimii oldugu aciktir (2(U) ve —h(U) nun

farkli olmasinin bir sonucu olarak). Dolayisiyla fy bire birdir. Ayrica,

h(z) —h(z0) | _ 1 2 4|h(zo)|
h(z)+h(zo0)| Ih(z0)] h(z0)  h(z) +h(z0) = P
olarak alnirsa
p |1 (z0)] h(zo) 4[h(z0)| _
OIS TP k) o

elde edilir. Buda biz | fy(z)| < 1 oldugu isaptlar, boylece fy € F dir. Yani F bog degildir.

Adim 2. A = Sup{|f'(z0)| : f € F} > 0 olarak alalim. Burada A i¢in hicbir varsayimda
bulunulmadigina ve A min sonsuz da olabilecegine dikkat edelim. Ayni zamanda f;(zo)
tirevleri A ye yakinsak olacak sekilde F deki fonksiyonlarin bir { f,,} dizisi alalim. Bu
durumda (2.1.34) Montel teoremine gore, normal olarak U da bir g analitik fonksiyonuna
yakinsayan bir f, alt dizisi vardir. Baslangicta f;, ler iizerinde zorunlu kilinan sartlardan
dolay1 U da |g(z)| < 1 ve g(z0) = 0 ve de |g'(z0)| = A olur. Bu da bize tanimlanan A nin

sonlu oldugunu gosterir. Bu durumda Adim.2 nin ispati tamamlanmagtir.

Admm 3. (2.1.33) Hurwitz teoreminin sonucundan alint1 yaparak, f, ler univalent (tek
degerli) olduklarindan g nin ya univalent veya sabit olmasi gerekir. |g(z9)| = A > 0 olmasi
g nin zo 1n komsulugunda sifirdan farkl bir tiireve sahip olmasi gerektigi ve dolayisiyla
g nin sabit olamayacagi sonucu ¢ikar. Bu asamada g nin birim disk D de tiim degerleri
aldigin1 gostermeliyiz. Bunu gostermek i¢in, bir ¢eliski kabul ediyoruz ki bu celiski
|[wo| < 1 olacak sekilde ki wy lar igin g(z) # wo oldugudur. Bunun bir ¢eliski oldugunu

ortaya koyacak fonksiyonu
8(z) —wo

2.28
1 —wog(z) (2:28)

olarak tamimlayalim. Bu fonksiyon paydasi birim disk D de asla sifir olmayan analitik bir
fonksiyondur. Dolayisiyla, buda fonksiyonun goriintiisii birim disk eksi orijin (yani,

D —{0}) oldugu agiktir. (2.28) fonksiyonunun paydasinin her zaman sifir olmadigi
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gozlemlendigine gore, bu fonksiyonu karekokiiniin analitik olan dalini

8(z) —wo

F@=1/1 —wog(2)

(2.29)
olarak tanimlayabiliriz. Bu durumda yapmamiz gereken F(z) nin delinmis birim diski
delinmig birim diske esledigini gostermektir. Bunun i¢in de F(z) analitik fonksiyonunu

kullanarak
G(o) = LA —Flz0) (2.30)
1= F(z20)F (z)
fonksiyonunu tanimlayalim. G(z) fonksiyonu delinmis birim diski, zg noktasini 0 gétiirerek
delinmis birim diske egler.Bu durumda hem (2.30) ile verilen G(z) ve hem de (2.28) verilen
g(z) fonksiyonlar1 zg noktasini 0’a gotiiriirler ve her ikisi de F nin birer elemanidirlar.

Bununla birlikte, direkt bir hesaplamayla

_d |g,(Z0)| (1—‘W ‘2) 1_|W0|

’G <Z0)’—2\/|W_0’ (1_|WO|)2

= L(1 +wo)

2/ Iwol
elde edilir. Bu durumda |wg| < 1 oldugu i¢in |G'(z0)| > A oldugu dogrulanir ki bu ise
F smifindaki g fonksiyonunun maksimum tiirevi zg noktasinda aldig1 gercegi ile celisir.
Dolayisiyla, g nin birim diskte bir deger almadig1 varsayimimiz yanlis olur. Yani g nin

ispati tamamlayan birim diskte olmasi gerektigi sonucuna variyoruz.

Teoremin ispatin1 tamamlamak i¢in f doniisiimiinii bir tek oldugunu gostermeliyiz. D yi U
ya esleyen baska bir g doniisiimii daha oldugunu kabul edelim. Bu durumda fog~" bileske

doniisiimii de birim disk D nin bagka bir konformal doniisiimii olur ve

(fog™ 1) (0) = f(z0) =0

sart1 saglamr. Ote yandan Lemma (2.1.4) ye gore |A| = 1 olmak iizere fog~'(z) = Az
yazilabilir. Bu asamada istedigimiz sonuca ulasmak icin (fog~')(0) yi hesaplamamiz

yeterli olacaktir.

(fog™1)'(0) = f'(s~'(0))(s~")'(0) Zf’(Zo)g, P =
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Dikkat edilirse bu sonu¢ A pozitif reel sayisina esittir. Keza hipotez geregi |A| = 1 dir. O

halde fog~!(z) = z olup buradan da f~! = g~! yani f = g elde edilir. O

Lemma 2.1.5. U kompleks diizlemde bir bolge ve f: U — C sifira 6zdes olmayan (yani,
f(z) # 0 olan ) analitik bir fonksiyon osun. Bu durumda 68le bir g : U — C — {0}
fonksiyonu vardir ki her z € U i¢in f(z) = [g(z)]? dir.
/
Ispat. Vz € U igin f(z) # 0 ve f analitik olduguna gore ];(—(Z)) fonksiyonu da analitiktir
b4

(Bak, Teorem (2.1.15)). Buna gore 6gle bir 2 : U — C analitik fonksiyonu tanimlanabilir
ki

h(z) = In[f(2)] (2.31)

dir. Eger (2.31) esitliginin her iki tarafinin z ye gore tiirevi alnirsa

H(z) = (232)

elde edilir. f(z) analitik oldugundan aciktir ki /’(z) de analitiktir. Eger (2.31)da z =z,

aliirsa temel logaritma bilgimizle kolayca
@) = £(z)) (2.33)
oldugunu gorebiliriz. Simdi Vz € U i¢in (2.32) de kullanilarak

[f(z)‘e—h(Z)]/ _ f/<z)e—h(z) _f(Z>h/(Z)€_h(Z)
f,(Z> e*h(z)

= f'@e" — £(2) 7@
=0 ()~ 1))
=0

olur. Dolayisiyla f'(z)e () sabitti. Bu durumda (2.33) den f(z) = "% oldugu
dolayisiyla da g(z) = "% elde etmis oluruz. Daha agik olarak [g(z)]> = f(z) dir. Bu

da arzu edilen sonugtur. [

Daha 6ncede ifade edildigi gibi Bernard Riemann tarafindan doktora tezinde ortaya konan
ve gliniimiizde de kompleks analiz miifredatinin 6nemli bir par¢asini olusturan standart

Riemann doniisiim teoremi iki agidan yetersiz goriilebilmektedir. Bunlardan birincisi,
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verilen basit baglantili bir U bolgesinin D birim diske esleyen doniisiimiin varlidini garanti
etmesine karsilik s6z konusu doniisiimiin nasil olusturulabilecegini ortaya koymamasidir.
Ikincisi ise, U bolgesinin sinirini ne sekilde doniistiirdiigii hakkinda bir sey sdylememesidir.
Bu yetersizlikler tam 92 yil sonra iinlii Alman matematik¢i Paul Koebe (1882-1945) nin,
Riemann doniisiim teoreminin derinliklerinde yatan geometrik ozellikleri ortaya ¢ikaran
ve bu anlamda da univalent fonksiyonlar teorisinin baglangici olarak da kabul edilen
calismalartyla giderilmistir. Daha kapsamli olarak Geometrik fonksiyonlar teorisinde de

bir¢ok teoreme temel olugturan bu ¢aligmalarin ana bagliklari su sekilde verilebilir:

(i) w = f(z) birim disk D de tanimli analitik univalent bir fonksiyon ve f(0) = f/(0) —
1 = 0 olmak iizere 6gle bir pozitif reel say1 r sabiti vardir ki bu durumda |w| < r dir.
Yani verilen sartlar altinda f fonksiyonunun goriintiisii » yaricaplh diski kapsar.

(ii) w= f(z) birim disk D de tanimh analitik univalent bir fonksiyon ve f(0) = f'(0) —
1 = 0 olmak iizere bir pozitif reel say1 r sabitine bagh olarak 6gle pozitif m;(r) ve
M (r) degerleri vardir ki, bu durumda m (r) < |f(z)| < M(r) dir.

(iii) w = f(z) birim disk D de tanimli analitik univalent bir fonksiyon ve f(0) = f’(0) —
1 = 0 olmak iizere bir pozitif reel say1 r sabitine bagh olarak 6gle pozitif my(r) ve

M, (r) degerleri vardir ki, bu durumda m, (r) < |f'(z)| < Ma(r) dir.

Kompleks diizlemde tanimli bir w = f(z) fonksiyonunun (2.5) ile verilen bir noktadaki
tiirevinin anlamu, reel analizdeki anlamindan farklidir. Reel analizde y = f(x) ile verilen
bir fonksiyonunun tiirevi, x bagimsiz degiskenindeki degisimin fonksiyonun y bagiml
degiskenindeki meydana getirdigi degisme oraninin bir dl¢iisiidiir. Bu 6lcii hatirlanacagi
tizere bir noktadaki aki, hiz veya egim gibi fiziksel bilgileri temsil eder. Bununla
birlikte kompleks degiskenli fonksiyonlarda temel Oncelik tiirevin var olup olmadigidir.
Tiirevin varlii, kompleks fonksiyonun analitik ve geometrik 6zellikleri hakkinda bilgi
vermektedir. Bir kompleks degerli f fonksiyonunun bir zp noktasindaki tiirevinin varliginin
anlami, zp noktasinin fonksiyonun tanimli oldugu bélgenin bir i¢ noktas:t mi1? Yoksa bir
sinir noktast mi1? Olduguna bagh olarak degismektedir. Bu karigikligi 6nlemek igin,
tim analitik fonksiyonlar kompleks diizlemin agik bir alt kiimesinde yani bir bolge
iizerinde tanimlanirlar. Bu durumda Koebe’nin yukarida verilen ¢alismalart w = f(z)
analitik fonksiyonlarinin goriintii bolgelerinin, birer geometrik karakterizasyon olarak

siirliligina, boyutuna ve sekline atif yapmaktadir. Bu kavramlar ise analitik fonksiyonlarin
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siniflandirilabilmesi i¢in ¢cok onemlidir. Bu anlamda Koebe’nin c¢alisimlari Univalent

fonksiyonlar teorisinin baglangici olarak kabul edilmektedir.

Koebe (ayni zamanda bagimsiz olarak cagdasi Franszi matematik¢i Henri Poincare
(1854-1912)), bir basit baglantili Riemann yiizeyinin Riemann kiiresi C (Eliptik model)’ ye
veya kompleks diizlem C (Parabolik model)’ye ya da birim disk D (Hiperbolik model) ye
izomorf (konformal olarak esit) oldugunu ifade ve ispat etmistir. Bu durum Koebe-Poincare
Normallestirme teoremi olarak da bilinir. Dikkat edilirse, Normallestirme teoremi Riemann
yiizeyinin Rirmann kiiresi tizerinde basit baglantili bir alan oldugu Riemann doniisiim
teoreminin 0zel bir durumudur. Bu en kolay stereografik projeksiyon ile goriilebilir (Bak,
Sekil (2.32)).Kiireyi kullanmanin giizel bir 6zelligi olarak daha once de ifade edildigi
tizere, diizlemdeki diiz ¢izgilerin kiiredeki dairelere karsilik gelmesi ve boylece diiz
cizgiler ve dairelerin ayni temele oturtulmasidir. Ayrica, Riemann yiizeylerinin eliptik,
parabolik ve hiperbolik olarak adlandirilmas: Riemann geometrisinden gelmektedir. 1907
yilindaki ¢alismasiyla Riemann yiizeylerinin homojenlestirilmesine ve ayni zamanda
siiflandirilmasina da ¢cok 6nemli katki saglamistir. Bu anlamda Normallestirme teoremi 19.
ylizy1l Geometrik fonksiyonlar teorisinin en 6nemli parametrelerinden birisiydi. Agirlikli
olarak Kompleks fonksiyonlar iizerine caligan Paul Koebe 1900 yilinda girdigi Kiel
Universitesi’nde Matematik ve Fizik egitimi aldi. Koebe, doktorasin1 24 Haziran 1905°te
Berlindeki Freadrich-Wilhems Universitat’tan aldi. Bir ara Gottingen Universitesi’nde
Privatdozent (Ozel hoca) olarak atand1 ve yukarida ifade edilen en iinlii calismasini
burada gerceklestirdi. Aynizamanda Koebe’den bes yas kiiciik olan ve kompleks
analitik univalent fonksiyonlarin S sinifina ait fonksiyonlarin geometrik karakteristikleri
tizerine ¢cok onemli ¢caligmalar yapan Ludwig Bieberbach (1886-1945) ayni iiniversitede
dogent olarak calismaktaydi. 1916 yilinda Ludwig Bieberbach tarafindan ileri siiriilen
ve giiniinmiizde Bieberbach varsayimi olarak bilinen hipoteze gore: S sinifina ait
olan tiim f(z) fonksiyonlar1 D birim diskinde n > 2 i¢in |c,| < n olack gekilde bir
f(z) = 24 2% + 37> + ... Taylor agilimina sahiptir.|c,| = 7 esitligi ancak ve ancak f(z)
fonksiyonu k(z) = z+ 22> +3z> + ... Koebe fonksiyonu olursa gecerlidir. Bu varsayim
ve Ludwig Bieberbach’in bu alanda yaptig1 diger ¢alismalar incelendiginde Koebe’ nin

Bieberbach’in arastirmalari tizerinde biiyiik etkiye sahip oldugu goriiliir.
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Kompleks analitik fonksiyonlar teorisi i¢erisinde yapilan calismalardan da anlasilacagi
tizere bircok matematikci analitik fonksiyonlarin doniisiim 6zellikleri ile ilgilenmistirler.
D ={|z] < 1:z € C} birim disk ve kompleks diizlemin herhangi bir agik alt kiimesi U
verildiginde, U iizerindeki hangi sartlar f~!: D — U olmak iizere f : U — D konformal
doniigiimiin varligin1 garanti eder. Bu soruya Rieman doniisiim teoremi yardimiyla
cevap bulunmasi, matematik¢ilere U iizerindeki analitik fonksiyonlar hakkinda cok az
geometrik yapiya sahip olunan sorular1 daha kullanigh 6zelliklere sahip olan birim disk D
ye aktarilmasini saglamistir. Diger bir ifadeyle basit baglantili bir bolgede birebir ve analitik
olan fonksiyonlarin arastirilmasi, D birim diskte birebir ve analitik olan fonksiyonlarin
arastirilmasi ile sinirlandirilabilir. Dolayisiyla, bir bolgede analitik olup belirli 6zelliklere
sahip olan fonksiyonlarin goriintiileri ve geometrik 6zelliklerinin nasil oldugu ve onlarin
kuvvet serilerinin katsayilar1 hakkindaki ekstremal sorulara verilen cevaplar daha da
netlesir. Bu sekildeki fonksiyonlarin goriintiileri cesitli geometriler ve 6zellikler tanimlarlar.
Iyi bilinir ki Geometrik fonksiyonlar teorisi konformal déniisiimlerin analitik 6zelliklerini
goriintiilerinin geometrik 6zelliklerine iliskilendirmeyi amaglar. Analiz ve geometrinin
etkilesimi Geometrik fonksiyon teorisinin belki de en biiyiileyici yoniidiir. Univalent
fonksiyon teorisi de bu etkilesimi klasik bir sekilde ortaya ¢ikarir. $imdi de bu teori yani

univalent fonksiyonlar ile ilgili temel bilgileri verelim.
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3. UNIVALENT FONKSIYONLARIN SINIFLARI

Ikinci boliimde univalent(yalinkat (Tiirkge), schlict (Almanca), odnolistni (Rusca))
fonksiyonlar teorisi altinda yatan kompleks analizini baz1 temel tanimlar1 ve teoremler
verildi. Bu boliimde ise univalent fonksiyonlarin S sinifi ve onun bazi altsiniflari analitik ve
geometrik sartlari ile birlikte verildi. Reel analizde univalent terimi, basitge bir fonksiyon
icin bire-bir olma anlamina gelir. Bununla birlikte Kompleks analizde, kompleks diizlemin
acik bir alt kiimesinde tanimli analitik ve bire-bir olan fonksiyonlara atifta bulunarak, cok
daha spesifik bir anlamda kullanilir. Univalent fonksiyonlar teorisi biiyiik oranda, birim
disk D = {|z] < 1: z € C} igerisinde analitik ve univalent olup bir de f(0) = f/(0)—1=0
sartlariyla normalize edilmis f fonksiyonlarinin S sintfi ile ilgilenir. Univalent olma bir
fonksiyonu i¢in ¢ok giiclii bir 6zelliktir. Bir analitik univalent fonksiyon a¢1 koruma 6zelligi
oldugu igin aym zamanda bir konformal doniisiimdiir. Ote yandan, S smifina ait herbir f
fonksiyonun bir Taylor agilimi vardir ve univalent olma bu agilimdaki katsayilarin boyutlari
tizerine ¢ok giiclii bir sinirlama getirir (Bak, Teorem (3.1.11) Bieberbach Varsayimi
). Bu durum alan teoremi ile ifade edelir. & sinifi ile ilgili temel sonuglarin bir cogu
alan teoreminin direkt sonuglaridir (Bak, Teorem (3.1.10) Gronwall Alan Teoremi). Bu
nedenle alan teoremi univalent fonksiyonlar teorisinin temel tagidir denebilir. Ote yandan
univalent fonksiyonlar teorisini gelisimini Riemann doniisiim teorisindeki gelismeler
bor¢lu oldugu da unutulmamalidir. Univalent olma diizgiin yakinsaklik altinda korunur
(Bak, Ozellik (3.1.1)). Univalent fonksiyonlarin bileskesi de univalenttir (Bak, Teorem
(3.1.3)). Taylor serisi ile verilen fonksiyonlarin genellikle S sinifina ait olup olmadigin
kontrol etmek oldukga zordur. Ornegin, S sinifindaki en 6nemli fonksiyonlardan biri olan
Koebe fonksiyonunun k(z) = z+2z%+ 3z +... Taylor serisine bakarak k(z) € S oldugunu
gormek zordur. Ancak birim disk icerisinde Koebe fonksiyonunu temsil eden analitik
k(z) = z(1 — z)~? fonksiyonu yine birim disk icerisinde univalent olan bir dizi doniisiimiin
bilegkesi olarak yazilabilir. Bu sayede kolaylikla S sinifinin bir eleman1 oldugu goriilebilir.
Bir diger yontem de analitik olarak bu durumu belirlemek icin kullanilabilecek gereklilik

ve yeterlilik sartlar1 vardir.
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3.1. Univalent Fonksiyonlar ve S Simifi

Tammm 3.1.1. Birim disk D = {|z| < 1:z € C} de analitik olup

fO)=f(0)-1=0 3.1)

sartlartyla normalize edilmis analitik fonksiyonlarin sinifi genel olarak A ile gosterilir.. A
sinifi

A={f:D— C: f analitik ve f(0) = f/(0) — 1 =0} (3.2)

seklinde de ifade edilebilir. Burada empoze edilen f(0) = f'(0) — 1 = 0 sartlarina da
normallestirme sartlar1 denir. Ote yandan birim disk D de analitik olup £(0) = f/(0)—1=0
sartlar1 ile normalize edilmis bir fonksiyon normalize edilmis analitik fonksiyon olarak
adlandirilabilir. Normallestirme sartlarinin dogrulugu Koebe’nin iddiasinda genelligi
bozmadan zo = 0 alinirsa kendiliginden ortaya c¢ikar (Bak, Teorem (2.1.35) ). Bagka
normallestirme sartlar1 da vardir [23]. Fakat en cok bilinen ve kullanilan normallestirme

sart1 yukarida (3.1) ile verilen normallestirme sartidir.

Tanim 3.1.2. Sezgisel olarak bir U bolgesinde analitik olan f(z) fonksiyonu ayni degeri
iki kez almiyorsa bu bolgede univalent (yalinkat, tek katli) denir. Cebirsel olarak ise, eger

her z1,20 € U ve z1 # za(veya z1 — 22 # 0) igin f(z1) # f(z2)(veya f(z1) — f(z2) # 0) ise

f(z) fonksiyonuna U bdlgesinde univalent denir.

Ote yandan, eger f(z) fonksiyonu bir zo noktasinin uygun bir komgulugunda univalent
ise f(z) fonksiyonu zg noktasinda yerel(lokal veya relatif (goreceli)) univalenttir denir.
Bagka bir ifadeyle bir f(z) fonksiyonu ancak ve ancak yalmz kendi tanim kiimesine geri
donemiyorsa univalenttir, ciinkii, donebiliyorsa bazi noktalarda ayn1 degeri iki kez aliyor
demektir. Asla donmeme 6zelliginin matematiksel karsilig1 asagida Teorem (3.1.1) de
verilmistir. Tanim (3.1.2) ile verilen univalent olma metodu bir fonksiyonun univalent
olup olmadiginin belirlenmesi amaciyla bu alanda yapilan ileri seviyedeki ¢alismalarda

genel olarak kullanilmamaktadir. Sadece bu amag icin bilim adamlar1 birka¢ matematiksel

zf'(z) zf"(2)
o L

icin yeterlilik sartlar1 olarak da adlandirabilecegimiz teoremlerden en ¢ok kullanilan ve en

analiz metodu gelistirmiglerdir (f'(z) # 0 vb). Bir anlamda univalentlik

cok bilinen ikisi agagida verilmistir.
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Teorem 3.1.1. (Univalent Olmanin Islemsel Tanimi) f (z) fonksiyonu bir U bolgesinde

univalent ise bu durumda her z € U igin f’(z) # 0 dir.

Ispat. Kabul edelim ki f fonksiyonu U bolgesinde univalent iken bir zg € U noktasi
icin wo = f(z0) ve f'(z0) = 0 olsun. Bu durumda f(z) — wq fonksiyonu n > 2 dereceye
sahip olup, Teorem (2.1.25) Cebirin temel teoremi geregince f(z) = w denklemi wg n
komsulugundaki w i¢in zp komsulugunda en az farkl iki koke sahip olur. Bu ise (3.1.2)

univalent olma tanimina aykiridir. Dolayistyla kabuliimiiz yanlistir. [

Teorem 3.1.2. (Univalent Olma Icin Yeterlilik Sarti- Noshiro-Warschawski Teoremi)
Eger f(z) fonksiyonu bir U bdlgesinde(tercihen konveks ) analitik ve R(f’(z)) > 0 ise, bu
durumda f fonksiyonu U bolgesinde univalenttir [24], [25].

Ispat. Bu teoremde verilen univalent olma igin yeterlilik sartinin ispat1 tamamen konveks
U bolgesinde taniml olan f analitik fonksiyonunun, U bolgesindeki farkli iki noktay1
birlestiren dogru parcasi lizerinde de tanimli ve analitik) olmasi1 ger¢egine dayanmaktadir.
Bu anlamda, z; # z5 ve t € [0, 1] olmak iizere 7,7, € U noktalari i¢in y =tz + (1 —1)z;
alalim. Eger z =1z + (1 —1)z; de8isken doniisiimii yapilirsa dz = (zp — z1)dt elde edilir.

Bu durumda

fe) - fa) = [ F @z

<1

= (Z2—11)/01f'(tzz+(1 —1t)z;)dt

elde edilir. Her iki taraf zp — z; # 0 ye boluniirse

f(z2) = f(z1) _

2 —1

/0 1z 4 (1— )2t

olur. Bu agamada her iki tarafin reel kisimlar1 alinirsa

s L0 5d [ s 1|
Q=2 0

Ote yandan f fonksiyonu, U bolgesinde analitik oldugundan f’ tiirevi vardir ve U
bolgesinde analitiktir (Bak, Teorem (2.1.12)). Ayrica bir fenomen olarak biliyoruz ki

f fonksiyonu bir zg noktasinda tiirevlenebilirse, ayn1 zamanda bu noktada siireklidir. O
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halde f fonksiyonu U bolgesinde ayn1 zamanda siireklidir. Bu durumda,

m{/)lf/(tzz+(l —I)Zl)dt} — /()lgt{f/([zz-i-(l —Z)Zl)}dt

yazilir. Biitiin z € U i¢in R(f'(z)) > 0 (Teoremn hipotezinden verilen) ve ayrica

kabuliimiize gore z; — zo # 0 oldugun gore

f(z2) = f(z1)

2 —1

£0

ve dolayisiyla f(z;) — f(z2) # 0 elde edilir. Bu da teoremin ispatini tamamlar. O

Uyan 3.1.1.

(i) Analitik olan bir f(z) fonksiyonu igin bir zp noktasinda f”(zo) # 0 olmasi yerel(lokal)
univalent olmaya esdegerdir (Palka 1991).

(i) Bir U bolgesinde hem analitik ve hem de univalent (kisaca analitik univalent)
olan f(z) fonksiyonu U bolgesinde konformaldir. Bu durumda f fonksiyonunun
Ol¢ceklendirilmesi(biiylime veya biiziilmesi), 6telenmesi ve/veya donmesinden olusan

fonksiyon da univalent olur. Yani univalentlik korunur (Bak, Teorem (3.1.3)).

Aciktir ki bir f(z) fonksiyonu U bolgesinde univalent ise U bdlgesinin her bir noktasinda
ayn1 zamanda yerel univalentir. Ancak tersine bir bolgede yerel univalent olan bir fonksiyon
o bolgede univalent olmayabilir. Ornek olarak C — {0} bolgesinde ayn1 zamanda analitik
olan f(z) = z* fonksiyonunu alalim. Agiktir ki, z # 0 icin f’(z) = 2z # 0 dir. Dolayisiyla
uyari(3.1.1) (i) geregince f(z) = z> fonksiyonu C — {0} de yerel univalenttir. Ancak
C — {0} bolgesinde z; # zo = olacak sekilde z; =i ve zp = —i aliirsa f(z1) = f(z2) = —1
elde edilir ki bu da bize f(z) = z> fonksiyonunun C — {0} de univalent olmadigini gosterir.
Ancak f(z) =z fonksiyonu {R(z) > 0: z € C} de hem yerel univalent ve hem de univalent
olur. f(z) =z+ % fonksiyonu herbir pozitif n tamsayisi icin birim disk D de univalent

iken, f(z) = sinz fonksiyonu daha bityiik bir disk olan |z| < 7 de univalenttir.

f£(0) = f'(0) — 1 = 0 normallestirme sartlari bir anlamda D de analitik univalent olup S
(A sinifinin elamanlar olan fonksiyonlara univalent olma empoze edilerek elde edilen

fonksiyonlarin smifi, S C A) smifinin tiyesi olmayan bir fonksiyonda buluna ilgisiz

105



terimleri elimine (yok) ederek, elde edilen yeni fonksiyonu S sinifini bir iiyesi yapar
. Daha agcik bir ifadeyle eger f fonksiyonu D de herhangi bir analitik fonksiyon ise, bu

durumda
f(z) = f(0)
1(0)

fonksiyonu S de olur. Ornegin, f(z) =e*=1+z+ 3—2, + 2—3, + ... fonksiyonu D de analitik

=g(z)

ve ayn1 zamanda univalent bir fonksiyondur. Ancak normallestirme sartlarini saglamadig1
icin § sinifinin bir iiyesi degildir. Ancak
2 3
f@)—f0) (I4z+5+5+...)—1 2 A

g(z) = ) . =zttt

fonksiyonu S smifinin bir tiyesidir.

Teorem 3.1.3. f(z) fonksiyonu bir U bolgesinde analitik univalent ve g(z) fonksiyonu da
f(z) nin U yu esledigi bolgede yani f(U) da univalent olsun. Bu durumda gof bilegke

fonksiyonu U da univalent konformaldir.

Ispat. f(z) fonksiyonu univalent olduguna gore Tanmim (3.1.2) ye gore Vz1,20 € U ve
721 — 22 # 0 i¢in f(z1) — f(z2) # 0 olur. g(z) fonksiyonu da f(U) goriintii bolgesinde
univalent olduguna gore benzer diisiinceyle g(f(z1)) — g(f(z2)) # 0 olur. Bu da bize
direkt olarak gof bileske fonksiyonunun univalent oldugunu verir. Burada f = g~ ! ya
da g = f~'oldugu agiktir. Daha kesin bir ifadeyle g nin univalent olmasi f nin univalent

olmasinin bir sonucudur.

Ispati tamamlamak icin g = f~! ters fonksiyonunun analitikligini gosterelim. Bir wy
alindiginda, f fonksiyonu birinci boliim geregi univalent oldugundan wy = f(z9) olacak

sekilde bir tek zg € U vardir. Dolayisiyla bu durumda,

gw)—glwo) 1
W IOI@) (3-3)
7—20

yazilabilir. Elde edilen (3.3) esitliginin sol tarafinin w — wy iken, sag tarafinin ise z — 2o

iken limiti alinirsa
— 1
i 80 —8lwo) (1
wowo W — W 7—7z0 S(@)—f(20)
7—20
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elde edilir ki bu da bize agik olarak

—Z = (f,(ZOD_l

oldugunu verir. Ote yandan Teorem (3.1.1) den biz biliyoruz ki f(z9) # 0 dir. Boylece
g = f~! nin analitikligi elde edilmis oldu. ]

Sonug olarak kabul edelim ki f ve g fonksiyonlar: sirastyla U ve D bolgelerinden birim
disk D ye analitik ve univalent olsunlar. Bu durumda g~ 'of fonksiyonu da U dan D ye

analitik ve univalenttir.

z—diizlemi

-1
U /\ g D
BOEE R [D/\’
. -
,
7/ N\
/ \
/ \
/ \
1 \
' |
\\ | X
!
\
\\ //
p
" »

g ' (f)
Sekil 3.1. g~ lof : U — D bileske fonksiyonu.

Daha 6nce ifade edildigi lizere Riemann doniisiim teoremi basit baglantili bir U bdlgesini su
ii¢ € := C.., C veya D bolgeden birine eslemektedir. Daha acik olarak ifade etmek gerekirse,
eger C\ U en az iki nokta ihtiva ediyorsa U bolgesini agik birim disk D ye, bir nokta ihtiva
ediyorsa kompleks diizlem C ye ve bos (yani nokta ihtiva etmiyor) ise Riemann kiiresi €
ye esler. Bu alanda yapilan ¢alismalarin genelinde oldugu gibi bizim bu calismamamizda
da en az iki sinir noktasina sahip bir U bolgesi yerine genelligi bozmadan, ona konformal
olarak denk olan acik birim disk D alinacaktir. Anlagilacagi tizere basit baglantili bolgeler
tizerindeki ¢alismalar birim disk D iizerindeki ¢alismalar ile sinirlandirilmaktadir. Bu
durumun analitik fonksiyonlarin sinmiflandirilmasini oldukca kolaylastiracagr aciktir. Aksi

takdirde farkli bolgeler icin analitik fonksiyonlar1 goriintiilerinin karakteristik 6zelliklerine

gore siniflandirmak cok zor ve hatta imkansiz olacaktir. Birim disk D de analitik olan
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fonksiyonlarin siifi A ile gosterilmektedir. Bu durumda (3.2) ile verilen A sinifi H
stnifinin bir alt sin1 olur. Birim disk D de normallestirilmis analitik fonksiyonlarin sinifi
yani A sinifi bog degildir. (3.1) sartlar1 ile normalize edilmis ¢ok sayida analitik fonksiyon
vardir. Bu anlamda verebilecegimiz en agik 6rnek f(z) = z birim fonksiyonudur. Birim

fonksiyon birim disk D de taniml1 olan fonksiyonlarin herhangi bir sinifinda bulunabilir.

(2.1.35) Riemann doniisiimii geregi kompleks diizlemin basit baglantili bir alt bolgesinin
birim disk D nin A sinifina ait herhangi bir f fonksiyonu altindaki goriintiisii
oldugu soylenebilir. Daha 6nce de ifade edildigi gibi bu fonksiyonlarin goriintiileri
yildizil (starlike),yildizila yakin (close-to-starlike), konveks (convex), konvekse yakin
(close-to-convex) vb. cok hos geometrik karaktersizasyonlar1 yansitmaktadirlar.
Goriintiileri belirli geometrileri tanimlayan bu fonksiyonlar geometrik fonksiyonlar olarak
bilinirler. Tam da bu noktada dogal olarak f fonksiyonunun analitik 6zelliklerinin ve f(D)
goriintii kiimesinin geometrik 6zelliklerinin bir birlerini nasil yansittiklart merak konusu
olmustur. Arastirmacilar sadece s6z konusu geometrileri tammmlamakla kalmayip, ay1
zamanda fonksiyonlarin belirli 6zellikleri ile goriintiilerinin geometrik 6zellikleri arasinda
yakin baglantilar kurmay1 da basardilar. Bu anlamdaki en temel ¢alisma 1907 yilinda
Koebe’nin yaptig1 calisma olarak kabul edilmektedir. Daha genis anlamda, bu ¢alisma
Kompleks analizin bir alt dali olan ve analitik fonksiyonlarin geometrik 6zelliklerinin
inceleyen Geometrik fonksiyonlar teorisinin en énemli konularindan biri olan univalent
fonksiyonlar teorisini baglangici olarak da kabul edilmektedir. Bu alandaki en énemli
ve bilim adamlarini uzun siire mesgul eden iki problem sirasiyla; hangi sartlar altinda
A smifina ait bir w = f(z) fonksiyonunun n. Taylor agilimi katsayisinin n ile sinirh
oldugu (Teorem (3.1.11) Bieberbach Varsayimi ) ve f fonksiyonunun goriintiisiiniin p > 0
olmak iizere |w| < p disklerini ihtiva ettigidir (Teorem (3.1.13) Koebe 1/4 Teoremi). Bu
sorulara cevap verebilmek i¢in A sinifina ait fonksiyonlara ilave sartlar koymak gerekir.
Bu sartlarin en belirleyici olan1 univalent olmadir. Diger sartlar tamamen ilave cebirsel

sartlardan ibarettir.

Tamim 3.1.3. D = {|z| < 1 : z € C} birim diskinde analitik olup (3.1) sartlar1 ile normalize

edilmis analitik ve unilanet (ilave sart) fonksiyonlarin sinifi genel olarak S ile gosterilir.
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Bu durumda S smifi analitik olarak
S = { £:D = C: f analitik ve univalent , £(0) = f/(0) — 1 = 0} (3.4)

seklinde verilebilir. Ote yandan S smifi A sinifinin bir altsmifi olduguna gore (3.4)

gosterimi daha sade olarak
S= { f:fe Ave f univalent } (3.5)

seklinde yazilabilir.

(3.1) normalize etme sartlart S sinifina ait olan her bir f(z) fonksiyonunun

fR) =2+ ) a.d" (3.6)
n=2
seklinde bir Taylor acilimina sahip olmalarini garanti etmektedir (Bak, [26]).

Univalent fonksiyonlar teorisinde agirlikli olarak S sinifina ait olan fonksiyonlar ile
ilgilenmektedir. Dikkat edilirse S sinifi A sinifina ait fonksiyonlara ilave olarak univalent
olma sarti empoze edilerek elde edilmektedir.Bu durumda S smifi A simifinin bir
altsinifi olup, dogal olarak S sinifina ait olan fonksiyonlarin 6zellikleri A sinifa ait
fonksiyonlara genisletilebilir. Yani S sinifindaki fonksiyonlarin incelenmesi,.A sinifindaki
genel fonksiyonlarin incelenmesi i¢in yeterli olacaktir. Ancak bunun tersi her zaman dogru
olmayabilir. Ilave sartlar koyarak (empoze ederek) yeni altsiniflar tanimlamani temel
dayanag1 bazi fonksiyon siniflarinin diger siniflara yaygin olarak iligkilendirilemeyen
baz1 6zel (spesifik) Ozelliklere sahip olmalaridir.Univalent fonksiyonlar teorisi boyle
fonksiyonlarin hem geometrik ve hem de analitik 6zellikleri ile ilgilenir. Bu anlamda
calismamiza derinlik kazandirabilmemiz icin bazi sorular1 dogal olarak sormamiz

gerekmektedir. Calismamiza da yon verebilecek sorularin bazilari su sekilde siralanabilir:

1. (3.6) ile verilen Taylor a¢iliminin ay,as,... Taylor katsayilar1 f fonksiyonunun
analitik ve geometrik 6zelliklerin belirler mi? Bu 6zelliklerin en ekstremal olanini

saglayan fonksiyon ya da fonksiyonlar var midir?
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2. f fonksiyonun D de univalent veya yildizil veya konveks olabilmesi i¢in aj,ay, . ..
Taylor katsayilar1 iizerine hangi ilave sart ya da sartlar1 koymak gerekir?

3. (3.6) ile verilen f fonksiyonu i¢in ay,as, ... Taylor katsayilar1 iizerinde bir mutlak
sinir var midir? Eger varsa, 6gle bir f fonksiyonu var midir ki, bu sinira ulagir?

4. (3.6) ile verilen Taylor agiliminin ay,az, ... Taylor katsayilari ile f(D) goriintiistiniin
p > 0 olmak iizere |w| < p diskinin ihtiva etmesi arasinda bir iligki var midir?

5. Bazi dosiimlerin birim disk D de univalentlii koruyamadiklarim varsayarak, bu
doniigsiimlerin D nin bir altdiskinde univaletligi koruya bilmesi ile aj,as, ... Taylor

katsayilar1 arasinda bir baginit var midir?

Yukarida verilen sorularin bazilarinin cevaplari ¢alismamizin dogal akisi igerisinde

kendiliginden cevap bulacaktir. Diger sorularin cevaplar ilgili kaynaklardan incelenebilir.

Univalent fonksiyonlarin en temel S smifi ve onun alt smiflar1 soyut anlamda
incelenmektedir. Bu siniflar1 olustururken dikkate alinan pek ¢ok analitik 6zellik veya
geometrik karakterizasyon soz konusu sinifin biitiin iiyeleri icin gegerli olmaktadir. Ancak
bazi durumlarda 68le bir analitik 6zellik veya geometrik karakterizasyon vardir ki (3.6)
ile verilen Taylor aciliminin ay,as, ... katsayilarina bagh olarak s6z konusu sinifin bir tek
liyesi icin gecerli olabilmektedir. Bu durumda s6z konusu 6zellik (veya karakterizayon)
ekstremal 0zellik (veya karakterizasyon) ve bu 6zellige (veya karakterizasyona) sahip olan
fonksiyon da ekstremal fonksiyon olarak adlandirilmaktadir. Ornegin, S sinifindaki her
bir fonksiyon i¢in |a,| < 2 katsay1 mutlak sinirlamasi gegerlidir. Bu karakterizasyonda
ekstremal olan durum esitsizlik igerisindeki esitlik durumudur, yani bir anlamda miimkiin
olanin en iyisidir. Bu anlamda S sinifina ait bir dizi ekstremal 6zellige sahip olan ve

bas ornek olarak da adlandirilan k(z) = 5> Koebe fonksiyonu univalent fonksiyon

_c
(1-2)

teorisinde ¢ok 6nemli bir yere sahiptir. Bu fonksiyon i¢in |a;| = 2 olup, bu ekstremal
ozelligi S simifinin Koebe fonksiyonundan daha iyi saglayabilecek bagka bir iiyesi olmadig1
anlamina gelir. Ludwig Bieberbach, k(z) Koebe fonksiyonun S’deki tiim fonksiyonlar
arasinda Koebe fonksiyonunun miimkiin olan en biiyiik katsayilara sahip oldugu hipotezini

ileri siirdii. Bieberbach varsayimi olarak da bilinen bu hipotezin tam ispat1 bilim adamlarini

bir asirdan fazla ugrastirmistir.
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Koebe fonksiyonu birim disk D de analitik, normalize edilmis ve univalent oldugunu
gostermek oldukga kolaydir. Koebe fonksiyonunun her bir z € D noktasinda tiirevlenebilir

olmas1 onun analitik oldugunu gésterir. Bu durumda k(z) € A dir. Ote yandan k'(z) =

(1+2)
(1-2)°
Dolayistyla k(z) fonksiyonu D de normalize edilmistir. D de Koebe fonsiyonunun univalent

olmak iizere k(z) Koebe fonskiyonu k(0) = 0 ve k'(0) = 1 sartlarin1 da saglar.

oldugunu gostermek i¢in 71,2, € D olmak tizere k(z1) —k(z2) = 0 iken z; — zp = 0 oldugunu

gostermemiz yeterli olacaktir. Bu durumda,

k(z1) —k(z2) = (1 _le1>2 ¢ _Zzzz)z =0

yazilir. Buradan basit bir cebirsel islem yardimuiyla,

(1-z122)(21 — 22)

1= ) =0 (3.7)

elde edilir. z1,z; € D odugundan |z;| < 1 ve |z2| < 1 dir. Bu da bize |z122| = |z1]|z2| < 1
oldugunu verir. Bu durumda (3.7) esitliginin saglanabilmesi i¢in z; — zo = 0 olmasi gerekir.

Dolayistyla, k(z) Koebe fonksiyonu birim disk D de univalenttir.

Koebe fonksiyonu D birim dsikini konformal olarak k(D) = C — (—eo, _Tl] bolgesine
esler. Bu en kolay fonksiyonlarda bilegke islemi kullanilarak goriilebilir. Fonksiyonlarda
bilegke iglemi bazi durumlarda w = f(z) formuyla verilen bir fonksiyonun analitik veya
geometrik ozelliklerini tespit edebilmek i¢in fonksiyonun grafigine veya kuvvet serisi
ile temsil edilmesine alternatif bir arac¢ olarak kullanilabilmektedir. Temel matematik
bilgisinden de hatirlanacag lizere fonksiyonlarda bileske islemi, bir fonksiyonun bagiml
degiskeninin diger bir fonksiyonun bagimsiz degiskeni olarak kullanildigi islemdir.
Bu teknik matematikte istenen sonuglara ulasabilmek adina olduk¢a yaygin olarak
kullanilabilmektedir. Bu teknikte goreceli olarak basit fonksiyonlar kullanilarak daha
komplike (karmasik) olan fonksiyonlara ulasilmaktadir. Yani bir anlamda pargalardan
biitiine ulagilmaktadir. Bizim amacimiz verilen orjinal fonksiyondan goriilmesi zor olan
geometrik ya da analitik 6zellikleri nispeten basit fonksiyonlarin geometrik ya da analitik
ozelliklerinden yararlanarak elde etmektir. Bu anlamda k(z) Koebe fonksiyonunu birim
l1+z

1
disk D de hem analitik hem de univalent olan wy(z) = 1=z wi(z) =22 ve wa(z) = 2 [z—1]
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fonksiyonlarin bilegkesi olarak yazilabilir. Yani,

(waowiowp)(z) = 411 (i_i‘i)z B 1]
(142 —(1—2)?
S A1y
4z
4(1—z)?
oz
- (1-2)?
~ Y ne!
n=1

elde edilir. Dikkat edilirse wo(z) = % doniisiimii birim disk D yi sag yar1 diizlem
{R(w) > 0} esleyen bir Mbius dénﬁ§iimijz, iki analitik fonksiyonun ¢arpimi olarak diisiine
bilecegimiz wy = wj doniisiimii ise {R(w) > 0} bolgesini C — (—oo,0] bolgesine esler.
Son olarak wy = %[w — 1] dontisiimii ise C — (—eo,0] bolgesini 6ncelikle 1 birim sola
Oteler ve sonra zlt ile carpar. Yine dikkat edilirse k(D) yi bulabilmek i¢in birim disk D de
konformal olan bir dizi doniisiimiin bileskesi kullanilmigtir. Buna gére k(D) geometrik

olarak asagidaki gibi olur.

z—diizlemi w—diizlemi
\% \%
y vy
"o ‘ Wi W
D/ | )\\/_\i /\) /—\)
I\\ ,}X 5 u —l>/l7777—71=/4 u
9{(W>>O C—(—oo,()] C_<_°°a_1/4]
Sekil 3.2. k(z) = ——— Koebe dosiimii altinda birim disk D nin goriintilsii .

(1-2)

Elde edilen Sekil (3.2) den de goriildiigii gibi k(D) = C — (—oo, —1 /4] goriintii kiimesi
starlike (Bak, Tanim (2.1.16)) olup konveks (Bak, Tanim (2.1.15)) degildir. Sezgisel
temelde bu goriintii kiimesi univalentlik bozulmadan elde edilen en genis goriintii kiimesidir.

Bagka bir ifadeyle S sinifina ait bagka hicbir fonksiyon univalentlik bozulmadan birim disk
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D yi daha genis baska bir bolgeye esleyemez. Dolayisiyla bu ekstramal 6zelligi saglayan
tek fonksiyon k(z) Koebe fonksiyonudur. S sinifinin birer iiyesi olan diger bazi basit ve

onemli olan doniisiimler sunlardir:

1. f

Z b1r1m doniisiimii. Bu durumda f(D) = D dir.

N
~

) =
7) = =z+72+22+... doniisimii. Bu déniisiim altinda D birim diskini

(
(
f(D) goruntusu R(w) > 1/2 yan diizlemidir.
(
(

3. f(z) = =7+72°+2°+... doniisiimii. Bu doniisiim altinda D birim diskin
f(D) goruntusu C—(—o0,—1/2]U[1/2,00) dir.
1 l1+z 2 2 T, N -
4. f(z) = 5 log 1)~ 3 + 5 + ... doniisiimii. Bu doniisiim altinda D birim
z
diskini f(D) goriintiisii ise {—7/4 < 3(w) < w/4} serididir.
1
Son 6rnek igin wo(z) = 122, w1 (z) =log(wo(z)) ve wa(z) = Wi (z) olarak alinir ve gerekli
1 1
olan cebirsel islemler yapilirsa f(z) = (waowjowp)(z) = Elog <1—+Z) oldugu goriiliir.
-z

Bu durumda wy(z) = % Mobius doniisiimii daha 6nce de ifade eildigi gibi D birim diski
konformal olarak sag yarzl diizlem {R(w) > 0} ye esler. w;(z) =log(wo(z)) doniisimii
ise wo(z) ile elde edilen gortintityti {—7/2 < 3(w) < m/2} seridine konformal olarak
esler. Son adimda ise wy(z) = %wl (z) doniisiimii elde edilen son goriintiiyii 1/2 ile ¢arpar.
Bu durumda doniisiim altinda birim disk D nin nihai(son) goriintiisii geometrik olarak

asagidaki gibi verilebilir.

z—diizlemi w—di%}zlemi N
y Vg
wo 1
D/,_/\)i W1 pemmmmh E/Z,,,,WZ A
I/ \\\ 3 /_\ /\ ,,,,,,, ﬂi- /, ,,,,,,
1 ,‘l X ? u u u
\ ] ) / i ,,,,,,,,, ;,7[,/2‘:,,,
e : ,,,,,,,,_,7,[72,,,

Rw) >0 —x/2<3(w)<rm/2 —n/4<3(w)<m/4

1 1
Sekil 3.3. f(z) = 3 log <1—+Z dostimii altinda birim disk D nin goriintiisii .
—Z
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Elde edilen Sekil (3.3) den de goriildiigii gibi f(D) = {n/4 < 3(w) < w/4} goriintii
kiimesi hem starlike (Bak, Tanim (2.1.16)) olup hem de konveks (Bak, Tanim (2.1.15))
bir bolgedir. Dikkat edilirse f(z) = %log (i—i’;) doniisiimii Oncelikle bir biiytime (dilation),
ardindan bir biiziilme ve donme (dilation and rotation) ev hemen ardindan da yine bir

biiziilme (dilation) basit bilesenlerine ayrilmistir.

S sinifina ait iki fonksiyonun ¢arpimi her zaman S sinifina ait iken, toplamlar1 her zaman

S sinifina ait olmayabilir. Ornegin, f(z) = 1 e g(2) = . j_ _ fonksiyonlarin alalim.
-z iz
f,g € S oldugu acitir. Ancak,
1 1
/ /
Z)= ve Z)= -
olup
2—2(1-1i)z
@) +8(2) = D

(1—2)*(1+iz)?

elde edilir. Eger elde edilen bu son esitlikte |z|] < 1 yani z € D olacak sekilde
z= 1= = Y alimirsa f/(z) + g'(z) = 0 oldugu goriilecektir. Bu ise bize f(z)+ g(z)
toplam fonksiyonunun (3.1) ile verilen normallestirme sartlarim1 saglamadigini gosterir.
Dolayisiyla f(z) + g(z) ¢ S dir. Bu durumda akla gelen dogal soru su olmalidir: Acaba

hangi temel doniigiimler altinda S sinifi korunur? Bu soruya genel bir cevap olusturan

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.4. S sinifi agagida verilen doniisiimler altinda korunur. Daha agik olarak eger

f € S ise agagida verilen g fonksiyonlar1 da S de dir.

(i) (Rotation=Dnme,Rotasyon)f € S ve 6 € R olmak iizere g(z) = e =0 f(¢'?) ise, bu
durumda g € S dir.
(ii) (Dilation=Genigleme (veya biiziillme)) f € S ve r € (0,1) olmak iizere g(z) =
r~ 1 f(rz) ise bu durumda g € S dir.
(iii) (Conjugation=Eslenik) f € S ve g(z) = f(2) =24+ @> + 4@+ = i a,7" ise
bu durumda g € S dir. "~

(iv) (Disk automorphism=Disk Otomorfizmasi) f € S ve zg € D olmak iizere

f(H2) - f20)
(1= T0l?) /' (zo)

g(z) = ,z€D
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ise bu durumda g € S dir.

(v) (Omitted-value transformation=Atlanmig(veya Alinmayan) deger doniisiimii) w #

f(z) ve f € S olmak iizere g(z) = m,z € D ise bu durumda g € S dir.

w—f(z)

(vi) (Range transformation=Goériintii Doniisiimi)f € S ve @ : f(D) — C analitik ve

univalent bir fonksiyon olmak tizere

ise bu durumda g € S dir.

(vii) (square-root transformartion=Karekok Doniisiimii) f € S olmak iizere g(z) =

\/ f(2?) ise bu durumda g € S dir.

Ispat. Yukarida verilen doniisiimler altinda S sinifinin korumdugunu gosterebilmek

icin temelde univalent fonksiyonlarin bileskelerinin de univalent oldugu olgusu

kullanilmaktadir (Bak, Teorem (3.1.3)).

(i) Kabul edelim ki f € S olsun. R, T : C — C univalent olacak sekilde sirasiyla

R(z) = €%z ve T(z) = ¢'9z doniisiimlerini alalim. Bu durumda

8(z) = e P f(e2) = (TofoR)(2)

olarak tanimlanabilir. Bileske doniisiim oldugundan g fonksiyonun univalent oldugu
aciktir. Simdi D de g nin analitik odugunu gosterelim.Bunun i¢in g nin z ye gore

tiirevini almak yeterli olacaktir.

g(z) _ e—ief(eiez) - g’(z) _ €_i9€i9f/(€iez>

=¢'(2) = f'(¢"%2) (3.8)

elde edilir. Ote yandan S smifina ait her bir fonksiyon igin tiirev sifirdan farkli
oldugundan f'(¢/®z) # 0 olup, bu da (3.8) esitliginden direkt olarak g’(z) # 0
oldugunu gosterir. Dolayisiyla D de g(z) nin analitik oldugunu gosterilmis oldu (Bak,
Teorem (3.1.1)). Son olarak g fonksiyonun (3.1) normallestirme sartlarin1 saglayip
saglamadigini kontrol edelim. Bunun icin g(z) = e 0 f(¢/%2) ve g'(z) = f'(¢%z)

fonksiyonlarinda sirasiyla z = O alinir ve gerekli olan cebirsel iglemler yapilirken
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f(0) =0,f'(0) = 1 olduklar1 da kullanilirsa sirasiyla g(0) = 0 ve g'(0) = 1 elde
edilir. Dolayisiyla buraya kadar yapilan islemler g € S oldugunu verir. Ilave

olarak burada f(z) = z+ Z a, " €8S, g(z) =e 0f (eiez) — 4 Z 4,7 1)i0
n=2 n=2

ve g'(z) =1+ Z nape™V®7("=1) gldugu dikkate alinirsa verilen bilgiler daha

n=2
kolay anlagilacaktir.

Gi) f €S ve re(0,1) alahm.R,T : C — C olacak sekilde R(z) = rz ve T(z) = -
r

univalent doniisiimlerini alalim. Bu durumda

8(2) = 1 £(r2) = (TofoR)(2)

olarak tanimlanir. g fonksiyonu univalent fonksiyonlarin bilegkesi oldugundan
univalenttir. Bu asamada g nin D de analitik oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (i) de

oldugu gibi g nin z ye gore tiirevi alinirsa,

@) =rf () =)

elde edilir. S smifina ait her bir fonksiyon igin tiirev sifirdan farkli oldugundan agik
olarak g'(z) # 0 olacaktir. Bu da bize g nin D de analitik oldugunu gosteririr. Simdi

de g nin (3.1) normallestirme sartlarini sagladigini gosterelim. z = 0 icin

8(2) = () = £(0) = (0) =0

g'(z)=f"(rz) = ' (0)=f'(0) =1

elde edilir. Dolayisiyla buraya kadar yapilan islemler g € S oldugunu verir. Ilave
olarak f(z) = z+asxz*> +azz® +... oldugu kullanilirsa g ve ¢’ nin Taylor acilimlari

sirastyla

1 1
g(z) = ;f(’"z) = ;(Fz+a2r2Z2+a3r3z3+...)

= z+a2rz2 —l—a3r223 +...

116



Ve

¢'(2) = 1 +2ayrz+3a3r?2 + ...

elde edilir. Bu durumda yukarida verilen bilgiler daha kolay anlagilabilir.
(iii) f € S alalm. w(z) = Z olarak tanimlanirsa w : C — C doniisiimii univalent olur. Bu

durumda

8(z) = f@)(wofow)(z)

fonksiyonu univalent doniistimlerin bileskesi oldugundan kesin olarak univalenttir.
Ote yandan w(z) = 7 doniisiimii zg = 0 noktasinda kompleks anlamda tiirevlenemez,

yani
lim w(z) —w(zo)
z0—0 Z2—20

limiti tanimli degildir. Dolayisyla w(z) = Z doniisiimii D de analitik degildir. Bu
durumda (1) ve (i1) de oldugu gibi f nin (3.1) normallestirme sartlarini sagladigini
kullanarak g nin de sagladigini gosteremeyiz. Bunu yerine f nin (3.6) Taylor
agilimindan yararlanabiliriz. Bu durumda f her bir kapal disk |z| < r < 1 diizgiin

yakinsak olmak iizere (3.6) Taylor agihmi f(z) ye yakinsar. Bu durumda
2+ ) @,
n=2

Taylor a¢ilimininda yakinsaklik yarigapi 1 olup D de bir analitik fonksiyon tanimlar.

Bu fonksiyonun kolayca

8(2) =f2) =7+ @P+az +...

=z+52z2+ﬁ3z3+...

oldugu goriiliir. Ayrica bu asamada detaylar atlanarak g(0) =1 ve g’(0) = 1 oldugu
da kolayca yazilabilir. Biitiin verilen bilgilerden sonra g nin D de analitik-univalent
olup ve normallestirme sartlarin1 da sagladig: agiktir. Dolayisiyla g € S dir.

(iv) f € S ve zo = w(0) olmak iizere birim disk D yi konformal olarak kendine esleyen
Z+20

+202

Mobius

(yani birim disk tanimalan bu doniisiim altinda invaryanttir) w(z) =
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doniigiimiinti alalim. zg € D yani |zo| < 1 oldugundan g(0) = 0 olmak iizere

() — (=)
8 = TP (o)

(3.9)

olarak tanimlanan g fonksiyonu birim disk D de univalent olur. Ciinkii g(z1) = g(22)

alinirsa

Pt = fleo) _ OGN =), ) - () = (o)) e

= w(z1) = w(z2)

=271=22

elde edilir. Bu da bize g nin univalent oldugunu gosterir. Bu asamada g nin (3.1)
normallestirme sartlarini sagladigini gosterelim.(i),(ii) de ve kismende (iii) de oldugu

gibi f € S olmasinin bir sonucu olarak ve ayrica z = 0 alinirsa,

7000 - £
O = 0Py )

f ((z0) — f(z0) "
T o) ey (| ol (@) 0

w(0) = 29

~(
=0

elde edilir. Simdi de g'(0) = 1 oldugunu gosterelim. Bunun i¢in dncelikle g'(z) tiirev

fonksiyonunu bulalim;

) — (o)
8= T eoP) F(eo)

[ (w(z))
1—1z0[?) f'(20)

=¢'(z)=
(
¢'(z) tiirevinde z = 0 alinirsa

[ (w(0))
(1=1lz0*) /" (z0)

g'(0)= (3.10)

olur. Ote yandan

Fon(@) = £ (FE2) = pwge)) = A (120

1470z (14+702)%" \1+70z
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olup bu son ifadede z = 0 yazilirsa

2
£000) = 12 () = (1= o) o

elde edilir. Elde edilen bu deger (3.10) da yarine yazilirsa g’(0) = 1 oldugu
goriilecektir. Bu durumda (3.9) ile g doniisiimiiniin D de analitik-univalent ve
ayn1 zamanda normallestirme sartlarin1 da sagladigi gosterilmis oldu. Biitiin bunlara
gore g € S dir.
(v) fe€S vew# f(z) olmak iizere
wf(z)

g(z) = o (3.11)

alahm. g yi univalent fonksiyonlarin bileskesi olarak yazabilmek icin T (&) =
% doniigiimiinii tanimlayalim. Bu durumda w # & i¢in g(z) = (Tof)(z) olarak
yazilabilir. g doniisiimii univelet fonksiyonlarin bileskesi olduguna gore acik olarak
D de univalent olur. Ayrica f(0) =0 olmasi (3.11) ile verilen g fonksiyonu icin
2(0) = 0 olmasim gerektirir. Ote yandan (3.11) ile verilen g fonksiyonunun z ye

gore tiirevi aliirsa
wf'(z)
(w—f(z))?

elde edilir. Elde edilen g’ tiirevinde w # f(z) olmak iizere z =0 aliip f € S

g'(z)=

olmasindan kaynaklanan f(0) = 0 ve f'(0) = 1 gercekleri de kullanilirsa g’(0) = 1
bulunur. Dikkat edilirse w # f(z) olmasi her bir z € D i¢in g’(z) # 0 olmasini ve
dolayisiyla da g nin D de analitik olmasini garanti eder.Biitiin verilenlere gore g € S
oldugu ispatlanmistir.

(vi) f € S olmak iizere f(D) de analitik ve univalent bir ® : f(D) — C fonksiyonu

tanimlayalim.Bu durumda eger,

(Pof)(z) — 2(0)
@'(0)

g(z) = (3.12)

olarak tanimlanirsa g fonksiyonu univalent olan fonksiyonlarin bileskesi oldugundan

birim disk D de univalenttir. Ayrica her bir z € D icin

g'(2) = % #0 (3.13)
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(vii)

oldugundan g fonksiyonu birim disk D de analitiktir. Ote yandan z = 0 aliirsa f € S
olmasindan kaynaklanan f(0) = 0 gergegi de kullanilirsa (3.12) esitliginden g(0) =0
elde edilir. Ilave olarak g’(0) = 1 oldugunu gostermek igin f/(0) =1, £(0) =0
gercekleri de esitlik (3.13) esitliginde kullanilirsa g’(0) = 1 oldugu kolayca elde
edilir. Buraya kadar verilen bilgilere gore g € S dir.

Kabul edelim ki f € S ve g(z) = \/m olsun. Bu durumda normallegtirme sarti
geregi z = 0 i¢in f(0) = 0 oldugu ve karekok fonksiyonunun cift dalli oldugu da
dikkate alinirsa g yi tanimlarken dikkat etmeliyiz. z € D ve b, ler kompleks katsayilar

olmak iizere karekok doniislimiiniin

g(z) =1/ f(22) =z(1 +a2Z2—|—a3z4—l—a4z6+...)1/2

:Z+b3Z3+b5ZS+...

tek degerli olan pozitif dalini segebiliriz. Bu sekilde secilen g fonksiyonunun D de
univalent oldugu aciktir. Ayrica her bir z € D igin g'(z) = 14 3b3z% 4 5bsz* +--- £0
oldugundan g analitiktir. Ote yandan z = 0 alimirsa kolayca g(0) =0 ve g’'(0) = 1
goriilebilir. Bu durumda verilenlere gore g € S dir. Burada g(z) = z+ b3z® +bsz° +
... elde edilirken, Reel analizden hatirlanacag: tizere (1 + x) 214 3= ’572 +...

acilimi kullanilmistir. f nin g icerisinde simetrilenmesi orojindeki ikinci tiirevin

elimine edilmesine yol actig1 goriilmektedir.

(vii) de verilen ispat modifiye edilerek asagida verilen teoremin ispat1 kolaylikla elde

edilebilir. O]

1/k
Teorem 3.1.5. f € S ve k =2,3,4,... olmak lizere eger g(z) = [f(zk)] doniistimii

f nin k. dereceden kok doniisiimii ise bu durumda g € S dir. k = 2 iken elde edilen

g(z) = 2+ b3z® +bsz’ + ... fonksiyonlarina tek-univalent fonksiyonlar denir. S sinifina

ait tek-univalent fonksiyonlarin sinifi S? ile gosterilir.

Ispat. Bir f € S fonksiyonunun (3.6) ile verilen Taylor aciliminda z yerine z* degisken

doniistimii yapilirsa;

f( =F 4 a + a3+ a4

=7 1+azzk+a3z2k+-~+anz("*1)k+...]
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elde edilir. Bu asamada her iki tarafin k. dereceden kokii,yani % dereceden kuvveti alinir

ve o bir negatif tamsay1 olmayan herhangi bir kompleks say1 olmak iizere
> [o
(I+2)"=) 4
n=0 \n

Binom esitligi de kullanilirsa;

1/k
g(Z) = [f(Zk)]l/k =2z [1 +azzk+a3z2k+-~-+anz(”71)k+...}

:ZZ
n=0

1
(azzk+a312k+ R AL LE )
n
1
:Z[l +% (azzk—i—ay,ZZk—i—m—i-anz("*l)k-l-.-.)

(1)

1
k
v 2!
zz[l +1a2zk+i(1 —k) %z2k+1a3z2k+...}
k 2k? k

1 1
=zt %azzkﬂ + 5 [2Kkas = (k— DNa3] 2 + ...

2
(azz"+a3z2"+~-+anz(”*1>"+...> +]

elde edilir. Elde edilen bu Taylor acilimi z nin bir polinomu olduguna gore analitiktir.
Ayrica gerekli olan cebirsel iglemler yapilirsa kolaylik univalent oldugu gosterilebilir.
Ote yandan elde edilen g fonksiyonunun S smifinin g(0) = g’(0) — 1 = 0 normalizasyon

sartlarin1 da saglar. Doyisiyla g € S dir. O

Ileride yapilacak islemler igin bir hazirlik olmas1 amaciyla k = 2 almirsa, g fonksiyonunun
Taylor agilimi
2

1 1
g(z) :Z+§Cl3+§[4a3 —Clz]Z5+...

elde edilir.

Ozellik 3.1.1. £, : D — C olmak iizere bir {f,} dizisini alalim. Eger {f,} dizisi D nin
bir kompakt altkiimesinde bir analitik f fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise, bu durumda

feSdir.

Ispat. Oncelikle, eger {f,,} € S ise, bu durumda f fonksiyonu keza li_r>n f(0)=f(0)=0
n—oo
ve li_r>n £1(0) = £'(0) = 1 oldugundan f fonksiyonu normallestirme sartlarini saglanmis
n—roo

oldu. Simdi de f nin univalent oldugunu gosterelim. Bunun i¢in keyfi bir zy € D noktasi
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alalim. Bu durumda bagka bir z # 7o noktasi i¢in f(z) # f(z0)oldugunu gosterebiliriz.
D\{zo0} bolgesinde g,(z) = fn(z) — fn(z0) fonksiyonunu tanimlayalim. Dikkat edilirse bu
bolgede g, sifira sahip degildir. Dahasi, g,(z) de g(z) = f(z) — f(z0) a yakinsar. (2.1.33)
Hurwitz teoremini bir sonucu olarak biz biliyoruz ki, her hangi bir z € D\ {z¢} i¢in ya
g(z) # 0 dir ki, bunun anlamu biitiin z # zg € D ler i¢in f(z) # f(zo) dir, yada g(z) = 0 dir
ki bunun da anlami f sabittir. Bu ise f € S olmasi gergeginden kaynaklanan f'(0) = 1
olmas: sarti ile celigir. Biitiin bu verilen bilgilerin sonucunda f fonksiyonu birim disk D de

analitik-univalent olup normallestirme sartlarin1 da sagladigindan f € S dir. [

Bu teoremden cikarilacak sonug; S smifinin birim disk D tizerindeki tiim analtik
fonksiyonlarin diizgiin yakinsamaya gore kompakt bir alt kiimesi olmasidir. Kabaca
soylemek gerekirse, S kapali ve sinirli oldugundan kompakttir. Kapaliligin anlami ise &
siifina ait fonksiyonlarinin bir yakinsak dizisinin limitinin yine S de olmasidir (Bak,
Ozellik (3.1.1)). Burada acik olmayan durum yakinsak dizisinin limitinin univalent
olma durumdur. Standart (2.1.33) Hurwitz teoremini bir sonucu olan asagidaki teoremle

giderilebilir.

Teorem 3.1.6. Kabul edelim ki {f,,} bir U bolgesinde univalent fonksiyonlarin bir sinifi
ve U da bir f fonksiyonuna yakinsak olsun. Bu durumda f fonksiyonu ya univalenttir ya

da sabittir.

Ispat. Ispata bir varsayimla baglayalim. Kabul edelim ki f fonksiyonunun U bolgesindeki
zo ve & noktalari igin f(zo) = f(&y) = wo sartin1 saglayan bir sabit olmayan bir fonksiyon
olsun. Bu durumda zy ve &) noktalari f(z) —wo = 0 denklemnini sonlu mertebeden
sifirlari(yani kokleri) olur. Bu durumda (2.1.33) Hurwitz teoreminden zq ve &, noktalarina
yakinsayan z; ve & dizileri vardir 6gleki ayni zamanda f(z;) —wo =0 ve f(&) —wo =0
dir. f; larin univalent olmalari her bir k i¢in z; = &, oldugunu dogrular ki bu da limit
durumunda zg = &p oldugu anlamina gelir ve f; larin univalent olmalari ile ¢elisir. Boylece
bizim f nin sabit olmadig1 varsaymimizla bir ¢eliski ortaya ¢ikar. Bu da teoremin ispatini

tamamlar. n

Buraya kadar verilen bilgilerden univalent fonksiyonlar altinda topoljik 6zelliklerin
korundugunu, yani invaryant kaldiklarin1 ifade edilebilir. Eger univalent fonksiyonun

tersinin tiirevin daima var oldugu gosterilirse bu iddia dogrulanmig olur. Teorem (3.1.3)
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de bir nivalent fonksiyonun tersinin tiirevinin daima var oldugu gosterildi. Bu durumda

iddamiz dogrudur.

Bu asamada, Alman matematik¢i H. Prawitz tarafindan 1927 yilinda tanitilan ve bu alanda

Gronwall Alan Teoremi gibi bir¢cok ana teoremlerin ispatinda kullanilan Prawitz esitsiligi

verilebilir. Bu sonug, esasen Teorem (3.1.10) Gronwall alan teoremine esdegerdir [27].

Teorem 3.1.7. (Prawitz Esitsizligi) f € S ve [z/f(z)]%/? = }_ 6,7" alalm. Bu durumda
n=0

biitiin o reel sayilari i¢in
> (2n—a)

lon|" <1
dir.Ozel olarak o = 2 alnirsa asagida verilen sonug elde edilir.

Sonug 3.1.1. f € S ve [z/f(z)] = ) cu2" alalim. Budurumda
n=0

(oo}

Y (n=Dle,)* <1 (3.14)

n=1

dir.

B. Friedman, 1946 tarihli *Univalent fonksiyonlar iizerine iki teorem’ adl1 makalesinde,
a, Taylor acilimi katsayilarinin her biri birer tamsay1 olup birim disk D de analitik ve

univalent olan sadece dokuz rasyonel fonksiyon oldugunu ispatladi [28].

Teorem 3.1.8. (B. Friedman Teoremi) f € S alalim. Eger biitiin a, katsayilar1 rasyonel

tam say1 ise, bu durumda f fonksiyonu asagida verilen

I z z z
"M 1F22 (1F2)2 152422

dokuz rasyonel fonksiyondan biridir.

Ispat. F(z) = ]% =1+ Z cpZ" olarak alinirsa, bu durumda c¢,, katsayilarinin her biri
2 n=1
birer rasyonel tam say1 olur. Ote yandan ¢; = —a; ve de |az| < 2 olmasi bize |c;]| <2

oldugunu verir. Bu durumda (3.14) esitsizliginden |c;| < 1 ve n > 3 i¢in de ¢, = 0 oldugu

elde edilir. Dolayisiyla, ¢, ler i¢in olast durumlar:

c1 =0,F1,F2;¢0 =0,F1;¢, =0(n > 3)
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seklinde olacaktir. Bu degerlerin kombinasyonundan toplam on bes fonksiyon elde edilir.
Bununla birlikte su alt1

1722172z —22, 1727

fonksiyon birim disk D de sifira sahip olduklarindan ve payda da sifir olamayacagina gore

alinamazlar. Dolayisiyla geriye dokuz fonksiyon kalir. Bu fonksiyonlarin Sz sinifi

S _{Z z z z z }
z "TFZ 1522 (1F2)2 1 Fz+ 22

ya da
Sz={feS:c, €7}

seklinde verilebilir. 0

Buraya kadar, birim disk D = {|z| < 1:z € C} de analitik olup, f(0) = f’(0)—1=0
normallestirme sartlarin1 saglayan univalent, yani farkli noktalarda farkli degerler alan
fonksiyonlar1 olusturdugu S sinifi hakkinda genel bilgiler verildi. S sinifi ile yakindan
ilgili olan (S? ve Sz disinda) bir diger bir siif ise D birim diskinin komplementi olan

DE = A= {|z| > 1:z € C} de analitik ve univalent olup her bir eleman

bpz " (3.15)
0

g(2) =z+bo+biz by P =z4+bo+ Y b "=z

n=1 n=
Laorent seri agilina sahip olan g fonksiyonlarinin olusturdugu Y sinifidir. Y sinifinin
fonksiyonlari, o da basit bir kutba sahip olacak sekilde normallestirilmis olurlar.

Dolayisiyla, bu simif
E = {g : A — C: g univalent , lim g(z) = o, g’(0) = 1}
7o

seklinde de yazilabilir. Burada Zlgg g(z) = oo sart1, oo un uygun bir komsulugunda
g nin analitik oldugunu garanti etmektedir. Ote yandan g nin o daki tiirevi f(z) =
g '(z7") fonksiyonunun z = 0 noktasindaki tiirevinden elde edilebelecegi aciktir. Yani
g'(0) = f'(0) dir. Daha &nce de ifade edildigi gibi S smifina ait olan fonksiyonlarin
goriintii karakterizasyonlari ile Beiberbach varsayimi olarak biline, a, Taylor katsayilarinin
modiilleri arasindaki iligki oldukca ilgi uyandirmistir. Dogal olarak ) sinifinin

elemanlarinin da benzer bir sinirlamayi saglayip saglamadigi oldukea ilgi ¢cekmistir. Bu
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anlamda univalet olmayla beraber g € ). nin Laurent aciliminin katsayilari iizerinde
Gronwall Alan Teoremi olarak bilinen ¢ok gii¢lii bir sinirlama vardir (Bak, Teorem
(3.1.10)). Bu anlamda her bir g € )’ fonksiyonu z € A i¢in yakinsak olup, A y1 bir kompakt
ve baglantili E kiimesinin komplementine ,yani E = C\ g(A) ye bire-bir esler. Burada bg

katsayis1 E bolgesinin konform merkezi olarak adlandirlir ve

b —i/mr (re®)d6
0" 2r 0 sire

ile verilir. Dikkat edilirse E kiimsei g fonksiyonunun almadig1 degerler kiimesidir. Asagida

verilen sekilde E(r) = C\{ g(2): |z > r} oldugu agiktir.

z—duzlemi w—diizlemi

Bazen O € E oldugunu kabul etmek daha uygun olup, Y sinifinin bir altsinifi olan

Z/:{g:A%C:gGZ,0¢g(A)}

sinifim diisiinmek baz1 uygulamalarda daha yararh olabilmektedir. Dikkat edilirse Y’
sintfinin elemanlar1 0 ¢ g(A) kosulunu saglayan g € ¥ fonksiyonlarinin sinifidir. Bu
sekildeki doniistimler, herhangi bir elemanin goriintiisiiniin sadece bir sabit kadar cevirirler
ancak goriintiiniin seklini degistirmezler. Bu nedenle bu iki sinif birbirine oldukca yakin
olup 6zelliklerinin bir¢ogu ortaktir. Y sinifimin tamtilma sebeplerinden biri, S ve Y’

siniflar1 arasinda bire-bir bir egleme olmasidir. Yani her bir f € S icin

2@ =) =r—ar+ @-a) e Tl >
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dir. Ayrica burada biitiin z € A ler i¢in g(z) # 0 dir.Tersine her bir g € ¥’ ise bu durumda
1,1
f)=g (D) €8l >1

dir. Daha agik bir ifadeyle eger f fonksiyonu S sinifina ait keyfi bir fonksiyon ise g(z) =
1/f(z~") fonksiyonu ¥ sinifina aittir. Tersine her bir g € ¥’ fonksiyonu igin ise f(z) =

1/g(z~"!) fonksiyonu da S sinifina aittir.

Ayrica Y siifinin uygulamalarda bagka bir altsimif olarak

Zoz{gEZ:bO:O}

seklinde ayirmak uygun olabilmektedir. Y smifina ait fonksiyonlar tam fonksiyonlar
olarak da adlandirilmaktadir. Bagka bir ifadeyle ), sinift } sinifina ait olup wy = 0
degerini almayan fonksiyonlarin smifidir. Bu durumda Y, C ) oldugu aciktir. Ayrica
S sintfi ile Yy sinift arasinda da bire-bir bir esleme vardir. Eger f € S ise, bu durumda
g(z) = f1(z7") € Xy dir. Tersine, eger g € ¥ ise, bu durumda da f(z) =g '(z7 1) €S
dir. Ornegin, Koebe fonksiyonu k(z) € S iken,

b
k(2)

1

g(z) = =z—24z7"

ISEE

olmasi, g € )y oldugunu gosterir.

Buraya kadar S sinifiyla ilgili olarak analtik 6zellikler detayl bir sekilde verilmeye caligildi.
Ayrica son boliimde S sinifiyla yakindan ilgili olan ¥, Y ve ¥, simiflar1 tamtildi. Bu
siiflarin kisa bir tarihgesi ve oldukga ilging olan 6renkleri ilgili kaynaklardan incelenebilir
[29]. Bu agamadan sonra S siifinin geometrik 6zellikleri ile ilgili bilgiler verilecektir.
Ozellikle ¥, smifim tanilmasindaki esas ama¢ S sinifa ait fonksiyonlarin geometrik
ozelliklerinin belirlenmesinde temel olusturmasidir. Burada dikkat edilmesi gereken husus,
Y smifinin S simifindan daha genis olmasi, dolayisiyla da elemanlarinin sahip oldugu

geometrik ozelliklerin & sinifinin elemanlarina da siimul edilmesi yani kapsamasidir.

Sekil (3.4) de verilen g(A) = E alani oldukga diizensiz olabilir. Bu diizensiz alan1 bulmanin

temel yolu, r yi sagdan 1 yaklastirip alan1 sonsuz altalanlara bolerek toplam alanmi E ye
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yaklagtirmak olmalidir. Yani

Alan E = lim AlanE(r)

r—1t

olmalidir. E(r) bolgeleri kompleks diizlem C de y(r) diizgiin sinir egrilerine sahip
olduklar1 icin ancak Green teoreminin kompleks formu uygulanarak bulunabilirler. 1914
yilinda Isvec kokenli Amerikali matematik¢i Thomas Hakon Gronwall (1877-1932),
|z| > 1 olmak tizere (3.15) ile verilen fonksiyonlarin Y sinifina ait olmast igin, by, by, ...
Taylor-Laurent serisi katsayilari iizerin ¢ok giiclii bir sinirlama getirmistir. Bu sinirlama
alan teoremi olarak bilinir ki, univalent fonksiyonlar teorisinin analitik anlamda oldugu
kadar geometrik anlamda da temelidir. Burada kompleks bir fonksiyon bir noktada izole
edilmis bir singiileriteye sahipse, Taylor serisini Laurent serisiyle degistirilebilecegini
hatirlamakta fayda vardir. Birka¢ farkli ispati yontemi olan Alan teoreminin de ispati
oldukga teknik olup, bu ispatlardan en kolay ve pratik olani yukarida sozii edilen Green
teoremi kullanilarak yapilandir. Bu nedenle oncelikle Green teoremini hatirlatmak yararl

olacaktir.

Teorem 3.1.9. (Green Teoreminin Kompleks Versiyonu ) C de pozitif yonde
yonlendirilmig diizgiin parcali ve basit kapal1 bir y egrisini ve bu egrinin sinirladig bir
U bolgesini alalim. Eger P(x,y) ve Q(x,y) fonksiyonlar1 U iizerinde birinci dereceden

parcali kismi tiirevlere sahip ise, bu durumda

?f(szJerz // ‘Z—f—%—f dzdz

dir.
Buna gore tiirevi alinabilen P ve Q fonksiyonlarinin U bolgesi iizerindeki integarli iki
katli integrallere doniistiiriilerek c¢oziilebilir. Green Teoremi, siklikla uzun ve sikici

parametrizasyonlardan kurtulmak ve zor integralleri kolayca ¢6zmek i¢in kullanilir. Teorem

hem basit hem de ¢ok baglantili bolgelerde gecerlidir.
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Sekil 3.5. Soldaki U bolgesini sinirlayan kapali bir y egrisi .

Ispat. 7 = x + iy olarak alinirsa sirasiyla Z = x — iy, dz = dx + idy ve dZ = dx — idy olur.

Bu durumda,
j{ (Pdz+ QdZ) = 7{ P(dx+ idy) + Q(dx — idy)
Y Y
= f(P—l—Q)d)H—i(P— Q)dy
Y
olur. Bu asamada Green teoreminin, tiirevleri ozel bir diizlemde integre etmek icin
kullanildigindan hareketle esas olarak, bir diizlemsel egri ile birlestirilen ¢izgi integralini

hesaplamak i¢in kullanildigini hatirlamak gerekir. Bir ¢izgi integrali verildiginde, Green

teoremi kullanilarak yiizey integraline veya cift katli integrale veya tersine doniistiiriilebilir.

Buna gore,
ji(PJrQ)deri(P—Q)dy:// ai(P_Q)—a(pa—;Q))dxdy
= [ (55 + (5 = e sy

elde edilir. Diger taraftan gerekli hesaplamalar yapilirsa;

z2+zZ 72—z 1
dxdy _d( . >d( 2i> Jo(—dzdz + dzdz)

1
——a’d——dd
5;ddz = 5,a2dz
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olur. Buna gore integrand igerisindeki ifadeler yeniden diizenlenirse,

dP 8P=i(%—l—g§)— 0P

Ve

elde edilir. Biitiin bunlara gore,

jé(pderde)://U ((i%—é—i)-l—(—ig—g—aa—f))dxdy
- / /U (2;‘3—;)—2%—?)%@&

dQ JP
= — — —=—|dzdzZ
/ /U ( dz 82) “8
elde edilir. Buda ispat1 bitirir. 0

Green teoreminin oldukga sasirtict bir kullanim alan1 da, bilindigi iizere baz1 ilging
alanlarin hesaplanmasinda kullanilmasidir. Sekil (3.5) de goriildiigii gibi Green teoremi,
iki veya daha fazla basit kapali egrinin cevreledigi bolgenin alanini bulacak sekilde

genellestirilebilmektedir. Simdi alan teoremi ifade ve ispat edilebilir.

Teorem 3.1.10. (Gronwall Alan Teoremi) Eger (3.15) ile verilen g(z) fonksiyonu Y de
yani g(z) € ¥ ise, bu durumda ) n|b,|* < 1 dir.
n=1

Ispat. g fonksiyonunun alamadig1 degerlerin kiimesi E olsun. r > 1 olmak iizere |z| = r
cemberinin g altindaki goriintiisii % olsun. g univalent oldugundan 7, nin (E C)E(r)
bolgesini ¢evreleyen basit kapali bir egri oldugu agiktir. Ote yandan g(z) = w = u+iv
alinirsa dudv = %idwdw olur. Bu durumda her bir r > 1 i¢in Teorem (3.1.9) Green

teoreminden E(r) alanu,

lAlanE(r) = l// dudv
T T JE(r)

1 _

1
= — / wdw, ((3.1.9)Green Teoremine gore)
27 Jy(r)

= 2%1 /|Z |:r§(Z)g’(Z)dZ
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1 2n it 1 1A
= ﬁ/0 re g'(re")g(re')dt

elde edilir. Son esitligi elde edebilmek icin w = g(z) ve z = re' degisken doniisiimleri
yapilmigtir. Ayrica g nin ve dolayisiyla g’ tiirevinin univalentligi kullanilip, her birinin

kuvvet serisi temsilleri alinirsa

1 1 2m j — —n_—in —1 g —n in
%AlanE(r) :%/0 (re”—k%nb,m e ’) (re ”+nzbbnl’ e t)dt

— 7‘2 . Z I’_2n|bn|2
n=1
olur (Burada ikici esitlik elde edilirken, e nin farkli kuvvetlerinin dikligi kullanildz).

Ote yandan AlanE (r) = Alan(D\ g(A)) > 0 oldugu igin, her bir m > 0 olmak iizere
m
Z 2 alb, ) <rtm=1,2,...
n=1
kismi toplamu elde edilir. Simdi » — 1 alinirsa,
Z nlb,)* <1
n=1
elde edilir ki, bu da aranan sonugtur. U

Yukarida verilen ispatta da goriildiigii iizere, Univalent fonksiyon teorisinde alan teoremi,
belirli siniflara ait fonksiyonlarin kuvvet serisi katsayilar1 tarafindan dogrulanan bir
esitsizlik vermektedir. Bu anlamda teorem elde edilen sonucu itibariyla degil de, ispatta

alan kavraminin kullanilmas1 nedeniyle bu ismi almigtir.
Sonug 3.1.2. Eger g(z) € ¥, ise bu durumda |b;| < 1 dir. Bu esitsizlikteki esitligin
saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

g(z) =z+bo+biz by =1 (3.16)

seklinde olmasidir.

Ispat. (3.1.10) Alan teoreminden |b;| < 1 yazilabilir. Eger |b;| = 1 ise, biitiin n > 2 ler

icin b, = 0 elde ederiz. Bu durumda g fonksiyonu (3.16) de verilen forma sahip olmusg
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olur. Aslinda biz |b;| = 1 olmak iizere by ve b; Taylor-Laurent katsayilari i¢in g €
oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin, karekok doniisiimiiniin bazi segimleri i¢in a; = /by
ve ap = 1/ay alalim. Ayrica hy(z) = a1z ve hy(z) = apz— axbo doniisiimlerini tanimlayalim.
hy ve hy dotistimlerinin her biri C ini bir aoutomorfizmasidir. Bu durumda f = hyogoh;
doniisiimii A tizerinde tanimlanmig univalent bir fonksiyon olur (Bak, Teorem (3.1.3)). Bu

durumda basit bir cebirsel hesaplamayla

['=hyogohy = hy(g(hy(;))) = ha(g(a1z))

b
=hy (a1z+bo+ —1>
aiz

b
=a <a11+bo + —l> —azbg
az

azbl 1
,azz—:>a|a2:1
a1z ap

=ajaxz+
by

:Z+a—zz,alz \/blja%:bl
1

1
= 7+ — (Joukowsky fonksiyonu)
Z

elde edilir. Bu asamada gerekli olan cebirsel hesaplamalar yapilarak, elde edilen f
doniigiimiiniin A da univalent ve f(A) = C\ [—2,2] oldugu kolaylikla gosterilebilir. Ayn1
zamanda f (o) = oo ve f’(e0) = 1 oldugu da agiktir. O

(3.1.10) Alan teoremi aslinda Y sinifi fonksiyonlari i¢indir. Ancak bu teorem S sinifi
icin Taylor acilimi katsayilarin1 tahmin etmeyede Onciiliikk etmektedir. Bu yondeki ilk
varsayim daha oce de ifade edildigi gibi iinlii Bieberbach varsayimdir (1916). Formal
olmayan bir ifadeyle Bieberbach varsayimi, her bir n > 2 olmak iizere S sinifina ait herbir
f(z) = z+az* + a3z’ + ... fonksiyonlarin ay,as, ... katsayilarimnin |a,| maksimizasyon
problemini ¢ozmeye yoneliktir. Bu problemler isin dogas1 geregi iki tiirlii olabilir. Birincisi
f fonksiyonu S sinifinda degisiyorken her n > 2 i¢in |a,| tizerinde bir mutlak sinir var
mudir? Ikincisi de eger S smifindaki f fonksiyonlarinin n > 2 olmak iizere n. katsayilari
sinirl ise, S sinifinin bir f fonksiyonu var midir? ki onun #. katsayist bu sinira ulagir m1?
Beieberbach’in ikinci katsay1 a5 ile ilgili varsayimi, genel anlamda a,, icin ilk somut adim
olarak kabul edilmektedir. Ayrica Bieberbach varsayimi bu alanda yapilan bircok ileri
calisma icin de temel olarak kabul edilmektedir. Daha da 6nemlisi bu varsayim, univalent

fonksiyonlar teorisindeki standart fikirlerin ve tekniklerin ve de bu anlamda Koebe

131



fonksiyonunun ekstremal bir fonksiyon olarak nasil ortaya ¢iktigini1 da gostermesi agisindan
oldukca yararli olmustur. Bagka bir ifadeyle Bieberbach varsayiminin kendisi ve sonuglari
univalent fonksiyon teorisinin anlasilmasi agisindan olduk¢a onemlidir. Giintimiizde
Bieberbach varsayimi Bieberbach teoremi olarak da bilinmektedir. Verilen bu motivasyon
artiricr bilgilerden sonra, Alman matematik¢i Ludwig Georg Elias Moses Bieberbach
(1882-1982) tarafindan verilen ve Bieberbach varsayimi olarak bilinen varsayiminin ikinci

dereceden katsayi i¢in ispatin1 verelim.

Teorem 3.1.11. (Bieberbach Varsayimi-1916) Eger (3.6) ile verilen f(z) fonksiyonu S
de bir fonksiyon ise, bu duruda |ay| < 2 dir. Esitsizlik igerisindeki esitlik durumu(yani
laz| = 2) ancak ve ancak f(z) fonksiyonu k(z) = z(1 —z)~2 Koebe fonksiyonun bir

rotasyonu ise gerceklesir.

Ispat. f € S doniisiimiine Bieberbach varsayimu ile yakindan iliskili olan pozitif degerlikli

karekok doniisiimii uygulanirsa

a dasy — a3
h(z) = f(z2)=z+?zz3+—38 27

elde edilir ve & € S dir (Bak, Teorem(3.1.5). Simdi 4(z) dontisiimiiniin inversi (tersi) alinir

ve elde edilen doniisiim g(z) ile gosterilirse,

o Lot |
TV BT fye) R Sy
|
:Z<1+§722+..>
1 2
:z[l—(—azz_2+...>+(5a2z_2+ >— ]
=z—a—22z_1+... 3.17)

elde edilir. Dikat edilirse elde edilen g(z) fonksiyonu (3.15) formundadir. Dolayisiyla
g(z) € Y dir. (3.15) ile (3.17) nin ayni dereceli terimlerinin katsayilari karsilikli olarak
esitlendiginde b = —% oldugu goriilecektir. Ote yandan Sonug (3.1.2) den biliyoruz
ki ¥ sinifina ait olan her bir fonksiyon i¢in || < 1 dir. Bu durumda kolaylikla |b;| =
| —ay/2| < 1iliskisi goriilecektir. Dolayisiyla |a;| < 2 elde edilir. Ispati tamamlamak icin

ekstremal |a;| = 2 6zellige sadece k(z) Koebe fonksiyonun sahip oldugunu gosterelim.
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Bunun i¢in (3.17) de |ap| = 2 alinirsa

2 1
8 =257+ =i (3.18)

elde edilir ki burada |b;| = 1 oldugu agiktir. Bu durumda yine Sonug¢(3.1.2) nin ispatinda
da ifade edildigi tizere n > 2 i¢in |b,| = 0 olacaktir. Dolayisiyla (3.18) de elde edilen g(z)

1 i0
g(z):z——:z—e— (3.19)
Z <
Z2
seklini alir. Buda f(z) = A 2002 1 0 ye esittir. Bu esitlikte - =W alinirsa
10
r w _ i e’’w
flw) = (1—efw)2 y (1—eifw)2
— e k(W)

elde edilir ki bu da iinlii Koebe fonksiyonun bir rotasyonu veya bir ailesidir. Biitiin
verilenler birlestirildiginde teoremin ispat: tamamlanmustir. e~"9k(e’%w) fonksiyonu k(z)
fonksiyonunun agisal doniisiimii olarak da adlandirilir. Bu anlamda asagidaki tanim

verilebilir. O]

Tanmm 3.1.4. o modiilii 1 olan bir kompleks say1 olmak iizere analitik - kuvvet serisi
olarak

ko(z) = ——— Znoc"]e”eS

(l—Ocz

seklinde verilen fonksiyona Koebe fonksiyonunun rotasyonu denir.

Koebe fonksiyonun bu |ay| = 2 ekstremal ozelligi ile asagida verilecek olan Teorem
(3.1.12) Bieberbach Varsayimi-de Branges Teoremi’nin tam da kalbindedir. S6z konusu bu
varsayimin, S sinifina ait her bir f fonksiyon icin gegerli oldugu varsayimin neden oldugu
dogal bir durumdur.Bu durum bu alanda c¢aligsan bilim adamalarin1 *Katsay1 problemi’
olarak da bilinen f € S ve n > 2 olmak iizere |a,| < n oldugu varsayiminin dogrulugunu
ispatlamaya yoneltti. Belki de bu alandaki hicbir problem, katsay1 problemi kadar bilim

adamalarinin ilgisinin ¢cekmemigtir. 1984 yilinda |a,| < n genel durumu Louis de Branges
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tarafindan ispatlanincaya kadar gecen 68 yilda bazi arastirmacilar tarafindan n = 2,3,4,5

degerleri icin ispatlanmistir. Bu anlamda asagidaki tablo verilebilir.

Cizelge 3.1. Katsay1 Probleminin Ispat:

Sonug Bilim adamlar1 ve tarih
lay] <2 Bieberbach(1916)
laz| <3 Loewner(1923)

|ag] <4 | Garabedian ve Schiffer(1955)

las| <5 | Pederson ve Schiffer (1972)

la,| <n de Branges(1984)

Branges’in genel durumu ispatlamadan 6nce, n = 6 igin |ag| < 6 oldugu varsayiminin da
ispatlandigini bilmekte fayda vardir. Branges’in katsay1 probleminin ¢6ziimiine iliskin
yaptig1 katkidan dolay1 giiniimiizde f € S ve n > 2 olmak iizere |a,| < n oldugu varsayimi
de Branges teoremi olarak da bilinmektedir. Fransiz matematik¢i Luis de Branges de
Bourcia(1932-)’nin Bieberbach varsayimu ile ilgili kanit uzun siire birgok matematik¢i
tarafindan siipheyle karsilanmistir. Ancak matematikcilerin olusturdugu bir ekip tarafindan
dogrulandiktan sonra kabul gormiistiir. Bu donemlerde S sinifina ait fonksiyonlarin Taylor
katsayilar tizerindeki kesin sinirlar bilinse de ayni durum )’ sinifina ait fonksiyonlar i¢in
gecerli degildi. de Branges’in yaptig1 katki bu siipheleri ortadan kaldirmistir. Bu anlamda
Bieberbach varsayimi S sinifina ait fonksiyonlarin geometrik 6zellikleri hakkinda ¢ok
onemli bir sonu¢ anlamina gelirken, de Branges teoremi ise Y sinifina ait fonksiyonlarin

geometrik 6zellikleri hakkinda ¢ok 6nemli bir sonu¢ analmina gelir.

Teorem 3.1.12. (Bieberbach Varsayimi-de Branges Teoremi) Eger (3.6) ile verilen f(z)
fonksiyonu S de bir fonksiyon ise, bu duruda |a,| < n dir. Kesin esitsizlik durumu ancak
f fonksiyonu k(z) = z(1 — z) ~2 Koebe fonksiyonun bir rotasyonu olmadig1 siirece gegerli

olur.

Ispat. Teoremde ileri siiriilen hipotezlerin dogru olduklarim gostermek igin kutupsal

koordinatlarla islem yapmak kolaylik saglayacaktir. Bu anlamda a; = 1 ve |z| < 1 olmak
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lizere 7 = re'® alalim. Bu durumda f nin kutupsal koordinatlara bagh kuvvet serisi

f2) = £(re®) = Z ane®

= Z apr"cos(n@) +i Z a,r"sin(n0)

n=1 n=1

olur. Buna gore

3 f(z) = v(re® Z anr"sin(n0) (3.20)

n=1
oldugu agiktir. Elde edilen (3.20) esitligi sin(n0) ile carpilip, 0 dan 7 ye kadar integrali

alinirsa

2 (T ey 2 (" W,
—/ v(re'”)sin(n0)d6 = —/ aur'sin~(n0)do
T Jo T Jo

=a,r" (3.21)
bulunur. Ote yandan, Reel analizde 0 < 0 < wven=1,2,... icin
|sin(n@)| < nsind

oldugu tiimevarim yontemiyle kolayca ispat edilebilmektedir. Buna gore (3.21) ifadesi

yeniden diizenlenirse,

2 .
lanr”| < ;”/ v(re®)|sin6d6 (3.22)
0

olur. f univalent oldugundan 0 < r < 1 ve 0 < 6 < 7 olmak lizere

O?éf(reie o Zan mG fzne)
=2 Z anr"sin(nO)
n=1

= 2iv(re'®)

yani,

v(re'?) #£0
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dir. Ote yandan v(re’®) # 0, 6 nin siirekli bir fonksiyonu oldugundan 0 < 6 < 7 arahginda

isaret degistirmez. Dolayisiyla,
2 (7 0
r=lar| = ‘—/ v(re' )sinQdG‘
T Jo
2 T
2

dir. Elde edilen (3.23) esitligi (3.22) de yerine yazilirsa,

v(re'®) )sinede (3.23)

la, | < nr
bulunur. Bu asamada her iki tarafin » — 1 durumunda limiti alinirsa istenen sonug

lim |a,r"| < lim(nr)
r—1 r—1

lan| <n

elde edilir. Burada r < 1 keyfi sabit oldugu icin, ispat: tamamlamak adina » — 1 alinmigtir.

]

68 yillik bir siire¢ icerisinde katsayir problemi ile ilgili olarak elde edilen sonuclar
siirekli olarak iyilestirilmistir. Ornegin ilk zamanlar herhangi bir f € S fonskiyonunu a3
katsiy1sinin modiilii tizerindeki tahmin |a3| < 16.63 olarak kabul edilmistir. Ancak elde

edilen ilerlemelere bagh olarak bu sonug iyilestirlmistir. Ornek olarak asagida verilmistir.

Ornek 3.1.1. Eger f € S ise bu durumda |a3| < 5 dir.

Coziim. Bu durumda

-1

g(z) = . =z—a2+(a%—a3)z +...

~
—

[E—
~~
N—

fonskiyonu Y sinifindadir (Bak, (3.15)). Bu durumda (3.1.10) Alan teoreminden |b;| =
la3 — a3| < 1 dir. Dolayistyla buradan |a3| < |a3 — a3| + |az|> < 1+4 = 5 elde edilir.
Ancak |a3| < 3 oldugu 1923 yilinda Cek matematik¢i K. Lowner tarafindan ispatlanmistir.
Aslinda Katsay1 problemi yani Bieberbach varsayimi iizerindeki ilerlemeler birkag¢ yonlii

olmustur:
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(i) (Genel Durum)f € S igin |a,| <n,n=2,3,...
(ii) (S nin altsiniflart igin) |a,| <n,n=2,3,...

(iii) (Yeterince biiyiik C i¢in) |a,| < Cn,n=2,3,...

Buraya kadar verilen bilgilerden anlagiliyor ki bir f fonksiyonun S sinifina ait olmasi yani
analitik, univalent ve normalize edilmis olmast a; = 1 olmak iizere {a; = l,az,a3...}
Taylor katsayilar1 dizisinin ne kadar hizli biiyliyebilecegini sinirlasa da herhangi bir belirli
katsay1 iizerinde bagkaca bir sinirlama yoktur. Bilindigi tizere her bir polinom fonksiyon
analitiktir ve katsayilar1 her hangi bir kompleks say1 olabilir. Analitik olmas1 yukarida
verilen katsay1 esitsizliklerini sagladigin1 gostermeyebilir. Analitik olmanin yaninda
univalent olma gibi ilave sartlarinda da gereklilig aciktir. Bu anlamda univalent olma
Kompleks analizde Reel analizde oldugundan daha giiclii bir 6zellik olarak karsimiza
¢ikmaktadir. Ornegin, reel eksen iizerinde (—1, 1) aralgindaki tiim x ler i¢in taniml1 bire-bir

ve reel katsayili bir f(x) =x+ Z a,x" fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyonda a; = 1 olmak
n=2

lizere {ay,ay, a3 ...} Taylor katsayilar1 igin herhangi bir sinirlama yoktur. Ornegin f(x) =
x+ a3x> polinomu hem analitik hem de univalent olan bir polinom fonksiyondur. Ancak bu
sartlar1 saglamasina ragmen f polinom fonksiyonu monoton artan bir fonsksiyon oldugu
icin a3 katsayisi ile ilgili herhangi bir sinirlama getirilemez. Bu durumda dogal olarak
Bieberbach varsayiminin sadece bazi kogullar1 saglayan kompleks degiskenli fonksiyonlar
icin gecerli oldugu sonucu c¢ikar. Reel degiskenli fonksiyonlarda bir karsili81 veya benzeri
yoktur. Ancak baz1 durumlarda kompleks degiskenli fonksiyonlarin Taylor katsayilar
da hizli bir sekilde biiyiiyebilir. Bu durumda tanim kiimesi D = {z € C : |z| < 1} yerine
timleyen A = {z € C : |z| > 1} alinabilir. Bu anlamda genel bir fikir vermesi amaciyla

asagidaki ozellik verilebilir.

Ozellik 3.1.2. Derecesi n olan bir f(z) = z+ayz> + - - - +a,z" polinom fonksiyonu alinsin.

Eger f fonksiyonu birim disk D de univalent ise, bu durumda |a,| < 1/n dir.

Ispat. f fonksiyonun f tiirevi hesaplanirsa

f@) =zt @+t ad" = f(2) = 1+ 2a0z+ - +na?"”!

1
= nay <—+---—|—z"_l) (3.24)

nay,

137



elde edilir. Elde edilen parantez icerisindeki polinomun derecesi n — 1 olduguna gore
Teorem (2.1.25) Cebirin temel teoreminden cy,...,c,—1 kompleks kdke sahip olur. Bu

durumda (3.24) tiirevi carpanlarina ayrilarak

f(z) =nan(z—c1)(z—c2)...(z—ca1)

seklinde yeniden yazilabilir. Ote yandan f fonksiyonu D de univalent odugundan Teorem
(3.1.1) univalent olmanin islemsel tanimindan Vz € D i¢in f’(z) # 0 olmalidir. Bu durumda
bizim elde etti§imiz cy,...,c,—1 kompleks kokler D nin igerisinde degil disinda olmalidir.
Yani her bir j i¢in |c;| > 1 dir. Ayrica f € S oldugundan normallestirme sart1 geregi ve

ilave olarak |c;| > 1 olduguna gore

f1(0) = 1= |nay| < 1=|f(0)| = nay|lc1]|... |cn-1]
= |na,| <1

1
= |a,| < -
n
elde edilir ki bu da aranan sonugtur. [

Ancak teoremde verilen hipotezin tersi dogru olmayabilir. Yani |a,| < 1/n sartinin
saglanmas1 f fonksiyonunun univalent olmasini garanti etmez. Bu durumu gosteren
bir 6rnek vermemiz yeterli olacaktir. Bu anlamda f(z) = z+ %z“ fonksiyonunu alalim.
Dikkat edilirse fonksiyonumuzda a4 = % ve n =4 olup |a,| < 1/n sart1 saglanmaktadir.
Ancak f fonksiyonu univalent degildir. Bu durum z; = % ve 71 = _7’ alinarak z; # z; iken

f(z1) = f(z2) oldugu gozlemlenerek dogrulanabilir.

Dikkat edilirse herhangi bir analitik doniisiim ayn1 zamanda agik bir doniisiimdiir (Bak,
Teorem (2.1.28)). Yani, bir analitik doniisiim altinda herhangi bir agik kiimenin goriintiisii
aciktir. Ozellikle bu ifade eder ki her bir f € S i¢in (D) goriintiisii, orijin merkezli ve
pozitif yaricapl bazi ortak diskleri ihtiva eder. 1907 yilinda, Alman matematik¢i Paul
Koebe (1882-1945), S siifina ait her bir doniigiimiin D(0, p) agik diskini ihtiva edecek
sekilde bir p > 0 sabitini buldu. Koebe 0 < p < 1/4 oldugunu ileri siirdii. Bu agik sebepten
dolay1 asagidaki teorem Koebe 1/4 teoremi olarak bilinir. Unutulmamalidir ki bu teorem

univalent fonksiyonlar i¢in ¢cok 6nemli sonuclar iireten temel bir teoremdir.
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Teorem 3.1.13. (Koebe 1/4 Teoremi) Her bir f € S fonksiyonunun f(D) goriintiisii
{w e C:|w| < 1/4} diskini kapsar(yani, f(D) D f(D(0,1/4)) ={w e C:|w| < 1/4}).

Sezgisel olarak, f(D) gortintii bolgesi oririjin merkezli ve 1/4 yarigapli agik birim diski
kapsar. Bagka bir ifadeyle f(D) goriintiisiiniin noktalarinin w = f(0) = 0 orijine olan

uzaklig1 1 /4 daha kiiciik olamaz.1/4 sabiti kesindir ve gelistirilemez.

Ispat. f € S fonksiyonunu alalim. Teorem (3.1.11) Biberbach varsayim teoreminden biz
biliyoruz ki |ap| < 2 dir. Kabul edelim ki w ¢ f(D) olsun. Bu durumda Teorem(3.1.4) de

verilen (v) segenegindeki alinmayan deger doniisiimiinden

1
g(z):v:v_f—](f()z):w(aﬁ;)z%--es (3.25)

elde ederiz. (3.25) den yine Bieberbach varsayimu ile
1
a2 + | <2 (3.26)
w
yazilir. Elde edilen (3.26) esitsizligi ile |a;| < 2 varsayimu birlestirilirse

1 1 1
- v < 20
w w w

1 1
’—‘ <4 veya |w| > —
w 4
sunucuna ulagilir. Diger bir ifadeyle, f € S nin alinmayan degeri orijin merkezli 1/4

yarigapl diskin digindadir. [

Yukarida verilen Teorem (3.1.13) Koebe 1/4 teoremi,anlasilacagi iizere f € S fonksiyonlart
ile ilgilenmektedir. Yani teoremde verilen hipotezin dogru olabilmesi icin f fonksiyonun
acok birim disk D analitik univalent olma ve de (3.1) normalizasyon sartlarini saglamasi
gerekir. Bu sartlar altinda teorem f(D) goriintiisiiniin orijin merkezli (dikkat, f(0) = 0) ve
1/4 yarigaph diski ihtiva ettigini ve sabit olan 1/4 degerinin de miimkiin olan en iyi deger
oldugunu ifade etmektedir. Teorem (3.1.13) Koebe 1/4 teoreminin varsayimi altinda aslinda
bir anlamda bir w ¢ f(D) fonksiyonu i¢in |w| = 1/4 ekstremal durumunun da olabilecegi
ifade edilmektedir. Teoremin k(z) = z(1 — z) ~> Koebe fonksiyonuna ve onun Tanim (3.1.4)

ile verilen kg rotasyonlarina uygulanmasiyla sabit yarigapin 1/4 oldugu goriilebilir. Yani
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s0z konusu ekstremal 6zellik sadece Koebe fonksiyonu ve onun rotasyonlart i¢in gecerlidir.
Teorem (3.1.13)Koebe 1/4 teoreminde verilen f(D) D {w € C: |w| < 1/4} ifadesindeki
O semboliinde ki esitlik bu ekstremal durumu karsilamaktadir. Ayrica Teorem (3.1.13)

Koebe 1/4 teoremi ayn1 zamanda her bir f € A fonksiyonunun

f N (fz)=2z2€D

Ve

(W) =wlwl <p,p(f) 2 1/4

sartlarimi saglayan ve f~!(w) = w —aow? + (2a3 — a3)w® + ... ile verilen bir f~! ters
fonksiyonuna sahip oldugunuda ifade etmektedir. Bu durumda dogal olarak asagidaki

tanim verilebilir.

Tamim 3.1.5. Bir f € A fonksiyonuna bir U bolgesinde bi-univalent denir, eger hem f ve

hem de f~! ters fonksiyonu U da univalent ise.

Birim disk D de bi-univalent olan fonksiyonlarin sinifi genel olarak o ile gosterilir. ¢ sinif
ilk olarak 1967 yilinda Lewin tarafinda tanitildi ve (3.6) formuna sahi bi-univalent f € ¢
fonksiyonlarinin ikinci katasyilarinin |ay| < 1.51 esitsizligini sagladigini ispatladi. Daha
sonra Bernard ve Clunie, Lewin’in varsayimini |a;| < /2 olarak gelistirdiler. Devaminda
bircok arastirmaci bu alanda calismalar yaptilarve ve o sinifina ait fonksiyonlar i¢in
katsay1 tahmini yaptilar. Bu anlamda Netanyahu ve arkadaglart max|a;| = 4/3 oldugunu
isapatladilar. A = {z € C: 1 < |z| < o} bolgesinde tanimli olup (3.15) formuna sahip olan
analitik univalent fonksiyonlar1 ) sinifina ait fonkksiyonlar i¢in katsay1 tahminleri de bu
alanda yapilan ¢alismalarda oldukca genis yer almistir. Schiffer, g € } fonksiyonlari i¢in
|bn| <2/3 varsayiminda bulunmug ve ispatlamistir. P. Duren, 1 <k < r/2 igin by = 0 olmak
tizere |b,| < 2/(n+ 1) esitsizligini tiiretmistir [26]. Ote yandan (3.15) ile verilen g € ¥,
fonksiyonu univalent olmak iizere A bolgesinde bi-univalent olan fonksiyonlar konusu ilk
olarak Suzeini ve arkadaglar1 tarafindan caligildi ve tanitildi. Tanim (3.1.5) de verildigi

gibi bir g € ¥ fonksiyonuna bi-univalent denir eger g~! € ¥ ise. Bu fonksiyonlarin sinif

ise } 5 ile verilebilir. %, — log(1 —z) ve %log (i—f;) fonksiyonlar1 ) 5 smifinin birere
iiyesi iken k(z) = ﬁ Keoebe fonksiyonu ) 5 sinifinin bir iiyesi degildir. z — %zz ve § fzz

fonksiyonlar1 ise S sinifinin birer iiyesi iken } 5z sinifinin birer iiyesi degildirler.
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Teorem 3.1.14. Kabul edelim ki f(z) = z+azz*>+... ve g(z) = z+b2z> +... fonksiyonlari
birim disk D de analitik olup Vz € D icin ‘% — 1) < 1 olsun. Eger g fonksiyonu D de

univalent ise, bu sartlar altinda f fonksiyonu |z| < % alt diskinde univalent ve starliketir.

Teorem (3.1.14)’in hipotezinde belirtildigi {izere baz1 doniisiimlerin genel anlamda verilen
katsay1 kosullarina veya geometrik karakterizasyon sartlarina ragmen birim disk D de ki
univalentligi koruyamadig anlagilmaktadir. Bu tiir doniistimlerin herhangi bir altdisk D, =
{z € C: |z| < r} C D de univalentligi koruyup koruyamayacagim sormak veya diisiinmek
cok dogaldir.Bu tiir problemler univalent fonksiyon teorisinde yarigap problemleri olarak
bilinir. Bu anlamda en genis altdisk D, nin r yarigcapinin bulunmasi, bu bolgede tanimli

olan analitik fonksiyonun univalentligini garanti eder. Dolayisiyla r univalentlik yaricapi

olarak bilinir. Bu durum ayni1 zamanda, bir f € Aninn > 2, |a,| < n sartim1 saglamast i¢in
r € (0,1) olmak iizere r nin en kiigiik tist sinirinin bulunmasi anlamina da gelir. Ancak bu
durumun sadece univalent olma ile sinirli olmadig yine Teorem (3.1.14)’in hipotezinden
anlagilmaktadir. Benzer durum diger geometrik karekterizasyonlar i¢in de gecerlidir.
Ornegin k(z) = ﬁ Koebe fonksiyonu birim disk D yi C — (—oo, —1 /4] bolgesine esler
ki, bu bolge starlike olup konveks degildir (Bak, Sekil (3.2)). Ancak iyi bilinirki r <2 —+/3
i¢in k(z) Koebe fonksiyonu D, yi konveks bir bolgeye esler. Gavrilov, (3.6) formuna sahip
f € A fonksiyonunun n > 2 olmak iizere |a,| < n sartin1 saglayabilmesi i¢in univalentlik
yaricapinin, r ye bagh olan 2(1 — )3 — (14 r) = 0 iiciincii derece denkleminin pozitif reel
kokii olan r =~ 0.164 oldugunu ispatladi.Elde edilen bu sonug, 6rnegin f(z) = 2z — ﬁ
icin kesindir. Gavrilov bir bagka calismasinda univalentlik yaricapinin M > 0 ve n > 2
olmak iizere bir baska esitsizlik olarak |a,| < M esitsizligini sagladigini ispatladi [30].
Yamashita ise, Gavrilov tarafindan elde edilen univalentlik yaricapinin, f € A olup (3.6)
formuna sahip olan fonksiyonlarin yildizil olma (starlikeness) yarigapi ile ayni oldugunu
gosterdi. Yamashita, ayrica n > 2 olmak iizere |a,| < n(veya |a,| < M) sartim1 saglayan f €
A fonksiyonunun konevekslik yaricapimin ise r ye bagli olan 2(1 —r)* — (1 +4r+r2) =0
(veya hem r ye hem de M ye bagli olan (M +1)(1 —r)? —M(1 +r) = 0 ) denkleminin

r = 0.90 pozitif reel kokii oldugunu ispatladi [31].

Teorem (3.1.13) Koebe 1/4 teoreminin ispat1 bize gosterdi ki, Koebe fonksiyonu ve onun
rotasyonlar1 |w| < 1/4 olmak tizere bir w degerini atlayan tek fonksiyonlardir. Boylece

S icerisindeki baska bir fonksiyon daha biiyiik bir diski ortebilir. Ote yandan bir f € S
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fonksiyonu altinda D nin goriintii kiimesindeki sekiller, f’(z) tiirevindeki degisime gore
bozulmaya ugrayabilirler(biiyiime veya biiziilme). Ornegin |f’(z)| modiiliindeki hizli
degismeler, ayn1 uzunluktaki yakin egrilerin ¢ok farkli uzunluktaki egrilere eslenmesine
veya arg(f’(z)) argiimentindeki hizli degismeler ise diiz dogru pargalarinin keskin
kivrimlart olan egrilere eslenmesine sebep olabilir. Bu anlamda |a;| < 2 Bieberbach
varsayimi esitsizliginin bagka olduk¢a 6nemli sonuglari da vardir. Bu 6nemli sonuglardan
biri de Keobe bozulma teorimi olarak bilinir. Koebe bozulma teoremi, f doniisiimii
S simifinda bagimsiz olarak degisirken |f’(z)| modiiliiniin alt ve iist sinirlarini garanti
eder.Yani |ay| < 2 Bieberbach varsayiminin S sinifindaki doniisiimden bagimsiz oldugunu
ifade eder. Asagidiki teorem, Keobe distortion teoremi ve onunla ilgili olan teoremler ve

sonuglar icin temel olusturur.

Teorem 3.1.15. |z| = r < 1 olmak iizere her bir f € S i¢in

Zf”(Z) 2’,2
) 175

dir. Ayrica, her bir 0 # z € D i¢in esitsizlikteki esitligin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter
sart f fonksiyonunun k(z) Koebe fonksiyonu veya onun uygun bir rotasyonu (Bak, Tanim

(3.1.4) ) olmasidir.

Ispat. f € S ve z € D verildiginde Teorem (3.1.4) (iv) de verilen disk otomorfizmasindan

f(lvf;vzz) —f(2)
(1—121?) f'(2)

:w+% ((1—|z|2)];:((§)> —22) w24 ... (3.27)

F(w) =

doniisiimii olusturulabilir. f € S oldugu i¢in Teorem (3.1.11) (Bieberbac Varsayimi) den
yukarida verilen (3.27) agilimindaki ikinci terim w? nin katsayisinin mutlak degeri 2 den

kiiciik veya esit olmalidir. Yani,

1 f//(z) B
s (-0 -2) | <2
veya
12 f"(2) A=
|<(1 2| )f,(z) 2z) <4 (3.28)
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2|

elde edilir. Elde edilen (3.28) esitliginin her iki tarafi 1—P
— <

ile carpilir ve |z| = |Z| =7

oldugu da kullanilirsa

‘ ((1 -~ |z\2)& —22) ‘ <4= T _‘Z‘

)

'@, 4lz]
((1—|z|2) 5 —2z) ‘ S

72 P)
df" () 20z | 4l
MR
2f"(z ) 272 4r
= (2) 1—72| = 1—12

olur. Bu da arzu edilen sonuctur. Bu esitsizligi ortaya koyduktan sonra Koebe Distortion

Teoreminin ifade ve ispat edebiliriz [

Teorem 3.1.16. (Koebe Distortion (Bozulma) Teoremi ) |z| = r < | olmak iizere her bir
feSicin
1= 1+r
(1+r)3 <Ifl< (1—r)3
dir. Ayrica her bir 0 # z € D ig¢in esitsizlikteki esitligin saglanabilmesi igin gerek ve yeter
sart f fonksiyonunun k(z) Koebe fonksiyonu veya onun uygun bir rotasyonu (Bak, Tanim

(3.1.4) ) olmasaidr.

Z+u

1 +zi
Oncelikle tanimlanan ¢(z) doniisiimiiniin univalent oldugu gosterilmelidir. Bunun igin

Ispat. 0 < u < 1 olmak iizere, birim disk D de @(z) = f < ) donsiimiinii tanimlansin.

21,22 € Dve ¢(z1) — @(z2) # 0 iken z; — 2 # 0 oldugunu géstermek gerekir.

¢(z1) — ¢(22) #0:>f<fl+tlug) _f(fi;”ﬁ) #0

Z1+u B +Uu
14+z18 14200

= (21 —22)(1 —ui) #0 (3.29)

dir. 0 < u < 1 olarak kabul edildiginden 1 — uit # 0 oldugu aciktir. Bu durumda (3.29) da

z1 — 22 # 0 olmalidir. Bu da bize ¢(z) nin univalent oldugunu verir.

Yine Teorem (3.1.4) (iv) de verilen disk otomorfizmasindan |u| < 1 ve ¢(z) € S olmak

o)W
O = ) () (.30
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olarak tanimlanabilen doniigiimiin S sinifinin bir elemani oldugunu biliyoruz (Bak, Teorem
(3.1.4), ispat (iv)). Bu durumda F(0) = F’(0) — 1 = 0 normallestirme sartlar1 da dogal
olarak saglandigina gore (3.30) ile verilen F(z) doniisiimii

F'(0)  F"(0) »

F(z) =F(0)+ TR TR +...,F(0)=0,F'(0)=1

1
=z+ 5F”(O)z2+... (3.31)

seklinde verilen bir Taylor serisine sahip olur. Bu durumda Teorem (3.1.11) (Bieberbac

Varsayimi) ye gore |az| < 2 olmalidir. Bu durumda yapilmasi gereken oncelikle a;
I

katsayisini kullanarak F”(0) yi bulmaktir. Elde edilen (3.31) den ap =

oldugu

2!
aciktir. Bu durumda F”(0) yi bulmak i¢in yapilmasi gereken cebirsel islemlerin detay1 su
sekilde olur:
¢(2) = f(u) / ¢'(2)
F(z) = = F(2) =
f1() (1= Jul?) S/ () (1= |uf?)
2
:>F//( ) (P (Z) ,Z_O
S () (1= |ul?)
!/
0
= F"(0) ?°(0) (3.32)

Simdi bu asamada yapilmasi gereken @”(0) degerini bulmak ve (3.32) de yerine yazmaktir.

Z+u joy l—ua ,( z4u
gD(Z)Zf(Hzﬁ) = 9@ = (+zar’ (H—zﬁ)

N2
= ¢'()= 1 ””>4f"(””),z:0

(1+zi) 1+zit
7 1—u?)? (U
=0 (O)Z%f <T)

= ¢"(0) = (1—|ul?)" " (w)
elde edilir. Elde edilen bu sonug (3.32) de yerine yazilirsa,

P —P) ~ Fa)(i—[aP)
(- ) £ (w)
F(u)

o) — — 0O (1 —uP) ")
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bulunur. Buna gore,

PO 1 (=) f )
a2l =71 =3 700 26| <2
(L={ul) f" ()
—2a| <4 3.33
) = (3339
bulunur. (3.33) de u = z alinirsa,
(1-121%) f"(x) .
—271 <4 3.34
f'(2) i -39
elde edilir. Elde edilen bu son (3.34) esitliginin her iki yani 1—|;||Z|2 ile ¢carpilirsa
(1-12) f"(z) . 2l (=P @) . 2]
—271 <4 —27| < —F—4
'@ b TR ) I 1= T-1P
2lf"(z) 22 42| 2
7w a—Em| S am TR
rf”(z)_ 2r? 4r
MG G5

sekline doniisiir. Bu asamda (3.35) esitsziliginin her iki tarafinin reel kisimlari diisiiniiliirse

J]:((ZZ)) - <12—r;> T g{{ f:éﬁ) - <12—r2r2> } : m{ui—%}
(- 5]
()i i
L ea(£9)
() e
= ?r__rj <R (];/((ZZ)) < ?rjrj (3.36)
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olur. Islem kolayhig1 saglamak amaciyla z = re'® olmak iizere f(z) = u(x,y) + iv(x,y)

alinabilir. Bu durumda,

: du .0
f(@) = u(x,y)+iv(x,y) = f(z) = 8_Lrt _Ha_‘r’
82u ‘azv
=@ =5a TG0

elde edilir. Buna gore,

02u  0*v J*u  9* du dv
'@ _92 %92 _ a2 92 ar tor
TECIR IO T T T TR T

dr  or dr dr Jdr Or

0%uodu Jd*udv 9*vou 9*vav

o or _‘ofor 'orar  arar

() +(5)

ar or
0?udu 9*v v

_ 9P arar

() ()

bulunur. Elde edilen (3.37) esitliginin her iki tarafinin reel kisimlari diisiiniiliirse

()l () e

(3.37)

dir. Ote yandan

du  d du\> (v’
@) =5 +ig- =1 ()] = \/ <a—i> + (a—:) (339)

dir. Elde edilen (3.39) sonucu (3.38) esitliginde yerine yazilirsa

G I
(i) = 5, loel @)

olur. Bu ifade de (3.36) esitsizliginde yerine yazilir ve 0 dan r ye integrali alinirsa

2r—4 f(z) 2r+4  2r—4 9 / 2t 4
<R < <9, -
1=r= (f’(Z) ST 271259, 0g|f(z)|_1_r2
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ror—4 r 2r+4  [T2r+4
j/ d drg/ log|f(z)|dr < rt </ T
0 0 0

1—r? 1-r22 = Jo 1=12
= log(1 —r) —3log(1+7r) <log|f'(z)| <log(1+r)—3log(l—r)
(1-r) ’ (L+r)
élog(1+r)3 <log|f'(z)] Slog(1+r)3
(1-r) / (1+7)
= e V@I

elde edilir. Bu da teoremde ifade edilen esitsizliktir. Teorem (3.1.15) de verilen esitsizlikte,
islem kolaylig1 saglamas1 acisindan z yerine re’® degisken doniisiimii yapilarak direkt bir

hesaplamayla ayni1 sonug elde edilebilir. [

Simdi (3.1.16) Koebe Distortion teoreminin direkt bir sonucu olan Growth teoremi

verilebilir.

Teorem 3.1.17. (Growth Teoremi ) |z| = r < 1 olmak iizere her bir f € S i¢in

r r

dir. Ayrica her bir 0 # z € D icin esitsizlikteki esitligin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter
sart f fonksiyonunun k(z) Koebe fonksiyonu veya onun uygun bir rotasyonu (Bak, Tanim
(3.1.4) ) olmasidir.

Ispat. Bu teoremin ispatinda Teorem (3.1.16) Koebe Distortion (Bozulma) Teoremi ve
Teorem (3.1.13) Koebe 1/4 teoremi birlikte kullanilir. Distortion (Bozulma) teoreminde
oldugu gibi | f'(z)| tizerindeki bir iist sinir | f(z)| iizerinde de bir iist sinir1 verir. Yani f € S

ve 0 < r < 1 olmak iizere z = re’® € D olarak secilirse,

£z) = /0 ' (pe®)edp.0<p <1

olur. Bu durumda, Teorem(3.1.16) Koebe Distortion(Bozulma) Teoremi uygulanirsa,

r o r o ro1 .
1@ = [ £0e®)dp =17 <| [ fpe®)e dp| < [ Pdp (e =1
r . . r l
= @< £ o) |ap < [ 7= sap
" 1+4p o
= 1@< [ oo =
=1f(2)| < (e (3.40)



elde edilir. Goriildiigi iizere (3.40) esitsizligi (3.1.17) Growth teoreminde verilen

esitsizligin sag tarafidir. Simdi de birinci kismi, yani

oldugu gosterlebilir. Ancak ikinci kisim igin, |f(z)| iizerindeki bir alt simir | f(z)| iizerinde
bir alt sinir vermez. Bu olumsuz durumu asmak i¢in keyfi bir z € D i¢in asagida verilen iki

durumun diistiniilmesi yeterli olacaktir.

@ [f(x) > 1/4
(i) |f(z)] < 1/4

(i) = Bu durumda 0 < r < 1 igin

5 < — oldugundan agiktir ki

I

dir.

(ii) = Bu durumda Teorem (3.1.13) Koebe 1/4 teoremi, 0 < r < 1 i¢in, orijini f(z) ye
baglayan dogru pargasinin tamamen f(D) goriintiisiinde bulundugunu garanti eder. f
bire-bir oldugundan bu dogru parcasinin orijinal hali D de bulunur ve orijini z ye baglayan

basit diiz bir egridir. Bu egri v ile gosterilebilir. Buna gore,

wzﬂ@szMMw

olur. ¥ nin tanimindan, iizerindeki herhangi bir w noktast i¢in, f'(w)dw ifadesi ile z ayni

arglimente sahiptir. Boylece,

wzﬂ@zAﬂWMW$V@h{wawﬂ

éWM=Afwm4
=171 = [l [ P
= [f(x)] = a _rr>2 (3.41)
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bulunur. Dolyisiyla (3.40) ve (3.41) esitsizlikleri birlestirilirse

elde edilmistir. Bu da teoremin ispatini bitirir. [

S simifinin iyi bilinen baska bazi altsiniflar1 da vardir. Bu siniflar sirasiyla starlike(yildizil),
konveks ve konvekse yakin fonksiyonlarin olusturdugu smiflardir. Bu altsiniflara ait
olan fonksiyonlar temelde geometrik diisiinceyle tanimlanirlar ve yorumlanirlar. Ancak
analitik fonksiyonlarin siniflandirilmasinda oldukc¢a yararl olan bu siniflar analitik olarak

da karakterize edilebilirler.

3.2. Starlike (Yildizil) Fonksiyonlar

Tamim 3.2.1. f fonksiyonu & sinifina ait herhangi bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu
altinda D birim diskin (D) goriintiisii orijine gore starlike bir bolge (Bak, Tanim (2.1.16))

ise, f fonksiyonuna bir starlike fonksiyon denir.

z—dizlemi Y % w—duzlemi

Sekil 3.6. Starlike (Y1ldizil) Fonksiyon.

Starlike fonksiyon kavramu ilk olarak 1915 yilinda, agirlikli olarak Topoloji alaninda
caligmalar yapan Amerikali matematik¢i James Waddel Alexander (1888-1971) tarafindan
tanitild1 [32]. Alexander, Annals of Mathematics’de de yayimlanan ”Birim diski basit
baglantili bolgelere esleyen fonksiyonlar” adli ¢calismasinda Univalent fonksiyonlarin

birkag¢ sinifin1 gelistirmis ve Taylor katsayilarini ve sifirlar ve kritik noktalarin konumunu
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da kullanarak univalentligi garanti eden bazi analitik yeterlilik sartlar1 da gelistirmistir. Bu
sartlarin Koebe’nin ortaya koydugu her bir z; # 22,z1,22 € D olmak iizere f(z1) — f(z2 #0

sart1 veya esdeger olarak
f(z1) = f(z2) 20
(21 —22)
univalentlik sartindan daha kolay uygulanabilir oldugu ve sonug olarak Univalent fonksiyon
teoerisinde dolayisiyla da Geometrik fonksiyon teorisinde yeni arastirma alanlari actig1

kabul edilmektedir. 1915 yilinda yaptig1 bu calisma ile Alexander doktora dercesi almistir.

Bir starlike fonksiyon 6gle bir fonksiyondur ki birim diski orjine gore starlike olan bir
bolge iizerine konformal olarak egler. Starlike fonksiyonlarin sinifi genel olarak S* ile

gosterilir. Bu simif
St = { f:D—C: feSve f(D) starlik(yildizl) bélge}

seklinde ifade edilebilir. Asagida verilen teorem starlike fonksiyonlar i¢in bir analitik

aciklama verir.

Teorem 3.2.1. (Sratlike Fonksiyon Olmanin islemsel Tammm ) Bir f € A alalim. Bu

durumda f € S* olmasi icin gerek ve yeter sart

R <Zﬁg)> > 0,(z € D) (Alexander,1915)

olmasidir.

Ispat. "" =" 11k olarak kabul edelim ki f € S* dir. Bu durumda iddiamiz f fonksiyonunun
her bir |z] = p < 1 alt diskin bir starlike bolge tizerine esledigidir. Buna esit bir iddia odur
ki g(z) = f(pz) fonksiyonun birim disk D de starliketir. Diger bir ifadeyle, gostermeliyiz ki
secilen her bir 7 € (0, 1) ve z € D i¢in 7g(z) noktasi g fonksiyonunun goriintiisiindedir. f €
S* olarak kabul edildigi i¢in birim disk D igerisindeki baz1 w : D — C analitik fonksiyonlar1
i¢in (2.1.2) Schwarz Lemmasinin bir uygulamasi olarak ¢ f(z) = f(w(z)) elde edilir. Bu
durumda, z = 0 i¢in |w(z)| < 1, 0 =¢£(0) = f(w(0)) olup w(0) = 0 dir. Dolayisiyla,

w(z) =w(pz)/p ve |w(z)| < |z| olarak tanimlanirsa

tg(z) =tf(pz) = f(w(pz)) = f (p%W(g(ZD) =g(w(z))
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dir. Verilen bilgilerden w(z) = w(pz)/p olup,
pz
w(z)| < ’—‘ =z
w(z)] 5 2]

elde edilir.Bu da bize, f nin her bir |z| = p < 1 diskini bir starlike bélgeninin sinir1 olan
Yp egrisi lizerine egledigini ifade eder. Dolayisyla bu da z nin |z| = p < 1 etrafinda pozitif

yonde hareket etmesi durumunda arg f(z) nin arttiin1 dogrular. Diger bir ifadeyle,

0 .
%{arg f(pe’e)} >0 (3.42)

dir.

Oncelikle S{%} = E)i{zf @ } oldugunun bilinmesinde fayda vardir. Bu asamada

7z =¢'"9 alinirsa

) } (3.43)

oldugu goriiliir. (3.42) nin kesin oldugunu gosterirsek ispati tamamlamis oluruz. Bunun i¢in

u(z) =R (3{;?) fonksiyonunu tanimlayalim. u(z) nin analitik oldugu agik olup, ayni

zamanda u(z) < 0 dir. Ote yandan analitik fonksiyonlar i¢in Teorem (2.1.27) maksimum

modiil prensibine gore max u(z) < 0 dir. Ayrica u nun sabit olmamamsi herhangi bir z € D
z€

oD
icin u(z) < 0 oldugunu da gosterir.Biitiin verilenlere gore
zf’ (Z))
R ( >0 (3.44)
f(@)

elde edilir. $imdi tersini gosterelim.

" <" Kabul edelim ki f fonksiyonu (3.44) esitsizligini saglayan analitik bir fonksiyon
olsun. Bu durumda f fonksiyonu normalize edilmis ((3.1) normalize sartlarini saglayan)
analiti bir fonksiyon olur. Bu durumda f fonksiyonu orijinde basit bir sifira sahiptir ve

birim disk D igerisinde baska hi¢ bir yerde sifir degildir. Dolayisiyla birinci boliimde de

151



ifade edildigi tizere 0 < 6 < 27 olmak iizere her bir |z| = p < | i¢in (3.42) esitsizligi
saglanir.Bu durumda z € D noktasinin, |z| = p < 1 diski etrafinda pozitif yonde hareket
etmesi durumunda f fonksiyonu artan argiimentla birlikte kapali bir 7y, egrisinden geger.
Ayrica f fonksiyonu |z| = p < 1 diski i¢erisinde tam olarak bir sifira sahip oldugundan,
argiiment prensibi bize ¥, nin orijini tam olarak bir kez ¢evreledigini sdyler. Ancak, ¥, artan
argiimentli oldugundan kendi kesmez. Boylece 7,, sinirlar bir starlike D, bolgesi olan
basit kapali bir egridir. Dolayisiyla bu durumda kabul edilebilir ki, her bir f fonksiyonu
i¢in |z| = p < 1 olmak iizere w € A, dir. Bu durum her bir p < 1 i¢in dogru oldugundan f
fonksiyonu birim disk D univalent ve starliketir. Dolayisiyla = ve < teoremin ispatini

tamamalar. L]

Teorem (3.2.1) starlike olmanin iglemsel tanimindan yararlanarak, starlike fonksiyonlarin

S* sinift analitik olarak

3*:{feA:9t<Zﬁg)> >0,2€D}

seklinde de verilebilir. Daha genel anlamda ise asagidaki tanim verilebilir.

Tamim 3.2.2. a € [0, 1) olmak iizere o dereceden starlike fonksiyonlarin sinifi

S*(a) = {f ceA:R (ZJZS)) >,z € ID}

olarak tanimlanir. Dikkat edilirse @ = 0 i¢in $*(0) = §* dir. Bu durumda §* O §*(«)

oldugu agiktir.

Ornek 3.2.1. (3.44) esitsizligini kullanarak A simifinin bir elamni olan k(z) = z(1 —z) 2

Koebe fonksiyonunun &* siifinin bir elemant oldugunu gosterelim.

Coziim.

k@) =2(1-2) 2 =R (lejé?) _ % (Z(l +2) (1 —z)z)
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dir. Dolayisiyla k(z) € S* elde edilir.

Buraya kadar verilen bilgilerden de anlasilacagi iizere bir f € A fonskiyonunu starlike
olmasii¢in gerek ve yeter sart herbir |z| = p < 1 diskini orijine gore starlike bir bolgeye
eslemesidir. Buise 0 < < 27 ve z = pe'® olmak iizere arg f (pe’®) nin 6 nin artan bir

fonksiyonu olmasidir. Boylece S* sinifin ait fonksiyon

e o)} -3 (419) o

Dikkat edilirse bu sart f nin starlike oldugunu ifade etmektedir. Bu sart f nin univalet

oldugunu gostermez. Ornegin, f(z) = z> fonksiyonu |z| < 1 diskini |z| < 1 diskine esledigi

veE

;—e{argf(zz) } = %{29} =2>0

esitsizligini de saglanmaktadir. Ancak tiirevi olan f’(z) = 2z fonksiyonu orijinde sifir olup,

Teorem (3.1.1) Univalent olmanin iglemsel tanimi1 geregince orijinde univalent degildir.
3.3. Konveks Fonksiyonlar

Tamm 3.3.1. f fonksiyonu & siifina ait herhangi bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu
altinda, D birim diskinin f(D) goriintiisii konveks bir bolge (Bak, Tanim (2.1.15)) ise f

fonksiyonuna bir konveks fonksiyon denir.

Konveks fonksiyon 68le bir fonksiyondur ki, birim diski konveks bir bolge iizerine

konformal olarak esler. Konveks fonksiyonlarin sinifi genel olarak C ile gosterilir. Bu sinif
C= {f: D—C:feSvef(D) konveksbélge}

seklinde verilebilir. Daha 6ncede ifade edildigi lizere konveks bolge her noktasina gore
starlike olan bir bolgedir. Buna gore her konveks bolgenin ayn1 zamanda bir starlike bolge
oldugu ifade edilebilir. Ama bu ifadenin tersi dogru olmayabilir. Bunun i¢in en giizel 6rnek
k(z) Koebe fonksiyonudur. Koebe fonksiyonu orijine gore starlike oldugu halde konveks
bir bolge degildir. Bu durumda kiimelerde kapsama iliskisine gore A DS D S* D C

yazilabilir.
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Sekil 3.7. Konveks Fonksiyon.

Konveks fonksiyon kavrami, 1913 yilinda Alman matematik¢i Edward Study (1862-1930)
tarafindan tanitildi [33]. Bilindigi tizere konvekslik kavrami, geometride temel bir
kavramdir. Konveks kiime kavraminin ilk formal tanimi1 Arsimed (287-212 B.C)’ye
dayanmaktadir. Daha sonra 17. ylizyill matematikc¢ilerinden Fransiz Augustin Louis
Cauchy (1789-1857) bu alanda da ¢ok onemli ¢aligmalar ortaya koymustur. Cauchy
egrileri ve yiizeyleri olarak bilinen bu ¢aligmalar, adeta belirli bir donem yetersiz kalan
konvekslik kavraminmi ve dolayisiyla konveks fonksiyon kavraminin gelisimini oldukca
etkilemistir. Cauchy’nin tanimlari ve teoremleri sayesinde matematigin bir ¢ok alaninda ve
fizik, kimya, biyoloji ve de miihendislik gibi alanlarda da bir dizi uygun 6zellikle beraber
onemli bir rol oynamaktadir. Konveks bolge kavramiyla yakindan ilgili olan konveks
fonksiyon kavrami Geometrik fonksiyon teorisinde de olduk¢a 6nemlidir. Bu alanda
kompleks analitik fonksiyonlarla calistigimiza gore dogal olarak su soruyu sormaliyiz:
konvekslik kompleks analitik fonksiyonlar altinda korunur mu? Bilindigi {izere konvekslik
kompleks analitik doniistimler altinda korunmaz. Ancak normalize edilmis ve univalent
olma gibi bazi ilave sartlar altinda ancak korunabilir. Bu anlamda (3.6) ile verilen analitik
univalent fonksiyon birim diski D yi bazi konveks bolgelere esler. Bagka bir ifadeyle
f € A fonksiyonunun konevks olmast i¢in gerek ve yeter sart |z| = p < 1 diskinin konveks
bir bolgeye eslemesidir. Geometrik olarak ise bu, 0 < 6 < 27 olmak tizere w = f (z)
fonksiyonunun |z| = p < 1 diskini basit kapali bir bolgeye doniistiirmesi demektir, dyle ki

0 arttik¢a goriintii tegetinin w—diizleminde reel eksenle yaptig1 aginin, yani arg f’ (peie)
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nin da artmas1 demektir. Doayisiyla konveks fonksiyonlar

d d -
%{arg{%f(re’e)}} >0
sart1 ile analitik olarak karakterize edilebilir. Asagida verilen teorem konveks fonksiyonlar

icin bir analitik tanim verir.

Teorem 3.3.1. (Konveks Fonksiyon Olmanin Islemsel Tanmim ) Bir f € A alahm. Bu

durumda f € C olmasi i¢in gerek ve yeter sart

zf"(2)
R (1 + ) ) >0,(z€D) (3.45)

olmasidir.

Ispat. " =" 11k olarak kabul edelim ki f € C olsun. Bu durumda iddiamiz f fonksiyonunun
her bir |z| = r < 1 alt diskini bir konveks bolge iizerine esledigidir. Bunu gostermek icin
|lz1] < |z2| < r olacak sekilde z; ve zp noktalarini segelim. Ote yandan f(z;) = w; ve

f(z2) = wy olmak iizere
wo =twi + (1 —1)wp,t € (0,1)

yazilabilir. Bu durumda f konveks bir fonksiyon oldugundan f(z9) = wy olacak sekilde
bir tek zp € D noktasi vardir. Bu durumda |zp| < 1 oldugunu géstermek zorundayiz. Bunun

i¢in, birim disk D de analitik ve g(0) =0, g(z2) = wo olmak iizere

<1Z
22

0 =17 (L) + 1-0s0

fonksiyonunu tanimlayalim. Ote yanda f € C oldugundan h(z) = f~!(g(z)) bileske
fonksiyonu iyi tanimlidir. Ayrica i(0) = 0 ve |h(z)| < 1 oldugunda (2.1.2) Schwarz

Lemmasina gore |h(z)| < |z| dir. Boylece
|20l = [A(z2)] < |z2| <r

oldugunu gostermis olduk.Bu durumda, f nin her bir |z| = r < 1 ¢emberini bir konveks
bolgenin sinir1 olan bir 7, egrisi lizerine esledigini ifade eder. Konveks olma geregi, egri

pozitif yonde hareket ettiginde ¥, egrisi egimi azalmayan bir egridir.

155



.V, w—diizlemi
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Sekil 3.8. Teget vektoriin argiimenti 8 nin azalmayan bir fonksiyonu

Analitik olarak bu durum

2 (o4 Srae{ s}

veya
3{889 log{lrelef (re' )}} >0

sart1 ile karakterize edilebilir. Bu sart ise |z| = r olmak iizere

aae{arg{aaef(reie)}} :Im{ 889 log{zre’ef (re' )}} >0
S{izre’ef’ (reie) (lre ) il (re ) } =0

irei® f! (re’e)

. ireief// (reiO)
3 {l+ W} >0

veE

R (1 + Z;,//((ZZ))) >0

sartina indirgenmis olur.

! Tersine kabul edelim ki f fonksiyonu

"
w (1475 >0
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ile normalize edilmis bir analitik fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki cebirsel
hesaplama gosterir ki ¥, egrisinin teget egimi monoton olarak artar. Fakat bir nokta

¥, egrisi iizerinde tam bir tur yaptiginda teget vektoriiniin argiimenti, z = re’® olmak iizere

0 d : r g d ,
%{arg{%f(re’e)}}20:>/o %{arg{%f(rele)}}dez

2r 1
_ /O 9{{1 n Z]]:,((ZZ)) }de

N 9{{/2_ <1 - ZJJ::/((ZZ))) UleZ} =

bulunur. Bu da gosterir ki, ¥, konveks bir bolgeyi sinirlayan basit kapali bir egridir. Yani

keyfi bir » < 1 i¢in f nin konveks goriintii kiimesine sahip bir univalent fonksiyon oldugunu

ifade eder. Dolayisiyla = ve < teoremin ispatin1 tamamalar. U

Bu teoremin 15181 altinda C sinifi

C:{fEAI%(l—FZ;/N((ZZ))) >O,zen)}

seklinde de verilebilir. Daha genel anlamda ise agagidaki tanim verilebilir.

Tanm 3.3.2. a € [0, 1) olmak iizere @ dereceden konveks fonksiyonlarin sinifi

C(a)={feA:9t(1+ZJ]:,//(<ZZ))) >oc,zeD}

olarak tamimlanir.

Dikkat edilirse @ = 0 i¢in C(0) = C dir. Bu durumda C D C(a) oldugu agiktir. & € [0, 1)
olmak iizere S*(a) ve C*(o) siniflart sirasiyla S ve C siniflarinin parametrelendirilmis
versiyonlaridir. & € [0, 1) olmak iizere S* (o) ve C* () simflart sirasiyla S ve C simflarinin

parametrelendirilmis versiyonlaridir. Ayrica,

zf"(2)
f'(2)

zf'(2)
f(z)

=1+
z=0

z=0

olmast 0 < a < 1 olmasim gerektirir. Aksi takdirde S*(a) ve C(a) siniflar1 bog olur.

Ayrica a = 1 olmasi durumunda S*(a) ve C(a) simiflarinin sadece birer iiyesi olur ki
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o da f(z) = z birim fonksiyonudur. Bu anlamda genel olarak 0 < o < 1 olarak kabul

edilmektedir.

Ornek 3.3.1. (3.45) esitsizligini kullanarak A smifinin bir iiyesi olan f(z) = z(1 —z)~!

fonksiyonunun C sinifinin bir iiyesi oldugunu gosterelim.

Coziim.

olur. Bu durumda

elde edilir. Biitiin verilenlere gore f € C dir.

Ornek 3.3.2. (3.3.2) tanimini kullanarak A sinifinin bir iiyesi olan f(z) = —log(1 —z) =

o _n
Z a fonksiyonunun C(1/2) sinifinin bir iiyesi oldugunu gosterelim.
n=1"

Coziim. Verilen f fonksiyonu birim disk D de kompleks anlamda tiirevlenebildiginden
analtik olup, her dereceden tiirevlere de sahiptir. Ayrica £(0) = 0 olup, f'(z) = (1 —z) 2

olmasi da f'(0) = 1 olmasim gerektirir.Bu durumda,

110 = -toe(1-9 =% () (2 029)

1 1
_g{<1—z) 72

dir(Bak, Ornek (3.2.2) ¢oziim). Dolayisiyla f(z) € C(1/2) elde edilir.

Teorem (3.2.1)’de verilen Starlike olmanin islemsel tanimi ile Teorem (3.3.1)’de verilen

Konveks olmanin islemsel tanimi1 arasinda oldukca yakin ve bir o kadarda ilging bir iliski
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ortaya ¢ikmaktadir. Bu iligki ilk olarak 1915 yilinda Alexander tarafindan elde edildi ve

giinlimiizde de Alexander teoremi olarak bilinmektedir [32].

Teorem 3.3.2. (Alexander Dualtity Theorem) Bir f € A fonksiyonu birim disk D de
konvekstir ancak ve ancak, yine birim disk D de g(z) = zf’(z) ile tamimli g fonksiyonu
starlike ise. Yani,

feCegz)=zf'(z) e S* (3.46)
dir.

Ispat. g(z) = zf'(z) olarak verildigine gore,

28'(z) _2(2f'(2))" _ 2(zf"(2) +/'(2)
glx)  #f'(2) zf'(2)
_ . 4"@
e
elde edilir. Eger f fonksiyonu konveks ise, Teorem(3.3.1) den R (1 + Z]]::I((ZZ))) > 0 dir.

Dolayisiyla

2 55) = (@)

elde edilir.Bu da bize Teorem (3.2.1)’e gore g fonksiyonunun starlike yani g € §* oldugunu

verir. Teoremin ikinci kisminin ispati benzer sekilde yapilir. [

En kolay o6rnek olarak f(z) = z birim fonksiyonunu alalim. Birim fonksiyon tanimindan

z€ Digin f(D) = D olup, f fonksiyonu konvekstir. Bu durumda g(z) = zf'(z) = z.1 =z

(35) () -

dir. Dolayistyla Teorem (3.2.1)’e gore f € S* dir. Yani f(D) starlike bir bolgedir.

olup,

Sonug olarak 0 < o < 1 olmak tiizere (3.46) yerine daha genel olarak

fecl(a) e gz)=2f"(z) € S™(a)

Daha komplike bir 6rnek iizerinde buraya kadar verilen geometrik bilgileri ve analitik

sartlar1 uygulayalim.
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Ornek 3.3.3. f: D — C olmak iizere w = f(z) = < fonksiyonunu alalim.
<

1—
Coziim. Oncelikle geometrik olarak f(D) nin hem starlike ve hem de konveks bir bolge

oldugunu cebirsel yontemleri kullanarak gorelim. Bunun i¢in ilk adim olarak w = f(z) =

14 esitliginden z ¢ekilir ve z € D oldugu igin |z] < 1 de yerine yazilir.

Z Z
=z= 1+ 2] <1
= =] <1
I+w

= |w| < |[1+wl,w=u+iv
= |lutiv| < |(u+1)+iv|

:>u>_—
)

elde edilir. Buda bize |z| < 1 in yani birim disk D nin w = f(z) = li fonksiyonunu
-z
altindaki goriintiisiiniin u > —1/2 yar diizlemi oldugunu verir. Bu durum asagida

geometrik olarak verilmistir.

y % w—duzlemi

D | T f(D)

Sekil 3.9. Birim disk D nin f(z) = z/(1 — z) doniisiimii altindaki goriintiisii.

Sekle gore f(D) hem starlike ve hem de konveks bir bolgedir. Dolayisiyla f € S* ve f € C

dir.Simdi de analitik olarak f € S* ve f € C oldugunu inceleyelim. Bunun icin 6ncelikle f
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doniistimiiniin birim disk |z] < 1 de temsil eden Taylor a¢ilimini hatirlayalim:

w=f(z) = < =z(1+z+22+...)
(1-2)
=7+ +2+...
=z+)
n=2
dir. Ote yandan w = f(z) = I < doniigiimii |z| < 1 oldugu i¢in birim disk D de analitik
-z
. 2f'(z) y ) :
olup f € A dir. Bu asamada R W > () oldugunu gosterelim.
<

w=fz)=z+24+2+...= f(z) =14+22+37% +...

= 72f'(z) =242 +3+...
zf'(2)
e

-5 () >

=14z4+224+2+...,]7 <1

elde edilir. O halde f € §* dir. Yine yukarida yapilan cebirsel hesaplamalardan kolayca

zf"(z)

=1+2z(14+z+22+...),lz < 1
f'(2)

R (1 + ZJ{,/;(ZZ))) >0

1+

elde edilir. Bu durumda f € C oldugu aciktr.

Sonug olarak w = f(z) = IL fonksiyonu birim disk D de hem starlike ve hem de
-2z

konvekstir.

Son olarak f fonksiyonununa Teorem (3.3.2) Alexander Dualtity Teoremini uygulayalim:

Z(1—2) —z(=1)]

W=l =1, =)= ) ="—1"73

(1—2)?
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fonksiyonu elde edilir. Elde edilen bu fonksiyon iinlii k(z) Koebe fonksiyonudur. Ornek
(3.2.1) den biliyoruz ki k(z) Koebe fonksiyonu starliketir. Dolayiyla (3.3.2) Alexander

Dualtity Theoremine gore verilen f fonksiyonu birim disk D de konvekstir.

Daha 6nce k(z) Koebe fonksiyonun geometrik olarak Sekil (3.2) de starlike oldugu ancak
konvesk olmadig1 gosterildi. Bir sonraki drnege hazirlik olmasi ag¢isindan burada Koebe
fonksiyonunun sahip oldugu geometrsik karakterizisyanlar1 analitik olarak da vermek

yararli olacaktir. Oncelikle k(z) € S* oldugunu gosterelim.

14z
(1-z)3

Z

M=y

=k (z) =

dir. Dolayisiyla

7 (F0) g (A9 0-2)

(1-2° 2z
(1)

1
olur. Her hangi bir z € C igin R(z) = E(Z +7) olduguna gore

1
(I+2)(1—-2)+(1+2)(1 —z))

B 2—2ZZ)
2 \1—2?

1—2zZ
—|1_Z|2,IZ|<1
>0

elde edilir. Bu da bize Teorem (3.2.1)’e gore k(z) € S* oldugunu verir. Simdi de k(z) ¢ C

oldugunu analitik olarak gorelim.

oy ! niy o 22
k(z):ﬁ:k (2) = (ffz)zﬁ
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olduguna gore

—1
elde edilir. Eger z = > € D alinirsa

(+58) 25

olur. Bu da bize Teorem (3.3.1)’e gore konveks olmadigini yani k(z) ¢ C oldugunu gosterir.

Ornek 3.3.4. ky : D — C ve 0 < o < 1 olmak iizere ko (z) = W analitik ve
-z

univalent fonksiyonunu alalim. Bu durumda sirastyla ko (z) € A kg € S*(a) ve ky () €

S§*(1/2) oldugunu gosterelim [34].

Coziim. Verilen ky fonksiyonunun birim disk D de analitik olup dolayisiyla her

dereceden tiirevlere sahiptir. Bu durumda k4 (z) € A oldugu agiktir. Ayrica ky(0) =0
14+ (1 -20)z

/ —
ve ka (Z) = m
de normallestirilmis bir fonksiyondur. Bu durumda ky, € S dir. Bu asamada ky, € S*()

oldugu i¢in &, (0) = 1 dir. Yani ky fonksiyonu birim disk D

oldugunu gostermek icin Tanim (3.2.2) de verilen esitsizlik sartin1 saglayip saglamadigini

kontrol etmeliyiz.
zk’ )a (1—2a)z) (1—z)21-%)
R a 9?( (1—z)320 z
SR(H— 1-2a)z )
-z
I+z
_E'K((l—oc) <—1_Z)+a)




1+z 1+z
=(1—-a)R|—= R— 0
(1-a) <1_Z)+a, (1_Z>>

dir. Dolayisiyla kq(z) € S*() dir.

Verilen k(z) fonksiyonununda o = 0 alinirsa ko (z) = k(z) =

elde edilir.

> Koebe fonksiyonu

.
(1-2)

Ayrica @ = 1/2 alinirsa ky /5(z) = fonksiyonu elde edilir. Bu durumda &/ ” (z) =

_*
(1-2)
(1—2)~2 olup kij2(0) =0ve k’l/z(O) = 1 dir. O halde k; »(z) € A dir. Ote yandan

ki (I-2)% z
1 1
-(17) >
elde edilir. Bu da bize k; »(z) € §*(1/2) oldugunu verir.

Dikkat edilirse a = 1/2 alindiginda 1/2. derceden starlike fonksiyonlarin sinifi elde

edilmistir. Yani

S*(1/2) = {fe AR (Zf/(z)) > 1}

f(z) 2
yazilir.
Ornek 3.3.5. \/Z nin esas degeri igin birim disk D de analitik olan w = f(z) = ﬁ
-z

fonksiyonu i¢cin f € §*(1/2) oldugunu gosterelim [34].

. z , 1 y N . )

ozum. = ——5 Ve = ——— olduguna gore gerekli olan cebirsel
¢ f(2) =7 f'(@) TVEE guna gore g

islemler yapildifinda f(0) =0 ve f/(0) = 1 oldugu goriilecektir. Bu durumda f € A
oldugu agiktir. Bu durumda yapilmasi gereken f € S*(1/2) oldugunu gostermek igin f

fonksiyonunun Tanim(3.2.2) de verilen esitsizlik sartin1 saglayip saglamadigini kontrol

()= v _zﬁ)z)

etmektir.




dir. Bu da bize f € S*(1/2) oldugunu gosterir. Bu 6rnekten yararlanarak o = 1/2.

dereceden starlike fonksiyonlar1 sinift da

S*(1/2) = {feA:EK(ZJJ:;S)) > %}

seklinde yazilabilir.

Marx ve Strohhacker bir birlerinden bagimsiz olarak C ve S*(1/2) smuflart arasindaki

yakin iligkiyi kurmuglardir [35], [36]. Asagidaki teorem bu anlamda verilmistir.

Teorem 3.3.3. (Marx ve Strohhacker Teoremi) Eger f € C ise, bu durumda f € S*(1/2)

dir. Bu sonug kesindir, yani 1/2 degeri daha biiyiik bir sabitle degistirilemez.

Ote yandan Teorem (3.3.2) Alexaner duality teoremi kullanilarak C siifindaki konveks
fonksiyonlar i¢inde Taylor katsayisi sinirlamasi kolayca elde edilebilir. 1917 yilinda
Lowner tarafindan eger f € C ise n = 2,3,... i¢in |a,| < 1 oldugunu ispatlamigtir
[37].Burada Biberbach varsayiminin starlike fonksiyonlarin S* sinifi i¢in de gegerli
oldugunun 1921 yilinda Nevanlinna tarafindan ispatlandigini hatirlatarak [38], bircok {ist
diizey problem ve teoremin ispatinda kullanilan fonksiyona alt yap1 hazirlayan asagidaki

tanim verilebilir.

Tamim 3.3.3. z € D,%R(z) > 0 ve h(0) = 0,h(Z) = h(z) olmak iizere i : D — C konveks
fonksiyonunu alalim. Ayrica kabul edelim ki 4 fonksiyonu |z| = r € (0,1) igin

min |A(z)| = min{h(r),h(—r)}

|z|=r

max |h(z)| = max{h(r),h(—r)}

|z|=r

olsun. Bu durumda 4 fonksiyonunun, analitik fonksiyonlarin bazi alt siniflarin1 saglayacak

bircok se¢cimi vardir.

Ornegin, a € [0, 1) olmak izere



olarak secilirse / : D — C nin konveks oldugunu gostermek i¢in Tanim (3.3.2) de verilen

esitsizligi sagladigim gostermek kolay olacaktir. Bu durumda

1+(1—2a)z>>a

1—z

W) =%

dir. h(z) fonksiyonu birim disk D yi konformal olarak iist yar1 diizlem R(w) > 0 a
esler.Ayrica iyi bilinir ki, w(0) = 0 olmak iizere w(z) fonksiyonu D de analitik ise bu

durumda

%(h(z)):%(l+(l_2a)w(z)) -

1 —w(z)
olur ancak ve ancak w(z) fonksiyonu bir Schwarz fonksiyonu ise, yani w(0) = 0 olmak

tizere her z € D i¢in |w(z)| < 1 dir.
3.4. Konvekse Yakin Fonksiyonlar

Univalent analitik fonksiyonlarin bir diger onemli bir altsinifi ise Amerikali matematikci
Wilfred Kaplan (1915-2007) tarafindan tanitilan konvekse yakin fonksiyonlar ve sinifidir
[39]. Kaplan’in |z| < r olmak iizere konvekse yakin fonksiyonu karkterize eden tanim

asagidaki gibidir.

Tamim 3.4.1. |z| < r olmak iizere analitik bir f(z) fonksiyonu alalim. Bu durumda |z| < r
icin f(z)/@’(z) ifadesi pozif reel kisimli olacak sekide bir konveks ¢(z) fonksiyonu varsa

f(z) fonksiyonuna bir konvekse yakin fonksiyon denir.

Genelligi bozmadan r = 1 alimirsa tanim kiimesi birim disk D ye indirgenmis olur ki
bu bir¢ok komplike durumun 6niine gecmesi adina olduk¢a uygun olmaktadir. Ayrica
konvekse yakin fonksiyonlarin sinifinin diger iyi bilinen univalent fonksiyon siniflarinin
bazilarini icerdigini gosterebilme agisindan da oldukca yararli olmaktadir. Bu anlamda

asagidaki tanim verilebilir.

Tamim 3.4.2. 7 € D olmak iizere bir f € A fonksiyonuna konvekse yakindir denir eger

R (f/(z)) >0,z€D (3.47)
§'(z)

olacak sekilde, D de bir konveks g fonksiyonu varsa. Birim disk D de konvekse yakin

fonksiyonlarin sinifi CC ile gosterilebilir. Bu durumda konvekse yakin fonksiyonlarin CC
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siifi
f'(2)
§'(2)

CC:{fEA:%( >>0,g:|D—>(Dkonveks,z€|D}

seklinde analitik olarak verilebilir.

Yukarida verilen Kaplan’in konvekse yakin fonksiyon tanimi dikkatli bir sekilde
incelendiginde g nin normalize edilmis olmasim gerektirmez. Ancak konvekse yakin
fonksiyonlar icin elde edilen 6nemli sonug¢lar ancak g nin normalize edilmis oldugu
varsayimi altinda elde edilebilmektedir. Yine dikkat edilirse, bu tanim Oncelikli olarak f
nin univalent olmasini da gerektirmez. Ancak gosterilebilir ki, (3.47) esitsizligi dogruysa

f nin univalent olmasi1 gerekir.

Her bir konveks fonksiyon dogaldir ki D de konvekse yakindir. Bunu gore bilmek icin

(3.47) esitsizliginde f = g almak yeterli olacaktir. Bu durumda

9((?8)=1>0,z6ﬂ)

elde edilir. (3.47) ye esit bir kosul olarak, h(z) = zg/(z) fonksiyonu Teorem (3.3.2)

Alexander Dualtity teoreminde verilen D iizerinde bir starlike fonksiyon olmak iizere,

R (Zﬁg)) >0,z€D (3.48)

olarak yazilabilir. Diger bir ifadeyle, birim disk D de bir f € A fonksiyonuna konvekse
yakindir denir eger (3.48) esitsizliginin saglayacak sekilde bir £ starlike fonksiyonu varsa.
Kabul edelim ki f fonksiyonu D de bir starlike fonksiyon olsun. Bu durumda (3.48)

esitsizliginde bu sefer f = h olarak secilirse

w (S = (S ) >0zen (349)

elde edilir. Buradan da her bir starlike fonksiyonun D de konvekse yakin oldugu sonucuna
varilir. Dolayistyla kiimelerdeki kapsama bagintisina gore CC O §* D C olarak yazilabilir.
Ornek olarak vermek gerekirse birim disk D de f(z) = z/(1 —z) ve k(z) = z(1 —z) 2
Koebe fonksiyonu birer konvekse yakin fonksiyonlardir. Biitiin bu verilenlerden sonra
dogal olarak acaba konvekse yakin fonksiyonlar univalent midir? sorusunu sormak gerekir.

Bu sorunun cevabinin evet oldugu Kaplan tarafindan ispatlanmigtir [39].
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Teorem 3.4.1. Her konvekse yakin fonksiyon univalenttir.

Ispat. Teorem (3.1.2) Noshiro-Warschawski teoreminden yararlanarak verilen teoremin
ispatin1 yapmak olduk¢a kolaydir. Kabul edelim ki bir f fonksiyonu birim disk D de
konvekse yakin olsun. Konvekse yakin fonksiyon tanimindan (3.47) esitsizligini saglayacak
sekilde birim disk D de konveks bir g fonksiyonu vardir. g konveks olduguna gére birim
disk D yi bire-bir ve orten olarak konveks f(D) bolgesine esler. Dolayisiyla birim disk D

de g~ ! ters fonksiyonu vardir. Bu durumda

h(w)=f (g '(w)),w e g(D) (3.50)

fonksiyonunu diisiinebiliriz. Ote yandan g fonksiyonu birim disk D de analitik oldugundan
g~ ! de g(D) bolgesinde analitiktir.Bu asamada iki analitik fonksiyonun bileskesinin de
analitik oldugu gercegi kullanilirsa, (3.50) ile tanimlanan % fonksiyonuda birim disk D de
analitik olur. Bu durumda

Howy=T (s () _ L@ e aD),zeD 3.51)

g tw) £k

f'(z)
g'(2)

Teorem (3.1.2) Noshiro-Warschawski teoremine gére i fonksiyonu g(D) de univalenttir.

elde edilir ki bu da bize g(D) de R(K'(w)) =R ( ) > 0 oldugunu gosterir.Dolayisiyla
Ote yandan z € D olmak iizere f(z) = h(g(z)) oarak yeniden yazilabilir. Iki univalent
fonksiyonun bileskesi de univalent olduguna gore f fonksiyonu birim disk D de

univalenttir.Buda aranan sonugtur. [

Bu teoremle birlikte 4 D S D CC D §* D C kapsama bagintist olma bagintisi elde edilir.
Birim disk D de her bir starlike fonksiyonun konvekse yakin oldugu, ancak tersinin mutlaka
dogru olmasi gerekmedigine dikkat edilmelidir. Yani starlike olmayan konvekse yakin
fonksiyonlar da vardir. Genel olarak 0 < o < 1 i¢in §*(a) siifindaki fonksiyonlar D de
univalent olmasi gerekmez. Ayrica0 < a < 8 < 0i¢in S*(a) D S*(B) oldugu da tanimda

kolayca elde edilir.

Kompleks analizde geometrik fonksiyon teorisi literatiiriinde univalent fonksiyonlar,
starlike fonksiyonlar, konveks fonksiyonlar ve konvekse yakin fonksiyonlar ilgili pek ¢cok

ilgin¢ sonug¢ vardir. Bunlardan birtanesi de konvekse yakin fonksiyonlar1 bir konveks
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g fonksiyonuna atif yapmadan karakterize edebilmektir. 6 nin monoton bir P(e'?)

fonksiyonunun terimleri icerisinde bir Poisson integral gosterimine sahip f fonksiyonu

alindiginda 0 < 6,, z = re'® ve r < 1 olmak iizere f fonksiyonu konvekse yakindir ancak
ve ancak
/ezﬂt (1 +Zf”(z)) 46> —x
61 f'(z)
ise.

Bu alanda yapilan ¢alismalarda olduk¢a yaygin olarak kullanilan ve iyi bilinen asagidaki
Lemmay1 calismamizda kullancagiz. 1971 yilinda S. Jack tarafindan tanitilan bu lemma

Jack lemmas1 veya Clunie-Jack lemmasi olarak bilinmektedir [40].

Lemma 3.4.1. (Clunie-Jack Lemmasi) w(0) = 0 olmak iizere birim disk D de sabit
olmayan analitik bir w(z) fonksiyonunu alalim. Eger |w(z)|, maksimum degerini |z| =r < 1
cemberi iizerindeki bir zg € D noktasinda aliyorsa, zow'(z9) = kw(zo) olacak sekilde bir

k > 1 reel sayis1 vardir.
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4. HIPERGEOMETRIK FONKSIYONLAR

Bu boliimde kisa bir literatiir taramasiyla birlikte, tezin temel kisminin olusturulmasinda
kullanilacak tanim ve teoremlerin yani sira konularin daha iyi anlagilmasi i¢in bazi 6rnekler
verilmigtir. Gamma ve Hipergeometrik fonksiyonlar1 iceren denklemlere matematikciler
ve bilim adamlar1 biiyiik ilgi gostermektedir. Gamma fonksiyonu, hipergeometrik
fonksiyonlarla ilgili bir¢ok esitligi ve doniisiimleri ispatlamada ve sadelestirmede merkezi
bir rol oynamaktadir. Ayrica, Gamma fonksiyonu her biri farkli uygulamalarda kendine
Ozel avantajlar sunan seri, limit ve integral gosterimleri dahil olmak iizere ¢ok sayida
gosterime sahiptir. Gamma fonksiyonu saf matematikteki merkezi roliiniin yanisira
akigkanlar mekanigi, astrofizik, kuantum fizigi, istatistik ve depremler arasindaki siirenin
modellenmesi gibi alanlarda da yogun olarak kullanilmaktadir. Gamma fonksiyonu, Yunan
alfabesinde kullanilan biiyiik gamma harfi yani I" semboliiyle gosterilmektedir. Bu gosterim
ilk defa 1809 yilinda Fransiz matematikci Adrien-Marie Legendre (1752-1833) tarafindan
kullanilmigtir. Gamma fonksiyonu, pozitif olmayan tam sayilar haric tiim kompleks diizlem
icin tanimli ve analitiktir. Bu anlamda faktoryel fonksiyonun tiim kopleks diizleme bir
analitik devami olarak diistiniilebilir. Baz1 bilinmesinde yara olan 6n bilgileri verdikten

sonra Gamma fonksiyonunun tanimini verilebilir.
4.1. Gamma Fonksiyonu ve Ozellikleri

Tanim 4.1.1. (Gamma Fonksiyonu) R(z) > 0 yaniz € C,z # 0,—1,-2,... olmak iizere

I'z)=@-D!= /thIetdt 4.1)

0

genellestirilmis integrali ile tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir [41].

Isvicreli matematikgi ve fizik¢i Daniel Bernoulli (1700-1782) tarafindan tanitilan ve
Gamma fonksiyonunun integral gosterimi olarak da bilinen bu gosterim, kullanim siklig1

ve sadeligi ile digerlerine gore bazi avantajlara sahip olup, diger bir cok yararl integral
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gosterimi bu gosterimden elde edilmektedir. Yukarida sozii edilen alternatif gosterimler de

sOyledir;
() = i n!z" £0.-1.-2.... (G limi imi)
z) = lim ,Z ,—1,—=2,... (Gauss limit gosterimi
n=oz(z4+1)...(z+n) &
e 2\~ . . -
I'(z) = H (1 + —> ez/",z #0,—1,-2,... (Weierstrass seri gosterimi).
Z n

n=1

Burada y = r}1_r>r°10{1 + % + % +- —i—% —1Inn} ~ 0.577216 Euler—-Mascheroni sabitidir.

Gamma fonksiyonu, n! hesaplamasindaki n sayisinin tam say1 olmayan sayilara ve hatta
mompleks sayilar1 da igerecek sekilde genigletir. Yani Gamma fonksiyonu matematikte
faktoryel fonksiyonunu tam say1 olmayan reel sayilara ve hatta karmasik sayilar i¢in
genellemis olan bir fonksiyondur. Bagka bir ifadeylen faktoryel fonksiyonu aslinda
Gamma fonksiyonunun dogal sayilara indirgenmis halidir. Gamma fonksiyonu kullanilarak
m,—3/2,... gibi sayilarin faktoryelleri hesaplanabilir. Bu hesaplamalar ilk defa 1729
yilinda 18. yiizyilin en 6nemli matematik¢ilerinden biri olarak kabul edilen bir bagka
Isvigreli matematikci ve fizik¢i Leonard Euler (1707-1783) tarafindan tanitilmugtir [41].
Bu nedenle I'(z) fonksiyonu Euler Gamma fonksiyonu olarak da bilinmektedir. Asagida
bazi sayilarin faktoryelleri ispatlariyla birlikte verilmistir:

-3\ 4y7
r(—=2)=2¥"x2363
()5

-1
r (7> = -2/~ —3.545

(1) :/ e ldt=—e!
0
1 o] oo
r(—) :/ et 2dr =2r(1) =2 e_“zdu:2?:\/ﬁm 1.772
0

T _o=1
0

2 0
3 NZ3
I'l = | =-—~0.866

Gamma fonksiyonunun bazi temel 6zellikleri agagida verilmistir.

(i) T(z+1) = 2I'(2) veya "2') = I(2), (Lebedev, 1966)
(ii)) I'(n+1) = n!, (Lebedev, 1966)

171



Ispat. (i) (4.1) esitliginde z yerine z+ 1 almnip kismi integrasyon alma metodu uygulanirsa,

F(z—l—l):/

et = / ffe ! dt
0 0

elde edilir.

(i) Eger n pozitif bir tamsay1 ise, (i) de elde edilen formiil n defa arka arkaya uygulanirsa,
I'(n+1) =n!I'(1) =n!

elde edilir. Bu da bize Gamma fonksiyonunun faktoryel fonksiyonunun bir genellemesi

oldugunu gosterir. 0

Gamma fonksiyonu, sayisiz nokta haricinde yani fonksiyonun basit kutup noktasina sahip
oldugu 0 (sifir) noktas1 ve pozitif olmayan tam sayilar hari¢ tiim kompleks diizlemde
analitik olan (ayn1 zamanda meromorf olarak da adlandirilan ) bir fonksiyondur. Bu

anlamda asagidaki lemma verilebilir.

Lemma 4.1.1. I'(z) Gamma fonksiyonu {z € C : R(z) > 0} de analitik bir fonksiyon

tanimlar.

Gamma fonksiyonu 6zel fonksiyon teorisinin kdse tasi olup, ¢esitli kombinasyonel ve
hipergeometrik denklemleri basitlestirmek icin gii¢lii bir ara¢ haline getiren ¢ok cesitli
ve aynit zamanda kullanmish 6zelliklere sahiptir. Binom katsayilarina benzer olarak,
Pochhammer sembolii kombinasyonel problemlerde, olasilik teorisinde ve algortima
gelistirmede ¢cok 6nemli bir rol oynamaktadir. Belirli baz1 bagintilarin gelistirilmesinde
ve Hipergemotrik serilerin sadelestirilmesinde Pochammer semboliinii kullanmak Binom
katsayilarin1 kullanmaktan daha yararli olabilmektedir. Pochammer sembolii ilk olarak
Alman matematik¢i Leo August Pochhammer (1841-1920) tarafindan tanitilmistir [42].
A. L. Crelle 1831 yilinda benzer bir bir sembolii kullanmistir.1880 yilinda P.E. Appel ilk
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kez Pochhammer sembolii adin1 kullanmustir. I'(z) fonksiyonunun terimleri igerisinde ve

matematikte yaygin olarak kullanilan Pochhammer semboliiniin tanim1 séyledir.

Tamim 4.1.2. (Pochhammer (veya Apell-Pochhammer)Sembolii) I' Gamma fonksiyonu

olmak iizere n € Nvea € C—{0,—1,-2,... } icin Pochhammer sembolii

F(a+n): ala+1)...(a+n—1), n#0ise 42)

1, n=0ise

olarak tanimlanir.

Ozel olarak a = 1 alnirsa

=12...n
=n!
=T'(n+1)

olur. Bu nedenden dolayidir ki (a), sembolii temel faktoryel fonksiyonu olarak da

adlandirlir. Ote yandan

[(z+1) =2[(2)

ifadesinde z + 1 yerine a + n yazilir ve bu islem n kez tekrarlanirsa

Ia+n)=(a+n—1)T(a+n—1)

(
=(a+n—1)(a+n—-2)'(a+n-2)
=(a+n—1)(a+n—-2)...(a+1)al'(a)
=

a)al'(a)

esitligi elde edilir. Bu esitlik kullanilarak Pochhammer sembolii Gamma fonksiyonu

turiinden ifade edilebilir. Yani,

I'a+n)=(a),I'(a)= (a), = 4.3)
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olup buradan da

elde edilir.

Lemma 4.1.2. a kompleks ya da reel say1, m ve n dogal sayilar olmak iizere,

(1) (a)nJrl = a(a+ l)n
(i) (@)min = (@)m(a+m)n,

Ispat.

(i) (4.3) esitliginde n yerine n+ 1 alinirsa,

I'a+n+1) al'(a+n+1)

(@1 = ['(a) 4 al'(a)
_al'((a+1)+n)
- T(a+1)
_a(a+1),I'(a+1)
B C(a+1)
~a(a+1),
elde edilir.
(i1)
(@)mtn _ (@)(a+1)(a+2)...(a+m—1)(a+m)(a+m+1)(a+m+n—1)
(a)n (@)(a+1)(a+2)...(a+m—1)
=(a+m)(a+m+1)...(a+m+n—1)
= (a+m),
elde edilir. O

Bir diger 6zel fonksiyonda Beta fonksiyonudur. Bircok durumda bilindigi tizere Gamma

fonksiyonunun kombinasyonlar1 kullanilir. Ancak bazi durumlarda bu kombinasyonlar

yerine Beta fonksiyonunun kulanilmas: daha uygun olmaktadir. Olasilik teorisi ve istatitikte

Beta dagilimu [0, 1] araliginda iki pozitif sekil parametresi (tipik olarak a ve b ) ile normalize

edilmis bir siirekli olasilik dagilimlarinin bir ailesidir. Beta dagilimi ¢ok ¢esitli disiplinlerde

sinirli sonlu aralikta sinirlandirlimis rastgele degiskenlerin davranisint modellemek icin

174



uygulanmaktadir. Popiilasyon genetiginde alel frekanslarinin istatistiksel bir agiklamasi
ornek olarak verilebilir. Bayesci ¢ikarimda Beta dagilimi Bernoulli, Binom ve Geometri
icin ayni tiirden eslenik olasilik dagilimlaridir. Ornegin Beta dagilimi Bayesci analizde, bir
uzay aracinin belirli bir gérevi basartyla tamamlama olasiligi ile ilgili bilgileri tanimlamak

icin kullanilabilir.

Beta ve Gamma fonksiyonlar1 arasindaki iligki Hipergeometrik fonksiyonlarla ilgili bir¢ok
esitlik i¢in bir temel olusturur. Beta fonksiyonu, Euler Legendre’nin ’Exercises de
Calculus Integral’, Vol.I(1881) adli eserinde Euler’in birinci tip Euler integrali olarak
adlandinldig1 [ x°(1 —x)"dx formundaki integralden ortaya ¢ikmistir [43]. Klasik anlamda

Beta fonksiyonunun tanimi asagida gibidir.

Tanim 4.1.3. (Beta Fonksiyonu)Birinci tip Euler integrali olarak da adlandirlan Beta

fonksiyonu R(x) > 0 ve R(y) > 0 olmak iizere

1
B(x,y) = /0 (1 —1) dr (4.4)

seklinde tanimlanir.

Beta fonksiyonu yukaridaki tamima esdeger olarak eger (4.4) esitliginde ¢ = sin’6

doniistimii yapilirsa,
/2
B(x,y) = 2/ (sin@)* ! (cos0)> dr
0

olur ki, burada r = # alinirsa

ux—l

B =2 —_
<X7y) /0 (1+u>x+ydu

seklinde de ifade edilebilir.

Beta fonksiyonunun simetrikligi (4.4) Beta fonksiyonunun tanimindan direkt olarak elde
edilir. Beta fonksiyonuna ait bir¢cok 6zellik arasinda en belirgin olan1 x > 0 ve y > 0 olmak

uzere,

B(x7y> = TN B(yvx) (45)



seklinde verilebilir. Bu esitlik Beta fonksiyonu ile Gamma fonksiyonu arasindaki iligkiyi
verir. Ayrica klasik B(x,y) Beta fonksiyonu matematik, fizik, mithendislik ve istatistik
bilimlerindeki cesitli alanlardaki 6nemli rolii nedeniyle en temel 6zel fonksiyonlardan
biridir. Bu iligki kullanilarak Beta fonksiyonunun (4.5) ile verilen simetriklik 6zelligi

kolayca gosterilebilir. Bunun icin (4.1) ifadesinde ¢ = s> doniisiimii yapilirsa

F(x):/ IXIetdt:/ (sz)x_lefszdt
0 0

—2 /0 e (4.6)

elde edilir. Benzer olarak,

r(y) =2 /0 2l gy 4.7)

yazilabilir. Bu asamada (4.6) ve (4.7) esitlikleri taraf tarafa ¢arpilip, s = rcos0 ve t = rsinf

kutupsal koordinatlarina ge¢is yapilirsa,

7[/2 oo
F(X)F(y) :4/ / r2x+2y—2(cose)2x—1(Sine)zy_le_rzdrde
7t/2 -
[ (cos0)* " (sin6)>~ 1‘19} {2 / ,,szy_ze-rsz
0

= B(x,y)['(x+)
elde edilir ki bu da istenen sonugtur.

Tim o0zel fonksiyonlar hipergeometrik fonksiyonlarin terimleri icerisinde ifade
edilebildiklerinden, hipergeometrik fonksiyonlar 6zel tanimli fonksiyonlar alaninda
merkezi bir rol oynamaktadir. Bu nedenle bir¢ok alanda sikg¢a kullanilir ve parametrik
yapist ¢esitli uygulamali problemlerin ¢éztimleri icin giiclii bir matematiksel arac saglar.
Hipergeometrik seri ilk olarak 1656 yilinda Ingiliz matematikci J. Wallis (1616-1703)
tarafindan Arithmetica infinitorum’da 1 +a+a(a+1)+a(a+1)(a+2)+... seklindeki
sonsuz serileri tanimlamak i¢in kullandi1 [44]. Arithmetica infinitorum ve De sectionibus
conicis adl1 yayinlariyla matematik ve geometri adinina olduk¢a onemli katki saglayan
Wallis, hipergeometrik terimini geometriklikten daha fazlasini ifade etmek icin kullanan ilk
kisiydi. 1836 yilinda hipergeometrik terimi Ernst Eduard Kummer (1810-1898) tarafindan

ab ala+1)b(b+1)

thali 1+ 2
meveuthalt L Y T et .12

kulland1. Hipergeometrik seriler teorisinin biiyiik bir boliimiim, Gauss tarafindan 1812

x> + ... seklinde olan hipergeometrik serisi i¢in
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yilinin ilk donemlerinde ’Disquisitiones generales circa seriem infinitam’ adli yayinlarinda

sundugu ilk ¢alismalarinin bir sonucudur [45].
4.2. Hipergeometrik Fonksiyon ve Ozellikleri

Tamm 4.2.1. (Gauss Hipergeometrik Seri) a,b ve c reel ya da kompleks parametreler

vec#0,—1,-2,... olmak iizere |z] < 1,z € C i¢in Gauss hipergeometrik serisi

ab n ala+1)b(b+1) ,
AT T et 12!

2Fi(a,b;c;z) =1+ (4.8)

ile verilir. 2 Fy(a,b;c;z) gosteriminde kullanilan 2 sayisi payda buluna ve a, b ile verilen
parametrelerinin sayisini, 1 ise paydada bulunan ve c ile verilen parametre sayisini
gosterir. Uygulamalarda yazim kolayligi saglamak adina bazen ,Fj(a,b;c;z) yerine
F(a,b;c;z)(Gauss gosterimi) bazen de kisaca F(z) kullanilabilmektedir. Ayrica a = ¢
ve b = 1 alindiginda (4.8) ile verilen seri termonolojide bilinen geometrik seri haline
gelir ki ismini bu gercekten almaktadir. Hipergeometrik seriler payda parametrelerinde O
veya negatif bir tamsay1 oldugunda tanimlanamaz, ¢iinkii bu sifira boliim ile sonuclanir.
Ote yandan ,F (a,b;c;z) =3 Fi(b,a;c;z) = oldugu igin Gauss hipergeometrik serisi pay

parametrelerine gore simetriktir.

Teorem 4.2.1. R(c —a—Db) > 0i¢in 2F|(a,b;c;z) Gauss hipergeometrik serisi
(i) Eger |z] < 1 ise bu durumda biitiin z ler i¢in mutlak yakinsak,
(ii) Eger |z| > 1 ise bu durumda biitiin z ler i¢in wraksak,
(iii) Eger |z| = 1 ise bu durumda biitiin z ler i¢in sinirda yakinsaktir.

(a)n-i-l

(@)n

|z] <1—|—‘Z—‘> (1-1—%)
(5 e

Ispat. 2Fi(a,b;c;z) = Z ty alalim. = a+ n oldugundan Gauss hipergeometrik
k=0

serisi taniminda verilen z4.8) den

Int1
tn

elde edilir. Bu durumda oran testi |z| < 1 i¢in mutlak yaknsakligt,

z| > 1 igin ise raksaklig1

verir. |z| = 1 olmasi durumunu incelemek i¢cin Gamma fonksiyonunun a # 0, —1,-2,...

177



_1)Ipd
ve n € N olmak tizere I'(a) = (n ( )> ozelligi kullanilarak,
a)n
lim n't9(a),(b), —im (a)n (b), (n—1)n¢ (n—1)n'*o
k—oo|  (c)yn! k—oo| (n—1)!In% (n—1)1n>  (c)n nlpc—a=b
1
| —— ()| lim |[———— 4.9
N T(p) . O | i | a5 42

elde edilir. R(a—b—c—38) =28 — 6 = 6 > 0 oldugu i¢in elde edilen (4.9) ifadesindeki
limiti sifirdir ve boylece Z t serisinin yakinsakligindan R(c —a — b) > 0 olmasi

k=0
durumunda ,Fj (a, b; c; z) hipergeometrik serisi |z| = 1 sinirinda yakinsaktir. O

Tamim 4.2.2. (Gauss Hipergeometrik Fonksiyonu) a,b ve ¢ reel ya da kompleks
parametreler ve ¢ # 0,—1,—2, ... olmak iizere |z| < 1,z € C i¢in (4.8) ile verilen Gauss

hipergeometrik serisinin

(o)

-y (@n(B)n n _ Z @Bl n - 4.10)

s (c)nn = (©)n(1)n

- (D)
zFlabCZ Zan n

Cnln

toplam1 Gauss hipergeometrik fonksiyonu olarak adlandirilir.

a , b
Gauss hiprgeometrik fonksiyonu heryerde siirekli olup 2Fj(z) veya »F) Z
c
Fi(a,b;c; " . . T :
% =) Fi(a,b;c;z) gibi alternatif gosterimlere de sahiptir. Hipergeometrik
c

fonksiyonlar sadece z nin degil dort kompleks segiskeninin bir fonksiyonu olarak kabul
edilebilir. Hipergeometrik fonksiyonun giicii onun bir¢ok standart fonksiyonu temsil etme

yeteneginden kaynaklanmaktadir. Bu anlamda asagida bazi 6rnekler verilmistir.

> - (1>n(1)n
log(l—z) = — an—kl = —Z;) O —zF(1,1;2;2), [arg(1 —2)[ < 1

(1—z)"*=F(a,b;b;z),|z] < 1
cosz=F (1 L1 sznzzx>
2’ 2 2’
arcsmz-zF(1 L3 ) larg(1Fiz)| <
2’ 2 2’ ’

1 2
coshz= lim F (a b; — X )

a,b—oo 2 4ab
e =1limF (a,b;b;—)
a—oo a
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Hipergeometrik fonksiyonlar ayni zamanda iistel fonksiyonlarin bir genellemesidir.
Analitik anlamda istenilen amaclar dogrultusunda cebirsel olarak manipiile edilebilen
ve kolayca hesaplanabilir bir fonksiyondur. Bu yOniiyle saf matematik ve uygulamali
matematik alninda kullanilabilen oldukca 6neli bir matematiksel aragtir. Bu fonksiyonlari
kullanmanin en biiylik yarari, belkide cok cesitli genel sonuglara 6zel ¢oziimler
sunmalaridir. Hipergeometrik fonksiyonlar matematikte oldugu gibi fizik, biyoloji ve
miihendislik alanlarinda kullanilan bir¢ok klasik teknigin yeniden canlanmasina da katkida
saglamistir. Univalent fonksiyon teorisinde de belirli bir donem hareketsiz kalan ¢alismalari
tetiklemistir. Univalent fonksiyonlar da hipergeometrik fonksiyonlarin terimleri icerisinde

ifade edilebilirler. Bazi 1yi bilinen 6rnekler asagida verilmistir.

v WaB)n 2z
2R(Lbiba) =z}, G5 =7
13 2 (3), (Dn L]
2k <§a1;§§zz) :ano E%;zilin (&)= Elog (1_—:)

elde edilirki bu iki fonksiyon S* sinifinin ve C simifinin en 6nemli iki iiyesidir. Ote yandan

a=c=1veb=2alinirsa

zzF1(1,2;1;Z) =2 ;0 El)n(l)n - (1 —Z)2

elde edilir ki bu fonksiyon da univalent fonksiyon teorisinde ekstremal fonksiyon olarak

bilinen Koebe fonksiyonudur.

Gauss hipergeometrik fonksiyonun ¢ok sayida 6zelligi ve bagintisi iizerine bir¢ok calisma
yapilmistir (Bak, [10],[46],[47],[48],[49],[501,[51],[52],[53]). Bu calisma kapsaminda

mevcut dzelliklerin bir 6zeti olmasa bile, bu boliimde ¢alismamizla ilgili olanlar sdyledir.

Teorem 4.2.2. |z| < 1igin»F;(1,2;1;z) fonksiyonu, c =0, —1,—2,... basit kutup noktlari
hari¢ a,b ve c icin analitiktir.

; Fi(a,b;c;
Ispat.  Sifir ile boliinme ihtimali olmayan M == Y
n=0

I'(c)

fonksiyonunu diisiinelim.teorem (4.2.1)’in ispatinda oldugu gibi I'(a) =
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ozzelligi kullanilirsa |z| < 1 i¢in

koo | T(c4n)n! | k—e|(n—1)n% (n—1)nb T(c+n) nl-c-a-b
k/2
= li
(@) T(b) koseo | n1—c—a=b
o .. |(@)n(b)yZ" k)2 ‘
elde edilir. Bu nedenle |z| < 1 i¢in | ——————| < M|z[*/* olacak sekilde a,b ve ¢ den
I'(c+n)n!

1

bagimsiz bir M sabiti vardir. Bu da bize karsilagtirma testine gore m Fi(a,b;c;2)
€)2

serisinin mutlak ve diizgiin yakinsak oldugunu verir. Elde edilen sonug I'(¢) nin kutup

noktalarinin yerinden kaynaklanmaktadir. U

Ote yandan, hipergeometrik fonksiyon teorisinde parametrelerden birinin F1
otelenmesiyle bitisik hipergeometrik terimi tanitildi.Bu anlamda, 6rnegin »Fy (a+ 1, b;¢;7)
hipergeometrik fonksiyonu ,Fj(a,b;c;z) hipergeometrik fonksiyonuna bitigiktir. Bu terim

ilk olarak Gauss taraffindan tanitilmistir.

Tamm 4.2.3. (Gauss Bitisik Hipergeometrik Fonksiyon) Verilen iki hipergeometrik
fonksiyon ayni kuvvet serisi parametrelerine sahipler ve parametrelerden iki ¢ift esitse
ve liciincii ¢ift FF1 farkliysa bu iki geometrik fonksiyona bitisik geometrik fonksiyonlar
denir. yFj(a+ 1,b;c;z) ye bitisik hipergeometrik fonksiyonlar sirasiyla o Fy(a F 1, b;¢;2)
2Fi(a,bF 1;¢;2) ve 2F (a,b;c F 1;z) dir.

Bitisik  hipergeometrik  fonksiyon uygulamalari,  hipergeometrik  serilerin
degerlendirilmesinde, bu tiir seriler i¢in toplam ve doniistiirme formiillerinin tiiretilmesinde
ve bir hipergeometrik fonksiyon i¢in bitisik hipergeometrik fonkksiyon bulmak i¢in
kullanilabilir. Gauss, 2Fj(a+ 1,b;c;z) hipergeometrik fonksiyonunun herhangi iki bitigik
hipergeometrik fonksiyonunun bir lineer kombinasyonu olarak, a, b, c parametrelerinin
ve z nin rasyonel katsayilari cinsinden yazilabilecegini gostermistir. Toplamda bu tiir 15

tekrarlama iligkisi kurulabilir ve bunlar da bulunabilir.

Hipergeometrik fonksiyonlar uygulamali bilimlerde, ornegin 1s1 iletimi, radyasyon ve
madde arasindaki etkilesim, elektromanyetik veya akustik dalgalarin yayilmasi, niikleer

reaktor teorisi, yildizlarin i¢ yapisi, atomlardan foton sacilmasi, sinir aglari ile baglantili
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olarak oldukg¢a yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu anlamda hipergeometrik fonksiyonlarin

turevleri de sik sik kullanilabilmektedir.

Teorem 4.2.3. ¢ =0,—1,—2,... basit kutup noktlar1 hari¢ a,b ve c i¢in

d ab
d—ZzFl(a,b;c;z) =—2Fi(a+1b+Liet1iz)

dir.

Bu sunucun ard arda uygulanmasiyla asagidaki genellestirilmis tiirev formiilii elde edilir.

am b
@zﬂ(d,b;c;z) = %deaﬂLm,Wrm;Hm;Z),m EN
m

Hipergeometrik serinin temel Ozelliklerinden bir digeri de Gauss hipergeometrik
diferansiyel denklemlerin ¢oziimii olmasidir [54].Bir Gauss hipergeometrik diferansiyel

denklem, w = f(z) ve a,b,c € C olmak iizere

2

d d
2(1-2) S8+ e—(a+b+1)g = —abw =0 @.11)
dz dz

biciminde ifade edilir. Bu denklem ilk olarak 1769 yilinda Euler tarafindan kurulumus
olup, Gauss ve Kummer tarafindan da yogun bir sekilde calisilmigtir. Bernard Riemann
tarafindan daha soyut bir islem haline getirilmisgtir. (4.11) ile verilen denklem |z| < 1 olmak
iizere z(1 — z) ile boliiniirse 0, 1 ve oo (z yerine 1/z yazilirsa) noktalarinin hipergeometrik
denklemin diizgiin tekil noktalari oldugu goriiliir. Ote yandan lineer diferansiyel denklemler
teorisinden hatirlanacagi iizere co # 0 olmak iizere s uygun bir sekilde secilir ve |z| < 1
icin kuvvet serisi yakinsak olmak tizere (4.11) ile verilen hipergeometrik denklem u =
z i cnZ" seklinde bir 6zel seri ¢oziimiine sahip olur. (4.11) ile verilen hipergeometrik
se;i:sinin (4.11) ile verilen Gauss hipergeometrik denklemini sagladigini direkt yerine

koyma suretiyle gosterebiliriz.

Gauss hipergeometrik fonksiyonunun integral gosterimleri, diger hipergeometrik
ozdeslikleri gelistirmek icin giiclii bir matematiksel ara¢ saglar.Bu gosterimler sadece
|z| < 1i¢in dogru olan durumlarda seri agilimlarindan daha yararh bir yaklagim sunarlar.

Ayrica integral gosterimleri hipergeometrik ve Gauss fonksiyonlar1 arasinda var olan yakin
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iliskiyide agik olarak gosterirler. 1784 yilinda Euler, Gauss hipergeometrik fonksiyonlar
icin bazen Pochhammer integrali olarak da adlandirilan iinlii integral gosterimini gelistirdi.
Ilging bir gozlem olarak, hipergeometrik fonksiyonlar pay paremetrelerine gore acikca

simetrik olmalarina ragmen, bu durum Euler integralinden hemen belli degildir.

Teorem 4.2.4. (Hipergeometrik Fonksiyonlar Icin Euler Integral Gosterimi) 1 den
ye kadar reel eksen boyunca kesilmis kompleks diizlemdeki biitiin z ler ve R(c) > R(b) >0
icin
I'(c) b —b—1 -
Fila,b;c;7) = ———= [ t 1—1)° 1—zt) %t
olup, burada argt = arg(1 —¢) = 0 olup (1 — zt) ~“ nin esasa argiiment degerine esit oldugu

anlasilmalidir.

Ispat. 11k oarak

(b)n . ['(b+n)I'(c) J I'(c) I'(b+n)I'(c—b) @.12)
()n T(c+n)(b) T(h)(c—b) T(c+n) '

olarak yazalim.Bu durmda eger R(b — ¢) > 0 ise (4.4) ile verilen Beta-Gamma fonksiyonu

iligkisinden (4.12) ifadesi yeniden diizenlenirse

riet ('?i(nc)— %) _ B(btn,c—b)— /01 (L bl

elde edilir. Bu sonu¢ Gauss hipergeometrik fonksiyon taniminda yerine yazilir ve ardindan

da toplam ve integral siras1 degistirilirse

- ! ) © (a),(z1)™
2Fi(a,byc;z) = F(b)l;<(c)_ b)/o (1 _f)cblngo( )n(!Zt) a

>° t tn
elde edilir. Sonug olarak Y (@)n(at)™

!
n=0 n:
R(c) > R(b) > 0 i¢in teoremin ispatini verir. O

= (1 —zt)? olduguna gore bu da bize |r| < 1 ve

Uzun yillar boyunca, z nin 6zel degerleri icin hipergeometrik fonksiyonu hesaplamak i¢in
bircok yararl formiil gelistirilmistir. Berndt Ramanujan’in ¢alismalarim1 6zetleyen bir
caligmasinda bdyle bir¢cok hesaplama sagladi [55]. Wilfred N. Bailey (1893-1961) de boyle

toplam formiillerinin yogun bir listesini verdi [49]. Bu calisma hipergeometrik 6zdeglikler
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icin standart bir referans olmustur. 1812 yilinda Gauss, z = 1 oldugunda hipergeometrik

serileri hesaplayan temel 6zdeslikler verdi.

Teorem 4.2.5. (Gauss Toplam Teoremi) ¢ #0,—1,—2,... , R(c) > R(b) > 0 ve R(c —

a—>b) > 0icin
)20 ['(c)I'(c—a—b)

2F1(a,bic31) = I(c—a)l(c—b)

(4.13)

dir.

Ispat. Teorem (4.2.4) ile verilen Euler integral gosterimi igerisinde R(c) > R(b) > 0 iken

z— 17 alinir ve (4.4) ile verilen Beta-Gamma fonksiyonu iliskisi de kullanilirsa

e I'(c) b—1 c—b—a—1
JFi(a,bre; 1) = m/ P11 —1) di
['(c) ['(b)I'(c—a—D>)
['(b)(c— b) I'(c—a)
[(e)l'(c—a—D)
T T(e a)F( —b)
elde edilir. Buda istenen sonugtur. 0

Gauss hipergeometrik fonksiyonu, herhangi bir sayida pay ve payda parametresi icerebilen
genel hipergeometrik fonksiyonu olusturmak i¢in genigletilebilir. Slate’e goére, bu
genisletme ilk olarak 1828 yilinda Thomas Clausen (1801-1885) tarafindan bir anlamda ii¢
pay ve iki payda parametresi kullanilarak yapilmistir [S6]. Genellestirilmis hipergeometrik
fonksiyon, matematik ve fizigin tiim 6zel fonksiyonlar1 bu fonksiyonun terimleri i¢erisinde
ifade edilebildiginde, parametre sayisi arttikca islevselligi de arttig1 icin 6zellikle yararhdir.
Genellestirilmig ,F, hipergeometrik fonksiyonu p pay parametresi ve g payda parametresi

iceren bir toplamdir.

Tamm 4.24. p,qg € N* ve b; # 0,—1,—2,... olmak iizere, ,F, genellestirilmis

hipergeometrik fonksiyon

> (al) (Cl) n
oFyar,... ap;(b1,...,bg2) = pFy 2] =Y, nb Z!Z (4.14)

seklinde tanimlanir.
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Yerine koyma metodu kullanilarak (4.14) ile verilen ,F,(z) genellestirilmis hipergeometrik

fonksiyonunun

e () ()| () (L) =

diferensiyel denklemini sagladig1 gosterilebilir.

Gauss hipergeometrik fonksiyonunda oldugu gibi, hi¢bir payda parametresinin sifir ya
da negatif tamsay1 olmadig1 kabul edilir. Egere herhangi bir pay parametresi sifir veya
negatif bir tamsay1 ise fonksiyon bir hipergeometrik polinom iiretir. Ote yandan (4.14)
esitlifinde p =2 ve g = 1 alinirsa »Fj (a,b;c;z) Gauss hipergeometrik fonksiyonu elde
edilir. oF}(—,b;z) de oldugu gibi pay veya paydada paramter olmadigini gostermek i¢in
bir ¢izgi kullanilir. Standart matematiksel fonksiyonlarin birgogunun hipergeometrik
fonksiyonlarla ifade edilebildigini biliyoruz. Bu fonksiyonlarin bir listesi [46], [47], [57],
[58] ve [59] de bulunabilir. Asagida ,F; genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonlarin

temelleri igerisinde ifade edilen baz1 matematiksil fonksiyon ornekleri verilmistir.

o Zn
oFo(— —:2) =) o ¢
n=0""
3 2
0F1(—,§;TZ) = sing
1 — 2
OFl(_’E;TZ) = cosZ

1Fola,—;z) = i (a)—"zn =(1-z)7%

Gauss hipergeometrk fonksiyonunda oldugu gibi, genellestirilmis hipergeometrik

fonksiyonunun da yakinsama kosullarini gbz oniinde bulundurmamiz gerekir.

Teorem 4.2.6. ,F,(ai,...,a,;b1,...,by;z) genellestirlimis hipergeometrik serisi, eger
p < g ise biitiin z ler i¢in yakinsa,eger p = g+ 1 ise |z| < 1 i¢in yakinsak ve |z| > 1 i¢in

ise wraksak, eger p > g+ 1 ise z # 0 i¢in raksaktir ve seri sonug iiretmez.

Ispat. Faktoryel 6zelliklerinden,

_ |z[nP—a—1 ( ) (1 + @) “.15)

(1) (1+ 2 1+ )
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elde edilir. Bu agsamada, oran testi kullanilarak ifade edilen yakinsaklik kosullar1 |z| ve
nP~4ldekip—qg—1=0,p—g—1<0veyap—qg—1>0bagmtilart dikkate alinarak

dogrulanir. 0

Ayrica p = g+ 1 olmak iizere ,.(F;(z) genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonu

asagidaki sart altinda |z| < 1 i¢in yakinsaktir. Burada parametretrik fazlalik zq: bj— ‘li"l aj

ile tanimlanir. Bu durumda Teorem (4.2.6) da verilenlere ilave olarak, eger pj::]q +1 (J)l:nllak

tizere eger|z| = 1i¢in R (i bj— qZH a j> > 0ise 4+1F,(z) genellestirilmis hipergeometrik
j=1 j=1

serisi mutlak yakinsaktir; eger |z| =1 ve z # 1 igin —1 <R (i b; —qi‘laj) <0ise
¢+1F4(z) genellestirilmis hipergeometrik serisi sartl yakinsaktir \g Lihayét:irllde lz] =1 ve
z# licin R i bj— qf@) < —1 ise wraksaktr.

j=1 j=1
Hipergeometrik fonksiyonlar icin en iyi bilinen klasik sonuglardan bazilarin1 verdikten
sonra esas calisma alamimiza gecmeden once ¢ok 6zel bir hipergeometrik fonksiyonu
hatirlayalim. Yukarida p < ¢+ 1 olmast durumunda ,F,(z) genellestirilmis hipergeometrik

serisinin yakinsaklik durumlart inceledik. Bu durumda g € {0,1} i¢in oFo(—;—z) =
(o] 1 (o]

Z —'z" iistel fonksiyonu, {Fy(a;—;z) = Z @Zn Binom fonksiyonu, oF}(—;c;;z) =
= n! = n!

(o)

BEl 7" Bassel fonksiyonu ve > Fj(z) Gauss fonksiyonuyla ve nihayetinde de 1F(z)
;gl(l)ksi;onuyla karsilasiriz. F(z) fonksiyonu konfluent hipergeometrik fonksiyon olarak
adlandirlir. Ayrica bu fonksiyon Pochhammer-Barnes fonksiyonu veya Kummer serisi
olarak adlandirilmaktadir. Bu fonksiyondan uygun parametre secimiyle bir¢cok ozel
fonksiyon elde edilebildiginden matematiksel analizde oldukca kullanilighidir. Bazi
durumlarda Ustel integral, Hata fonksiyonlari, Hermite ve Bassel fonksiyonlaridir.
Konfluent hipergeometrik fonksiyonlar bu nedenle dalga mekanigi, kuantum teorisi,
hidrodinamik, akustik, optik ve istatistik gibi alanlarda olduk¢a genis bir uygulama
alanina sahiptir. Bu fonksiyonun temel 6zellikleri 1836 yilinda Kummer tarafindan verildi
[60]. 1Fi(z) konfluent hipargeometrik fonksiyonu yaygin olarak Hummer’in ¢ (a;c;z)

sembolilyle veya M(a;c;z) ile de gosterilmektedir. Burada verilen bilgiler 15181 altinda

asagidaki tanim verilebilir.
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Tanm 4.2.5. |z| < 1ve c#0,—1,—2,... i¢in konfluent hipergeometrik fonksiyonu

¢(a;c;z) =M(a;c;z) = 1Fi(ase32) = i (a)".zn = i (a)n 4 (4.16)

olarak tanimlanir.

Yerine yazma metoduyla (4.16) ile verilen konfluent hipergeometrik fonksiyonunun

Kummer’in
d*w

dw
zd—Z2+(b—z)——aw:O

dz
diferensiyel denklemninin bir ¢oziimii odugu gosterilebilir. Bazi konfluent hipergeometrik

fonksiyon Ornekleri asagida verilmisgtir.

nannn! nzOn’

= 1 et —1
Fi(1;2;z r—
1 1( ) nZ()(n—}_l)Y z

Gauss hipergeometrik fonksiyonlar i¢in ispatlariyla birlikte inceledigimiz cesitli temel
ozellikler konfulent hipergeometrik fonksiyonlar icin de verilebilir (daha genis bir liste

icin bak, [15], [59], [12]). Bu ozelikler asagida listelenmistir.

d a
- s — — 1: 1:
qu)(a,c,z) c¢(a+ s+ 1;2)

—(aiciz) = (a)"¢(a+”;c+”;z)v” €N

(€)n

[(al(c—a)) /o1 1 (1= Ldr, R(c) > R(a) > 0.
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5. HIPERGEOMETRIK FONKSIYONLARIN STARLIKE VE
KONVEKS OLMASI

Tezimizin bu boliimiinde zF (a,b;c;z) seklindeki Gauss hipergeometrik fonksiyonlarin
starlike (yildizil) ve konveks fonksiyonlarin muhtelif altsiniflarinda olmasi i¢in a,b,c
parametreleri lizerinde bazi sartlar verildi. 1986 yilinda St. Ruscheweyh ve V. Singh
hipergeometrik fonksiyonlarin yildizllik derecelerini arastirdilar [61]. Merkes ve Scott,
0 < a < 1 olmak iizer zF (a,b; c;z) fonksiyonunun S* () sinifinda olmast igin yeterlilik
sartlarini arastirdilar [62]. Bircok bilim adami tamamen farkli yaklagsimlari kullanarak son
donemlerde Gauss ve Konfluent hipergeometrik fonksiyonlarin univalent fonksiyonlarin
belirli altsiniflarinda olabilmeleri icin yeterlilik sartlarini olabildigince gelistirdiler [63],
[64], [65], [66], [67], [68] . Tezin bu kismiyla ilgili olarak Ismet Y1ldiz, Alaattin Akyar
ve Oya Mert tarafindan hazirlanan *On Sufficient Condition for Starlikeness of Confluent
Hypergeometric Functions’ adli bildiri benim tarafimdan Yildiz Teknik Universitesi
tarafindan diizenlenen konferansta sunulmus olup Sigma dergisinde tam metin olarak
yayimlanmistir [69]. Ayrica tezimizin konusuyla ilgili olarak hazirladigimiz makale

Turkish journal of mathematics adli dergide basilmistir [70].

0 < & < 1 olmak iizere, iiglincii boliimde verilen S*() sinifinin bir alt sinifi olup z € D

icin fo;—S) - 1‘ < 1 — « esitsizligini saglayan f fonksiyonlarmin siifi S () ile gosterilir.

S7 (o) sifi i¢in Taylor katsayis: sinirlamalar ve diger ozellikler [71], [72], [73], [74],

[75] de bulunabilir. Bu ¢aligmada 6ncelikle biz r € Z* olmak iizere, zF (a,b;c;z) nin
S7(277) siifinin bir eleman: olabilmesi i¢in a, b, c parametreleri izerinde bir yeterlilik
sart1 belirledik. Ayrica zF (a,b;c;z) nin S§(27") ve S*(27") nin bir eleman1 olmast igin
a, b, c parametreleri iizerinde bir gerek ve yeter sart belirledik. Ote yandan Teorem (3.3.2)
Alexander Duality teoreminden biliyoruz ki, bir f fonksiyonuna o € [0,1) derceden
konveks fonksiyonlarin olusturdugu C (o) sinifindadir denir eger zf'(z) € S*(a) ise. Bu
durumda C; (o) altsimfindadir denir, eger zf'(z) € S (o) ise. Yani zf'(z) € S; (o) sartim
saglayan f € S fonksiyonlarmm smifi C () ile gosterilir. Son olarak ¢alismamizda

zF (a,b;c;z) Gauss Hipergeometrik fonksiyonunun C(¢) ve C; (o) sinifinin bir elemani
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olabilmesi i¢in a,b,c parametreleri iizerinde bir yeterlilik sarti verildi. Bu anlamda

calisgmamizin ana eksenin olugturan teoremler asagida verimistir [71].

Teorem 5.0.1. (3.6) ile verilen bir f fonksiyonun S;()(Ci()) siufinin bir eleman

olmasi icin bir yeterlilik sart1

i(n—aﬂanlg(l—a)(in(n—oc)\aﬂﬁl—oc) (5.1)

n=2

olmasidir.

Teorem 5.0.2. Kabul edelim ki f(z) =z— ¥ a,z" ve a;, > 0 olsun. Bu durumda f nin

n=2
S ()(Ci(e)) smifinin bir elemani olmast i¢in gerek ve yeter sart

Z(n—a)ang(l—oc) (i n(n—oc)angl—a> (5.2)
n=2

dir.

Mave olarak, f € Sf(a) < f € S*(a).f €Ci(a) < feC(a),and f € S* <> f€S.

Bu asamada ise, calisjmamizin ana amacim olusturan Gauss hipergeometrik
fonksiyonlarinin, starlike ve konveks fonksiyonlarin muhtelif alsiniflarinda olmasi ile

ilgili olarak teoremler ispatlariyla birlikte verilmistir.

Teorem 5.0.3. Eger a,b > 0 ve ¢ > a-+b+1 ise, bu durumda r € Z* olmak iizere
zF (a,b; c;z) fonksiyonunun S7(27") sinfinin bir elemani olmasi i¢in bir yeterlilik sartt
['(c)'(c—a—>b) ab

Tle—al(e—b) || T 27(—a b1~ 53

olmasidir.

Aymi zamanda (5.3) sart1 oF) (a,b;c;z) = z(2—F (a,b;c;z)) olarak tanimlanan Gauss
hipergeometrik fonksiyonunun S*(27")(S;(27")) sinifinda olmasi igin bir gerek ve yeter

sarttir.

188



Ispat. Gerekli olan cebirsel islemler yapildiginda

= (a)u(b) n - (@Dn(D)n n
ZF(a,b;c;7) =z L;b Ecin&)nz ] :n_o%z h

1.1 ala+1)b(b+1) 4
L1 e 1! c(c+1)2!

i (I’l . 27r) (a)n—l (b)n—l

n=d (©n—1(1)n—1

I
ygk
—
S
+
p—
|
(\)
<
~
—
Q
~—
S
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S
~—r
N

S
I
—
—~
9}
~—
S
—~
[u—
~—
S

I
015
—~
—

o |~
\_/Q
S ~—
—~I|=

3
I
—_

o ala+1)n_1b(b+1)n1 oy (@)n(b)n
L e+ D (s T2 LG,

[}

_% (a+1)n—1(b+1)n_1 e oo (a)n(b)n
_cn; SIS )
_abT(c+ )l (c—a—b—1)
< I['(c—a)'(c—b)

_ ()l (c—a—b) ab ., .
~ T(c—a)T(c—b) ca_p_1 U2 )1—(1—2 )

(5.4)

(5.5)

seklini alir. Ancak elde edilen (5.5) estligi (1 —277") ile iisten simirlidir ancak ve ancak

Teorem (5.0.3) de verilen (5.3) esitsizligi dogruysa. Bu da ispat1 bitirir. Ote yandan
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oldugunda > Fj (a, b; c;z) fonksiyonunun S7(27") ve S*(27") simifinda olmasi i¢in (5.3)’in

gerekliligi Teorem (5.0.2) den saglanmig olur. [

Uyari 5.0.1. Sart (5.3), r — oo iken 1 Fj (a,b; c;z) Gauss hipergeometrik fonksiyonunun S

siifinda olmasi i¢in bir gerek ve yeter sarttir.

Simdi verecegimiz teoremde, zF (a,b;c;z) fonksiyonunun S*(27") sinifinda olmasi i¢in
bir gerek ve yeterlilik sartin1 olusturabilmek adina a,b ve ¢ parametreleri tizerindeki bir

sinirlamaya Onciiliik eder.

Teorem 5.0.4. Eger a,b > —1, ¢ > 0, ve ab < 0 ise, bu durumda r € Z* olmak iizere
zF (a,b; c;z) fonksiyonunun S*(27")(S;(27")) smuifinda olmasi i¢in gerek ve yeter sart
c>a+b+1—ab/(1—27") dir. Ote yandan r — o olmak iizere ¢ > a+ b+ 1 — ab sart1

ise zF (a,b;c;z) fonksiyonunun S sinifinda olmasi bir gerek ve yeter sarttir.

Ispat. Gerekli olan cebirsel islemler yapildiginda

zr(a,b;c;z) =

Z anbnn+1
(1),

n=0 C"

Eoxtee] -
=+ ¥ e
,;“(“?;%ibimr -
- Zz e
D T i

—Z—|

oldugundan Teorem (5.0.2) ’e gore

i(n_z—r) ((l—|— 1)n—2<b+ 1)n—2 <‘ c

= ©Ona(Duy ' ab | (1=277) (5.6)

oldugunu gostermeliyiz. Dikkat edilirse elde edilen (5.6) esitsizliginin sol tarafinda eger

¢ <a+b+1 ise iraksaktir. Bu agamada, gerekli olan cebirsel ismeler yapilirsa

(a+1),(b+1),

i(n—z—’)<“+1)”‘2(b)”‘2 — Y (nt2-27)

n=2 (c+Dn2(Du1 = (c+1)u(1)ns1
B N e 011G DR < D (o D PR D
g P ey e MUt by ey



i (a+1), b+1) c i (@)n(D)y,

= (c+1)a(1), ab = (©)n(1)n
F(c+1)F(c—a b—1) ~en € [T (c—a—b)
['(c—a)l'(c—b) (1-2 )ab [F(c a)'(c—b) 1}

oldugu goriiliir. Dolayisiyla (5.6) esitsizligi

e+ D)I(c—a—b—-1) _,n¢—a—b-1 on ] € <]
I'(c—a)(c—b) +(1-27) ab }S(l 2 ){|ab|+ab} (507)

esitsizligine denk olur.Bu durumda (5.7) dogrudur ancak ve ancak 14 (1 —-27")(c —a—
b—1)/ab < 0 veya esiti olarak ¢ > a+b+1—ab/(1 —27") ise.Bu da ispati tamamlar.
0

Ote yandan r — oo oldugu zaman Teorem (5.0.2) nin bagka bir uygulamasi olur. Son iki

teorem ise konvekslik durumu i¢in Teorem (5.0.3) ve Teorem (5.0.4) ye paralel olacaktir.

Teorem 5.0.5. Eger a,b >0 ve ¢ > a+b+2 ise, bu duruda r € Z* olmak iizere

z2F1(a,b; c;z) fonksiyonunun C; (27") smifinda olmasi i¢in bir yeterlilik sart:
I'(c)'(c—a—b) 14 3-277 ab
I'(c—a)l'(c—b) 1-27)\c—a—b—1

(@)2(b)2
+(1—2’)(c—a—b—2)2} =% 69

dir.  (5.8) sarti aym zamanda ,Fj(a,b;c;z) = z(2—F(a,b;c;z)) fonksiyonunun

C(27")(C1(27")) smifinda olmasi i¢in bir gerek ve yeter sarttir.

Ispat. Teorem (5.0.1) ’e gore sadece

oldugunu gostermeliyiz. Bu durumda gerekli olan cebirsel islemler yapilirsa

" n(n 2y D1t ey @ni (P
n;zn(n 2 )(c)n_ D n;) (n+2)(n+2-2 )(C)n+1(l)n+1
—(n Re (a)n+1(b)n+l_ v " (@)n+1(P)nt1
_( +2) n;()(c)n—i-l(l)n—i-l (2 ),;)( +2)(c)n+1<1)n+1

(5.9)
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elde edilir. Buradadan+2 = (n+ 1)+ | alinirsa

Lo ageen = Do higrenge + e
g e T W e AL
.
T2 = Do) 1) e =
- Lo PR 2 ) T (e 3 et e
- e P 2 1) B R 3 e e
g YA i ) Y e 0 M e e
-5 Gt 5 it 5 0

elde edilir. Elde edilen bu (5.11) esitligi ve (5.10) esitligi (5.9) un sag tarafinda yerine

yazlirsa

[

y 2Oz 3 gy @reiOhust g 3 Wbl )

n—0 (c)n+2(1)n n—0 (C n+ ( )n 1(C)n 1),

sonucu elde edilir. Pochhammer semboliiniin (a),+x = (a)i(a + k), 6zelligi, (5.12) de

kullanilirsa,

(@)2(b)2T(c+2)(c—a—b—-2) _nabT(c+ DI (c—a—b—1)
@7 Te—aTe—b 2 )0 Te—arc—n

['(c)'(c—a—>b)

Tle—aTlc—b) |

(1-27)

olarak yeniden yazabilir. Yapilacak bir cebirsel basitlestirme iizerine biz elde edilen
bu son esitlik (1 —27") ile iisten sinirhdir ancak ve ancak (5.8) esitsizligi dogruysa.
Keza (5.8) esitsizligi Teorem(5.0.2) den 2 F (a,b;c;z) =z(2—F(a, b, ; c;z)) fonksiyonunun
C(27")(C1(277)) simufinda olmasi igin bir gerek sarttir. O
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Teorem 5.0.6. Eger a,b > —1, ab < 0 ve ¢ > a+b+2 ise, bu durumda r € Z* olmak
tizere zF (a, b; c; z) fonksiyonunun C(27")(C;(27")) smifinda olmasi igin bir gerek ve yeter

sart

(@)2(b)2+(B3—=2"ablc—a—b—2)+(1-2")(c—a—b—1), > 0. (5.13)

olmasidir.

Ispat. zF (a,b;c; z) fonksiyonu (5.6) formuna sahip oldugu i¢in, Teorem (5.0.2) den goriiriiz

ki bizim sonucumuz

in(n -2 (a(ti)f )nZ(f(Jlr)i)’iz <| é | (1—=27"). (5.14)

ye esittir. Dikkat edilirse eger bu son (5.14) esitsizligin sol tarafi yakinsak ise ¢ > a+b+2

dir. Ote yandan,

(n+2)(n+2-2")=(n+2)%*—(n+2)27"

(
(n+1)+1)2 = ((n+1)+1)27"

= (12 42+ 1) +1—(n+1)27" 27"
= (

nt 12+ Q2=2") (1) +(1-27)

olduguna gore,

in(n_zfr) (a+ Da2(b+ 12 _ i(n+2)(n+2—2’r) (a+1),(b+1),
n=0

=2 (©)n—2(1)n-1 (c+ (s
- (at Dalb+ D, = (a+2), b+2)
= LT, E) 2

= (a+1)(b+1),

Z

n—=0 (c+ Dn(Dns1

_(a+1)(b+1) i a+2nb+2)n i (a+1)(b+1),
(c+1) & (c+2)(1)n = (e 1)a(1),
(12 ii (@)n(b)n
abnzl ()n(1)y

e+ 1)I(c—a—b—2) .
=T Te—al(c—p |@tDO+D
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ﬂ(c—a—b—l)z _M

3-27"")c—a—b-2
HB=2 ) e—a-b=2)+ —

elde edilir. Elde edilen bu son esitlik (a+1)(b+1)+(3—-2"")(c—a—b—2)+ ((1—
27" /ab)(c—a—b—1), <0ise|c/ab | (1 —277) ile iisten simirhdir ki o da Teorem (5.0.6)

de verilen (5.13) esitsizligine denktir. Bu da teoremin ispatini bitirir. [
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez kapsaminda zF (a,b;c;z) Gauss hipergeometrik fonksiyonlarimin r € Z* olmak
tizere o = 27" derceden starlike ve konveks fonksiyonlarin belirli altsiniflarinda
olabilmeleri i¢in a, b ve ¢ parametreleri lizerinde bazi sartlar incelenmitir. Benzer sekilde
tezimin kapsaminda elde edilen sartlar ;Fj(a;c;z) seklinedi Konfluent hipergeometrik
fonksiyonlarin r € Z" olmak iizere o = 27" derceden starlike ve konveks fonksiyonlarin
belirli altsiniflarinda olabilmeleri icin a ve ¢ parametreleri sartlarin incelenmesine
indirgenebilir. ~ Yine bu calismanin devaminda zF(a,b;c;z) Gauss hipergeometrik
fonksiyonlarinin r € Z+ olmak iizere o = 2" derceden starlike ve konveks fonksiyonlarin
belirli altsiniflarinda olabilmeleri icin tez kapsaminda a,b ve ¢ parametreleri iizerinde elde

edilen sartlar1 olusturan esitsizliklere paralel esitsizlikler elde edilebilir.

Bu tez pasaminda elde edilen sonuclar bilimsel kongrelerde sunulmug ve makale formatina

getirilerek alan indeksli dergide yaymlanmigtir.
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