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OZET

GENELLESTIRILMIS GOULD-HOPPER POLINOMLARI

Mustafa TOPALOGLU
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Dr. Ogr. Uyesi Nejla OZMEN
Ocak 2021, 38 sayfa

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir.  Ikinci
boliimde onbilgiler ve diger boliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar ve lemmalar
verilmistir. Ugiincii boliimde, Gould-Hopper polinomlari ve genellestirilmis Gould-Hopper
polinomlar: tanitilmig, genellestirilmis Gould-Hopper polinomlart icin toplam formiilleri
elde edilmis ve uygulamalarina yer verilmistir. Ayrica, bu polinomun bilinear ve bilateral
dogurucu fonksiyonlarini veren teoremler elde edilmis ve bu teoremlerin uygulamalarina
yer verilmistir. Daha sonra bu polinomlarin bazi rekiirans bagintilar1 ve bazi 6zellikleri
elde edilmistir. Dordiincii boliimde, genellestirilmis Gould-Hopper polinomlar: ile
genellestirilmis Lauricella fonksiyonlar1 arasindaki bilateral dogurucu fonksiyon bagintilari
verilmistir. Son olarak 6zel durumlar incelenmistir. Besinci boliimde, sonug ve Onerilere
yer verilmisgtir.

Anahtar sozciikler: Dogurucu fonksiyon, Genellestirilmis Gould-Hopper polinomlari,
Lauricella fonksiyon, Toplam formiilii.
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ABSTRACT

GENERALIZED GOULD-HOPPER POLYNOMIALS

Mustafa TOPALOGLU
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master’s Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Nejla OZMEN
January 2021, 38 pages

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction.
In the second chapter, preliminary information and some definitions and lemmas to
be used in other chapters are given. In the third chapter, Gould-Hopper polynomials
and generalized Gould-Hopper polynomials are introduced, summation formulas for
generalized Gould-Hopper polynomials are obtained and their applications are given.
In addition, the theorems that give the bilinear and bilateral generating functions of
this polynomial are obtained and the applications of these theorems are given. Later,
some recurrence relations and some properties of these polynomials are obtained. In the
fourth chapter, bilateral generating function relations between generalized Gould-Hopper
polynomials and generalized Lauricella functions are given. Finally, special cases are
examined. In the fifth chapter, results and suggestions are given.

Keywords: Generalized Gould-Hopper polynomials, Generating function, Lauricella
function, Summation formula.



1. GIRIS

Bu tez, genellestirilmis Gould-Hopper polinomlar: (G-GHP) iizerine yapilan bir ¢aligmadir.
Klasik ortogonal polinomlardan biri olan iki degiskenli Hermite polinomlar1 veya bir
bagka deyisle Gould-Hopper polinomlar1 (GHP) ilk defa 1962 yilinda H. Gould ve A. T.
Hopper tarafindan tanimlanmuistir [1]. Hermite polinomlar1 Fransiz matematik¢i Charles
Hermite (1822-1901) tarafindan bulunmustur. Hermite, Hermite diferensiyel denklemi
olarak bilinen diferensiyel denklem sinifi iizerine calismistir. Hermite, diinyanin en
biiyilk matematik¢ileri arasinda yer alan Picard, Gaston Darboux, Paul Appel, Emile
Borel, Paul Painleve ve Henri Poincare gibi bir¢ok iinlii matematik¢iyi de yetistirmistir.
Ortogonal polinomlar iizerine yapilan ¢alismalar hdlen devam etmektedir. Bu polinomlar,
fizik, matematik, uygulamali bilimler, mithendislik ve fonksiyonel analiz, diferansiyel
denklemler, kuantum mekanigi, matematiksel analiz, matematiksel fizik vb. dahil olmak
tizere birgok arastirma alanmina sahiptir. Ortogonal polinom teorisindeki en 6nemli
polinomlardan birisi genellestirilmis Hermite-Kampé de Fériet (veya Gould-Hopper)
polinomudur [1]. Ortogonal polinomlar teorisinde, polinomlar ve fonksiyonlar i¢in iiretilen
formlar, birka¢ matematikgi tarafindan ¢alisgilmis ve gelistirilmistir [2]-[9]. Dog urucu
fonksiyonlar, iirettikleri dizilerin cesitli yararli 6 zelliklerinin arastirilmasinda 6nemli bir
rol oynar.Cok cesitli arastirma konularinda, hatta modern kombinatoriklerde sayilar ve
polinomlar icin belirli 6zellikler ve formiiller bulmak i¢in kullanilirlar. Bir, iki ve daha
fazla degiskende oldukca genis cesitlilikte 6zel fonksiyon (ve polinom) dizileri i¢in bilinear,
bilateral dogurucu fonksiyonlarini elde etmenin cesitli yontemlerine sistematik bir girisde
kullanilan faydali bir uygulamadir. Gould - Hopper polinom ailesi, iistel fonksiyon ile
tanamlanir [10].

Son yillarda bu polinomlar iizerine yapilan ¢aligmalar 6nemli bir yer tutmaktadir. Uygun
kosullar altinda ortogonal polinomlarin farkli tip 6zellikleri halen ¢alisilmaktadir. Tek
degiskenli ortogonal polinomlarin ilk ornekleri A. M. Legendre, P. S. Laplace, J. L.
Lagrange ve N. H. Abel tarafindan ele alinmistir. Daha sonralari, P. L. Chebychev klasik

ortogonal polinomlarin bazi 6nemli 6zel ve genel durumlarini arastirmig, bu polinomlarin



genel teorisini gelistirmigtir. Tek degiskenli ortogonal polinomlar teorisi iizerine yapilan en
onemli calismalar C. Jacobi, C. Hermite, E. Laguerre ve T. Stieltjes tarafindan verilmistir.
Ortogonal polinomlar teorisi iizerinde klasik sonuglar 1939 yillarinda Szeg6 tarafindan ele
alinmasgtir.

Ayn1 zamanda, matematikte dogurucu fonksiyon (veya iirete¢ fonksiyonu), bir dizinin
girdilerinin bilgisini katsayilarinda tutan bir bicimsel kuvvet serisidir. Kullanim ve
uygulama alanlarina gore cesitli dogurucu fonksiyonlar bulunmaktadir. Karma dogurucu
fonksiyon, multilinear dogurucu fonksiyon, multilateral dogurucu fonksiyon bunlardan
bazilaridir. Dogurucu fonksiyonlar sayesinde matematikte, fizikte ve ozellikle de
miihendislikte pek ¢ok uygulama alanina sahip olan 6zel fonksiyonlarin yapisal davranislar
ve karakteristikleri incelenebilmektedir. Konunun genis bir yelpazede ¢alisiliyor olmasi
bircok arastirmacinin ilgisini cekmektedir. Ozellikle de son yillarda etkin bir arastirma
sahasi haline gelmistir. Bir dogurucu fonksiyonun elde edilmesinde kombinatoryal
toplamlar ve binom 6zdeslikler 6nem arz etmektedir. Bu 6zdeslikler yardimiyla dogurucu
fonksiyonlarin yan1 sira integral gosterimleri, ters bagintilar, hipergeometrik serilerin
icerildigi gosterimler gibi daha farkli 6zellikler de elde edilebilmektedir. Dogurucu
fonksiyonlar kullanilarak 6zel polinomlar tanimlanabilir. Matematikte iyi bilinen tek ve
cok degiskenli bircok polinom, dogurucu fonksiyon yardimiyla tanimlanmistir [11]-[15].
Ayrica Gould-Hopper tip polinomlar iizerinde yapilan ¢aligmalar, daha halen devam
etmektedir. Ornegin; 2014 yilinda Laguerre-Gould Hopper polinomlar1 [16], 2014 yilinda
Legendre-Gould Hopper polinomlar: tizerine ¢aligmalar [17], 2015 yilinda Gould-Hopper
polinomlarinin ¢ok degiskenli matrix genellestirilmesi [18], 2020 yilinda genellestirilmis
dejenere Gould-Hopper tip polinomlar [19], {izerine calismalar mevcuttur.

Bu tezde ilk olarak Gould-Hopper polinomlar1 ve genellestirilmis Gould-Hopper
polinomlar1 verilmistir. Daha sonra, genellestirilmis Gould-Hopper polinomlarinin toplam
formiileri, bilinear ve bilateral dogurucu fonksiyon bagintisin1 veren teoremler elde edildi
ve sonug¢lari incelenmistir. Tiirev iceren rekiirans bagintis1 ve polinomun bazi degerleri
verilmistir. Ayrica, genellestirilmis Gould-Hopper polinomlari ile Lauricella fonksiyonlar:
arasindaki bilateral dogurucu fonksiyonunu veren teorem bulunmaktadir. Bu teorem
kullanilarak bazi dogurucu fonksiyon bagintilart verilmistir. Son boliimde, elde edilen

sonuglar ve oneriler bulunmaktadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TANIMLAR

Tamim 2.1. A reel yada kompleks bir say1, ¥ sifir yada pozitif bir tamsay1 olmak iizere

A+1D)(A+2) .. (A+0-1), ©>1
(), = A+1)(A+2)...( ) o
1 ¥ =0,

Y

seklinde tanimlanan (A ), ifadesine Pochhammer sembolii denir [13].

Tamim 2.2. o,  ve v reel ya da kompleks sabitler olmak iizere,

2R (o, Bryix) = ) A (2.2)

seklinde tanmimlanan seriye hipergeometrik seri denir. Literatiirde F(a, B;7;x) ile gosterilir

ve bu fonksiyona hipergeometrik fonksiyon denir. Genellestirilmis hipergeometrik seri,

o (o), (02), - (0p), X"
F (o, 0,..., 00 1.7, s Vi X) = n_ (2.3)
o g ) ;o (1) (1) (%), 7!
seklinde tanimlanir [20] .
Tanmm 2.3. (Newton Binom Formiilii) a, b € R ve n € N olmak iizere,
n 5 n n—k k
(a—b)" =Y, a" *(—b)K, (2.4)
k=0 \ k
dir.
Lemma 2.4. ¢ > 0 olmak iizere,
= (xInc)”
&= n;) P (2.5)

seklinde agilimina sahiptir [20].



Ayrica, ¢ = e alinirsa,
=y i 2.6)
=n!

elde edilir.

Lemma 2.5. Hipergeometrik serilerin taniminda Esitlik (2.2)’deki ifadesinde a, B, y

degerleri 6zel olarak alindiginda asagidaki esitlikler gecerlidir [20]:

a)
(1-x)"%=) (a)n% = LF (a,1;1;x). 2.7)
n=0 :
b)
In(1+x)=x) (1)(’é§1)” (_n’f) = xF (1,1;2;—x). (2.8)
n=0 n :

Lemma 2.6. Asagidaki esitlikler gecerlidir [13]:

a)
o o o [n/p]
Y Y Atkn)=Y Y A(k,n—pk). (2.9)
n=0k=0 n=0 k=0

b)
o [n/p} o oo
Y =Y Y A(k,n+ pk). (2.10)
n=0 k=0 n=0k=0

c)
Y Y Alkn) =) Y Alkn—k). (2.11)
n=0k=0 n=0k=0

d)
Y Y Atkn)=Y Y A(kn+k). (2.12)
n=0k=0 n=0k=0

e)
n_ [k/p] [n/p]n—pl
ZZA (k,1) Z ZA (k+pl,I). (2.13)



Tamm 2.7. Iki degiskenli bir f(x,t) fonksiyonu ¢ nin kuvvetlerine gore
F(x,t) =) cafulx,0)f" (2.14)
n=0

seklinde bir seriye agilabiliyorsa, F (x,7) fonksiyonuna { f,,(x)} fonksiyonlar ailesinin bir
dogurucu fonksiyonu denir. Burada ¢, ler x ve t den bagimsiz, n nin bir fonksiyonu olup

degisik parametreler icerebilirler.

Tanim 2.8. Uc degiskenli D(x,y,t) fonksiyonu, # nin kuvvetlerine gore
D(x,y,t) = Y aghy (x) by (x) £ (2.15)
k=0

seklinde bir seriye agilabiliyorsa, D(x,y,t) fonksiyonuna /4 (x) fonksiyonlar1 i¢in bilinear

dogurucu fonksiyon denir.

Tamim 2.9. Ug degiskenli D(x,y,t) fonksiyonu ¢ nin kuvvetlerine gore
D(x,y,t) = Y aph (x) g (x)t* (2.16)
k=0

seklinde bir seriye agilabiliyorsa D(x,y,t) fonksiyonuna Ay (x) ve gi (x) fonksiyonlari igin

bilateral dogurucu fonksiyon denir.

Tanm 2.10. (r+ 1) degiskenli D(x;,x3,...,x,,¢) t nin kuvvetlerine gore,
D(x1,%2,...,%p,t) = Y arfi (x1) fi (x2) oo fe () £ (2.17)
k=0

seklinde bir seriye agcilabiliyorsa, D(x,y,t) fonksiyonuna fi (x1),fx(x2),..., fx (x;)

fonksiyonlar1 i¢in multilinear dogurucu fonksiyon denir.

Tanim 2.11. (r+ 1) degiskenli D(x,x,,...,x,,¢) t nin kuvvetlerine gore
D(x1,x2,... %, t) = Y arfix (x1) for (02) oo fr () £F (2.18)
k=0

seklinde bir seriye acilabiliyorsa, D(xy,x2,...,x,,t) fonksiyonuna fi; (x1), for (x2), ...,

frk (x,) fonksiyonlar1 i¢in multilateral dogurucu fonksiyon denir.



3. GOULD-HOPPER POLINOMLARI VE OZELLIKLERI

Bu bolimde, Gould-Hopper polinomlart g7 (x,y) ve genellestirilmis Gould-Hopper
polinomlari Pn(j <) (x,y) icin baz1 yeni 6zellikler tiiretiyoruz. Ayrica, genellestirilmis
Gould-Hopper polinomlari P,gj ) (x,y) igin toplam formiillerini elde ediyoruz. Bu toplam
formiillerine ek olarak, genellestirilmis Gould-Hopper polinomlar1 P,Ej ©) (x,y) i¢in bilinear
ve bilateral dogurucu fonksiyonlar1 veren teoremler elde edilecektir. Burada verilen
teoremler icin bilinear ve bilateral dogurucu fonksiyonlar1 veren bagintilar yardimyla,
genellestirilmis Gould-Hopper polinomlari i¢in bazi sonuclar ve rekiirans bagintilar1 elde

edilecektir.

3.1. GOULD-HOPPER  POLINOMLARI = VE GENELLESTIRILMIS
GOULD-HOPPER POLINOMLARININ OZELLIKLERI

Bu kisimda, Gould-Hopper polinomlar1 ve genellestirilmis Gould-Hopper polinomlart i¢in
genel bilgiler verilecektir.
1962 yilinda Gould ve Hopper tarafindan, Hermite polinomlarinin genellestirilmesiyle

il

gn (x,y) = sz) mykxn_mk (mez®), (3.1

seklinde tanimlanmustir [1]. Esitlik (3.1) ifadesinde x = 2x, m = 2, y = —1 alinirsa,

WA
2 _ n: 1k n—2k
&0 = X f—ag @) (3.2)

= Hn (X),
klasik Hermite polinomlar: elde edilir. Gould-Hopper polinomlar1

- t" m
) g (x,y)— =" (meNvem>2), (3.3)
o n!



seklinde dogurucu fonksiyona sahiptir [10]. Esitlik (3.1) ifadesinde m = 1 durumunda iki
degiskenli Newton binom formiilii elde edilir. Esitlik (3.3) ifadesinde m = 2 alinirsa iki
degiskenli klasik Hermite polinomlar1 H,Ez) (x,y) elde edilir. Bu polinom yardimiyla 6zel
polinomlarin iki degiskenli uzantilarin1 tanimlamak miimkiindiir [2].

Genellestirilmis Gould-Hopper polinomlari (G-GHP) P,gj ) (x,¥);

=] tn

Y RV (x,y)

n=0

— =t (> 1, j>2), (3.4)
n!

seklinde dogurucu fonksiyona sahiptir [21]. Genellestirilmis Gould-Hopper polinomlari
PV (x,3)

n—js.,s

/] y

= (n—js)!s!

X

PV (x,y) = n! (Inc)"™7* (j>2, jEN), (3-5)

seklinde bir toplam ifadesine sahiptir [21]. Ayrica Esitlik (3.5) ifadesinde ¢ = e alinirsa
PV (x,y) = HY (x,) (3.6)

elde edilir. Buradaki, H,gj ) (x,y) iki degiskenli genellestirilmis Hermite polinomudur ve

[n/]] xn—jsys

()
HY (ry)=ny, ——2
(x,y) =n = (n—js)!s!

(3.7)

seklinde tantmlanmustir [1], [22]. Iki degiskenli genellestirilmis Hermite polinomunun

dogurucu fonksiyonu

0 n

Y B (ry) = e (3.8)
= n!

seklinde tanimlanmugtir [1], [22].
Ayni sekilde, Esitlik (3.5) ifadesinde ¢ =e, j =2 alinirsa,

P> (x,y) = H, (x,y) 3.9

elde edilir. Buradaki, H, (x,y) klasik Hermite polinomudur ve

[n/2] n—2s.,s

x
H, (x,y) = n! Z Y

s=0 m (3.10)



seklinde tanimlanmustir [1], [22].

Klasik iki degiskenli Hermite Polinomunun dogurucu fonksiyonu

N n

t
Y Hy(x,y) = "0 (3.11)
n—0 n:

sahiptir [23]. Bir bagka deyisle buradaki polinomlar iki degiskenli Hermite-Kampé de
Fériet (veya Gould-Hopper) polinomlar1 (2-VHKAFP) olarak bilinir.
Ayrica, Esitlik (3.7) ifadesinde x = vx, y = —1 alinirsa, M. Lahiri tarafindan 1971 yilinda

HY (vx,—1) = Hy ., (x) (3.12)

iki degiskenli Hermite polinomlarinin bir bagka genellestirilmisi tanimlanmis ve bu

polinomun

tn .
Y Hyjy(x)— =" (3.13)

seklinde bir dogurucu fonksiyonuna sahiptir [24].
Bu polinomlar, parabolik koordinatlarda, kuantum mekaniginde ve olasilik teorisinde,
Laplace denklemini iceren problemlerde, klasik ve genellestirilmis 1s1 denklemlerinin

coziimlerinde 6nemli bir rol oynamaktadir.

3.2. GENELLESTIRILMIS GOULD-HOPPER POLINOMLARI iCIN TOPLAM
FORMULLERI

Bu kismda, genellestirilmis Gould-Hopper polinomlar1 P,,(f ©) (x,y) igin toplam formiilleri

elde edilecektir.

Teorem 3.1. Genellestirilmis Gould-Hopper Polinomlari P,Ej ©) (x,y) i¢in agagidaki toplam
formiilii gecerlidir [25]:

P =Y Y (Z) (’f) =0 e BRI (). G4

k=0r=0

Ispat. Esitlik (3.4) ifadesinde ¢ yerine u -+t yazilirsa ve

> (t+u)" > "™
ngbf(n) - :nvéof(n%—m)n!m! (3.15)



formiilii kullanilirsa [28];

Y B ) T sy
n=0 n!
Jjsc Y
Y Pl ()i = et
n,m=0 e
tnum .
x(t4u) Z P]C — cy(t+u)J
n+m
name0 n!m!

elde edilir. Esitlik (3.18) ifadesinde x yerine w yazilirsa,

—w(t+u) S (Js€) "u™ y(t4u)’
c ZOP}’I—H’I’I (W7y) n'm! =
n,m=

elde edilir. Esitlik (3.18) ifadesi ile Esitlik (3.19) ifadesi birbirine esitlenirse,

[e)

Y P (w,y)

n,m=0

"y
n'm!

R W e

elde edilir. Esitlik (3.20) ifadesinde, Esitlik (2.5) ifadesi uygulanirsa,

- > ko n,m
y (j.c) "u™ y ((w—x)(t+u)(Inc)) (jic) "u
P — P
0 ém (W ) i = k! n,Zmo wem (5Y) S

elde edilir. Esitlik (3.21) ifadesine, Tanim 2.3 uygulanirsa,

" pliic) t"u™
Pm (W,y)
+ ;
n’;o eem n!m!
= Kk (w=—x) T (ne)k & "
¥y ) gl
k=0r=0 \ r : n,m=0 e

elde edilir. Esitlik (3.22) ifadesine, Esitlik (2.12) 6zdesligi uygulanirsa,

00 . m

Y Rl ny) o

00 n'm!

_ oo (W x)k—O—r(lnc)k—l—rt u i P(LC)( )tnum
k,r=0 klr! n,m=0 e 15 nlm!

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)



elde edilir. Esitlik (3.23) ifadesine iki defa Esitlik (2.11) 6zdesligi uygulanirsa,

(o)

i "™
Y P (w,y)

0 n!m!
S (U i LD o)
= k2o k!r! (n—k)!(m—r)! '

elde edilir. Son esitlikte #* ve u nin katsayilar1 birbirine esitlenirse

(Jsc) S () (m k+r k+r p(jc)
P (wyy) = kz(’) ZE) L (w—x)""(Ine)" " P, (x,¥), (3.25)
=0 r=
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmisg olur. [

Uyari 3.2. Teorem 3.1 ifadesinde m = 0 yazilirsa, agsagidaki sonug elde edilir.

Sonucg 3.3. Genellestirilmis Gould-Hopper Polinomlari P,gj ) (x,y) icin agsagidaki toplam
formiilii elde edilir [25]:

P )= Y (k> v =" (ne)* B (x,y). (3.26)
k=0

Uyan 3.4. Esitlik (3.26) da w yerine w + x yazilirsa,

A wx) = X (1) 00 mef B (), 627)
k=0

elde edilir.

Teorem 3.5. Genellestirilmis Gould-Hopper Polinomlar: Pn(j ©) (x,y) icin agagidaki toplam
ifadesi gecerlidir [25]:

X\ (XN .
(w) (W) Pr(m) (w,y) Ps(”) (W,y) (3.28)

rls!
[r/J}ls/J] Y (Ine)FH(2)] — 1)k (

o]
1

(j’c) (J(')
k=0 1=0 (”—jk)!k!(s—jl) ! Prfjk (X,y)Psijl (X,y)_

Ispat. Esitlik (3.4) ifadesini kullanarak, —t ve —T ye gore seri acilimlar1 yazilirsa,

Y ()P () S = e (o> 1, j22), (329)
r=0 :
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(o)

Y (D () = TR (e, 2 2), (330)
s=0 )

elde edilir. Esitlik (3.29) ve Egitlik (3.30) ifadesi taraf tarafa carpilir, yani Cauchy ¢arpimi

uygulanirsa,
0 i o tr Ts _ N e
Z (—1)r+SPr(J’ )(x7y)PS(J7 )(X’y)ﬁF — ¢ xt4y(—1) =X T4y( T)/, (3.31)
7r,s=0 U

elde edilir. Esitlik (3.31) ifadesinde ¢ yerine wz ve T yerine WZ yazilirsa,

C—(xwz—y(—wz)j+XWZ—y(—WZ)f)

=Y (1) PY) (x,y) PV (X )

r,s=0

(wz)" (WZ)*
rls!

(3.32)

elde edilir. Esitlik (3.32) ifadesinde x yerine w, w yerine x, X yerine W ve W yerine X

yazildiginda,

C—(xwz—y(—wz)-7+XWZ—y(—XZ)j)

=Y (- PY) (w,y) P9 (W, )

r,s=0

(x2)"(XZ)*
rls!

(3.33)

elde edilir. Esitlik (3.33) ifadesinin sol tarafina, bazi 6zel degerlerle ¢arpilip, boliiniirse ve

Esitlik (3.4) ifadesi ve Esitlik (2.5) 6zdesligi uygulanirsa,

—(xwz—y(—x2)/ +XWZ—y(—XZ)7)

~

—xwz+y(—xz)jC—XWZ—i-y(—XZ)j

- —xwzy(—wz) o XWZAy(-Wz)
_ (C—xwz+y(—xz)f ¢ ywa) ) ( cXWZ+y(-X2)! ¢ o ) )

9

Ce—wzty(—wz)) e XWZAy(-WZ)

_ (Cy(—xz)j—y(—wz)j.C—xwz—i-y(—wz)j) (Cy(—XZ)j—y(—WZ)j.C—XWZ—i-y(—WZ)J')
= [y(=2)( = wi)Inc]*
k!

(-W2)* & (=2)/(X) = W)Inc]'
[! ’

=Y (- (@ (7 =) (ine)t 002 piie) (4 )

k0 rik!
oo LAl (i ! ! s
2y (Z2)" (X)—W/) (Inc) (WZ ;
¥ (i XL I V2 sy, 334
s,0=0 e

11



elde edilir. Boylece, elde edilen son ifadenin sag tarafina Esitlik (2.9) 6zdesligi uygulanirsa,

yani r yerine r — jk, s yerine s — jl yazilirsa,

5 oy O ) 02

& rlk!
y IZO @ (X WZY (ine) (W2)" Lii o
D
y ;)[lﬁ) @2 (x —(:V_Jill)(}?f)l (WZ)s_ﬂPs(j’]‘fl) X)), (335

elde edilir. Esitlik (3.34) ile Esitlik (3.35) ifadeleri birbirine esitlenirse,

o [r/]] k(AK (i — Wi\ (In ek (wa) =% .
™
l(Z)jl (Xj _Wj)l (lnC)l (WZ)S jl
=01=0 (s—j!!

0 rls!

P (X,)

(3.36)

elde edilir. Bu ifadede 7" nin ve Z* nin katsayilar esitlenirse ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa,
()" () ptier ) oy plic)
Rl WP o) PO (W)
[r/J] s/ ] k“(lnc)k”[( ) —1] [(X)j_ 1)
- W PY (xy) PV (X.y), (337)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. 0

Lemma 3.6. Genellestirilmis Gould-Hopper Polinomlari Pn(j <) (x,y) igin asagidaki toplam
formiilii gecerlidir [25]:

PV (i3 +32) = Y ( )P&? G (). (338)
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Ispat. Esitlik (3.4) ifadesinde x yerine xi +x; , y yerine y| + y, yazilirsa,

" plic) e
Y R (X1+X2,y1+y2)—,
n=0

= b)) (3.39)

elde edilir. Esitlik (3.39) ifadesinin sag tarafini diizenlersek ve Esitlik (3.4) ifadesini tekrar
kullanirsak,
" plUic) ”
Z (X1 +x2,31 +y2) Y
n=0

_ Cxlt+ylljchl‘+y2tj

> () " & L) t*
= )Y A (xyyl)gzpk (x2,32) 15
n=0 * k=0 :
O ) (i) e
= L YAy B (nyn) —n (3.40)
n=0k=0 neKe

elde edilir. Son esitligin sag tarafina, Esitlik (2.11) 6zdesligi uygulanirsa,

N n
ZP(J )(Xl +x2,)1 +y2 Z ZP ]’,i (x1,31) B (J’ )(xz,yz)—,, (3.41)
o y - & (n—k)k!
elde edilir. Esitlik (3.41) ifadesinin " nin katsayilar1 birbirine esitlenirse,
(jc) - (1) plic) ()
P (x1+x2,y1+y2) = Y i ) o= p (x1,31) B (2, 32) (3.42)
k=0
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. [

Sonug 3.7. Esitlik (3.14), Esitlik (3.26) ve Esitlik (3.27) ifadelerinde j = 2, ¢ = e alinir ve
Esitlik (3.8) ifadesi kullanilirsa,

Hym (Wa)’) = Z Z (Z) (T) (W_x)k_‘—anerfkfr (x,y), (3.43)
k=0r=0
i 03) = 3 () v Ha ) 344
k=0
Hy(wtxy) = Y (k) WA, (). (3.45)
k=0

2—VHKdFP H,(x,y) i¢in toplam formiilleri elde edilir.

13



Sonug 3.8. Esitlik (3.28) ifadesinde j =2 ve ¢ = e alinir ve Esitlik (3.8) ifadesi kullanilirsa,

X X

%E'W)Sm (w,y) Hs (W,y)

2l Y] (£) - 1}'( (%) - 1}’

:k;),;) (r— 20kl (s =2y ke Hear (o), (3.46)

2—-VHKdFP H,(x,y) i¢in toplam formiilii elde edilir.

Sonug 3.9. Esitlik (3.14), Esitlik (3.26), Esitlik (3.27) iadesinde y = —1, j =2, c=e ve
x yerine vx, v yerine wv yazilir ve Esitlik (3.12) ifadesi kullanilirsa, M. Lahiri tarafindan

tanimlanan Hermite Polinomu i¢in Hy, , , (x) ;

k,l k i
Hyymjy (W)=Y, < )()(v)"” W=2)"" Hymk—rjw (x),  (3.47)

n,r=0 n i
ko k
o) = X (1) 0 00 -2 Hu s 0, (3.43)
n=0
4 k k—n
Hyjy(w+x) =Y (n) (vw)" " Hy g jy (), (3.49)
n=0

toplam formiilleri elde edilir. Ayrica, Esitlik (3.28) ifadesinde, x yerine vx, w yerine vw,
X yerine vX, W yerine vW yazilir ve Esitlik (3.12) kullanilirsa, M. Lahiri tarafindan
tanimlanan Hermite Polinomu i¢in Hy, , , (x) ;

() ()’

THr,m,v (w,y) H; .y (W,y)

X !
e 0 (0 1 0]
& (r —mk) k! (s —ml)!l!

=0

Hr—2k7m7v (x,y) Hs—217m7v (X) ) (350)
bagka toplam formiilii elde edilir.

3.3. GENELLESTIRILMIS GOULD-HOPPER POLINOMLARI iCIN
BILINEAR VE BILATERAL DOGURUCU FONKSIiYONLAR

Bu kisimda, genellestirilmis Gould-Hopper P,gj <) (x,y) polinomlarinin bilinear ve bilateral
dogurucu fonksiyonlarin1 veren bazi teoremler elde edilecek ve bu teoremlerin bazi
uygulamalarini ele alinacaktir. Burada kullanilan yontemler bir ¢cok arastirmaci tarafindan

kullanilmaktadir. [9], [20] ve [29] uncu referanslarda benzer yontemler kullanilmistir.
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Teorem 3.10. p -iincii basamaktan zp,...,z, (r € N) kompleks degiskenli sifira denk

olmayan € (z1,...,z,) fonksiyonu igin,

A,u,l[/ (Zla"wzraC) = Z akQ/.t+Wk<Z17"'7Zr)Ck (ak 7é 07 M,y e C)a (351)
k=0

ven,p € N igin

[n/p] k
u, . ey (jc) 3
Ol (x,y:21,.,21E) 1= ];0 AP, ) Q@1 2) 2 s 35D
olsun. Bu durumda,
) oLy (va;m s t%) 1" = Ay (21 zim), (3.53)
n=0

bagintis1 gergeklesir [25].

Ispat. Esitlik (3.53) ifadesinin sol tarafina T diyelim. Esitlik (3.52) ifadesi, Esitlik (3.53)

da yerine yazilirsa,
T = E (Oldhd (x V321,52 '—> t"
0 n,p ") 9 y&F tp
n=

= (N e ()"
=) ZakP,/_’pk(x,ymwk(zl,...,zr>m ", (3.54)

n=0 \ k=0
elde edilir. Bu ifadeye, Esitlik (2.12) 6zdesligi uygulanir ve Esitlik (3.4) ifadesi kullanilirsa,
nk tn+pk

v v plo)
T = ’;E)];)akl’n (X,Y)Qu+wk(217~-7zr)ﬂ,—k _

(o) . c tn oo
= (Z Prgh ) (X7Y) ;)(Z akQ,quy/k(Zl ) ~~-aZr)nk)
n=0 © k=0

= AL (212, (3.55)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [
Uyar 3.11. Teorem 3.10 da,
(o)

Qi (21, -,2r) = Oy (@15 -,20) (3.56)
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cok degiskenli ¢,§a) (x1,...,X;) polinomu alinirsa,

A[.L,l,l/(zh o5 Zry C) = ](;)ak¢£ti)Wk (Zla "'7ZV> Ck (Clk 7é 07 uu7 II/ S C)?
ve n,p € N i¢in
[n/p] (o) (@) £
®57bw<x,y;Z1,-..,Zr,§ Z ay P 7pk(x y)¢u+wk (Z17 ,Zr) (
elde edilir. Boylece,
Y ory (x,y;Zh--.,zr;ﬂ)t”
o [[n/p n\k
(@ @)\
= e Zp) —— | ¢
,,zo(z Mt 80
o oo k n+pk
( ) 4
= (l k(Zlv"'7Zr)_
— ZP}’SLC x y _' Zak¢“+wk (Z17 ’Zr) nk)
—= CXt+yt] uyw(Z],...,Zr;n),
elde edilir.
Sonuc¢ 3.12. Uyar1 3.11de u =0, y =1, g, = 1 alinir ve
Z 0% (1)t = (1= x0t) exp (i + o)t (il < il ™),
dogurucu fonksiyon bagintist kullanilirsa [29],
AO,l (Z17"'7Zr7 Z(Pk Zl? aZr Ck
= (1 —ZlC) Yexp(z2t..+2)¢,
ve
Ly [n/p] ( ) ék
®n,/p (xa}CZl, 3y > Z P (Zla"'azr)ma

16

n—pk)!’

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)



elde edilir.

Bu durumda,

Z (X YiZlyeesZrs - | T
o 1P
Z X,y Z ¢k Z] e 7Zr k)
(1 —zim) %exp(za+ ... +2:) M, (3.63)
elde edilir. Boylece genelestirilmis Gould-Hopper Polinomlari P,gj ) (x,y) i¢in bilateral

dogurucu fonksiyonlarin bir sinifi elde edilmis olur.

Uyari 3.13. Teorem 3.10 de r =2 i¢in

Qi (21,22) = P (21, 22) (3.64)

genellestirilmis Gould-Hopper P,gj ) (x,y) polinomu alinirsa,

Ay (21,22,8 Z akPu];l,,k (z1,22)¢" (@ #0, p, ¥ €C), (3.65)

ve

[n/p] gk

O (x,y:21,22;8) : ZaP pkxy ‘(LH),,((Zl,Zz)(

olur. Boylece,

(nok
@
=

AR

I
Ms T

: |
(-x7yaZ17Z25 l?) tn

LT (jsc) (5"
) ab, ok (s Y)wak(Zl»Zz)h "

3
|

3
Il
o

k=0

akP( )(x y)P;(LH)/k(Zl Zz)t Py

I
s

i
=
=
Il
=

I
ok
’TU?
(“

Z akPu]iy/k (z1,22)1")

I
%3
1L

! Au71,,(z1,Z2;17), (3.67)

elde edilir.
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Sonuc¢ 3.14. Uyar1 3.13de u =0, y =1, a; = % alinir ve Esitlik (3.4) ifadesi kullanilirsa,

(e o] 1 . .
Ao (z1,22,8) =Y pPk(”) (21,22) 8k = e He) (3.68)
k=0""
ve
[n/p] 1 . . k
o (vyiznzi k) = Y P ()P 3.69
np (%Yian22i L e ok (%, ) Py (21722)( SaTE (3.69)
elde edilir. Bu durumda,
) oLy (JC,)’;Zl,Zz; ﬂp) t"
n=0 t
= (Y B/ () (Y, B ez’
n=0 Cok=0""
- Cxt+yt*"C2177+Zznj, (3.70)
elde edilir. Boylece genelestirilmis Gould-Hopper Polinomlari P;(Lﬁcv)fk (x,y) i¢in bilinear

dogurucu fonksiyonlarin bir sinifi elde edilmis olur.
Teorem 3.15. u- iincii basamaktan yy,...,y, (r € N) kompleks degiskenli sifira denk

olmayan &, (y1,...,y,) fonksiyonu i¢in, a; # 0, u, ¥ € C olmak iizere,

ARy (X2, 1 +y25205 0,23 M)
[n/p]

= Z akP,EJ:;)k(xl + 22,91 +32) iy (21,200 (3.71)
k=0

ve p € N i¢in

n [k/P] n—nl > i
¥ Y a0 )P o) B ) Qe
i=0i=0 \k—pl

= AR (1 20,31 325205 0,25 M), (3.72)

bagintis1 gergeklesir [25].
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Ispat. Esitlik (3.72) ifadesinin sol tarafina S diyelim. Bu ifadeye Esitlik (2.13) 6zdesligi

uygulanir ve Esitlik (3.38) ile Esitlik (3.71) ifadeleri kullanilirsa,

[k/P 1
2 Zal(”‘ PR 1) P 520 Rt o2

[n/p n—pl

l e
= Z ) az<n p) (j_ )_pl(xl,yl)Pk(j’ )(xz,y2)9u+w(21,---,Zr)nl

=0 k=0

[’Z/P} n—pl s, _ o1 .
= Z aj <Z < kp >P( k) pl(x17y1)P(J )(x2,y2)> QH+W1(Z17"'7Zr)nI

=0

[n/p]
= Z aj P Xl +Xx2,¥1 ‘f‘yZ)Q,quwl(Zla---aZr)nl

k=0

= Au,y/(xl-l-xz,yl+y2;21,---,Zr;17),

ifadesi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Uyar1 3.16. Teorem 3.15de r=2icinz; =x3, 20 =y3 ve

Qyyk (x3,y3) = Pﬁ(ffl,),k (x3,y3)

alinirsa,
Ay (x4 x2,y1 +y2:%3,y3:1)
e (J:¢) (j:0) k
= akP k(x1+x2,y1+y2)P k(xs,ys)n )
k=0 P HEY:
ve

n [k/P] n— nl . >
Y ) az( _p )P(J )(xlayl)Pk(j’p)l (x27y2>P;(1j-;-]’)/[ (x3,y3)M
k=0 (=0 k—pl

= A IZI/(.Xl +X2,¥1 +¥2,%3,Y3; T[)

elde edilir.

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

Sonug 3.17. Uyar1 3.16 daa; = (}), 0 =0, y =1, p=1, n' = n* = 1 alnir ve Esitlik

(3.38) ifadesi kullanilirsa,
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1
Ay (X1 +x2,y1 +y2:%3,¥3:1)

a

zkzn: ( ) x1+x2,y1+y2)P( ) (x3,33). (3.77)
ve
kzn:ozzk: (n) (n_l> ,Ei;) (Xl,yl)Pk(flc) (Xz,yz)Pl(j’c) (x3,3)
= P (x1 22+ 03,31 + 32 +3), (3.78)
elde edilir.

Teorem 3.10 da Q, y;(z1, .., 2) ¢ok degiskenli fonksiyonu, basit fonksiyonlarin uygun
carpimu olarak ifade edilirse, a; katsayilarinin her bir uygun secimi i¢in Esitlik (3.4)
ile tamimlanan Pn(j ) (x,y) polinomu i¢in multilinear ve multilateral dogurucu fonksiyon

aileleri elde edilebilir.

3.4. GENELLESTIRILMIS GOULD-HOPPER POLINOMLARININ BAZI
OZELLIKLERI

Bu kisimda, genellestirilmis Gould-Hopper P,Ej ©) (x,y) polinomlart igin tiirev igeren
rekiirans bagintis1 elde edilecektir. ~ Ayni1 zamanda, Gould-Hopper polinomu ve
genellestirilmis Gould-Hopper polinomunun bazi degerleri bulunup, baz1 6zel degerler
icin birkag grafik verilecektir.

Esitlik (3.4) ifadesi ile tanimlanan genellestirilmis Gould-Hopper P,gj ) (x,y) polinomunun,

x e gore tiirevi alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

iPn(j’c)( Vo o= P (e>1, j>2), (3.79)
n=0
’;%Pn(”c) (x7y);—n! = 1" Ine, (3.80)
;%Péj’c)( ,y);—r; = tlnciPéj’c)(x,y)t—r:, (3.81)
;%Py"')( ,¥) tn, = lncnbe” () — tnﬂ (3.82)
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- 9 () " o i) "
n;)apn (x7)’)m = lncn:]Pn_] (x,¥) (n—l)!’
- 9 () " o i) "
nztlapn (x7}’)a = lncnz,lpn_l (x,y) TRk

elde edilir. Son ifadede " nin katsayilar1 birbirine esitlenirse,

ey B )
n! B (n—1)!

0 ic j.c

ché’ xy) = nneS (xy),

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

elde edilir. Boylece, genellestirilmis Gould-Hopper P,Ej ) (x,y) polinomunu i¢in tiirev

iceren rekiirans bagintisi elde edilir.

Ayrica, Gould-Hopper polinomu ile genellestirilmis Gould-Hopper polinomu i¢in Esitlik

(3.1) ve Esitlik (3.5) ifadeleri kullanarak, asagidaki tabloda polinomlarin ilk 10 degeri

hesaplandi.

g1(x,y) = x,
& (x,y) =%,
g3(x,y) =7 +6y,
£ (x,y) = x* 4 24xy,
gn (x,y), m =3 i¢in g2(x,y) = x° +60x2y,
gg (x,y) = X+ 120x3y + 360y2,
g3(x,y) =x" + fixty+ Zn?,
ga(x,y) =+ 80y + S5y,
g5(x,y) = %" + gx%y + 7’y + 31y,

3 _ 10, 1007, 10! 4.2 , 10! .3
L 810(%,y) = X7 4 Frx'y + agx’yT + Fray”
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P () = 1,
P (x,y) = xlnc,
P (x,y) = 2 (Inc)?,
Pf’c) (x,y) = x*(Inc)® + 6ylnc,
Pf’c) (x,y) = x*(Inc)* + 24xy(Inc)?,
B (x.y), j=3igin P (x.y) = (1nc)’ + 60y (Inc)’,
B () = (Ine)" + 2y (Ine)? + §? (ine)?,
P (y) = (ne) + Fixty () + S (1ne)’,
P (xy) =28 (Ine)* + §a%y (In€) + 2 (),
PS5 (x,y) = 2°(Inc) + 20y (Inc)” + F5x%y? (Inc)’ + 3y (inc)?,

3, ! ! 6 ! 4
| P (6,3) = 210(1ne) 0+ HTy(ne)® + 485ty (Ine)® + W ().

Bu degerler yardimiyla, x, y ve ¢ nin bazi1 6zel degerlerine karsilik bu polinomlarin grafikleri
Mathematica programinda ¢izilmis olup, c=5 icin polinomlarin goriintiileri Ekler kisminda

Sekil 7.1, Sekil 7.2, Sekil 7.3 ve Sekil 7.4 olarak verilmistir.
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4. GENELLESTIRILMIS GOULD-HOPPER POLINOMLARI ILE

GENELLESTIRILMIS LAURICELLA FONKSIYONLARI

ARASINDAKI BAGINTILAR

Bu boliimde, genellestirilmis Gould-Hopper Pn(j ) (x,y) polinomlarinin, genellestirilmis

Lauricella fonksiyonlariyla arasindaki bagintilar elde edilecektir.

4.1. GENELLESTIRILMIS LAURICELLA FONKSIYONLARI

Bu kisimda, iki degiskenli Appell fonksiyonlari ve genellestirilmis Lauricella

fonksiyonlarinin tanimlar1 verilecektir. 1ki degiskenli Appell fonksiyonlari,

(@) (D), (D), X"yt

m,n=0 (C)m+n m!n!’
(@) (), (D), X"yt

m,n=0 (c),, ("), m'n’

= (a), (a) (b), (b)) x™y"
y (@), (), (B),, (b)), x" y

m!'n!’

) [a,b,b’;c,c';x,y} =

m,n=0 (C m+n
)

Fy [a bic.cix y] = i Mx_my_n
m7n=0 (C)m (Cl)n m‘ l’l‘

seklindedir [26].

Lauricella tarafindan n degiskenli fonksiyonlar

ngn)[a,bl,,..,bn;cl,...,cn;xl,...,x,,]
B S o VP i
my,...,my=0 (cl)ml (Cn)mn ml! mn'

(Perl o | < 1),
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4.1

4.2)

4.3)

(4.4)

4.5)



n
Flg )[al,...,an,bl,...,bn;c;xl,...,x,l]

= L

@)y (@), (B2 (B, 27"

my,....nm,=0

(max{|x1| IR |xn|} < 1)7

(n) : :
Fola,b;cty . Cus X1, ey Xn)

[e)

(C)m]-i-...mn

my,...,ny, =0

<\/ﬁ+...+\/M<1>,

Fl()n) [a,b1,...,bp5Ci X1 ey X

[}

- %

(1) -+ (Cn)im,

<a)m1+...+mn (bl)m1

e (4.6)

My
il m—n‘ 4.7
(bn)m, X" (4.8)

my,...,my=0

(max {|xi1|,..., x|} < 1),

(C)ml “+...+my

my! my,!

seklinde tanimlanmugtir [27]. Buradan, Appell ve Lauricella fonksiyonlar1 arasinda,

FP =k, FY =, F? =

iligki vardir.

Iki degiskenli Kampé de Fériet hipergeometrik fonksiyonlari,

(ap) : (bq) s (k)
Fp:q;k

l:m;n

(o) = (Bm); (1)
1

- 5?:1 (a]) r+s H;]

£ FD(z) _ F 4.9)
X,y
(b7), Il (c), 27y (4.10)

seklinde tanimlanmistir [20].

r,s=0 H§:1 (aj)r—O—sH?ZI (Bj)rH7=1 (yj)s rl S!'

Iki degiskenli Kampé de Fériet hipergeometrik fonksiyonlar1 Srivastava ve Daoust

tarafindan asagidaki sekilde genellestirilmistir.
fonksiyonlar1 da denir [20], [28], [30], [31]:
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F A:B';B";...;BM
C:D";\D",...;D\*

F A:B":B";....BM
C:D';D";...;D™)

[(c) RV VA t/f(’”] :[(d): 8
()2 (0"):z [ (57) = (0)]:

[(d"): 8";...; [(dm)) : (MH ;

215,225 ++5%n

4 %4z
mp,my,...,my=0 mpimpy! m
Burada,
A .
j=1 (a])ml9;+m29;/+...+m,16}n)
Q(ml,mz,...,mn) = HC (c)
Jj=1\*J ml‘l/}"‘mﬂl/y“'----‘-mnwj(»n)
£ 4 ) )
H]:l J m19]/~ H]:l j m29]’/ T § v j mne}n)
(4.12)

X
D/ ' D' " () (" 4(n)
= (df)mla; = (df)mzsy - (4 )mna;m
seklindedir. Ayrica,

0/ (j=1,As k=1,2,m), 9 (j=1,...BY; k=1,2,...n) 4.13)

v (=10 k=1,2,.0), 6 (j: 1,...D®); k= 1,2,...,n) (4.14)

reel sabitler olup; (bé%) , B® dizilerinin 5\ j=1,..,B®; k=1,2,..,n seklinde
kisaltilmigidir.

Esitlik (4.11) de n = 2 alinirsa, Kampé de Fériet hipergeometrik fonksiyonun iki degiskenli
bagintisi,

FPAT (21,20)

(ap) . (bih) ; (b/qlz) ;
— FP1611;Q2
L5158 21,22

(c1) = (dy,): (dy) s
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14 . q1 / q2 "
- ¥ I @ 10 (%), T (bf)mz] 2 4as)

s1 / 52 1" mi!lm my!’
mm=0 TT5_; (c )ml+m2Hj:] (dj>m1nj] (dj)m2 1! mp!

seklinde elde edilir.

4.2. GENELLESTIRILMIS GOULD-HOPPER POLINOMLARININ BiR SINIFI
ICIN BILATERAL DOGURUCU FONKSiYONLAR

Bu kisimda, genellestirilmis Gould-Hopper P,gj ) (x,y) polinomlari igin bilateral dogurucu

fonksiyonlarin bir ailesi elde edilecektir.

Teorem 4.1. Genellestirilmis Gould-Hopper P,gj ) (x,y) polinomu i¢in asagidaki dogurucu

fonksiyon bagintis1 gegerlidir:

Zf<”) Plgj,c) (x,y)ﬁ r i f(n—i—js) (xrlnc)" ()’tl lnc) . (4.16)

! !
ns=0 n! s!

Ispat. Ispat1 kolaylastirmak icin Esitlik (4.16) bagintisinin sol tarafim A; ile gosterilirse ve

Esitlik (3.5) bagitis1 kullanilirsa,

o [1n/]] nyxn Js s(lnc>n+s _]S‘t}’l
4.17
nzb SZ’ fn (n— js)!s!n! ’ “17)

elde edilir. Esitlik (4.17) ifadesinin sag tarafina Esitlik (2.10) 6zdesligi uygulanirsa,

= . (xtInc)"(yt/Inc)®
A= Mzof(nﬂs) o : (4.18)
elde edilir.Boylece ispat tamamlanmisg olur. [

Teorem 4.1 de f (n) fonksiyon dizisinin uygun se¢imleriyle bir¢ok ilging sonuglar elde

edilebilir. Asagidaki bilateral dogurucu fonksiyon bagintilar1 bunlara birer ornektir.

Uyar1 4.2. Teorem 4.1 deki Esitlik (4.16) bagintisinda

=1 (a)),
H;]':l (bj)nni'zl (Cj)n

fn) = (4.19)

alinirsa, asagidaki sonug elde edilir.
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Sonuc¢ 4.3. Genellestirilmis Gould-Hopper P,Ej ©) (x,y) polinomu i¢in asagidaki dogurucu
fonksiyon bagintis1 gecerlidir:
tn

(Jsc)
P’l (X,y) E

i H?:l (aj>n
20Ty (b)), T (),

(@) :1,j]: ==
= F00 xlne, ytilne |. (420

[(®)f:1.4] [} 1] s ==

Burada, ()] notasyonu (a){ = [1/_, a; ifadesine esittir.

Ornek 4.4. Esitlik (4.20) iadesinde p = ¢ = [ = 1 aliirsa,

(b1),(c1),
0- ay:1,j F ——a ‘
W ar:1,J xtlne, yt/Inc | . 4.21)

[b1:1,4],[c1:1,j]:——;

elde edilir.

Esitlik (4.21) ifadesinde, b1 = ¢; = 1 alinir ve a; yerine a + 1 yazilirsa,

> fa+n (i) "
ZO< ! )Pn ()

a+1:1,j] ——;

= Fypp xtlne, yt/Inc |, (4.22)

[1 : 17 J]?[l : 17 ]] TS
elde edilir.

Uyar1 4.5. Teorem 4.1 de,
(4.23)

alinir ve n = 2 i¢in Esitlik (4.11) ifadesi kullanilirsa agsagidaki sonug elde edilir:
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Sonuc¢ 4.6. Genellestirilmis Gould-Hopper P,Ej ©) (x,y) polinomu i¢in asagidaki dogurucu

fonksiyon bagintis1 gecerlidir:

o H?zl (aj)n
ngbnf'zl (b])n

F;’OOOO xtlne, yt/Inc | . (4.24)

(B)T:1,j] ==

Ornek 4.7. Eger, Esitlik (4.24) ifadesinde p = ¢ = 1 almirsa,

> (a1), () 1"
P V) —
nZ—O(bl)n )
[Cl] : 17.]] T
- 1:0;0 .
= Fiop xtlne, yt/Inc |, (4.25)
br:1,j]:——;

elde edilir. Esitlik (4.25) ifadesinde, a; = b; = 1 alinir ve Esitlik (3.4) ifadesi kullanilirsa,
genellestirilmis Gould-Hopper polinomunun dogurucu fonksiyon bagintisi elde edilir.
Uyan 4.8. Teorem 4.1 de

k wk

f(n) = Z, e ﬂk (4.26)

genellestirilmis Bessel fonksiyonu alinirsa, asagidaki sonug elde edilir:

Sonuc¢ 4.9. Genellestirilmis Gould-Hopper P,gj ) (x,y) polinomu i¢in agagidaki bilateral

dogurucu fonksiyon bagintis1 gecerlidir:

° . c "
Y 5 () P (x,9) =
n=0
= Flooo(? (xtlnc), (yt/Inc—w) |- 4.27)
[1 17.]] s s
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Ispat. Ispat1 kolaylastirmak icin Esitlik (4.27) ifadesinin sol tarafi A ile gosterilirse
tn
Ay = Z JY X, y) (4.28)

elde edilir. Burada, Esitlik (4.26) ifadesi ve Esitlik (3.5) ifadesi yerine yazilirsa,

o0 o0 —1)kpk (n/j] \n—js.s 1 n+s—js n
k=0""" ’

= = (n— js)!s! n!

elde edilir. Esitlik (2.10) 6zdesligi uygulanirsa, yani n yerine n + js doniisiimii yapilirsa,

© oo oo (_ )k kxnys(lnc)n+s

TRARAN (4.30)
n=0k=0s=0 k'(n + ]S + ]k) 'nls!

elde edilir. Esitlik (4.30) ifadesine Esitlik (2.11) 6zdesligi uygulanirsa, yani s yerine s — k

doniistimii yapilirsa,

X nce n+s.n+js s 1)k w
AZ—ZZ Wy (Ine) e <,C_Z()S!kz((si)k>z( . )k), (431

=5 (n+js)inls! yt/Inc

elde edilir. Esitlik (4.31) ifadesine Newton binom acilim1 uygulanirsa

0o 00 xny lnc)n+stn+1s s ( k w .
A
2 r; ; (n+ js)!nls! Z k!(s— yﬂlnc)
i i ¥ (Inc)Hsgntis - w s 432)
== (n+js)!nls! ytilnc )’ '

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

xn S IIlC n+stn+]s w s
Ay = ZZ ) (1— . )

vH
=0 4—0 n+]s Inls!

:0s0 Dntjs  n!

S

B Z i (xtlnc) yt/ ln c)*
B - oyt ln c
- WP

(o)

_ ZZ (xtInc)" (yt/lnc

=05=0 (Dntjs - n!

(4.33)

S
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elde edilir. Pochammer semboliiniin (0),, := 1 6zelligi kullanilir ve iki degiskenli Kampé

de Fériet hipergeometrik fonksiyonlar icin Esitlik (4.11) bagintis1 kullanilirsa,

> 1 (atlnc)" (yt/Inc—w)?

2= L)

ntjs 1l s!

ntjs 1! s!

= F&?f(? (xtlnc), (yt/Inc—w) |, (4.34)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmisg olur. [
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada genellestirilmis Gould-Hopper P,Ej ©) (x,y) polinomlart ve bu polinomun
bazi uygulamalar incelenmigtir. Polinomlar arasinda genel bir sinif olan Hermite
polinomunun genellestirilmesi olan genellestirilmis Gould-Hopper polinomunun bazi
ozellikleri verildikten sonra bu polinomlar i¢in bilinear ve bilateral dogurucu fonksiyon
bagintilarin1 veren teoremler elde edilmistir. Ayrica bu teoremlerin 6zel durumlari
incelendikten sonra bu polinomlar i¢in yeni rekiirans bagintilar1 elde edilmistir.

Bu tezde calisilan konularin 15181 altinda gelecekte farkli polinomlarin toplam formiilleri,
dogurucu fonksiyon bagintilari, rekiirans bagintilart gibi farkl 6zellikleri de elde edilebilir.
Bu tezde yapilan uygulamalar matematigin bir ¢cok alaninda kullanilan farkli dogurucu

fonksiyonlarin ¢esitlendirilmesi ve gelistirilmesi i¢in yol gosterebilir.
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7. EKLER

7.1. EK 1. Grafikler

Plot3D[{1, x, x*2, x*"3+6y, x"4+24xy, x"5+60x"2y},
{x, 0, 5}, {y, 0, 5}, PlotStyle - Automatic, PlotRange - {0, 200},
PlotLegends - {"go", "gl'", "g2", 6 "g3" Tg4" MNg5"} AxesLabel - Automatic]

(el
Lol
k92
kg3
L g4
k95

Plot3D[{1, x Log[5], x"2 Log[5]1"2, x"3 Log[5]"3 + 6y Log[5],
x"4 Log[5]"4 +24 xy Log[5]*"2, xA5 Log[5]"5+60 x"2y Log[5]"3},
{x, ®, 5}, {y, 0, 5}, PlotStyle -» Automatic , PlotRange - {0, 200},
PlotLegends - {"po", "p1l", "p2", "p3", "p4", "p5"}, AxesLabel - Automatic]

L pO
L pl
K p2
i p3
L p4
kP>

Sekil 7.1. Ornek Sekil 1.
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7.2. EK 2. Grafikler

Plot3D[{1, x, x*2, x*"3+6y, Xx*"4+24xy, x"5+60x"2y},
{x, -5, 5}, {y, -5, 5}, PlotStyle - Automatic, PlotRange - {0, 200},
PlotLegends - {"go", "gli'", "g2", 6 "g3", 6 "g4q" "g5"} AxesLabel - Automatic]

L g0
Lol
(Sep
g3
L o4
(e

Plot3D[{1, x Log[5], x*2 Log[5]*2, x"3 Log[5]*3 +6 Yy Log[5],
X"4 Log[5]"4 +24 xy Log[5]*2, x5 Log[5]"5+ 60 x"2y Log[5] "3},
{x, -5, 5}, {y, -5, 5}, PlotStyle - Automatic, PlotRange - {0, 200},
PlotLegends - {"po@", "p1'", "p2", "p3", "p4", "p5"}, AxesLabel - Automatic]

L pO
Lpl
k p2
p3
L p4
ki p>5

Sekil 7.2. Ornek Sekil 2.

36



7.3. EK 3. Grafikler

Plot3D[{1, x, x*2, x*3+6y, x*"4+24xy, x"5+60x"2y},
{x, -1, 1}, {y, -1, 1}, PlotStyle - Automatic, PlotRange - {0, 200},
PlotLegends - {"go", "gl'", "g2", 6 "g3" 6 'g4" M"g5"} AxesLabel - Automatic]

L g0
Lol
(e
g3
g4
kg5

Plot3D[{1, x Log[5], x"2 Log[5]"2, x"3 Log[5]*3 +6 Yy Log[5],
x"4 Log[5]"4 +24 xy Log[5]*2, x*5 Log[5]"5+60 x"2y Log[5]"3},
{x, -1, 1}, {y, -1, 1}, PlotStyle - Automatic, PlotRange - {0, 200},
PlotLegends - {"po", "p1'", "p2", "p3", "p4", "p5"}, AxesLabel - Automatic]

L pO
Lopl
ki p2
Ep3
L p4
ki p>5

Sekil 7.3. Ornek Sekil 3.
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7.4. EK 4. Grafikler

Plot3D[{1, x, x*2, x*3+6y, x*"4+24xy, x"5+60x"2y},
{x, 0, 100}, {y, 0, 100}, PlotStyle - Automatic , PlotRange - {0, 200},
PlotLegends - {"go", "gl'", "g2" 6 "g3" 'g4q'' MNg5"} AxesLabel - Automatic]

L g0
Lol
kg2
kg3
L4
(e

Plot3D[{1, x Log[5], x"2 Log[5]*2, x"3 Log[5]"3 + 6y Log[5],
Xx"4 Log[5]"4 +24 xy Log[5]*"2, x"5 Log[5]"5+60 x"2y Log[5]"3},
{x, 0, 100}, {y, 0, 100}, PlotStyle - Automatic, PlotRange - {0, 200},
PlotLegends - {"po@", "p1", "p2", "p3", "p4", "p5"}, AxesLabel - Automatic]

L pO
L pl
K p2
i p3
L p4
kP>

Sekil 7.4. Ornek Sekil 4.
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