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3. GOULD-HOPPER POLİNOMLARI VE ÖZELLİKLERİ......................................... 6

3.1. GOULD-HOPPER POLİNOMLARI VE GENELLEŞTİRİLMİŞ
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Şekil 7.2. Örnek Şekil 2...................................................................................................................... 36
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ÖZET

GENELLEŞTİRİLMİŞ GOULD-HOPPER POLİNOMLARI

Mustafa TOPALOĞLU
Düzce Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Anabilim Dalı
Yüksek Lisans Tezi

Danışman: Dr. Öğr. Üyesi Nejla ÖZMEN
Ocak 2021, 38 sayfa

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci
bölümde önbilgiler ve diğer bölümlerde kullanılacak olan bazı tanımlar ve lemmalar
verilmiştir. Üçüncü bölümde, Gould-Hopper polinomları ve genelleştirilmiş Gould-Hopper
polinomları tanıtılmış, genelleştirilmiş Gould-Hopper polinomları için toplam formülleri
elde edilmiş ve uygulamalarına yer verilmiştir. Ayrıca, bu polinomun bilinear ve bilateral
doğurucu fonksiyonlarını veren teoremler elde edilmiş ve bu teoremlerin uygulamalarına
yer verilmiştir. Daha sonra bu polinomların bazı rekürans bağıntıları ve bazı özellikleri
elde edilmiştir. Dördüncü bölümde, genelleştirilmiş Gould-Hopper polinomları ile
genelleştirilmiş Lauricella fonksiyonları arasındaki bilateral doğurucu fonksiyon bağıntıları
verilmiştir. Son olarak özel durumlar incelenmiştir. Beşinci bölümde, sonuç ve önerilere
yer verilmiştir.

Anahtar sözcükler: Doğurucu fonksiyon, Genelleştirilmiş Gould-Hopper polinomları,
Lauricella fonksiyon, Toplam formülü.
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ABSTRACT

GENERALIZED GOULD-HOPPER POLYNOMIALS

Mustafa TOPALOĞLU
Düzce University

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Nejla ÖZMEN
January 2021, 38 pages

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction.
In the second chapter, preliminary information and some definitions and lemmas to
be used in other chapters are given. In the third chapter, Gould-Hopper polynomials
and generalized Gould-Hopper polynomials are introduced, summation formulas for
generalized Gould-Hopper polynomials are obtained and their applications are given.
In addition, the theorems that give the bilinear and bilateral generating functions of
this polynomial are obtained and the applications of these theorems are given. Later,
some recurrence relations and some properties of these polynomials are obtained. In the
fourth chapter, bilateral generating function relations between generalized Gould-Hopper
polynomials and generalized Lauricella functions are given. Finally, special cases are
examined. In the fifth chapter, results and suggestions are given.

Keywords: Generalized Gould-Hopper polynomials, Generating function, Lauricella
function, Summation formula.
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1. GİRİŞ

Bu tez, genelleştirilmiş Gould-Hopper polinomları (G-GHP) üzerine yapılan bir çalışmadır.

Klasik ortogonal polinomlardan biri olan iki değişkenli Hermite polinomları veya bir

başka deyişle Gould-Hopper polinomları (GHP) ilk defa 1962 yılında H. Gould ve A. T.

Hopper tarafından tanımlanmıştır [1]. Hermite polinomları Fransız matematikçi Charles

Hermite (1822-1901) tarafından bulunmuştur. Hermite, Hermite diferensiyel denklemi

olarak bilinen diferensiyel denklem sınıfı üzerine çalışmıştır. Hermite, dünyanın en

büyük matematikçileri arasında yer alan Picard, Gaston Darboux, Paul Appel, Emile

Borel, Paul Painleve ve Henri Poincare gibi birçok ünlü matematikçiyi de yetiştirmiştir.

Ortogonal polinomlar üzerine yapılan çalışmalar hâlen devam etmektedir. Bu polinomlar,

fizik, matematik, uygulamalı bilimler, mühendislik ve fonksiyonel analiz, diferansiyel

denklemler, kuantum mekaniği, matematiksel analiz, matematiksel fizik vb. dahil olmak

üzere birçok araştırma alanına sahiptir. Ortogonal polinom teorisindeki en önemli

polinomlardan birisi genelleştirilmiş Hermite-Kampé de Fériet (veya Gould-Hopper)

polinomudur [1]. Ortogonal polinomlar teorisinde, polinomlar ve fonksiyonlar için üretilen

formlar, birkaç matematikçi tarafından çalışılmış ve geliştirilmiştir [2]-[9]. Doğ urucu

fonksiyonlar, ürettikleri dizilerin çeşitli yararlı ö zelliklerinin araştırılmasında önemli bir

rol oynar.Çok çeşitli araştırma konularında, hatta modern kombinatoriklerde sayılar ve

polinomlar için belirli özellikler ve formüller bulmak için kullanılırlar. Bir, iki ve daha

fazla değişkende oldukça geniş çeşitlilikte özel fonksiyon (ve polinom) dizileri için bilinear,

bilateral doğurucu fonksiyonlarını elde etmenin çeşitli yöntemlerine sistematik bir girişde

kullanılan faydalı bir uygulamadır. Gould - Hopper polinom ailesi, üstel fonksiyon ile

tanımlanır [10].

Son yıllarda bu polinomlar üzerine yapılan çalışmalar önemli bir yer tutmaktadır. Uygun

koşullar altında ortogonal polinomların farklı tip özellikleri halen çalışılmaktadır. Tek

değişkenli ortogonal polinomların ilk örnekleri A. M. Legendre, P. S. Laplace, J. L.

Lagrange ve N. H. Abel tarafından ele alınmıştır. Daha sonraları, P. L. Chebychev klasik

ortogonal polinomların bazı önemli özel ve genel durumlarını araştırmış, bu polinomların
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genel teorisini geliştirmiştir. Tek değişkenli ortogonal polinomlar teorisi üzerine yapılan en

önemli çalışmalar C. Jacobi, C. Hermite, E. Laguerre ve T. Stieltjes tarafından verilmiştir.

Ortogonal polinomlar teorisi üzerinde klasik sonuçlar 1939 yıllarında Szegö tarafından ele

alınmıştır.

Aynı zamanda, matematikte doğurucu fonksiyon (veya üreteç fonksiyonu), bir dizinin

girdilerinin bilgisini katsayılarında tutan bir biçimsel kuvvet serisidir. Kullanım ve

uygulama alanlarına göre çeşitli doğurucu fonksiyonlar bulunmaktadır. Karma doğurucu

fonksiyon, multilinear doğurucu fonksiyon, multilateral doğurucu fonksiyon bunlardan

bazılarıdır. Doğurucu fonksiyonlar sayesinde matematikte, fizikte ve özellikle de

mühendislikte pek çok uygulama alanına sahip olan özel fonksiyonların yapısal davranışları

ve karakteristikleri incelenebilmektedir. Konunun geniş bir yelpazede çalışılıyor olması

birçok araştırmacının ilgisini çekmektedir. Özellikle de son yıllarda etkin bir araştırma

sahası haline gelmiştir. Bir doğurucu fonksiyonun elde edilmesinde kombinatoryal

toplamlar ve binom özdeşlikler önem arz etmektedir. Bu özdeşlikler yardımıyla doğurucu

fonksiyonların yanı sıra integral gösterimleri, ters bağıntılar, hipergeometrik serilerin

içerildiği gösterimler gibi daha farklı özellikler de elde edilebilmektedir. Doğurucu

fonksiyonlar kullanılarak özel polinomlar tanımlanabilir. Matematikte iyi bilinen tek ve

çok değişkenli birçok polinom, doğurucu fonksiyon yardımıyla tanımlanmıştır [11]-[15].

Ayrıca Gould-Hopper tip polinomlar üzerinde yapılan çalışmalar, daha halen devam

etmektedir. Örneğin; 2014 yılında Laguerre-Gould Hopper polinomları [16], 2014 yılında

Legendre-Gould Hopper polinomları üzerine çalışmalar [17], 2015 yılında Gould-Hopper

polinomlarının çok değişkenli matrix genelleştirilmesi [18], 2020 yılında genelleştirilmiş

dejenere Gould-Hopper tip polinomlar [19], üzerine çalışmalar mevcuttur.

Bu tezde ilk olarak Gould-Hopper polinomları ve genelleştirilmiş Gould-Hopper

polinomları verilmiştir. Daha sonra, genelleştirilmiş Gould-Hopper polinomlarının toplam

formüleri, bilinear ve bilateral doğurucu fonksiyon bağıntısını veren teoremler elde edildi

ve sonuçları incelenmiştir. Türev içeren rekürans bağıntısı ve polinomun bazı değerleri

verilmiştir. Ayrıca, genelleştirilmiş Gould-Hopper polinomları ile Lauricella fonksiyonları

arasındaki bilateral doğurucu fonksiyonunu veren teorem bulunmaktadır. Bu teorem

kullanılarak bazı doğurucu fonksiyon bağıntıları verilmiştir. Son bölümde, elde edilen

sonuçlar ve öneriler bulunmaktadır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TANIMLAR

Tanım 2.1. λ reel yada kompleks bir sayı, ϑ sıfır yada pozitif bir tamsayı olmak üzere

(λ )
ϑ
=

 (λ +1)(λ +2) ...(λ +ϑ −1) , ϑ ≥ 1

1, ϑ = 0,
(2.1)

şeklinde tanımlanan (λ )
ϑ

ifadesine Pochhammer sembolü denir [13].

Tanım 2.2. α, β ve γ reel ya da kompleks sabitler olmak üzere,

2F1 (α,β ;γ;x) =
∞

∑
n=0

(α)n (β )n
(γ)n

xn

n!
, (2.2)

şeklinde tanımlanan seriye hipergeometrik seri denir. Literatürde F(α,β ;γ;x) ile gösterilir

ve bu fonksiyona hipergeometrik fonksiyon denir. Genelleştirilmiş hipergeometrik seri,

pFq
(
α1,α2, ...,αp;γ1,γ2, ...,γq;x

)
=

∞

∑
n=0

(α1)n (α2)n ...(αp)n

(γ1)n (γ2)n ...
(
γq
)

n

xn

n!
, (2.3)

şeklinde tanımlanır [20] .

Tanım 2.3. (Newton Binom Formülü) a, b ∈ R ve n ∈ N olmak üzere,

(a−b)n =
n

∑
k=0

 n

k

an−k(−b)k, (2.4)

dır.

Lemma 2.4. c > 0 olmak üzere,

cx =
∞

∑
n=0

(x lnc)n

n!
, (2.5)

şeklinde açılımına sahiptir [20].
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Ayrıca, c = e alınırsa,

ex =
∞

∑
n=0

xn

n!
, (2.6)

elde edilir.

Lemma 2.5. Hipergeometrik serilerin tanımında Eşitlik (2.2)’deki ifadesinde α, β , γ

değerleri özel olarak alındığında aşağıdaki eşitlikler geçerlidir [20]:

a)

(1− x)−α =
∞

∑
n=0

(α)n
xn

n!
= 2F1 (α,1;1;x) . (2.7)

b)

ln(1+ x) = x
∞

∑
n=0

(1)n (1)n
(2)n

(−x)n

n!
= x2F1 (1,1;2;−x) . (2.8)

Lemma 2.6. Aşağıdaki eşitlikler geçerlidir [13]:

a)
∞

∑
n=0

∞

∑
k=0

A(k,n) =
∞

∑
n=0

[n/p]

∑
k=0

A(k,n− pk) . (2.9)

b)
∞

∑
n=0

[n/p]

∑
k=0

A(k,n) =
∞

∑
n=0

∞

∑
k=0

A(k,n+ pk) . (2.10)

c)
∞

∑
n=0

∞

∑
k=0

A(k,n) =
∞

∑
n=0

n

∑
k=0

A(k,n− k) . (2.11)

d)
∞

∑
n=0

n

∑
k=0

A(k,n) =
∞

∑
n=0

∞

∑
k=0

A(k,n+ k) . (2.12)

e)
n

∑
k=0

[k/p]

∑
l=0

A(k, l) =
[n/p]

∑
l=0

n−pl

∑
k=0

A(k+ pl, l) . (2.13)
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Tanım 2.7. İki değişkenli bir f (x, t) fonksiyonu t nin kuvvetlerine göre

F (x, t) =
∞

∑
n=0

cn fn(x, t)tn (2.14)

şeklinde bir seriye açılabiliyorsa, F(x, t) fonksiyonuna { fn(x)} fonksiyonlar ailesinin bir

doğurucu fonksiyonu denir. Burada cn ler x ve t den bağımsız, n nin bir fonksiyonu olup

değişik parametreler içerebilirler.

Tanım 2.8. Üç değişkenli D(x,y, t) fonksiyonu, t nin kuvvetlerine göre

D(x,y, t) =
∞

∑
k=0

akhk (x)hk (x) tk (2.15)

şeklinde bir seriye açılabiliyorsa, D(x,y, t) fonksiyonuna hk (x) fonksiyonları için bilinear

doğurucu fonksiyon denir.

Tanım 2.9. Üç değişkenli D(x,y, t) fonksiyonu t nin kuvvetlerine göre

D(x,y, t) =
∞

∑
k=0

akhk (x)gk (x) tk (2.16)

şeklinde bir seriye açılabiliyorsa D(x,y, t) fonksiyonuna hk (x) ve gk (x) fonksiyonları için

bilateral doğurucu fonksiyon denir.

Tanım 2.10. (r+1) değişkenli D(x1,x2, . . . ,xr, t) t nin kuvvetlerine göre,

D(x1,x2, . . . ,xr, t) =
∞

∑
k=0

ak fk (x1) fk (x2) ... fk (xr) tk (2.17)

şeklinde bir seriye açılabiliyorsa, D(x,y, t) fonksiyonuna fk (x1) , fk (x2) , ..., fk (xr)

fonksiyonları için multilinear doğurucu fonksiyon denir.

Tanım 2.11. (r+1) değişkenli D(x1,x2, . . . ,xr, t) t nin kuvvetlerine göre

D(x1,x2, . . . ,xr, t) =
∞

∑
k=0

ak f1k (x1) f2k (x2) ... frk (xr) tk (2.18)

şeklinde bir seriye açılabiliyorsa, D(x1,x2, . . . ,xr, t) fonksiyonuna f1k (x1) , f2k (x2) , ...,

frk (xr) fonksiyonları için multilateral doğurucu fonksiyon denir.
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3. GOULD-HOPPER POLİNOMLARI VE ÖZELLİKLERİ

Bu bölümde, Gould-Hopper polinomları gm
n (x,y) ve genelleştirilmiş Gould-Hopper

polinomları P( j,c)
n (x,y) için bazı yeni özellikler türetiyoruz. Ayrıca, genelleştirilmiş

Gould-Hopper polinomları P( j,c)
n (x,y) için toplam formüllerini elde ediyoruz. Bu toplam

formüllerine ek olarak, genelleştirilmiş Gould-Hopper polinomları P( j,c)
n (x,y) için bilinear

ve bilateral doğurucu fonksiyonları veren teoremler elde edilecektir. Burada verilen

teoremler için bilinear ve bilateral doğurucu fonksiyonları veren bağıntılar yardımıyla,

genelleştirilmiş Gould-Hopper polinomları için bazı sonuçlar ve rekürans bağıntıları elde

edilecektir.

3.1. GOULD-HOPPER POLİNOMLARI VE GENELLEŞTİRİLMİŞ

GOULD-HOPPER POLİNOMLARININ ÖZELLİKLERİ

Bu kısımda, Gould-Hopper polinomları ve genelleştirilmiş Gould-Hopper polinomları için

genel bilgiler verilecektir.

1962 yılında Gould ve Hopper tarafından, Hermite polinomlarının genelleştirilmesiyle

gm
n (x,y) =

[n/m]

∑
k=0

n!
k!(n−mk)!

ykxn−mk (m ∈ Z+
)
, (3.1)

şeklinde tanımlanmıştır [1]. Eşitlik (3.1) ifadesinde x = 2x, m = 2, y =−1 alınırsa,

g2
n(2x,−1) =

[n/2]

∑
k=0

n!
k!(n−2k)!

(−1)k(2x)n−2k (3.2)

= Hn(x),

klasik Hermite polinomları elde edilir. Gould-Hopper polinomları

∞

∑
n=0

gm
n (x,y)

tn

n!
= ext+ytm

(m ∈ N ve m≥ 2) , (3.3)
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şeklinde doğurucu fonksiyona sahiptir [10]. Eşitlik (3.1) ifadesinde m = 1 durumunda iki

değişkenli Newton binom formülü elde edilir. Eşitlik (3.3) ifadesinde m = 2 alınırsa iki

değişkenli klasik Hermite polinomları H(2)
n (x,y) elde edilir. Bu polinom yardımıyla özel

polinomların iki değişkenli uzantılarını tanımlamak mümkündür [2].

Genelleştirilmiş Gould-Hopper polinomları (G-GHP) P( j,c)
n (x,y) ;

∞

∑
n=0

P( j,c)
n (x,y)

tn

n!
= cxt+yt j

(c > 1, j ≥ 2) , (3.4)

şeklinde doğurucu fonksiyona sahiptir [21]. Genelleştirilmiş Gould-Hopper polinomları

P( j,c)
n (x,y)

P( j,c)
n (x,y) = n!

[n/ j]

∑
s=0

xn− jsys

(n− js)!s!
(lnc)n+s− js ( j ≥ 2, j ∈ N) , (3.5)

şeklinde bir toplam ifadesine sahiptir [21]. Ayrıca Eşitlik (3.5) ifadesinde c = e alınırsa

P( j,e)
n (x,y) = H( j)

n (x,y) (3.6)

elde edilir. Buradaki, H( j)
n (x,y) iki değişkenli genelleştirilmiş Hermite polinomudur ve

H( j)
n (x,y) = n!

[n/ j]

∑
s=0

xn− jsys

(n− js)!s!
(3.7)

şeklinde tanımlanmıştır [1], [22]. İki değişkenli genelleştirilmiş Hermite polinomunun

doğurucu fonksiyonu
∞

∑
n=0

H( j)
n (x,y)

tn

n!
= ext+yt j

(3.8)

şeklinde tanımlanmıştır [1], [22].

Aynı şekilde, Eşitlik (3.5) ifadesinde c = e, j = 2 alınırsa,

P(2,e)
n (x,y) = Hn (x,y) (3.9)

elde edilir. Buradaki, Hn (x,y) klasik Hermite polinomudur ve

Hn (x,y) = n!
[n/2]

∑
s=0

xn−2sys

(n−2s)!s!
(3.10)
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şeklinde tanımlanmıştır [1], [22].

Klasik iki değişkenli Hermite Polinomunun doğurucu fonksiyonu

∞

∑
n=0

Hn (x,y)
tn

n!
= ext+yt2

(3.11)

sahiptir [23]. Bir başka deyişle buradaki polinomlar iki değişkenli Hermite-Kampé de

Fériet (veya Gould-Hopper) polinomları (2-VHKdFP) olarak bilinir.

Ayrıca, Eşitlik (3.7) ifadesinde x = vx, y =−1 alınırsa, M. Lahiri tarafından 1971 yılında

H( j)
n (vx,−1) = Hn, j,v (x) (3.12)

iki değişkenli Hermite polinomlarının bir başka genelleştirilmişi tanımlanmış ve bu

polinomun
∞

∑
n=0

Hn, j,v (x)
tn

n!
= evxt−t j

(3.13)

şeklinde bir doğurucu fonksiyonuna sahiptir [24].

Bu polinomlar, parabolik koordinatlarda, kuantum mekaniğinde ve olasılık teorisinde,

Laplace denklemini içeren problemlerde, klasik ve genelleştirilmiş ısı denklemlerinin

çözümlerinde önemli bir rol oynamaktadır.

3.2. GENELLEŞTİRİLMİŞ GOULD-HOPPER POLİNOMLARI İÇİN TOPLAM

FORMÜLLERİ

Bu kısmda, genelleştirilmiş Gould-Hopper polinomları P( j,c)
n (x,y) için toplam formülleri

elde edilecektir.

Teorem 3.1. Genelleştirilmiş Gould-Hopper Polinomları P( j,c)
n (x,y) için aşağıdaki toplam

formülü geçerlidir [25]:

P( j,c)
n+m (w,y) =

n

∑
k=0

m

∑
r=0

(
n
k

)(
m
r

)
(w− x)k+r (lnc)k+r P( j,c)

n+m−k−r (x,y) . (3.14)

İspat. Eşitlik (3.4) ifadesinde t yerine u+ t yazılırsa ve

∞

∑
n=0

f (n)
(t +u)n

n!
=

∞

∑
n,m=0

f (n+m)
tnum

n!m!
(3.15)
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formülü kullanılırsa [28];

∞

∑
n=0

P( j,c)
n (x,y)

(t +u)n

n!
= cx(t+u)+y(t+u) j

(3.16)

∞

∑
n,m=0

P( j,c)
n+m (x,y)

tnum

n!m!
= cx(t+u)cy(t+u) j

(3.17)

c−x(t+u)
∞

∑
n,m=0

P( j,c)
n+m (x,y)

tnum

n!m!
= cy(t+u) j

(3.18)

elde edilir. Eşitlik (3.18) ifadesinde x yerine w yazılırsa,

c−w(t+u)
∞

∑
n,m=0

P( j,c)
n+m (w,y)

tnum

n!m!
= cy(t+u) j

(3.19)

elde edilir. Eşitlik (3.18) ifadesi ile Eşitlik (3.19) ifadesi birbirine eşitlenirse,

∞

∑
n,m=0

P( j,c)
n+m (w,y)

tnum

n!m!
= c(w−x)(t+u)

∞

∑
n,m=0

P( j,c)
n+m (x,y)

tnum

n!m!
, (3.20)

elde edilir. Eşitlik (3.20) ifadesinde, Eşitlik (2.5) ifadesi uygulanırsa,

∞

∑
n,m=0

P( j,c)
n+m (w,y)

tnum

n!m!
=

∞

∑
k=0

((w− x)(t +u)(lnc))k

k!

∞

∑
n,m=0

P( j,c)
n+m (x,y)

tnum

n!m!
, (3.21)

elde edilir. Eşitlik (3.21) ifadesine, Tanım 2.3 uygulanırsa,

∞

∑
n,m=0

P( j,c)
n+m (w,y)

tnum

n!m!

=
∞

∑
k=0

k

∑
r=0

 k

r

 (w− x)k tk−rur (lnc)k

k!

∞

∑
n,m=0

P( j,c)
n+m (x,y)

tnum

n!m!
, (3.22)

elde edilir. Eşitlik (3.22) ifadesine, Eşitlik (2.12) özdeşliği uygulanırsa,

∞

∑
n,m=0

P( j,c)
n+m (w,y)

tnum

n!m!

=
∞

∑
k,r=0

(w− x)k+r (lnc)k+r tkur

k!r!

∞

∑
n,m=0

P( j,c)
n+m (x,y)

tnum

n!m!
(3.23)
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elde edilir. Eşitlik (3.23) ifadesine iki defa Eşitlik (2.11) özdeşliği uygulanırsa,

∞

∑
n,m=0

P( j,c)
n+m (w,y)

tnum

n!m!

=
∞

∑
n,m=0

n,m

∑
k,r=0

P( j,c)
n+m−k−r (x,y)(w− x)k+r (lnc)k+r

k!r!
tnum

(n− k)!(m− r)!
(3.24)

elde edilir. Son eşitlikte tn ve um nin katsayıları birbirine eşitlenirse

P( j,c)
n+m (w,y) =

n

∑
k=0

m

∑
r=0

(
n
k

)(
m
r

)
(w− x)k+r (lnc)k+r P( j,c)

n+m−k−r (x,y) , (3.25)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Uyarı 3.2. Teorem 3.1 ifadesinde m = 0 yazılırsa, aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.3. Genelleştirilmiş Gould-Hopper Polinomları P( j,c)
n (x,y) için aşağıdaki toplam

formülü elde edilir [25]:

P( j,c)
n (w,y) =

n

∑
k=0

(
n
k

)
(w− x)k (lnc)k P( j,c)

n−k (x,y) . (3.26)

Uyarı 3.4. Eşitlik (3.26) da w yerine w+ x yazılırsa,

P( j,c)
n (w+ x,y) =

n

∑
k=0

(
n
k

)
(w)k (lnc)k P( j,c)

n−k (x,y) , (3.27)

elde edilir.

Teorem 3.5. Genelleştirilmiş Gould-Hopper Polinomları P( j,c)
n (x,y) için aşağıdaki toplam

ifadesi geçerlidir [25]:

( x
w

)r ( X
W

)s

r!s!
P( j,c)

r (w,y)P( j,c)
s (W,y) (3.28)

=
[r/ j]

∑
k=0

[s/ j]

∑
l=0

yk+l(lnc)k+l[( x
w)

j−1]k[( X
W ) j−1]l

(r− jk)!k!(s− jl)!l!
P( j,c)

r− jk (x,y)P( j,c)
s− jl (X ,y) .

İspat. Eşitlik (3.4) ifadesini kullanarak, −t ve −T ye göre seri açılımları yazılırsa,

∞

∑
r=0

(−1)rP( j,c)
r (x,y)

tr

r!
= c−xt+y(−t) j

(c > 1, j ≥ 2) , (3.29)
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∞

∑
s=0

(−1)sP( j,c)
s (X ,y)

T s

s!
= c−XT+y(−T ) j

(c > 1, j ≥ 2) , (3.30)

elde edilir. Eşitlik (3.29) ve Eşitlik (3.30) ifadesi taraf tarafa çarpılır, yani Cauchy çarpımı

uygulanırsa,

∞

∑
r,s=0

(−1)r+s P( j,c)
r (x,y)P( j,c)

s (X ,y)
tr

r!
T s

s!
= c−xt+y(−t) j−XT+y(−T ) j

, (3.31)

elde edilir. Eşitlik (3.31) ifadesinde t yerine wz ve T yerine WZ yazılırsa,

c−(xwz−y(−wz) j+XWZ−y(−WZ) j)

=
∞

∑
r,s=0

(−1)r+s P( j,c)
r (x,y)P( j,c)

s (X ,y)
(wz)r(WZ)s

r!s!
(3.32)

elde edilir. Eşitlik (3.32) ifadesinde x yerine w, w yerine x, X yerine W ve W yerine X

yazıldığında,

c−(xwz−y(−wz) j+XWZ−y(−XZ) j)

=
∞

∑
r,s=0

(−1)r+s P( j,c)
r (w,y)P( j,c)

s (W,y)
(xz)r(XZ)s

r!s!
(3.33)

elde edilir. Eşitlik (3.33) ifadesinin sol tarafına, bazı özel değerlerle çarpılıp, bölünürse ve

Eşitlik (3.4) ifadesi ve Eşitlik (2.5) özdeşliği uygulanırsa,

c−(xwz−y(−xz) j+XWZ−y(−XZ) j)

= c−xwz+y(−xz) j
c−XWZ+y(−XZ) j

=

(
c−xwz+y(−xz) j

.
c−xwz+y(−wz) j

c−xwz+y(−wz) j

)(
c−XWZ+y(−XZ) j

.
c−XWZ+y(−WZ) j

c−XWZ+y(−WZ) j

)
=
(

cy(−xz) j−y(−wz) j
.c−xwz+y(−wz) j

)(
cy(−XZ) j−y(−WZ) j

.c−XWZ+y(−WZ) j
)

=
∞

∑
r=0

P( j,c)
r (x,y)

(−wz)r

r!

∞

∑
k=0

[
y(−z) j(x j−w j) lnc

]k
k!

×
∞

∑
s=0

P( j,c)
s (X ,y)

(−Wz)s

s!

∞

∑
l=0

[
y(−Z) j(X j−W j) lnc

]l
l!

,

=
∞

∑
k,r=0

(−1)r+ jk yk (z) jk (x j−w j)k
(lnc)k (wz)r

r!k!
P( j,c)

r (x,y)

×
∞

∑
s,l=0

(−1)s+ jl yl(Z) jl (X j−W j)l
(lnc)l (WZ)s

s!l!
P( j,c)

s (X ,y) , (3.34)
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elde edilir. Böylece, elde edilen son ifadenin sağ tarafına Eşitlik (2.9) özdeşliği uygulanırsa,

yani r yerine r− jk, s yerine s− jl yazılırsa,

∞

∑
k,r=0

(−1)r+ jk yk (z) jk (x j−w j)k
(lnc)k (wz)r

r!k!
P( j,c)

r (x,y)

×
∞

∑
s,l=0

(−1)s+ jl yl(Z) jl (X j−W j)l
(lnc)l (WZ)s

s!l!
P( j,c)

s (X ,y)

=
∞

∑
r=0

[r/ j]

∑
k=0

(−1)r yk (z) jk (x j−w j)k
(lnc)k (wz)r− jk

(r− jk)!k!
P( j,c)

r− jk (x,y)

×
∞

∑
s=0

[s/ j]

∑
l=0

(−1)s yl(Z) jl (X j−W j)l
(lnc)l (WZ)s− jl

(s− jl)!l!
P( j,c)

s− jl (X ,y) , (3.35)

elde edilir. Eşitlik (3.34) ile Eşitlik (3.35) ifadeleri birbirine eşitlenirse,

∞

∑
r=0

[r/ j]

∑
k=0

(−1)r yk (z) jk (x j−w j)k
(lnc)k (wz)r− jk

(r− jk)!k!
P( j,c)

r− jk (x,y)

×
∞

∑
s=0

[s/ j]

∑
l=0

(−1)s yl(Z) jl (X j−W j)l
(lnc)l (WZ)s− jl

(s− jl)!l!
P( j,c)

s− jl (X ,y)

=
∞

∑
r,s=0

(−1)r+s P( j,c)
r (w,y)P( j,c)

s (W,y)
(xz)r(XZ)s

r!s!
(3.36)

elde edilir. Bu ifadede zr nin ve Zs nin katsayıları eşitlenirse ve gerekli düzenlemeler

yapılırsa,

( x
w

)r ( X
W

)s

r!s!
P( j,c)

r (w,y)P( j,c)
s (W,y)

=
[r/ j]

∑
k=0

[s/ j]

∑
l=0

yk+l(lnc)k+l[( x
w)

j−1]k[( X
W ) j−1]l

(r− jk)!k!(s− jl)!l!
P( j,c)

r− jk (x,y)P( j,c)
s− jl (X ,y) , (3.37)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Lemma 3.6. Genelleştirilmiş Gould-Hopper Polinomları P( j,c)
n (x,y) için aşağıdaki toplam

formülü geçerlidir [25]:

P( j,c)
n (x1 + x2,y1 + y2) =

n

∑
k=0

(
n
k

)
P( j,c)

n−k (x1,y1)P( j,c)
k (x2,y2) . (3.38)
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İspat. Eşitlik (3.4) ifadesinde x yerine x1 + x2 , y yerine y1 + y2 yazılırsa,

∞

∑
n=0

P( j,c)
n (x1 + x2,y1 + y2)

tn

n!
= c(x1+x2)t+(y1+y2)t j

, (3.39)

elde edilir. Eşitlik (3.39) ifadesinin sağ tarafını düzenlersek ve Eşitlik (3.4) ifadesini tekrar

kullanırsak,

∞

∑
n=0

P( j,c)
n (x1 + x2,y1 + y2)

tn

n!
= cx1t+y1t j

cx2t+y2t j

=
∞

∑
n=0

P( j,c)
n (x1,y1)

tn

n!

∞

∑
k=0

P( j,c)
k (x2,y2)

tk

k!

=
∞

∑
n=0

∞

∑
k=0

P( j,c)
n (x1,y1)P( j,c)

k (x2,y2)
tn+k

n!k!
(3.40)

elde edilir. Son eşitliğin sağ tarafına, Eşitlik (2.11) özdeşliği uygulanırsa,

∞

∑
n=0

P( j,c)
n (x1 + x2,y1 + y2)

tn

n!
=

∞

∑
n=0

n

∑
k=0

P( j,c)
n−k (x1,y1)P( j,c)

k (x2,y2)
tn

(n− k)!k!
(3.41)

elde edilir. Eşitlik (3.41) ifadesinin tn nin katsayıları birbirine eşitlenirse,

P( j,c)
n (x1 + x2,y1 + y2) =

n

∑
k=0

(
n
k

)
P( j,c)

n−k (x1,y1)P( j,c)
k (x2,y2) (3.42)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 3.7. Eşitlik (3.14), Eşitlik (3.26) ve Eşitlik (3.27) ifadelerinde j = 2, c = e alınır ve

Eşitlik (3.8) ifadesi kullanılırsa,

Hn+m (w,y) =
n

∑
k=0

m

∑
r=0

(
n
k

)(
m
r

)
(w− x)k+r Hn+m−k−r (x,y) , (3.43)

Hn (w,y) =
n

∑
k=0

(
n
k

)
(w− x)k Hn−k (x,y) , (3.44)

Hn (w+ x,y) =
n

∑
k=0

(
n
k

)
wkHn−k (x,y) , (3.45)

2−V HKdFP Hn (x,y) için toplam formülleri elde edilir.
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Sonuç 3.8. Eşitlik (3.28) ifadesinde j = 2 ve c= e alınır ve Eşitlik (3.8) ifadesi kullanılırsa,

( x
w

)r ( X
W

)s

r!s!
Hr (w,y)Hs (W,y)

=
[r/2]

∑
k=0

[s/2]

∑
l=0

yk+l
[( x

w

)2−1
]k [( X

W

)2−1
]l

(r−2k)!k!(s−2l)!l!
Hr−2k (x,y)Hs−2l (X ,y) , (3.46)

2−V HKdFP Hn (x,y) için toplam formülü elde edilir.

Sonuç 3.9. Eşitlik (3.14), Eşitlik (3.26), Eşitlik (3.27) iadesinde y =−1, j = 2, c = e ve

x yerine vx, v yerine wv yazılır ve Eşitlik (3.12) ifadesi kullanılırsa, M. Lahiri tarafından

tanımlanan Hermite Polinomu için Hn,m,v (x) ;

Hn+m, j,v (w) =
k,l

∑
n,r=0

(
k
n

)(
l
r

)
(v)n+r (w− x)n+r Hn+m−k−r, j,v (x) , (3.47)

Hn, j,v (w) =
k

∑
n=0

(
k
n

)
(v)n (w− x)n Hn−k, j,v (x) , (3.48)

Hn, j,v (w+ x) =
k

∑
n=0

(
k
n

)
(vw)k−n Hn−k, j,v (x) , (3.49)

toplam formülleri elde edilir. Ayrıca, Eşitlik (3.28) ifadesinde, x yerine vx, w yerine vw,

X yerine vX , W yerine vW yazılır ve Eşitlik (3.12) kullanılırsa, M. Lahiri tarafından

tanımlanan Hermite Polinomu için Hn,m,v (x) ;

( x
w

)r ( X
W

)s

r!s!
Hr,m,v (w,y)Hs,m,v (W,y)

=
[r/m]

∑
k=0

[s/m]

∑
l=0

[
1−
( x

w

)m]k [1− ( X
W

)m
]l

(r−mk)!k!(s−ml)!l!
Hr−2k,m,v (x,y)Hs−2l,m,v (X) , (3.50)

başka toplam formülü elde edilir.

3.3. GENELLEŞTİRİLMİŞ GOULD-HOPPER POLİNOMLARI İÇİN

BILINEAR VE BILATERAL DOĞURUCU FONKSİYONLAR

Bu kısımda, genelleştirilmiş Gould-Hopper P( j,c)
n (x,y) polinomlarının bilinear ve bilateral

doğurucu fonksiyonlarını veren bazı teoremler elde edilecek ve bu teoremlerin bazı

uygulamalarını ele alınacaktır. Burada kullanılan yöntemler bir çok araştırmacı tarafından

kullanılmaktadır. [9], [20] ve [29] uncu referanslarda benzer yöntemler kullanılmıştır.
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Teorem 3.10. µ -üncü basamaktan z1, ...,zr (r ∈ N) kompleks değişkenli sıfıra denk

olmayan Ωµ (z1, ...,zr) fonksiyonu için,

Λµ,ψ (z1, ...,zr,ζ ) :=
∞

∑
k=0

akΩµ+ψk(z1, ...,zr)ζ
k (ak 6= 0, µ,ψ ∈ C), (3.51)

ve n, p ∈ N için

Θ
µ,ψ
n,p (x,y;z1, ...,zr;ξ ) :=

[n/p]

∑
k=0

akP( j,c)
n−pk(x,y)Ωµ+ψk(z1, ...,zr)

ξ k

(n− pk)!
(3.52)

olsun. Bu durumda,

∞

∑
n=0

Θ
µ,ψ
n,p

(
x,y;z1, ...,zr;

η

t p

)
tn = cxt+yt j

Λµ,ψ(z1, ...,zr;η), (3.53)

bağıntısı gerçekleşir [25].

İspat. Eşitlik (3.53) ifadesinin sol tarafına T diyelim. Eşitlik (3.52) ifadesi, Eşitlik (3.53)

da yerine yazılırsa,

T =
∞

∑
n=0

Θ
µ,ψ
n,p

(
x,y;z1, ...,zr;

η

t p

)
tn

=
∞

∑
n=0

(
[n/p]

∑
k=0

akP( j,c)
n−pk (x,y)Ωµ+ψk(z1, ...,zr)

(
η

t p

)k

(n− pk)!

)
tn, (3.54)

elde edilir. Bu ifadeye, Eşitlik (2.12) özdeşliği uygulanır ve Eşitlik (3.4) ifadesi kullanılırsa,

T =
∞

∑
n=0

∞

∑
k=0

akP( j,c)
n (x,y)Ωµ+ψk(z1, ...,zr)

ηk

t pk
tn+pk

n!

= (
∞

∑
n=0

P( j,c)
n (x,y)

tn

n!
)(

∞

∑
k=0

akΩµ+ψk(z1, ...,zr)η
k)

= cxt+yt j
Λµ,ψ(z1, ...,zr;η), (3.55)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Uyarı 3.11. Teorem 3.10 da,

Ωµ+ψk (z1, ...,zr) = φ
(α)
µ+ψk (z1, ...,zr) (3.56)
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çok değişkenli φ
(α)
n (x1, ...,xr) polinomu alınırsa,

Λµ,ψ (z1, ...,zr,ζ ) :=
∞

∑
k=0

akφ
(α)
µ+ψk (z1, ...,zr)ζ

k (ak 6= 0, µ,ψ ∈ C), (3.57)

ve n, p ∈ N için

Θ
µ,ψ
n,p (x,y;z1, ...,zr;ξ ) :=

[n/p]

∑
k=0

akP( j,c)
n−pk(x,y)φ

(α)
µ+ψk (z1, ...,zr)

ξ k

(n− pk)!
, (3.58)

elde edilir. Böylece,

∞

∑
n=0

Θ
µ,ψ
n,p

(
x,y;z1, ...,zr;

η

t p

)
tn

=
∞

∑
n=0

(
[n/p]

∑
k=0

akP( j,c)
n−pk (x,y)φ

(α)
µ+ψk (z1, ...,zr)

(
η

t p

)k

(n− pk)!

)
tn

=
∞

∑
n=0

∞

∑
k=0

akP( j,c)
n (x,y)φ

(α)
µ+ψk (z1, ...,zr)

ηk

t pk
tn+pk

n!

= (
∞

∑
n=0

P( j,c)
n (x,y)

tn

n!
)(

∞

∑
k=0

akφ
(α)
µ+ψk (z1, ...,zr)η

k)

= cxt+yt j
Λµ,ψ(z1, ...,zr;η), (3.59)

elde edilir.

Sonuç 3.12. Uyarı 3.11 de µ = 0, ψ = 1, ak = 1 alınır ve

∞

∑
n=0

φ
(α)
n (x1, ...,xr) tn = (1− x1t)−α exp(x2 + ...+ xr) t

(
|t|< |x1|−1

)
, (3.60)

doğurucu fonksiyon bağıntısı kullanılırsa [29],

Λ0,1 (z1, ...,zr,ζ ) :=
∞

∑
k=0

φ
(α)
k (z1, ...,zr)ζ

k

= (1− z1ζ )−α exp(z2 + ...+ zr)ζ , (3.61)

ve

Θ
µ,ψ
n,p

(
x,y;z1, ...,zr;

η

t p

)
:=

[n/p]

∑
k=0

P( j,c)
n−pk(x,y)φ

(α)
k (z1, ...,zr)

ξ k

(n− pk)!
, (3.62)
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elde edilir.

Bu durumda,

∞

∑
n=0

Θ
µ,ψ
n,p

(
x,y;z1, ...,zr;

η

t p

)
tn

= (
∞

∑
n=0

P( j,c)
n (x,y)

tn

n!
)(

∞

∑
k=0

φ
(α)
k (z1, ...,zr)η

k)

= cxt+yt j
(1− z1η)−α exp(z2 + ...+ zr)η , (3.63)

elde edilir. Böylece geneleştirilmiş Gould-Hopper Polinomları P( j,c)
n (x,y) için bilateral

doğurucu fonksiyonların bir sınıfı elde edilmiş olur.

Uyarı 3.13. Teorem 3.10 de r = 2 için

Ωµ+ψk (z1,z2) = P( j,c)
µ+ψk(z1,z2) (3.64)

genelleştirilmiş Gould-Hopper P( j,c)
n (x,y) polinomu alınırsa,

Λµ,ψ (z1,z2,ζ ) :=
∞

∑
k=0

akP( j,c)
µ+ψk(z1,z2)ζ

k (ak 6= 0, µ,ψ ∈ C), (3.65)

ve

Θ
µ,ψ
n,p (x,y;z1,z2;ξ ) :=

[n/p]

∑
k=0

akP( j,c)
n−pk(x,y)P

( j,c)
µ+ψk(z1,z2)

ξ k

(n− pk)!
(n, p ∈ N), (3.66)

olur. Böylece,

∞

∑
n=0

Θ
µ,ψ
n,p

(
x,y;z1,z2;

η

t p

)
tn

=
∞

∑
n=0

(
[n/p]

∑
k=0

akP( j,c)
n−pk (x,y)P( j,c)

µ+ψk(z1,z2)

(
η

t p

)k

(n− pk)!

)
tn

=
∞

∑
n=0

∞

∑
k=0

akP( j,c)
n (x,y)P( j,c)

µ+ψk(z1,z2)
ηk

t pk
tn+pk

n!

= (
∞

∑
n=0

P( j,c)
n (x,y)

tn

n!
)(

∞

∑
k=0

akP( j,c)
µ+ψk(z1,z2)η

k)

= cxt+yt j
Λµ,ψ(z1,z2;η), (3.67)

elde edilir.
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Sonuç 3.14. Uyarı 3.13 de µ = 0, ψ = 1, ak =
1
k! alınır ve Eşitlik (3.4) ifadesi kullanılırsa,

Λ0,1 (z1,z2,ζ ) :=
∞

∑
k=0

1
k!

P( j,c)
k (z1,z2)ζ

k = cz1ζ+z2ζ j
, (3.68)

ve

Θ
µ,ψ
n,p

(
x,y;z1,z2;

η

t p

)
:=

[n/p]

∑
k=0

1
k!

P( j,c)
n−pk(x,y)P

( j,c)
k (z1,z2)

ξ k

(n− pk)!
, (3.69)

elde edilir. Bu durumda,

∞

∑
n=0

Θ
µ,ψ
n,p

(
x,y;z1,z2;

η

t p

)
tn

= (
∞

∑
n=0

P( j,c)
n (x,y)

tn

n!
)(

∞

∑
k=0

1
k!

P( j,c)
k (z1,z2)η

k)

= cxt+yt j
cz1η+z2η j

, (3.70)

elde edilir. Böylece geneleştirilmiş Gould-Hopper Polinomları P( j,c)
µ+ψk (x,y) için bilinear

doğurucu fonksiyonların bir sınıfı elde edilmiş olur.

Teorem 3.15. µ- üncü basamaktan y1, ...,yr (r ∈ N) kompleks değişkenli sıfıra denk

olmayan Ωµ (y1, ...,yr) fonksiyonu için, ak 6= 0 , µ,ψ ∈ C olmak üzere,

Λ
n,p
µ,ψ(x1 + x2,y1 + y2;z1, ...,zr;η)

:=
[n/p]

∑
k=0

akP( j,c)
n−pk(x1 + x2,y1 + y2)Ωµ+ψk(z1, ...,zr)η

k, (3.71)

ve p ∈ N için

n

∑
k=0

[k/p]

∑
l=0

al

(
n− pl
k− pl

)
P( j,c)

n−k (x1,y1)P( j,c)
k−pl (x2,y2)Ωµ+ψl(z1, ...,zr)η

l

= Λ
n,p
µ,ψ(x1 + x2,y1 + y2;z1, ...,zr;η), (3.72)

bağıntısı gerçekleşir [25].
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İspat. Eşitlik (3.72) ifadesinin sol tarafına S diyelim. Bu ifadeye Eşitlik (2.13) özdeşliği

uygulanır ve Eşitlik (3.38) ile Eşitlik (3.71) ifadeleri kullanılırsa,

S =
n

∑
k=0

[k/p]

∑
l=0

al

(
n− pl
k− pl

)
P( j,c)

n−k (x1,y1)P( j,c)
k−pl (x2,y2)Ωµ+ψl(z1, ...,zr)η

l

=
[n/p]

∑
l=0

n−pl

∑
k=0

al

(
n− pl

k

)
P( j,c)

n−k−pl(x1,y1)P
( j,c)
k (x2,y2)Ωµ+ψl(z1, ...,zr)η

l

=
[n/p]

∑
l=0

al

(
n−pl

∑
k=0

(
n− pl

k

)
P( j,c)

n−k−pl(x1,y1)P
( j,c)
k (x2,y2)

)
Ωµ+ψl(z1, ...,zr)η

l

=
[n/p]

∑
l=0

alP
( j,c)
n−pl(x1 + x2,y1 + y2)Ωµ+ψl(z1, ...,zr)η

l

= Λ
n,p
µ,ψ(x1 + x2,y1 + y2;z1, ...,zr;η), (3.73)

ifadesi elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Uyarı 3.16. Teorem 3.15 de r = 2 için z1 = x3 , z2 = y3 ve

Ωµ+ψk (x3,y3) = P( j,c)
µ+ψk (x3,y3) (3.74)

alınırsa,

Λ
n,p
µ,ψ(x1 + x2,y1 + y2;x3,y3;η)

:=
[n/p]

∑
k=0

akP( j,c)
n−pk(x1 + x2,y1 + y2)P

( j,c)
µ+ψk (x3,y3)η

k, (3.75)

ve

n

∑
k=0

[k/p]

∑
l=0

al

(
n− pl
k− pl

)
P( j,c)

n−k (x1,y1)P( j,c)
k−pl (x2,y2)P( j,c)

µ+ψl (x3,y3)η
l

= Λ
n,p
µ,ψ(x1 + x2,y1 + y2;x3,y3;η), (3.76)

elde edilir.

Sonuç 3.17. Uyarı 3.16 da al =
(n

l

)
, µ = 0, ψ = 1, p = 1, η l = ηk = 1 alınır ve Eşitlik

(3.38) ifadesi kullanılırsa,
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Λ
n,1
0,1(x1 + x2,y1 + y2;x3,y3;η)

:=
n

∑
k=0

(
n
k

)
P( j,c)

n−k (x1 + x2,y1 + y2)P
( j,c)
k (x3,y3) , (3.77)

ve

n

∑
k=0

k

∑
l=0

(
n
l

)(
n− l
k− l

)
P( j,c)

n−k (x1,y1)P( j,c)
k−l (x2,y2)P( j,c)

l (x3,y3)

= P( j,c)
n (x1 + x2 + x3,y1 + y2 + y3) , (3.78)

elde edilir.

Teorem 3.10 da Ωµ+ψl(z1, ...,zr) çok değişkenli fonksiyonu, basit fonksiyonların uygun

çarpımı olarak ifade edilirse, ak katsayılarının her bir uygun seçimi için Eşitlik (3.4)

ile tanımlanan P( j,c)
n (x,y) polinomu için multilinear ve multilateral doğurucu fonksiyon

aileleri elde edilebilir.

3.4. GENELLEŞTİRİLMİŞ GOULD-HOPPER POLİNOMLARININ BAZI

ÖZELLİKLERİ

Bu kısımda, genelleştirilmiş Gould-Hopper P( j,c)
n (x,y) polinomları için türev içeren

rekürans bağıntısı elde edilecektir. Aynı zamanda, Gould-Hopper polinomu ve

genelleştirilmiş Gould-Hopper polinomunun bazı değerleri bulunup, bazı özel değerler

için birkaç grafik verilecektir.

Eşitlik (3.4) ifadesi ile tanımlanan genelleştirilmiş Gould-Hopper P( j,c)
n (x,y) polinomunun,

x e göre türevi alınır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa,

∞

∑
n=0

P( j,c)
n (x,y)

tn

n!
= cxt+yt j

(c > 1, j ≥ 2) , (3.79)

∞

∑
n=0

∂

∂x
P( j,c)

n (x,y)
tn

n!
= tcxt+yt j

lnc, (3.80)

∞

∑
n=0

∂

∂x
P( j,c)

n (x,y)
tn

n!
= t lnc

∞

∑
n=0

P( j,c)
n (x,y)

tn

n!
, (3.81)

∞

∑
n=0

∂

∂x
P( j,c)

n (x,y)
tn

n!
= lnc

∞

∑
n=0

P( j,c)
n (x,y)

tn+1

n!
, (3.82)
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∞

∑
n=0

∂

∂x
P( j,c)

n (x,y)
tn

n!
= lnc

∞

∑
n=1

P( j,c)
n−1 (x,y)

tn

(n−1)!
, (3.83)

∞

∑
n=1

∂

∂x
P( j,c)

n (x,y)
tn

n!
= lnc

∞

∑
n=1

P( j,c)
n−1 (x,y)

tn

(n−1)!
, (3.84)

elde edilir. Son ifadede tn nin katsayıları birbirine eşitlenirse,

∂

∂xP( j,c)
n (x,y)

n!
= lnc

P( j,c)
n−1 (x,y)
(n−1)!

(3.85)

∂

∂x
P( j,c)

n (x,y) = n lnc.P( j.c)
n−1 (x,y) , (3.86)

elde edilir. Böylece, genelleştirilmiş Gould-Hopper P( j,c)
n (x,y) polinomunu için türev

içeren rekürans bağıntısı elde edilir.

Ayrıca, Gould-Hopper polinomu ile genelleştirilmiş Gould-Hopper polinomu için Eşitlik

(3.1) ve Eşitlik (3.5) ifadeleri kullanarak, aşağıdaki tabloda polinomların ilk 10 değeri

hesaplandı.

gm
n (x,y), m = 3 için



g3
0(x,y) = 1,

g3
1(x,y) = x,

g3
2(x,y) = x2,

g3
3(x,y) = x3 +6y,

g3
4(x,y) = x4 +24xy,

g3
5(x,y) = x5 +60x2y,

g3
6(x,y) = x6 +120x3y+360y2,

g3
7(x,y) = x7 + 7!

4!x
4y+ 7!

2!xy2,

g3
8(x,y) = x8 + 8!

5!x
5y+ 8!

2!2!x
2y2,

g3
9(x,y) = x9 + 9!

6!x
6y+ 9!

2!3!x
3y2 + 9!

3!y
3,

g3
10(x,y) = x10 + 10!

7! x7y+ 10!
2!4!x

4y2 + 10!
3! xy3.
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P( j,c)
n (x,y), j = 3 için



P(3,c)
0 (x,y) = 1,

P(3,c)
1 (x,y) = x lnc,

P(3,c)
2 (x,y) = x2(lnc)2,

P(3,c)
3 (x,y) = x3(lnc)3 +6y lnc,

P(3,c)
4 (x,y) = x4(lnc)4 +24xy(lnc)2,

P(3,c)
5 (x,y) = x5(lnc)5 +60x2y(lnc)3,

P(3,c)
6 (x,y) = x6 (lnc)6 + 6!

3!x
3y(lnc)4 + 6!

2!y
2 (lnc)2 ,

P(3,c)
7 (x,y) = x7 (lnc)7 + 7!

4!x
4y(lnc)5 + 7!

2!xy2 (lnc)3 ,

P(3,c)
8 (x,y) = x8 (lnc)8 + 8!

5!x
5y(lnc)6 + 8!

2!2!x
2y2 (lnc)4 ,

P(3,c)
9 (x,y) = x9(lnc)9 + 9!

6!x
6y(lnc)7 + 9!

3!2!x
3y2 (lnc)5 + 9!

3!y
3 (lnc)3 ,

P(3,c)
10 (x,y) = x10(lnc)10 + 10!

7! x7y(lnc)8 + 10!
4!2!x

4y2 (lnc)6 + 10!
3! xy3 (lnc)4 .

Bu değerler yardımıyla, x, y ve c nin bazı özel değerlerine karşılık bu polinomların grafikleri

Mathematica programında çizilmiş olup, c=5 için polinomların görüntüleri Ekler kısmında

Şekil 7.1, Şekil 7.2, Şekil 7.3 ve Şekil 7.4 olarak verilmiştir.
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4. GENELLEŞTİRİLMİŞ GOULD-HOPPER POLİNOMLARI İLE

GENELLEŞTİRİLMİŞ LAURICELLA FONKSİYONLARI

ARASINDAKİ BAĞINTILAR

Bu bölümde, genelleştirilmiş Gould-Hopper P( j,c)
n (x,y) polinomlarının, genelleştirilmiş

Lauricella fonksiyonlarıyla arasındaki bağıntılar elde edilecektir.

4.1. GENELLEŞTİRİLMİŞ LAURICELLA FONKSİYONLARI

Bu kısımda, iki değişkenli Appell fonksiyonları ve genelleştirilmiş Lauricella

fonksiyonlarının tanımları verilecektir. İki değişkenli Appell fonksiyonları,

F1
[
a,b,b′;c;x,y

]
=

∞

∑
m,n=0

(a)m+n (b)m (b′)n

(c)m+n

xm

m!
yn

n!
, (4.1)

F2
[
a,b,b′;c,c′;x,y

]
=

∞

∑
m,n=0

(a)m+n (b)m (b′)n

(c)m (c′)n

xm

m!
yn

n!
, (4.2)

F3
[
a,a′,b,b′;c;x,y

]
=

∞

∑
m,n=0

(a)m (a′)n (b)m (b′)n
(c)m+n

xm

m!
yn

n!
, (4.3)

F4
[
a,b;c,c′;x,y

]
=

∞

∑
m,n=0

(a)m+n (b)m+n

(c)m (c′)n

xm

m!
yn

n!
, (4.4)

şeklindedir [26].

Lauricella tarafından n değişkenli fonksiyonlar

F(n)
A [a,b1, ...,bn;c1, ...,cn;x1, ...,xn]

=
∞

∑
m1,...,mn=0

(a)m1+...+mn
(b1)m1

...(bn)mn

(c1)m1
...(cn)mn

xm1
1

m1!
...

xmn
n

mn!
(4.5)

(|x1|+ ...+ |xn|< 1) ,
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F(n)
B [a1, ...,an,b1, ...,bn;c;x1, ...,xn]

=
∞

∑
m1,...,mn=0

(a1)m1
...(an)mn

(b1)m1
...(bn)mn

(c)m1+...mn

xm1
1

m1!
...

xmn
n

mn!
(4.6)

(max{|x1| , ..., |xn|}< 1) ,

F(n)
C [a,b;c1, ...,cn;x1, ...,xn]

=
∞

∑
m1,...,mn=0

(a)m1+...+mn
(b)m1+...+mn

(c1)m1
...(cn)mn

xm1
1

m1!
...

xmn
n

mn!
(4.7)(√

|x1|+ ...+
√
|xn|< 1

)
,

F(n)
D [a,b1, ...,bn;c;x1, ...,xn]

=
∞

∑
m1,...,mn=0

(a)m1+...+mn
(b1)m1

...(bn)mn

(c)m1+...+mn

xm1
1

m1!
...

xmn
n

mn!
(4.8)

(max{|x1| , ..., |xn|}< 1) ,

şeklinde tanımlanmıştır [27]. Buradan, Appell ve Lauricella fonksiyonları arasında,

F(2)
A = F2, F(2)

B = F3, F(2)
C = F4, F(2)

D = F1 (4.9)

ilişki vardır.

İki değişkenli Kampé de Fériet hipergeometrik fonksiyonları,

F p:q;k
l:m;n


(ap) :

(
bq
)

;(ck) ;

x,y

(αl) : (βm) ;(γn) ;


=

∞

∑
r,s=0

∏
p
j=1
(
a j
)

r+s ∏
q
j=1
(
b j
)

r ∏
k
j=1
(
c j
)

s

∏
l
j=1
(
α j
)

r+s ∏
m
j=1
(
β j
)

r ∏
n
j=1
(
γ j
)

s

xr

r!
ys

s!
. (4.10)

şeklinde tanımlanmıştır [20].

İki değişkenli Kampé de Fériet hipergeometrik fonksiyonları Srivastava ve Daoust

tarafından aşağıdaki şekilde genelleştirilmiştir. Bunlara genelleştirilmiş Lauricella

fonksiyonları da denir [20], [28], [30], [31]:
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F A:B′;B′′;...;B(n)

C:D′;D′′;...;D(n) (z1,z2, ...zn)

= F A:B′;B′′;...;B(n)

C:D′;D′′;...;D(n)


[
(a) : θ ′,θ ′′, ...,θ (n)

]
: [(b′) : (φ ′)] ;

[
(c) : ψ ′,ψ ′′, ...,ψ(n)

]
: [(d′) : δ ′] ;

[(b′′) : (φ ′′)] ; ...;
[(

b(n)
)

:
(

φ (n)
)]

;

z1,z2, ...,zn

[(d′′) : δ ′′] ; ...;
[(

d(n)
)

:
(

δ (n)
)]

;


=

∞

∑
m1,m2,...,mn=0

Ω(m1,m2, ...,mn)
zm1

1
m1!

zm2
2

m2!
...

zmn
n

mn!
, (4.11)

Burada,

Ω(m1,m2, ...,mn) :=
∏

A
j=1
(
a j
)

m1θ ′j+m2θ ′′j +...+mnθ
(n)
j

∏
C
j=1(c j)m1ψ ′j+m2ψ ′′j +...+mnψ

(n)
j

×
∏

B′
j=1

(
b′j
)

m1θ ′j
∏

B′′
j=1

(
b′′j
)

m2θ ′′j
...∏B(n)

j=1

(
b(n)j

)
mnθ

(n)
j

∏
D′
j=1

(
d′j
)

m1δ ′j
∏

D′′
j=1

(
d′′j
)

m2δ ′′j
...∏D(n)

j=1

(
d(n)

j

)
mnδ

(n)
j

(4.12)

şeklindedir. Ayrıca,

θ
(k)
j ( j = 1, ...,A; k = 1,2, ...,n) , φ

(k)
j

(
j = 1, ...,B(k); k = 1,2, ...,n

)
(4.13)

ψ
(k)
j ( j = 1, ...,C; k = 1,2, ...,n) , δ

(k)
j

(
j = 1, ...,D(k); k = 1,2, ...,n

)
(4.14)

reel sabitler olup;
(

b(k)
B(k)

)
, B(k) dizilerinin b(k)j j = 1, ...,B(k); k = 1,2, ...,n şeklinde

kısaltılmışıdır.

Eşitlik (4.11) de n = 2 alınırsa, Kampé de Fériet hipergeometrik fonksiyonun iki değişkenli

bağıntısı,

F p:q1;q2
l:s1;s2

(z1,z2)

= F p:q1;q2
l:s1;s2


(ap) :

(
b′q1

)
;
(
b′′q2

)
;

z1,z2

(c1) :
(
d′s1

)
;
(
d′′s2

)
;


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=
∞

∑
m1,m2=0

∏
p
j=1
(
a j
)

m1+m2
∏

q1
j=1

(
b′j
)

m1
∏

q2
j=1

(
b′′j
)

m2

∏
l
j=1
(
c j
)

m1+m2
∏

s1
j=1

(
d′j
)

m1
∏

s2
j=1

(
d′′j
)

m2

zm1
1

m1!
zm2

2
m2!

, (4.15)

şeklinde elde edilir.

4.2. GENELLEŞTİRİLMİŞ GOULD-HOPPER POLİNOMLARININ BİR SINIFI

İÇİN BILATERAL DOĞURUCU FONKSİYONLAR

Bu kısımda, genelleştirilmiş Gould-Hopper P( j,c)
n (x,y) polinomları için bilateral doğurucu

fonksiyonların bir ailesi elde edilecektir.

Teorem 4.1. Genelleştirilmiş Gould-Hopper P( j,c)
n (x,y) polinomu için aşağıdaki doğurucu

fonksiyon bağıntısı geçerlidir:

∞

∑
n=0

f (n)P( j,c)
n (x,y)

tn

n!
=

∞

∑
n,s=0

f (n+ js)
(xt lnc)n

n!

(
yt j lnc

)s

s!
. (4.16)

İspat. İspatı kolaylastırmak için Eşitlik (4.16) bağıntısının sol tarafını ∆1 ile gösterilirse ve

Eşitlik (3.5) bağıntısı kullanılırsa,

∆1 =
∞

∑
n=0

[n/ j]

∑
s=0

f (n)
n!xn− jsys(lnc)n+s− jstn

(n− js)!s!n!
, (4.17)

elde edilir. Eşitlik (4.17) ifadesinin sağ tarafına Eşitlik (2.10) özdeşliği uygulanırsa,

∆1 =
∞

∑
n,s=0

f (n+ js)
(xt lnc)n(yt j lnc)s

n!s!
, (4.18)

elde edilir.Böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.1 de f (n) fonksiyon dizisinin uygun seçimleriyle birçok ilginç sonuçlar elde

edilebilir. Aşağıdaki bilateral doğurucu fonksiyon bağıntıları bunlara birer örnektir.

Uyarı 4.2. Teorem 4.1 deki Eşitlik (4.16) bağıntısında

f (n) =
∏

p
j=1
(
a j
)

n

∏
q
j=1
(
b j
)

n ∏
l
j=1
(
c j
)

n

(4.19)

alınırsa, aşağıdaki sonuç elde edilir.
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Sonuç 4.3. Genelleştirilmiş Gould-Hopper P( j,c)
n (x,y) polinomu için aşağıdaki doğurucu

fonksiyon bağıntısı geçerlidir:

∞

∑
n=0

∏
p
j=1
(
a j
)

n

∏
q
j=1
(
b j
)

n ∏
l
j=1
(
c j
)

n

P( j,c)
n (x,y)

tn

n!

= F p:0;0
q+l:0;0


[
(a)p

1 : 1, j
]

:−;−;

xt lnc, yt j lnc[
(b)q

1 : 1, j
]
,
[
(c)l

1 : 1, j
]

:−;−;

 . (4.20)

Burada, (a)p
1 notasyonu (a)p

1 = ∏
p
j=1 a j ifadesine eşittir.

Örnek 4.4. Eşitlik (4.20) iadesinde p = q = l = 1 alınırsa,

∞

∑
n=0

(a1)n
(b1)n (c1)n

P( j,c)
n (x,y)

tn

n!

= F1:0;0
2:0;0

 [a1 : 1, j] :−;−;

[b1 : 1, j] , [c1 : 1, j] :−;−;
xt lnc, yt j lnc

 . (4.21)

elde edilir.

Eşitlik (4.21) ifadesinde, b1 = c1 = 1 alınır ve a1 yerine a+1 yazılırsa,

∞

∑
n=0

(
a+n

n

)
P( j,c)

n (x,y)
tn

n!2

= F1:0;0
2:0;0


[a+1 : 1, j] :−;−;

xt lnc, yt j lnc

[1 : 1, j] , [1 : 1, j] :−;−;

 , (4.22)

elde edilir.

Uyarı 4.5. Teorem 4.1 de,

f (n) =
∏

p
j=1
(
a j
)

n

∏
q
j=1
(
b j
)

n

(4.23)

alınır ve n = 2 için Eşitlik (4.11) ifadesi kullanılırsa aşağıdaki sonuç elde edilir:

27



Sonuç 4.6. Genelleştirilmiş Gould-Hopper P( j,c)
n (x,y) polinomu için aşağıdaki doğurucu

fonksiyon bağıntısı geçerlidir:

∞

∑
n=0

∏
p
j=1
(
a j
)

n

∏
q
j=1
(
b j
)

n

P( j,c)
n (x,y)

tn

n!

= F p:0;0
q:0;0


[
(a)p

1 : 1, j
]

:−;−;

xt lnc, yt j lnc[
(b)q

1 : 1, j
]

:−;−;

 . (4.24)

Örnek 4.7. Eğer, Eşitlik (4.24) ifadesinde p = q = 1 alınırsa,

∞

∑
n=0

(a1)n
(b1)n

P( j,c)
n (x,y)

tn

n!

= F1:0;0
1:0;0


[a1 : 1, j] :−;−;

xt lnc, yt j lnc

[b1 : 1, j] :−;−;

 , (4.25)

elde edilir. Eşitlik (4.25) ifadesinde, a1 = b1 = 1 alınır ve Eşitlik (3.4) ifadesi kullanılırsa,

genelleştirilmiş Gould-Hopper polinomunun doğurucu fonksiyon bağıntısı elde edilir.

Uyarı 4.8. Teorem 4.1 de

f (n) = J( j)
n (w) =

∞

∑
k=0

(−1)kwk

k!(n+ jk)!
(4.26)

genelleştirilmiş Bessel fonksiyonu alınırsa, aşağıdaki sonuç elde edilir:

Sonuç 4.9. Genelleştirilmiş Gould-Hopper P( j,c)
n (x,y) polinomu için aşağıdaki bilateral

doğurucu fonksiyon bağıntısı geçerlidir:

∞

∑
n=0

J( j)
n (w)P( j,c)

n (x,y)
tn

n!

= F0:0;0
1:0;0


− :−;−;

(xt lnc), (yt j lnc−w)

[1 : 1, j] :−;−;

 . (4.27)
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İspat. İspatı kolaylaştırmak için Eşitlik (4.27) ifadesinin sol tarafı ∆2 ile gösterilirse

∆2 =
∞

∑
n=0

J( j)
n (w)P( j,c)

n (x,y)
tn

n!
(4.28)

elde edilir. Burada, Eşitlik (4.26) ifadesi ve Eşitlik (3.5) ifadesi yerine yazılırsa,

∆2 =
∞

∑
n=0

(
∞

∑
k=0

(−1)kwk

k!(n+ jk)!

)(
n!

[n/ j]

∑
s=0

xn− jsys(lnc)n+s− js

(n− js)!s!

)
tn

n!
(4.29)

elde edilir. Eşitlik (2.10) özdeşliği uygulanırsa, yani n yerine n+ js dönüşümü yapılırsa,

∆2 =
∞

∑
n=0

∞

∑
k=0

∞

∑
s=0

(−1)kwkxnys(lnc)n+s

k!(n+ js+ jk)!n!s!
tn+ js, (4.30)

elde edilir. Eşitlik (4.30) ifadesine Eşitlik (2.11) özdeşliği uygulanırsa, yani s yerine s− k

dönüşümü yapılırsa,

∆2 =
∞

∑
n=0

∞

∑
s=0

xnys(lnc)n+stn+ js

(n+ js)!n!s!

(
s

∑
k=0

s!
(−1)k

k!(s− k)!
(

w
yt j lnc

)k

)
, (4.31)

elde edilir. Eşitlik (4.31) ifadesine Newton binom açılımı uygulanırsa

∆2 =
∞

∑
n=0

∞

∑
s=0

xnys(lnc)n+stn+ js

(n+ js)!n!s!

(
s

∑
k=0

s!
(−1)k

k!(s− k)!
(

w
yt j lnc

)k

)

=
∞

∑
n=0

∞

∑
s=0

xnys(lnc)n+stn+ js

(n+ js)!n!s!

(
1− w

yt j lnc

)s

, (4.32)

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa,

∆2 =
∞

∑
n=0

∞

∑
s=0

xnys(lnc)n+stn+ js

(n+ js)!n!s!

(
1− w

yt j lnc

)s

=
∞

∑
n=0

∞

∑
s=0

1
(1)n+ js

(xt lnc)n

n!
(yt j lnc)s

s!

(
1− w

yt j lnc

)s

=
∞

∑
n=0

∞

∑
s=0

1
(1)n+ js

(xt lnc)n

n!
(yt j lnc−w)s

s!
, (4.33)
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elde edilir. Pochammer sembolünün (0)0 := 1 özelliği kullanılır ve iki değişkenli Kampé

de Fériet hipergeometrik fonksiyonlar için Eşitlik (4.11) bağıntısı kullanılırsa,

∆2 =
∞

∑
n=0

∞

∑
s=0

1
(1)n+ js

(xt lnc)n

n!
(yt j lnc−w)s

s!

=
∞

∑
n=0

∞

∑
s=0

(0)0

(1)n+ js

(xt lnc)n

n!
(yt j lnc−w)s

s!

= F0:0;0
1:0;0


− :−;−;

(xt lnc), (yt j lnc−w)

[1 : 1, j] :−;−;

 , (4.34)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu çalışmada genelleştirilmiş Gould-Hopper P( j,c)
n (x,y) polinomları ve bu polinomun

bazı uygulamaları incelenmiştir. Polinomlar arasında genel bir sınıf olan Hermite

polinomunun genelleştirilmesi olan genelleştirilmiş Gould-Hopper polinomunun bazı

özellikleri verildikten sonra bu polinomlar için bilinear ve bilateral doğurucu fonksiyon

bağıntılarını veren teoremler elde edilmiştir. Ayrıca bu teoremlerin özel durumları

incelendikten sonra bu polinomlar için yeni rekürans bağıntıları elde edilmiştir.

Bu tezde çalışılan konuların ışığı altında gelecekte farklı polinomların toplam formülleri,

doğurucu fonksiyon bağıntıları, rekürans bağıntıları gibi farklı özellikleri de elde edilebilir.

Bu tezde yapılan uygulamalar matematiğin bir çok alanında kullanılan farklı doğurucu

fonksiyonların çeşitlendirilmesi ve geliştirilmesi için yol gösterebilir.
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[29] N. Özmen and E. Erkuş-Duman, “Some results for a family of multivariable
polynomials,” American Institute of Physics Conference Proceedings, c. 1558, ss.
1124-1127, 2013.

[30] H. M. Srivastava and M. C. Daoust, “Certain generalized Neumann expansions
associated with the Kampé de Fériet function,” Nederl Akad Wetensch Indag Math, c.
31, ss. 449-457, 1969.

33



[31] M. I. Qureshi, M. S. Khan and M. A. Pathan, “Some multiple Gaussian
hypergeometric generalizations of Buschman-Srivastava theorem,” International
Journal of Mathematics and Mathematical Sciences, c. 2005, ss. 143-153, 2005.

34



7. EKLER

7.1. EK 1. Grafikler

Şekil 7.1. Örnek Şekil 1.

35

Plot3D [{1, x, x^2, x^3 + 6 y, x^4 + 24 x y, x^5 + 60 x^2 y},

{x, 0, 5}, {y, 0, 5}, PlotStyle → Automatic , PlotRange → {0, 200},

PlotLegends → {"g0", "g1", "g2", "g3", "g4", "g5"}, AxesLabel → Automatic ]

g0

g1

g2

g3

g4

g5

Plot3D [{1, x Log[5], x^2 Log[5]^2, x^3 Log[5]^3 + 6 y Log[5],

x^4 Log[5]^4 + 24 x y Log[5]^2, x^5 Log[5]^5 + 60 x^2 y Log[5]^3},

{x, 0, 5}, {y, 0, 5}, PlotStyle → Automatic , PlotRange → {0, 200},

PlotLegends → {"p0", "p1", "p2", "p3", "p4", "p5"}, AxesLabel → Automatic ]

p0

p1

p2

p3

p4

p5



7.2. EK 2. Grafikler
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