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ÖZET 

BETA FONKSİYONU İÇEREN HERMİTE-HADAMARD TİPLİ 

EŞİTSİZLİKLER 

Fatih ATA 

Düzce Üniversitesi 

Fen Bilimler Enstitüsü, Matematik Anabilim Dalı 

Yüksek Lisans Tezi 

Danışman: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA 

Temmuz 2021, 94 sayfa 

Bu tezin amacı, Beta fonksiyonu içeren Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikler elde ederek, 

birinci türevlerin mutlak değerleri konveks olan fonksiyonlar kullanarak, literatür de elde 

edilmiş bazı sonuçları kapsayan Hermite-Hadamard eşitsizliği ve buna bağlı olarak 

yamuk ve orta nokta tipli eşitsizlikler elde edilir. 

Anahtar Sözcükler: Beta fonksiyonu, Hermite-Hadamard eşitsizliği, Konveks 

fonksiyonlar. 
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ABSTRACT 

HERMITE-HADAMARD TYPE INEQUALITIES WITH 

 BETA FUNCTION  

Fatih ATA 

Düzce University 

Graduate School of Natural and Applied Science, Department of Mathematics  

Master’s Thesis 

Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA 

July 2021, 94 pages 

The aim of this thesis is to obtain Hermite-Hadamard type inequalities containing Beta 

function, by using functions whose absolute values of first derivatives are convex, 

Hermite-Hadamard inequality covering some results obtained in the literature and 

accordingly trapezoid and midpoint type inequalities are obtained. 

Keywords: Beta function, Convex functions, Hermite-Hadamard Inequality. 
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1. GİRİŞ 

Kesirli integral ve kesirli türev kavramları ilk olarak literatüre Riemann-Liouville 

tarafından atıldı. Kesirli türev ve kesirli integral kavramı türev ve integralin sadece 

tamsayılar da var mıdır sorusundan ortaya çıkmıştır. .17  yüzyıldan itibaren Leibnitz, 

Euler, Lagrange, Liouville ve diğer birçok matematikçi tarafından kesirli türev ve kesirli 

integral çalışmaları ile gelişmeye başlamıştır (Pecaric, Proshan ve Tong 1992). Kesirli 

türev ve kesirli integraller ilk zamanlarda yapısal kurgusundan dolayı bilim ve 

mühendislikte çok popüler değildi. Kesirli türev ve kesirli integral bilim ve mühendislikte 

daha popüler olması doğanın daha iyi anlatılması ve anlaşılmasını sağlamaktı. Kesirli 

türev ve kesirli integral kavramları Hospital 1965’de tarafından Leibnitz’e gönderilen 

mektup ile başladı. L’Hospital bu mektupta Leibnitz’e n

n

dx

yd

 
ifadesinin 

2
1n  için anlamlı 

olup olmayacağını sormuştur. Leibnitz ise L’Hospital’a cevap olarak "ileride bir gün çok 

güzel sonuçlara yol açacak ancak şimdilik bir paradoks" demiştir. Leibnitz bu sözleri ile 

kesir analizinin doğuşunu sağlamıştır. Leibnitz tam sayı mertebeden türevi 

 

mxn

n

mxn

em
dx

ed
                                                                          (1.1)    

                                                                                                       

şeklinde ifade etmiştir. 

Kesir analizi konusu L’Hospital ve Leibnitz’den sonra 1730 yılında Euler’in de dikkatini 

çekmiştir. Euler bu denklemde 
mxe fonksiyonu yerine

mx  fonksiyonu yazılarak 

 

nm

n

mn

xnmmmm
dx

xd  )1)...(2)(1.(                                                (1.2) 

 

denklemini yazmıştır. Gamma fonksiyonunun 
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)1()1)...(1.()1(  nmnmmmm                            (1.3) 

 

özelliği kulanılarak 

 

                                                                                                                                                                                                                                                       

                                                     (1.4) 

 

eşitliği vermiştir. Bu eşitlikte  1m   ve  
2
1n   alındığında 

 

2
1

2
1

2
1

24
x

x

dx

xd


                                                                (1.5) 

 

olduğunu göstermiştir. 1772 yılında Lagrange diferansiyeller operatörler için kuvvet alma 

kanunu ile kesir analizine katkıda bulunmuştur. 1812 yılında P. S. Laplace integraller 

yoluyla kesirli türevi tanımlamış ve bu tanım Lacroix’in eserlerinde yer almıştır. Lacroix 

m   bir tamsayı olmak üzere  mxy    ile  n ninci türevi elde etmiştir: 

 

.,
)!(

!
nmx

nm

m

dx

yd nm

n

n




 
                                                       (1.6) 

 

Lacroix tam Gamma fonksiyonu için Legendre’nin sembolünü kullanarak şu sonuca 

varmıştır: 

 

nm

n

n

x
nm

m

dx

yd 






)1(

)1(
                                                          (1.7) 

 

1822 yılında Fourier keyfi mertebeden türevli konular çalışmıştır.  Fourier tarafından 

 

dppzpxdzzfxf )cos()(
2

1
)(  








                                  (1.8) 
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olarak tanımlamıştır. Fourier integral tanımı  )(xf   in integral gösteriminden doğmuştur. 

Burada  n   bir tamsayı olmak üzere 

 









 nzxppzxp

dx

d n

n

n

2

1
)(cos)(cos                             (1.9) 

 

dir. Buradan Fourier 

 

dpnzxppdzzf
dx

xfd n

n

n


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




 







 2
)(cos)(

2

1)( 


                     (1.10) 

 

ifadesinin n  için tamsayı olmayan n ninci dereceden kesirli türevin tanımı olarak kabul 

etmiştir (Pecaric, Proshan ve Tong 1992). 

Abel kesirli operatörleri ilk kez tauchore problemi olarak adlandırılan integral denklemini 

çözmek için kullanmıştır. Tautochrone problemi sürtünmesiz bir eğri üzerinde kayan bir 

cismin iniş süresinin o cismin başlangıç noktasından bağımsız olduğu eğrinin şeklini 

belirlemedir. Abel’in integral denklemi; fizik, kimya, biyoloji ve mekanik gibi alanlarda 

ortaya çıkan birçok problemin çözümüne yardımcı olmuştur. 

Abel’in  .1   tip ve  .2  tip integral denklemi sırasıyla  

 

dt
tx

tu
xf

x


 

)(
)(

0
                                                                 (1.11) 

 

ve 

 

dt
tx

tu
xfxu

x


 

)(
)()(

0
                                                       (1.12) 

 

şeklinde ifade edilir. Burada )(xf   sürekli bir fonksiyon ve  T   sabit olmak üzere  

Ttx  ,0  dir. Bununla birlikte “Genelleştirilmiş Abel İntegral Denklemi” 10    

olmak üzere sırasıyla 
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dt
tx

tu
xf

x

)(

)(
)(

0 
                                                                 (1.13) 

 

ve 

 

dt
tx

tu
xfxu

x

)(

)(
)()(

0 
                                                       (1.14) 

 

şeklinde tanımlanır. Bu genelleştirilmiş denklemler ise kesirli integral denklemi olarak 

göz önüne alınabilir. 

1832 yılında J. Liouville kesirli analiz tanımlarını teorik problemlere uygulamıştır ve 

tamsayı olmayan türevlerin mertebeleri için aşağıdaki yaklaşımları önermiştir: 

Leibnitz’in formülü ile aşağıdaki gibidir: 

1.  

axm

m

axm

ea
dx

ed
                                                                          (1.15) 
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n
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n

n

eac
dx

xfd

aecxf























0

0

)(

0Re;)(

                                             (1.16) 

 

2.  
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1

1

1
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1

0
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
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



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

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

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
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











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                      (1.17) 
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şeklindedir. 

3.  

      
































...)2(
2.1

)1(
)(

1
)(

1)(

...)2(
2.1

)1(
)(

1
)(

)1()(

0lim

hxFhxFxF
hdx

xFd

hxFhxFxF
hdx

xFd

h

m

m

m

m











                    (1.18) 

 

Sağ ve sol taraflı türev ve integrallerin varlığını ilk olarak J. Liouville ortaya koymuştur. 

1867 yılına A. K. Grünwald 1867 kesirli türev ve kesirli integraller üzerine çalışmalar 

yapmıştır. 1868 ve 1872 yılları arasında A. V. Letnikov kesirli integrasyonlar üzerine 

pek çok makale yayımlamıştır (Pecaric, 1992). 

1892 yılında Riemann yayımladığı çalışmasında üzerinde uzun yıllardır çalıştığı kesirli 

integrasyon teorisini geliştirmiştir. Riemann kesirli integrasyon için formül elde ederken 

Taylor serisinin bir genelleştirmesini kullanmıştır. Riemann integralin alt sınırını 

sabitlemediği için keyfi bir )(x  fonksiyonu tanımlamıştır. Bu dezavantajı 

çözememiştir. Bundan sonra kesirli analizin  .20  yüzyılın ikinci yarısındaki doğuşuna 

kadar, G. F. B. Riemann’ın keyfi fonksiyonlu gösterimi şu şekildedir: 

 

     .0);()(
)(

1
)()(

1







 evllllx
v

xlxlD
vx

c

v

xc

v

xc
                           (1.19) 

 

Kesirli türev ile ilgili çalışmalar yapan A. L. Cauchy  )(zf  kompleks fonksiyonu için 

n ninci mertebeden türev formülünü şu şekilde vermiştir: 

 

 dt
zt

tf

i

n
zfzfD

n

nn

1)(

)(

2

)1(
)()(




 

                                                           (1.20) 

. 

Kesirli türev için yapılan çalışmalara önemli katkı sağlayan biri de A. Marchaud dır. 

Marchaud, Riemann-Liouville kesirli integralini kullanarak kesirli türevi  v yerine  v   

alarak,  0v   için kesirli türevi 
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                      (1.21) 

 

şeklindedir. 

Hermann Weyl, kesirli integral tanımını ileriye doğru integrasyon ve geriye doğru 

integrasyon şeklinde tanımlamıştır. 

İleriye doğru integrasyon: 

 

duufxu

xfIxfW

x

xx

)()(
)(

1

)()(

1













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

                                   (1.22) 

 

Geriye doğru integrasyon: 

 

duufux

xfIxfW

x

xx

)()(
)(
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)()(

1
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















                                 (1.23) 

 

şeklinde tanımlanır. 

1900'lü yıllardan günümüze kadar kesir analizine katkıda bulunan birçok bilim adamı 

vardır. Bunlar H. H. Hardy, S. Samko, M. Riezs, K. B. Oldman, B. Ross, A. Kilbas, R. 

Bagley, K. S. Miller, M. Caputo gibi birçok bilim adam bu konuda önemli çalışmalar 

ortaya koymuştur. 

Konvekslik, M.Ö. 250 yılında Archimedes’in   değerini hesaplamasına kadar uzanan bir 

kavramdır. Buna karşın konvekslik kavramının matematikte yer alması 19. yüzyılın sonu 

20. yüzyılın başını bulmaktadır. Konvekslik, geometri, analiz, topoloji, lineer cebir 

alanlarında kullanılır. Konvekslik kavrama ilk olarak 1881 yılında Hermite’nin bir 

sonucunun, 1883 yılında Mathesis dergisinde yayınlanmasıyla ortaya çıkmıştır. 

Hadamard’n 1893 yılındaki çalışmasında konveksliğe rastlansada asıl çalışmalar 

19061905  yıllarında J. L. W. V. Jensen ile başlamıştır. Konveks fonksiyon kavramı 

eşitsizlik teorisinin gelişmesinde önemli rol oynamıştır. Eşitsizlik kavramı ile ilgili ilk 

monografi 1930’lu yılarda yayınlanmıştır (Pecaric, Proshan ve Tong 1992). Hardy, 
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Littlewood, Polya, Beckenbach, Bellman, Mitrinòvic, Pachpatte, Pećarić ve Fink gibi 

matematikçiler Eşitsizlik teorisi ve konveks fonksiyonlar bir arada inceleyerek çeşitli 

kitaplar ve çok sayıda makaleler yayınlamışlardır. Bu tür eşitsizlikleri konu alan ilk 

çalışma 1934 yılında Hardy, Littlewood ve Polya tarafından yazılan "Inequalities" adlı 

kitaptır (Hardy, Litlewood ve Polya, 1952). Bu kitabın birçok baskısı olmakla birlikte bu 

gün hala yeni baskısı da bulunmaktadır. İkinci çalışma ise E. F Beckenbach ve R. Bellman 

1961’de yazılan 19601934  yılları arasında elde edilen yeni eşitsizliklerin sonuçlarını 

içeren "Inequalities" adlı kitaptır. Bunu Mitrinòvic 1970’de yayınladığı ve ilk iki kitapta 

bulunmayan farklı konulara da yer verdiği "Analytic Inequalities" adlı isimli kitap takip 

eder. Bu kaynakların yanı sıra literatür de var olan bazı kaynaklar şunlardır; "Inequalities 

involving Functions and Their Integrals and Derivaties" (Mitrinòvic, 1991), "Classical 

and New Inequalities in Analysis" (Mitrinòvic, Pečarić ve Fink, 1993), "Mathematical 

inequalities" (Pachpatte, 2005) ve "Convex Functions and Their Applications" (Niculescu 

ve Persson, 2006) dır. 

Konveks Fonksiyonlar Teorisi ile ilişkili olan Eşitsizlik Teorisi C. F. Gaus, A. L. Cauchy 

ve P. L. Ćebyśev ile gelişmiştir. Eşitsizlikler teorisi ve konveks fonksiyonlar arasındaki 

ilişki oldukça önemlidir. .20.19  yy’da bulunan önemli eşitsizliklerin birçoğu konveks 

fonksiyonlar yardımı ile elde edilmiştir. Bu eşitsizliklerin en önemlilerinden biri olan ve  

1981 yılında Hermite tarafından ifade edilen Hermite-Hadamard eşitsizliğidir. Hermite 

Ekim 1881’de, Journal Mathesis dergisine ispatsız olarak yazdığı bir mektup ile aşağıdaki 

ifadeyi sundu. Bu mektup Mathesis 3 de şu şekilde yayınlanmıştır; 

"Sur deux limites d'une integrale define. Soit )(xf   une Function qui varie toujours dans 

le mĕme send de  ax  ,  bx   . On aura les relations 
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ba
fab

b

a










 
   

 

on bien 

 

     
   

22

bfaf
abdxxf

ba
fab

b

a










 
   

 

suivant que la courbe  )(xfy    tourne sa convexité ou sa concavite vers l'axe des 

abcisses (Hadamard, 1883)". 
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Bu eşitsizlikler integraller için ortalama değer teoreminin fonksiyon ve görüntülerinin 

ortalama değerine ilişkin olup fonksiyonun konvekslik veya konkavlık olması duruma 

bağlıdır. 

Daha sonra Hermite’nin sonuçlarının genelleştirilmesi olarak 1906 yılında Fejer 

trigonometrik fonksiyonlar ile çalışırken şu eşitsizliği elde etmiştir: 

 

       
   

 dxxg
bfaf

abdxxgxfdxxg
ba

f
b

a

b

a

b

a 









 

22
                        (1.24) 

 

Burada    1xg   ve   bax ,   için Hermitin eşitsizlikleri elde edilir. Fejer’in bu sonucu 

ile ile ilgili son yıllarda literatür de pek çok çalışma bulunmaktadır. Bu eşitsizliklerin yanı 

sıra 1938 yılında Ostrowski tarafından elde edilen Ostrowski eşitsizliği de mevcuttur. 

Hermite-Hadamard eşitsizliği ile ilgili çalışmaların birçoğu S. S. Dragomir ve C. E. M 

Pearce tarafından 2000 yılında yazılan "Selected Topics on Hermite-Hadamard 

Inequalities and Applications" isimli kitapta yer almıştır. Ostrowski eşitsizliği ile ilgili 

çalışmalar bir çoğu S. S Dragomir ve T. M. Rassias tarafından 2002 yılında yazılmış olan 

"Ostrowski Type Inequalities and Applications in Numerical Integration" kitapta bir 

araya getirilmiştir. Konveks fonksiyonlar üzerine çalışan diğer matematikçiler M. E. 

Özdemir, U. S. Kırmacı, R. Agarval, G. Anastassiou, G. V. Milovanovic, A. M. Fink, A. 

W. Roberts, D. E. Varberg, N. S. Barnett, H. Yıldırım, M. Z.  Sarıkaya, N. Ujević, S. 

Varośanec, P. S. Bullen, P. Cerone, G. Toader, M. Alomari, F. Qi, C. E. M. Pearce, M. 

Darus, M. K. Bakula, J. Pećarić, E. Set, A. O Akdemir, H. Kavurmacı Önalan, M. Avcı 

Ardıç, M. Gürbüz, A. Ekinci, Ç. Yıldız, M. Tunç şeklindedir. Konveks fonksiyonlar ile 

ilgili birçok kitabın yanında yüksek lisans ve doktora tezleri litiratürde mevcuttur 

(Pecaric, Proshan ve Tong 1992). 

1.1. BETA FONKSİYONUNUN TARİHSEL GELİŞİMİ 

18. yüzyılda Leonardo Euler tarafından tanımlanan beta fonksiyonu 1.tip Euler integrali 

olarak da bilinmektedir. Özel fonksiyonların en önemlilerinden biri olan beta fonksiyonu 

birçok matematikçi tarafından ele alınmıştır. Bu matematikçilerden bazıları Chaudhry, 

Miller, Özarslan adlı kişilerdir. 
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Leonarda Euler tam olmayan  n   değerleri için 

 

,...2,1,0,...!
0

 


 ndtetn tn                                                      (1.25) 

 

değerlerini hesaplamaya çalışıyordu. Aslnda bu hesaplama Euler'in faktöriyel 

fonksiyonun bir genellemesi olan 

 

dxexn xn 


 1

0
)(                                                                  (1.26) 

 

gamma fonksiyonunu tanımlamasına yol açtı. Bu fonksiyon uzun yıllar faktöriyel 

fonksiyonları ile tanımlanan işlemlerin genelleştirilmesinde ve birçok elementer olmayan 

integrallerin tespitinde kullanıldı. 

Euler 1771 yılında gamma fonksiyonun özel bir hali olan 

 

0)Re(   ,0)Re(   ;)1(),( 11
1

0
 

 nmdtttnmB nm                          (1.27) 

 

beta fonksiyonunu tanımladı. Gamma fonksiyonu için geçerli olan özelliklerin çoğu beta 

fonksiyonu için de geçerlidir. Beta fonksiyonu iki değişkenli ve simetri özelliği sağlaması 

sebebi ile istatiksel dağılım teorisinde kendine çok geniş bir yer bulmuştur (Pecaric, 

Proshan ve Tong 1992). 

Legendre toplamları gamma fonksiyonunu veren ve gamma fonksiyonunun integral 

sınırları üzerinden bir genellemesi olan 

 

0)Re(,...)(:),( 1

0
 

 vdtetnxv tv
x

                                   (1.28) 

 

dtetxv tv

x




 1:),(                                                                (1.29) 
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tam olmayan gamma fonksiyonunu tanımladı. Bu fonksiyonlar uygulamalı matematik, 

istatistik, mühendislik ve fizik alanlarındaki birçok problemlerin çözümlerinin elde 

edilmesinde kullanıldı. 

Chaudhry ve Zubair gamma fonksiyonunun tanım kümesini tüm kompleks düzleme 

genişleterek 

 

                        )0)Re(,0;0)(Re(   ;);( 1

0





 vbbdtetbv t
btv                          (1.30) 

 

genişletilmiş gamma fonksiyonudur. 

Chaudhry ve arkadaşları genişletilmiş beta fonksiyonun 

 

                         0)(Re(   ,)1();,( )1(11
1

0
 



 bdtettbvB tt
b

v                                   (1.31) 

 

olarak tanımlandı. Bu fonksiyonun tanım kümesi tüm kompleks düzlemdi ve yeni 

fonksiyon simetri özelliğini sağlamaktadır. 

Bu tezde, Beta fonksiyonu içeren Hermite-Hadamard tipi eşitsizlikler elde ederek, birinci 

türevleri mutlak değerleri konveks olan fonksiyonlar kullanarak, daha önce elde edilmiş 

olan sonuçları da kapsayan Hermite-Hadamard eşitsizliği ile bağlantılı yeni yamuk ve 

orta nokta eşitsizlikleri elde etmektir. 
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2. KURAMSAL KAVRAMLAR 

2.1. GENEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde tez için gerekli olan tanım ve teoremler verilmiş olup ayrıca gerekli görülen 

bazı önemli teoremlerin ispatlarına da yer verilmiştir. 

 

Tanım 2.1. (Gamma fonksiyonu) Gamma fonksiyon  0n   için 

 

dxexn xn 


 1

0
)(                                                                    (2.1) 

 

ile tanımlanır. Bu integral  0n   için yakınsaktır. Gamma fonksiyonunun bazı 

özelliklerini şu şekilde sıralayabiliriz: 

 

1.                                            )!()()1( nnnn                                                                                   (2.2) 

 

Bu özelliğin ispatı için, (2.1) denklemindeki integrale kısmi integrasyon metodu 

uygularsak; 

 

)1()1(

 )1(

])1([|lim)(

2

0

2

0
0

1









 












nn

dxexn

dxexnexn

xn

xnxn






                          (2.3) 

 

olarak bulunur. n  tam sayı ise bu indirgeme formülü ardışık olarak uygulandığında 

 

)1()...2).(1()(  nnn                                                        (2.4) 
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olur.  Burada 

 

1)1(
0

 


 dxe x                                                                      (2.5) 

           
 

Böylece 

 

)!()()1(

)!1()(

nnnn

nn





                                                              (2.6) 

 

olur. 

 

2.                                       
2
1                                                                                    (2.7) 

 

olduğunu göstermek için, (2.1) denkleminde  n   yerine  
2
1n   yazılırsa,  

 

dxex x









 2

1

02

1
                                                                  (2.8) 

 

integrali elde edilir. (2.6) denkleminde  2yx    değişken değişimi yapılırsa  ydydx 2   

olacağından 

 

dye y 2

0
2

2

1 












                                                                   

(2.9) 

 

olur. Ya da denklemine denk olarak, 

 

dxe x 2

0
2

2

1 












                                                                 

(2.10) 
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(2.9) ve (2.10) denkleminin taraf tarafa çarpımından 

 

dxdye yx )(

00

2
22

4
2

1 


















                                                 (2.11) 

 

iki katlı integrali oluşur. Bu integralin değerini hesaplamak için kutupsal koordinatlara 

geçilirse, 

 




















 



 rdrde r )(

0

2

0

2
2

4
2

1
                                           (2.12) 

 

Yani 

 











2

1
                                                                            (2.13) 

 

elde edilmiş olur. 

 

3.                             10,)1()(
sinp10

 


pppdx

x
x p


                                    (2.14) 

 

 (2.1) denkleminde  n   yerine  pn    ve  pn 1   yazıldığında  

 

dyxedxxepp pypx 






0

1

0
)1()(  

                                                       
dxdyx

y

x
ee

p

yx 1

00












 

                                
(2.15) 

 

çift katlı integrali elde edilir. (2.15) denkleminde  u
y
x    dönüşümü uygularsak  

ydudx    olacağından 
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ydudy
yu

uee pyyu 1

00





                                                       

(2.16)

 

 

denklemi elde edilir. (2.16) denkleminde  tyu    olarak alındığında 

 

dudyue puy 1)1(

00




                                                                (2.17) 

 

denklemi elde edilir. 

 

due
u

u

dudyeu

uyp

uyp












 












0

)1(1

0

)1(

0

1

0

|
1

1

 

du
u

u p

1

11

0 
 




                                                                    

(2.18) 

 

Denklem (2.18)’de 
v

u 1   dönüşümü uygularsak, dvdu
v2

1  

 

 

dvvduu

dvvvduuu

dv
v

v
du

u

u

v

dv
du

u

u

du
u

u
du

u

u

mpm

m

pnn

n

mm

m

pnn

n

p

pp

v

p

v
p

pp

































































1

0
0

1
1

0
0

0

1

0
0

1
1

0

1

0

1
1

0

21

11
1

0

1
1

0

1

0

1
1

0

)1()1(

)()1()()1(

11

11

11

 

                               1

)1()1(

00 







 







 pmpn

m

m

n

n

                                                           (2.19) 

 

Denklem (2.19)’da   kn    ve  m k1   yazılırsa  



15 
 





p

pk

p

p

pkpkp

pkpk

k

k

k

k

k

k

k

k

sin

2
)1(

1

11
)1(

1

)1()1(

22
1

1

1

10





















































                                              (2.20) 

 

olur. 

 

4.                                        ).2()()(2
2
112 nnnn                                                        (2.21) 

olduğunu ispatlamak için  

 

dxxxnmB nm 11
1

0
)1(),(                                                       

(2.22) 

 

(2.22) fonksiyonunda  tx 2cos   dönüşümü yapılırsa  tdttdx sincos2   olur. 

 

tdtttnmB nm sincossincos2),( 2222
0

2



                                  (2.23) 

                                                
tdtt nm 12122

0
sincos2 




                                            
(2.24) 

)(

)()(
),(

nm

nm
nmB




                                                                (2.25) 

 

olur. (2.24) integralinde  pn 212     ve  pm 212    yazarsak, 

 

xdxJ

xdxI

p

p

22

0

22

0

sin

sin













                                                           (2.26) 
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şeklinde gösterilir ve 

 

xdxJ p22

0
sin



                                                                     
 (2.27) 

 

Denklem (2.27)’de   tx 2   dönüşümü yapılırsa  
2
dtdx   olacağından aşağıdaki sonuca 

ulaşılır: 

 

tdtJ p2

0
sin

2

1



 

  

tdttdt pp 2

2

22

0
sin

2

1
sin

2

1
 






.
                                            (2.28) 

 

Denklem (2.28)’de   xt    dönüşümü uygulanırsa  dxdt  olacağından 

 

Ixdx

tdttdt

p

pp









22

0

22

0

22

0

sin

sin
2

1
sin

2

1





                                                (2.29)
 

 

yazlır öyle ki JI  olur. Buradan da 

 

xdxx

dxxxJ

ppp

p

222

0

2

22

0

cossin2

)cossin2(













                                                    (2.30) 

 

                                       








 

2

1
,

2

1
2 12 ppBJ p

                           (2.31) 

 

)1(2

)(

)1(

)()(

2

1

2

1
,

2

1

2

1 2
1

2
1

2
1




















p

p

p

p
pBI



                        (2.32)
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yazılır. JI  olduğundan (2.31) ve (2.32) den 

 

)1(2

)(

2

1
,

2

1
2 2

1
12












 


p

pp
pBp 

                                        (2.33) 

 

)1(2

)(

)12(

)()(
2 2

1
2
1

2
1

12










p

p

p

ppp 
                                     (2.34) 

)2()
2

1
(2 12 ppp                                              (2.35) 

olur. Böylece 

 

)2()
2

1
()(2 12 nnnn                                                    (2.36) 

 

eşitliğinin ispatı tamamlanır. 

Tanım 2.2. (Genişletilmiş Gamma Fonksiyonu) n  nin pozitif değerleri için tanımlanan 

Gamma fonksiyonu negatif n  değerleri için de tanımlanabilmektedir. Yani ),(n   tüm 

reel saylara genişletilebilir. 

 

)()1( nnn                                                            (2.37) 

 

Özelliği kullanılarak negatif n  değereleri için  )(n  değer  xnxnx  1 ise  

10  xn   olmak üzere 

 

)1)...(2)(1(

)(
)(






xnnnn

xn
n                                          (2.38) 

 

eşitliği ile hesaplanır. Buradan da görüldüğü gibi Gamma fonksiyonu sıfır ve negatif tam 

saylar için sınırsızdır. Faktöriyel özelliği pozitif sayılar için bir anlam ifade ederken 
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negatif sayılar için bir anlam içermemektedir. Çünkü  n ’nin negatif tam sayılara yakın 

değerleri için  )(n  ’ler pozitif ve negatif değerler alarak sınırsız şekilde büyümektedir. 

Tanım 2.3. (Beta fonksiyonu) ),( nmB   ile gösterilen Beta fonksiyonu,  

 

0)Re(   ,0)Re(   ;)1(),( 11
1

0
 

 nmdtttnmB nm

                
(2.39) 

 

genelleştirilmiş integrali yardımıyla tanımlanan iki değişkenli bir fonksiyon olup 

 




dnmB nm 12122

0
)(cos)(sin2),( 


                                   

(2.40) 

du
u

u
nmB

nm

m







  )1(

),(
1

0
                                                      

 

(2.41) 

 

şeklinde yazılır. Beta ve Gamma fonksiyonları arasında 

 

)(

)()(
),(

nm

nm
nmB




                                                               (2.42) 

 

biçimlerinde ifade edilir. (2.39) eşitliğinde 2sint  alınırsa (2.40) eşitliği;  
1


u
ut   

alnırsa (1.41) eşitliği elde edilir.  

)(m ’in tanımında  
2sx    dönüşümü yapılırsa 

 

dsesmdxexm smxm 212

0

1

0
2)()( 






                                   (2.43) 

                              

olur. )(m   nin bu ifadesinden dolayı 

 

dtetn tn 212

0
2)( 



                                                                  (2.44) 
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yazılabilir. Buradan 

 

dtdsetsnm tsnm )(1212

00

22

4)()( 


                                    (2.45) 

            
 

olup 





sin

cos

rt

rs




 

kutupsal koordinatlara geçilirse, 

 

)(),(

2)(sin)(cos2

)(sin)(cos4)()(

2

2

2)(2

0

12122

0

12122)(2

0

2

0

nmnmB

drerd

rdrdernm

rnmnm

nmrnm









































                     (2.46) 

     
)(

)()(
),(

nm

nm
nmB




                                                                                      (2.47) 

 

bulunur. Bu ise (2.47) eşitliğinde, ),(),( mnBnmB   olup bu iki eşitlik Beta 

fonksiyonunun simetri özelliği olarak adlandrılır (Rainville, 1973). 

Tanım 2.4. (Tam Olmayan Beta Fonksiyonu) 10  x   olmak üzere tam olmayan beta 

fonksiyonu 

 

)0)(Re()1(),( 11

0
 

   dtttB
x

x
                                

(2.48) 

 

şeklindedir. 

Beta fonksiyonu ve tam olmayan Beta fonksiyonunun bazı özellikerini şöyle 

sıralayabiliriz: 

Özel olarak (2.48) integralinde 

1. 1   alınırsa  
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dttB
x

x

1

0
)1(),1(  
                                                (2.49) 

 
1

1

1
1

1
| x

x u
duu 




  




                                      (2.50) 

 


 )1(1
1

),1( xBx                                               (2.51)

    

                       

1 alınırsa

 
 

1

0

1

0
|)1,(





 t

dttB
x

x  

                                                (2.52) 

 



x

Bx )1,(                                                                   (2.53)
    

                                            

eşitlikleri elde edilir. 

 

2.                                            ),(),(),( 1  xx BBB                                                      (2.54) 

 

olduğunu gösterelim, (2.48) denkleminde  ),(),( 1  xx BB    fonksiyonlar birlikte ele 

alındığında  

 

duuudttt

duuudttt

dtttdtttBB

x

x

xx

xx

xx

1
1

0

1

10

11
1

00
1

)1()1(

)1()1(

)1()1(),(),(

111

111

11










































                            (2.55) 

),(

)1(),(),(
111

0
1






B

dtttBB xx






                                                            (2.56) 

 

sonucuna ulaşılır. Bu ise tam olmayan beta fonksiyonu ile beta fonksiyonu arasındaki  

 

),(),(),( 1  xx BBB                                                   (2.57) 
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ilişkisini verir. 

 

3.                                ),()1,(),1(  xxx BBB                                           (2.58) 

  

bu özelliğin ispat için (2.48) denkleminde ),1(  xB ,  )1,( xB  fonksiyonlar 

birlikte ele alındığında 

 

),(

)1(

)1()1()1,(),1(

11

0

1

0

1

0









x

x

xx

xx

B

dttt

dtttdtttBB















                           (2.59) 

  ),()1,(),1(  xxx BBB                                                                   (2.60) 

 

ispatlanmış olur. 

 

4.                          


 

 )1(
)1,(),1(

xx

xx BB


                                               (2.61) 

 

Bu özelliği ispatlamak için (2.48) verilen denklemde  1    alınıp kısmi integrasyon 

uygulanırsa 

 























)1(
)1,(

)1(|
)1(

)1(),1(

11

0
0

1

0

xx
B

dttt
tt

dtttB

x

x
x

x

x



















                                     (2.62) 

 

bulunur. Sonuç olarak  

 









 )1(
)1,(),1(

xx
BB xx


                                    (2.63) 
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eşitliği sağlanır. 

Benzer şekilde: 

 

 )1(
),1()1,(

xx

xx BB


   olduğunu ispatlamak için (2.48) 

verilen denklemde 1   alınıp kısmi integrasyon uygulanırsa 

 























)1(
),1(

)1(|
)1(

)1()1,(

1

0
0

1

0

xx
B

dttt
tt

dtttB

x

x
x

x

x



















                           (2.64) 

 

bulunur. Sonuç olarak  

 









 )1(
),1()1,(

xx
BB xx


                                       (2.65) 

 

eşitliği sağlanır. 

Tanım 2.5. a   bir sabit ve  n   sıfır ya da pozitif bir tamsay olmak üzere 

 

1)(   ),1)...(2)(1()( 0  anaaaaa n                                            (2.66)  

 

şeklinde tanımlanan ifadeye Pochhammer sembolü denir. Pochhammer sembolü için 

aşağdaki eşitlikler geçerlidir, 

 

i)                                              )(

)()(
a

na

na


                                                               (2.67) 

 

Gamma fonksiyonunun  )!1()!()()1(  nnnnnn   özelliği kullanılarak  )( na    

ifadesi  
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)()(

)()1)...(2)(1(

...

)2()2)(1(

)1()1()(

aa

aaanana

nanana

nanana

n







                              (2.68) 

 

şeklinde olur. Eşitliğin her iki tarafn  )(a   ile bölünürse  

 

    
)(

)(
)(

a

na
a n




                                        (2.69) 

 

eşitliği elde edilir. 

 

ii)                                     nn aaa )1()( 1                                                                (2.70) 

 

)(

)()(
a

na

na


  eşitliğinde n   yerine  1n   yazılırsa 

 

n

n

aa

a

na
a

aa

naa

a

na
a

)1(

)1(

)1(

)(

)1(

)(

)1(
)( 1


















                                                             (2.71) 

 

elde edilir. Özel olarak  0n   alnrsa  1)( 0 a   olur. 

Teorem 2.6. (Hata Fonksiyonu) Rx   için 

 

dtexErf t
x 2

0

2
)( 


                                                              

(2.72) 
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olarak tanımlanır. Hata fonksiyonunun tümleyeni  )(xErfc   olup 

 

)(1)( xErfxErfc                                                                 (2.73) 

 

şeklindedir. (2.72) sonucu olarak  0)0( Erf   ve  1)( Erf   olur. 

Tanım 2.7. (Mittag-Leffler Fonksiyonu) Mittag-Leffler fonksiyonu  
xe   üstel 

fonksiyonunun bir genelleştirmesi olup kesir hesaplamalarında önemli bir yere sahiptir. 

Bir ve iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu: 

 

   

0 ,
)1(

)(
0













k

x
xE

k

k

                                               (2.74) 

0,0 ,
)(

)(
0

, 











k

x
xE

k

k

                                   (2.75)  

                                                                                                                             

kuvvet serisidir. (2.75) serisi (2.74) in genelleştirmesidir. Bu genelleştirmesi 1953’de 

Agarwal tarafından tanımlanmıştır. (1.75) verilen tanımın sonucu, 

  

)(
)(

1
)( ,, xxExE 





                                                  (2.76) 

)()()( 1,1,, xE
dx

d
xxExE                                       (2.77) 

 

yazılır. (2.77) eşitliğinden  

 

 )()(
1

)( 1,,1, xExE
x

xE
dx

d
   


                                  (2.78) 

 

dır. Burada     yerine  1   yazılırsa  
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 )()1()(
1

)( ,1,, xExE
x

xE
dx

d
 


 

                        
 (2.79) 

 

olur. Şimdi (2.76) eşitliğini ispatlayalım. Bu eşitliği ispatlamak için (2.75) yardımıyla  

 

)(
)(

1

))(()(

1

))((

))1(()(
)(

,

01

1

10

,

xxE

k

x
x

k

x
x

k

x

k

x
xE

k

k

k

k

k

k

k

k





















































                          (2.80) 

 

elde edilir. Burada 1)0(, E   dir. 

Tanım 2.8. (Mellin-Ross Fonksiyonu) Mellin-Ross fonksiyonu  
te   nin kesirli integrali 

bulunduğu zaman ortaya çıkmıştır. Bu fonksiyon incomplete gamma ve Mittag-Leffler 

fonksiyonlarını ikisi ile ilişkilidir. Mellin-Ross fonksiyonu 

 

),(),( tvetvE tv

t

                                                   (2.81) 

 

şeklindedir. 

 

)(

)1(

)(
),(

1,1

1

tEt

vk

t
etvE

v

v

k

k

tv

t




 










 

                                    (2.82) 

 

olarak yazılabilir. 

Tanım 2.9. Lineer uzaydan reel(kompleks) uzaya olan dönüşümlere fonksiyonel denir. 

Tanım 2.10. Fonksiyonlar cümlesini fonksiyonlar cümlesine dönüştüren dönüşüme 

operatör denir. 

Tanım 2.11. (Konveks Küme) V   bir lineer uzay ve  VA   ve  Ayx ,   olsun. 
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AyxtVtB  }10,)1(:{                                      (2.83) 

 

şeklinde tanmlanabiliyorsa  A   kümesine konveks küme denir. Ancak Bt   ise  

yaxt )1(    eşitliğinde  x   ve  y   nin katsayıları için bağıntı her zaman doğrudur. 

Bundan dolayı konveks küme tanımındaki  )1(  ,     yerine  1    şartını sağlayan 

negatif olmayan  ,  sayıları yazabiliriz. Geometrik anlamda  B  kümesi uç noktalar x

ve y  olan bir doğru parçasını belirtmektedir. Sonuç olarak konveks küme boş olmayan ve 

herhangi iki noktasını birleştiren doğru parçasına karşılık gelen kümedir (Bayraktar, 

2000). 

Tanım 2.12. (Konveks Fonksiyon)  b, I   ve  ]1,0[t   için 

 

)()1()())1(( bfttfbttf                              (2.84) 

 

eşitsizliğini sağlayan  RRIf :   fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (eşdeğer 

olarak  )1,0(t   aralığında da seçilebilir.). Geometrik olarak bu eşitsizlik, f

fonksiyonunun grafiği kirişlerinin altından geçtiği anlamına gelmektedir. 

Aşağıda bazı konveks fonksiyon örnekleri verilmiştir. 

)i axe  

)ii )log(x  

)iii ax , 1),R(  a   ve 0a  

)iv ax , 10),R(  a  

)v 1,|| ax a
 

)vi )log(xx , )R(   

Aşağıdaki kriterler konveks fonksiyon tanımına eşdeğerdir. 

1. I aralığı üzeride f fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter şart herhangi 

bir  Ic  noktası için,  cx

cfxf



 )()(
  fonksiyonunun  I aralığında artan olmasıdır. 
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2. Rbaf ),(:   fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter şart her  xc, ),( ba

için, 

 

dttgcfxf
x

c
)()()(                                                     (2.85) 

 

olacak şekilde  Rbag ),(:     artan fonksiyonun olmasıdır. 

3. f  diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere ,  f  nin konveks olmas için gerek 

ve yeter şart  ıf   fonksiyonunun artan olmasıdır (Pecaric ve diğ., 1992). 

4. ),(, baf ıı
de mevcut olsun. Bu durumda  f   nin konveks olması için gerek ve yeter 

şart  0)( xf ıı   olmasıdır. 

5. Rbaf ),(:   fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter şart her  ),(0 bax    

için  f   fonksiyonunun en az bir support doğrusuna sahip olmasıdır. Yani 

 

)()()( 00 xxxfxf                                                 (2.86) 

 

eşitsizliğini sağlamasıdır. Burada 0, x   bağlıdır ve eğer  ıf   varsa o zaman  

 

)]()([ ise )()( yada )( 00000 xfxfxfxfxf ııııı

                                       (2.87) 

 

dır. 

6. Rbaf ),(:   fonksiyonunun konveks olmas için gerek ve yeter şart  QP,   ve  R    

noktaları f fonksiyonunun grafiği üzerinde herhangi üç nokta olmak üzere , 

 

imQRgeimPRgeimPQge


                                            (2.88) 

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır (Niculescu, 2006). 

Konveks fonksiyonların temel özellikleri şunlardır: 
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1. RRf n

j :    , ),...,3,2,1( kj    fonksiyonlar konveks olmak üzere                (2.89) 

 

),...,3,2,1(;0,)()(
1

kxfaxf jjj

k

j




                                       (2.90) 

 

fonksiyonuda konvekstir. Konveksliğin tanımından; 

 

).()1()(

))(()1())((

)]()1()([

)]()1()([

))1(()1((

11

1

1

1

yftxtf

yfatxfat

yfatxfta

yftxtfa

yttxfayttxf
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k
jjj

k
j

jjjj

k
j

jjj

k
j

jj

k
j



















                                (2.91) 

 

2. RRf n :   konkav ve   }0)(:{  xfxA    olmak üzere  ,: RAg 
)(

1)(
xf

xg   

biçiminde tanımlanan  ,g A ’da konvekstir. 

3. RRf :   azalmayan ve konveks ve  RRg n :  da konveks bir fonksiyon olsun 

.  Bu takdirde ,  RRh n :  

))(()( xfogxh   olarak tanımlanan h bileşke fonksiyonu da konveksdir. Gerçekten

RRh n :   ,   )(()( xgfxh    olmak üzere ,)1( bttax   ve buradan 

 

)()1()(

))((()1()(((

))()1()((

))1((())1((

21

21

21

2121

xhtxth

xgftxgtf

xgtxtgf

xttxgfxttxh









                                  (2.92)   

                                            

4. RRf n :    konveks ve K uygun matris olmak üzere  RRg n :   ,  

LKxxg )(   formunda bir konveks fonksiyon olsun.  )()( xgfxh   fonksiyonu için 

 

LKyttKx

LyttxKttxg





)1(

))1(()1((
                                                    (2.93) 
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olup; 

 

)(()1())((

)()1()(

))(1()((

)1()1()((

))1((

)1((

))1((())((

xgftxgtf

LKyftLKxtf

LKytLKxtf

LtKytLKxtf

tLtLLKyttKxf

LKyttKxf

yttxgfxgf















                         (2.94) 

 

olduğundan ))(( xgfh    konveks fonksiyondur. Yani afin dönüşüm koonveks fonksiyon 

altındaki görüntüsüde konvekstir. 

Tanım 2.13 (Starshaped Fonksiyon). R],0[: bf   fonksiyonu   ],0[ bx   ve  

]1,0[t   için 

 

)()( xtftxf                                                        (2.95) 

 

şartını sağlıyorsa f fonksiyonuna starshaped fonksiyon denir. 

Tanım 2.14. (m Konveks Fonksiyon) R],0[: bf   ve  0b   olsun.  ],0[, byx 

,  ]1,0[t ,  ],0[ bm   için 

 

)()1()())1(( yftmxtfytmtxf                                       (2.96) 

 

şart sağlanıyorsa  f  fonksiyonuna  m  konveks fonksiyon denir. (Toader, 1984). 

f   fonksiyonu  m  konveks olduğu takdirde  f   fonksiyonu  m konkavdır. Ayrıca

0)0( f   için  ],0[ b   aralığında tanımlı tüm  m  konveks fonksiyonların sınıfı  )(bKm   

ile gösterilir. 

Tanım 2.15. ( ),( ma  -Konveks Fonksiyon) R],0[: bf   ve  0b   olsun. 

],0[, byx  ,  ]1,0[t ,  2]1,0[, ma   için 
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          )()1()())1(( yftmxftytmtxf aa                                 (2.97) 

 

şart sağlanıyorsa  f  fonksiyonuna  ),( ma  konveks fonksiyon denir. Burada 0)0( f   

için  ],0[ b   aralığında tanımlı tüm ),( ma  konveks fonksiyonların sınıfı  )(bK a

m  
ile 

gösterilir.  

Yine buradan  ),)(1,1(),,1(),0,1(),0,(),0,0(),( mamama   olduğunda ),( ma  fonksiyon 

grupları sırasıyla; artan, a starshaped, starshaped, m-konveks ve  a konveks 

fonksiyon gruplarına dönüşür. 

Tanım 2.16. ( ),( mh Konveks Fonksiyon) R: Jh   negatif olmayan bir fonksiyon 

olsun.  ],0[, byx   , ]1,0[m   ve  ]1,0[a   için  R],0[: bf   negatif olmayan  f   

fonksiyonuna  

 

 )()1()()())1(( yfamhxfahyamaxf                                    (2.98) 

 

şartını sağlıyorsa  R],0[: bf   fonksiyonuna  mh,   konveks fonksiyon denir (Özdemir 

ve diğ. 2011). 

Tanım 2.17. (Godunova-Levin Fonksiyonu) Negatif olmayan  R: If   fonksiyonu  

 )1,0(,,  Iyx   olmak üzere 

 







1

)()(
))1((

yfxf
yxf                                               (2.99)  

 

eşitsizliği sağlanıyorsa  f ’ye Godunova-Levin fonksiyonu veya  )(IQ   sınıfına aittir 

denir. Bu tanıma denk olarak; )(IQf    ve  Izyx ,,   ise bu takdirde 

 

         0))()(())()(())()((  yzxzzfzyxyyfzxyxxf                        (2.100) 

 

eşitsizliği sağlanır. 
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Tanım 2.18. (Logaritmik Konveks Fonksiyon) ),0[R: If  Iyx ,   ve  

]1,0[a   için 

 

    aa
yfxafyaaxf




1
)()())1((                                           (2.101) 

 

eşitsizliğini sağlıyorsa bu fonksiyona  I   üzerinde logaritmik konveks fonksiyon denir. 

Bu eşitsizliğin ters çevrilmesi durumda ise logaritmik konkav fonksiyon olur (Dragomir 

ve Pearce, 2000). 

Tanım 2.19. (Quasi-Konveks Fonksiyon) R],[: baf   bir fonksiyon ve farklı küme 

olsun ],[, bayx    ve  ]1,0[   için 

 

)}()({max))1(( yfxfyxf                                             (2.102) 

 

ise  f ’ye quasi-konveks fonksiyon denir. Eğer 

 

)}()({max))1(( yfxfyxf                                       (2.103) 

 

ise f ’ye strictly quasi-konveks fonksiyon denir. Aynı şartlar altında  

 

)}()({max))1(( yfxfyxf                                              (2.104) 

 

ise f ’ye quasi-konkav fonksiyon denir ve 

 

)}()({max))1(( yfxfyx                                               (2.105) 

 

ise f ’ye strictly quasi-konkav fonksiyon denir (Dragomir ve Pearce 1998). 

Tanım 2.20 f  hem quasi konveks hem de quasi konkav ise  f ’ye quasi-monotonik 

fonksiyon denir (Greenberg ve Pierskalla, 1970) 
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Sonuç 2.1. Herhangi bir konveks fonksiyon quasi konveks fonksiyondur. Fakat tersi her 

zaman doğru değildir. Yani quasi konveks fonksiyon olup konveks olmayan fonksiyonlar 

vardır. Örneğin  R]2,2[: g  , 

 










]2,1(,

]1,2[,1
)( 2 tt

t
tg  

 

fonksiyonu  ]2,2[   aralğında konveks değildir fakat quasi-konvekstir (Ion, 2007). 

Tanım 2.21. (P-Fonksiyon) R: If   negatif olmayan fonksiyonu  Iyx ,   ve  

)1,0(   olmak üzere 

       

                           )()())1(( yfxfymxf                                                       (2.106) 

 

eşitsizliği sağlanıyorsa f ’ye P-Fonksiyonu veya )(IP  sınıfına aittir denir (Dragomir ve 

diğ., 1995). 

Tanımlardan da görüldüğü gibi tüm negatif olmayan monoton ve negatif olmayan 

konveks fonksiyonlar )(IQ  sınıfına aittir. Ayrca )()( IPIQ   ve )(IP   sınıfında 

fonksiyonlar negatif olmayan monoton, konveks ve quasi konveks fonksiyonlardan 

meydana gelmektedir. 

Tanım 2.22. 0h ve R: Jh   negatif olmayan fonksiyon olsun. 

)1,0(,,  aIyx  için 

 

)()1()()())1(( yfahxfahyaaxf                           (2.107) 

 

şartn sağlayan RIf :   fonksiyonuna  h  konveks fonksiyon veya  ),( IhSX  

sınıfına aittir denir. Burada I  ve  R,J   de iki aralık, J)1,0(   dir. (Wright, 1954). 

Bu eşitsizlik yön değiştirirse, bu durumda  f ’ye  h  konkav fonksiyon veya  ),( IhSV  

sınıfına aittir denir. Eğer  

i) aah )(   alınırsa  h  konveks fonksiyonu negatif olmayan konveks fonksiyon olur. 
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)ii
a

ah 1)(    alnrsa  ),( IhSX   sınıfı  )(IQ   sınıfını içerir. 

)iii saah )()(  ve )1,0(s   alnırsa  2

sK   sınıfını içerir. 

Tanım 2.23. ( J Konveks Fonksiyon) I  , R  de bir aralık olmak üzere  Iyx  ,   için 

 

                                          
2

)()(

2

yfxfyx
f










 
                                               (2.108) 

 

şartını sağlayan, f   fonksiyonuna  I  üzerinde Jensen anlamında konveks veya  J

konveks fonksiyon denir. 

Tanım 2.24. (Kesin J -Konveks Fonksiyon) Iyx  ,   ve  yx    için 

 

2

)()(

2

yfxfyx
f










 
                                             (2.109) 

oluyorsa f  fonksiyonuna  I  üzerinde kesin J -konveks fonksiyon denir. 

Tanım 2.25. (Artan ve Azalan Fonksiyonlar) If ,   aralığında tanımlı bir fonksiyon ve  

21, xx  de  I da iki fonksiyon olsun. Bu durumda 

)i 12 xx  iken )()( 12 xfxf    ise  f   fonksiyonu  I   üzerinde artandır, 

)ii 12 xx  iken )()( 12 xfxf    ise  f   fonksiyonu  I   üzerinde azalandır, 

)iii 12 xx  iken )()( 12 xfxf    ise  f   fonksiyonu  I   üzerinde azalmayandır, 

)iv 12 xx  iken )()( 12 xfxf    ise  f   fonksiyonu  I   üzerinde azalmayandır, 

denir (Adam ve Essex, 2010). 

Teorem 2.1. J   açk bir aralk ve  IJ    olmak üzere  ,f I   üzerinde sürekli ve  J   

üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda 

)i Jx için f 0)( 


x   ise  f   fonksiyonu  I   üzerinde artandır. 

)ii Jx için f 0)( 


x   ise  f   fonksiyonu  I   üzerinde azalandır. 

)iii Jx için f 0)( 


x   ise  f   fonksiyonu  I   üzerinde azalmayandır. 
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)iv Jx için f 0)( 


x   ise  f   fonksiyonu  I   üzerinde artmayandır, 

(Adams ve Essex, 2010). 

Sonuç 2.2. f   ve  g   konveks fonksiyonlar ve  g   ayn zamanda artan ise  gof   fonksiyonu 

konvekstir (Roberts ve Varberg, 1973). 

Tanım 2.26. (Birinci Anlamda s -konveks fonksiyon) ,0,  1 ss    ve  s

]1,0(   olmak üzere Ryx,  için RRf :   fonksiyonu  

                 

)()()( yfxfyxf ss                                                            (2.110) 

 

eşitsizliğini sağlıyorsa  f ye birinci anlamda  s  konveks fonksiyon denir. Bu 

fonksiyonun sınıfı  
1

sK   ile gösterilir. Eşitsizlik  yön değiştirirse  f   fonksiyonuna birinci 

anlamda  s  konkav olarak adlandırılır. 

Tanım 2.27. (İkinci Anlamda s -konveks Fonksiyon) ,0,  1    ve  s ]1,0(   

olmak üzere  Ryx,   için  RRf :   fonksiyonu 

 

)()()( yfxfyxf ss                                                    (2.111) 

 

eşitsizliğini sağlıyorsa  f ’ye ikinci anlamda  s   konveks fonksiyon denir. Bu 

fonksiyonun sınıfı  
2

sK   ile gösterili. Eşitsizlik yön değiştirirse f  fonksiyonuna ikinci 

anlamda s konkav olarak adlandırılır. 

Yukarda verilen iki  s  konveks fonksiyon tanımlar için  1s   olması halinde bilinen 

konveks fonksiyon olur. 

Sonuç 2.3. Her konveks fonksiyon J konveks fonksiyon denir. 

Tanım 2.28. (Sınırlı Fonksiyon) RI   , RIf :   bir fonksiyon ve her  Ix   için  

Kxf |)(|   olacak şekilde bir  K   pozitif reel sayısı varsa  f   fonksiyonuna sınırlı 

fonksiyon denir. 

Tanım 2.29. (Lipschitz Şart) ],[ ba  kapalı  aralığındaki her  yx,   noktaları için  
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|||)()(| yxKyfxf                                                 (2.112) 

 

şartını sağlayan bir  K   sabiti varsa  f , ],[ ba   aralığında Lipchitz şartını sağlıyor 

demektir. 

Sonuç 2.4. f , ],[ ba   Lipschitz şartını sağlıyorsa  f , ],[ ba   düzgün süreklidir 

(Bayraktar, 2010). 

Tanım 2.30. (Düzgün Süreklilik) f : ],[,RR],[ 0 baxba    ve  0   verilmiş 

olsun. ],[ bax ve  || 21 xx   şartını sağlayan  ],[, 21 baxx    için   |)()(| 21 xfxf   

olacak şekilde bir  0   sayısı varsa  f , ],[ ba   de düzgün süreklidir denir (Bayraktar, 

2010). 

Teorem 2.2. f   fonksiyonu   ba,   aralığında konveks ise 

)i f , ),( ba  aralığında süreklidir ve 

)ii f ,  ba,  aralığında sınırlıdır (Azpeitia, 1994). 

Tanım 2.31. (Lineer Uzay) L  boş olmayan bir küme ve F   bir cisim olsun. 

LLxL  : ve LFxL    işlemleri tanımlansın. Aşağdaki şartlar sağlanıyorsa  L  ’ye   

F   cismi üzerinde lineer uzay (vektör uzay) denir. 

1. ,L  işlemine göre değişmeli gruptur. 

.1G ba,  L için Lba   'dir 

lcbaG  ,,.2 için cbacba  )()(   dir. 

LxG .3 için aa     olacak şekilde  L   vardır. 

LG .4  için  aaaa )()(   olacak şekilde  L   vardır. 

baG ,.5   L için abba   dır. 

2. Lba ,   ve    F ,  olmak üzere aşağdaki şartlar sağlanır. 

LaL .1   dir. 

babaL ..).(.2     dir. 
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aaaL ..).(.3   dır. 

)..().(.4 aaL   dır. 

aaL .1.5 dır. (Burada  1 , F  nin birim elemandr.) 

RF   ise L  reel lineer uzay ,  CF   ise  L ’ye kompleks lineer uzay denir. 

Tanım 2.32. F   bir cisim ve V  ve  W    de  F  cismi üzerinde tanımlı iki lineer uzay 

olsun,  Vvu ,   ve  F   olmak üzere  WVT :   ddönüşümü 

 

a) )()()( vTuTvuT                                                                                                  (2.113) 

b) )(.).( vTVT                                                                                                       (2.114) 

 

şartlarını sağlıyorsa  T  ye V üzeride lineer dönüşüm denir. Özel olarak  WV    ise  

VVT :   lineer dönüşümüne bir lineer operatör denir. 

Tanım 2.33. ( k Gamma ve k Beta fonksiyonu):  k  gamma fonksiyonu 

 

kn

n

n x

nkkn
x

k
x

,

1

)(

)(!
lim)(




                                                         (2.115) 

 

dır. Burada 

 

0),()(
1

0

, 




kjkxx
n

j

kn                                                 (2.116) 

 

Pochhammer  k  symbol fonksiyonudur.  k

kt

e


 üstel fonksiyon dönüşümü için ,  k  

gamma fonksiyonunu 

 

dtetx k

kt
x

k




 1

0
)(                                                      (2.117) 

 

olur. Açık olarak 
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k
k









                                                          (2.118) 

 

ve 

 

        )()( xxkx kk                                                               (2.119) 

 

olur. 

k beta fonksiyonu 

 

          dttt
k

yxB k
x

k
x

k

111

0
)1(

1
),(


                                            (2.120) 

 

şeklindedir. Buradan k  gamma ve  k  beta fonksiyonu arasındaki bağıntı: 

 

)(

)()(
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1
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yx

yx

k
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x
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k
yxB
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kk
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                                                          (2.121) 

 

şeklinde ifade edilir. Beta k   ile klasik Beta fonksiyonu arasında 

 

 ),(
1

),(
k

y

k

x
B

k
yxBk                                                    (2.122) 

 

eşitliği vardır. 

Tanım 2.34. (Üçgen Eşitsizliği) Ryx ,   için 
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yxyx

yxyx

yxyx







||

||

                                              (2.123) 

 

ve tümevarım yöntemiyle, 

 

nn xxxx ...... 11                                       (2.124) 

 

eşitsizlikleri sağlanır (Mitrinovic ve diğ., 1993). 

Tanım 2.35. (Üçgen Eşitsizliğinin İntegral Versiyonu)  baf ,,   aralığında sürekli reel 

değerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde 

 

dxxfdxxf
b

a

b

a
|)(||)(                                     (2.125) 

 

eşitsizliği geçerlidir. 

Teorem 2.3. (Ortalama Değer Teoremi)  baf ,,   aralığında sürekli ve  ),( ba   de 

diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda 

 

      
ab

afbf
cf




 )()(

)(                                               (2.126) 

 

olacak şekilde  ),( bac   vardır. 

Teorem 2.4. (İntegraller İçin Ortalama Değer Teoremi)  baf ,,  aralığında sürekli 

olsun. Bu durumda 

 

    )()(
1

cfdxxf
ab

b

a


                                            (2.127) 

 

olacak şekilde bir ),( bac  vardır. 
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Tanım 2.36. E   ölçülebilir bir küme olmak üzere f bu küme üzerinde tanımlı ve reel 

değerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda herhangi bir L sayısı için  Lxf )(  olan  Ex   

değerlerin kümesi ölçülebilirse f  fonksiyonuna ölçülebilir fonksiyon denir. 

Teorem 2.5. (Lebesque İntegralinin Varlık Teoremi) Sonlu ölçümlü  E   kümesi 

üzerinde  f   fonksiyonu sınırlı ve ölçülebilir ise Lebesque integrali vardır. 

Tanım 2.37.  (Jensen Eşitsizliği) f , ],[ ba   aralığında konveks fonksiyon  ]1,0[it   için  

i

n
i t 1   ve  ],[ baxi    için aşağdaki eşitsizlik geçerlidir. 

)(
11

ii

n
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ii

n

i

xftxtf 
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



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


                                                    (2.128) 

 

Bu eşitsizlikte özel olarak  
nntttt 1

321 ...    alınarak tekrar düzenleme yapılırsa 
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elde edilir. 

f , ],[ ba  aralığında konveks fonksiyon  ]1,0[it   için  11   i

n
i t   olduğunda  ],[ baxi    

için indüksiyonla 

 

)...( 112211 nnnn xtxtxtxtf                                                                 (2.130) 
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olduğu görülür. 
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Teorem 2.6. (İntegraller için Jensen Eşitsizliği)   Rbaf ,:   konveks fonksiyon, 

  ),0(,: bah   ve    ),0[,:  Rbau   integrallenebilir fonksiyonlar olmak 

üzere, 
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eşitsizliği geçerlidir (Jensen, 1906). 

İspat. f   fonksiyonu konveks olduğundan dolayı, bir support doğruya sahiptir. Yani  

0   için                 

 

0    )()()(  ttftf                                                (2.133) 

 

olacak şekilde bir     sabiti vardır. Burada )(tut  seçilirse ve eşitsizliğin her iki taraf  

)(th  ile çarpılır ve  ba,  aralığında t ’ye göre integral alınırsa, 
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elde edilir. Son bulunan eşitsizlikte 
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yerine yazılarak ispat tamamlanmş olur. 

Tanım 2.38. ],[1 ba   ,  ],[2 dc  ba   ,  dc    ve  

21),,(  xyxf   üzerinde tanımıl olsun. Bu durumda, 
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şeklindeki eşitliğe Dirichlet formülü denir. 

Tanım 2.39  p1   olmak üzere 
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                                   (2.137) 

 

normuna göre bir Banach uzayıdır. 

Tanım 2.40. (Abel İntegral Denklemi) 10    olmak üzere 

 

0   ,)()(
)(

1
)( 1

0



 

 xdxxf
x




                                         (2.138) 

  

ifadesine Abel İntegral Denklemi denir (Samko, Kilbas, Mariche 1993). 

Tanım 2.41. (Fubini Teoremi) ),( yxf   fonksiyonunun  dycbxa  ,   aralıklar 

üzerinde ölçülebilir olmak üzere 
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dir (Samko ve ark., 1993). 

Tanım 2.42. (Mutlak Süreklilik) RI  , RIf :   bir fonksiyon ve ),( kk yx  sonlu 

bir aralık olsun. Bu durumda, 0  için    bir  0  vardır öyleki  

 

   |)()(||| kk
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kk
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xfyfxy                                             (2.140) 

 

dır.  ],[ ba üzerinde mutlak sürekli fonksiyonların sınıfı ],[ baAC n
 ile gösterilir. 

Tanım 2.43. (Normlu Uzay) FX ,   üzerinde bir vektör uzayı olsun. X  üzerinde bir norm 

aşağıdaki özellikleri sağlayan bir 
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RX :.                                                          (2.141) 

 

fonksiyonudur. 

 Xyx , ve  F  için 

0.. i  

00.  xxii  

xxiii  |.   

yxyxiv .  

Tanım 2.44. (Hölder Eşitsizliği) ),...,,( 21 n    ve  ),...,,( 21 nbbbb    reel veya 

kompleks sayıların iki n lisi olsun. Bu takdirde 
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olmak üzere 

a. 1p   ise, 
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b. 0p   veya  0q   ise, 
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eşitsizlikleri geçerlidir (Mitrinović, 1970). 
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Tanım 2.45. (İntegraller için Hölder Eşizsizliği) 1p   ve  111 
qp

  olsun. f ve g , 

 ba,   aralığında tanımlı reel fonksiyonlar,  pf ||  ve   bag q ,,||   aralığında 

integrallenebilir fonksiyonlar ise 
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eşitsizliği geçerlidir (Mitrinović ve diğ., 1993). 

Sonuç 2.5. (Power Mean Eşitsizliği) 1q  olsun. f  ve g ,  ba,   aralığında tanımlı reel 

fonksiyonlar, || f  ve  bag p ,,||   aralığında integrallenebilir fonksiyonlar ise 
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eşitsizliği geçerlidir.  

Tanım 2.46. (Cauch Eşitsizliği)  nxxxx ,..., 21   ve  nyyyy ,..., 21   reel veya 

kompleks sayların  n lisi olsun. Bu durumda, 
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veya 
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                                                          (2.148) 

 

dir. 

Tanım 2.47. (Cauchy -Schwarz Eşitsizliği)   R,:, bagf  integrallenebilen 

fonksiyonlar ve   sabiti için 
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 batdxxgdxxf
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ilişkisi mevcut ise 
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sağlanr. Bu eşitsizliğe Cauchy -Schwarz Eşitsizliği adı verilir. 

Tanım 2.48. (Cauchy -Schwarz Bunyakovsky Eşitsizliği)   R,:, bagf   

integrallenebilen fonksiyonlar ve R  olsun. ],[ bat   
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ilişkisi mevcut ise 
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eşitsizliğine Cauchy -Schwarz Bunyakovsky Eşitsizliği denir. 

Teorem 2.7. (Simpson Eşitsizliği) ,R],[: baf ),( ba  üzerinde dördüncü mertebeden 

türevi sürekli olan bir fonksiyon ve   


|)(|sup )4(

),(

)4( xff bax olsun. Bu durumda 
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eşitsizliğine Simpson Eşitsizliği denir. 

Teorem 2.8. (Grüss Eşitsizliği) f ve  bag ,,   üzerinde integrallenebilen iki fonksiyon 

olsun R,,, LKlk  ve  bax ,   için 
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dir. Bu eşitsizliğe literatürde Grüss Eşitsizliği olarak bilinir. 

Tanım 2.48. (Chebychev İntegral Eşitsizliği)  bafff n ,,..., 21   aralığında 

integrallenebilir monoton fonksiyonlar (tümü birden ya monoton azalan ya da monoton 

artan) olmak üzere, 
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eşitsizliğine Chebychev İntegral Eşitsizliği denir. 

Tanım 2.49. (Korkine Eşitliği) f  ve ,g fonksiyonlar  ba,  üzerinde integrallenebilen 

iki fonksiyon olmak üzere 
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eşitliğine Korkine eşitliği denir. 

Tanım 2.50. (Minskovski Eşitsizliği)  p1   olmak üzere  1  ve 2   kümeleri 

üzerinde ölçülebilir ),( yxf  fonksiyonu için, 
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eşitsizliğine Minskovski eşitsizliği ya da genelleştirilmiş Minskovski eşitsizliği denir 

(Mitrinović ve diğ., 1993). 
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Tanım 2.51. (Literatürde Sık Kullanılan Bazı Ortalamalar) 

yx, iki pozitif reel sayı olmak üzere; 

)i   Genel Ortalama: 
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)ii   Aritmetik Ortalama 

 

0,,
2

),( 


 yx
yx

yxAA                                                     (2.159) 

 

)iii   Geometrik Ortalama 
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)iv   Harmonik Ortalama 
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)v   Logaritmik Ortalama 
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)vi   Genelleştirilmiş Logaritmik Ortalama 
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)vii   İdentrik Ortalama 
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)vii   Kuadratik Ortalama 
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ortalamaları vardır. 

Teorem 2.9. (AO-GO Eşitsizliği) Eğer her  ni ,...,2,1   için 0ix , 0i  
ve  
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eşitsizliği geçerlidir (Lin, 2012). 

İspat.    bir  i   için  0ix  ise ispat aşikardr. 0ix durumunda, ii xy log   seçilirse, 
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olup tetf )(   fonksiyonu  R ’de konveks olduğundan Jensen eşitsizliğini uygularsak  
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elde edilir. Özel olarak 2n , p

qp
xxa  1

1
2

1
1 ,,  ve  qyx 2 seçilirse Young 

eşitsizliği olarak bilinen 
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eşitsizliği elde edilir. 

Teorem 2.10. (Young Eşitsizliği)   R,0:  sürekli, kesin olarak artan, 0)0(   

ve ,)(lim  uu   özelliklerine sahip bir fonksiyon ve 1  olsun. R için 

 

duuduu )()(   ,)()(
00
 



                                   (2.170) 

denirse her   ,0, yx  için 

 

)()( xxxy                                                          (2.171) 

  

dır. Eşitlik sadece  )(xy   olması halinde geçerlidir. 

Tanım 2.52. (Grünwald-Letnikov (GL) Kesirli Differintegralleri) 

Differintegrasyon süreci pozitif indeks için türevleme ve negatif indeks için 

integrasyondur. 
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Böylece  n  defa tekrar edilirse, 
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Tam olmayan  n  için bunun yerine Gamma fonksiyonlar 
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şekliyle kullanlabilir. Dolayısıyla kesirli mertebeden türev, 
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olur. Negatif a  için işlem integrasyon şekline dönüşecektir. O halde 
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olacağından integrasyon için 
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yazılır. Burada  
h
ax   kısım tam sayı kısmıdır. Yani, toplam sembolünün üst sınır buradaki 

tamsayı kısmıdır. 

Tanım 2.53.   Rbaf ,:  aralığında tanımlı bir fonksiyon olmak üzere  10  a   için  
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ifadeleri sırasıyla  .a   mertebeden sağ ve sol taraflı kesirli türev denir. 

Tanım 2.54. a   bir tamsayı olmak üzere  .a  mertebeden bilinen klasik türev 
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şeklinde ifade edilir. a bir tamsayı olmaması durumda    10  a  için 
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eşitliği yazılır. Buna göre, f  fonksiyonu her sonlu ),( xa  aralığında sürekli ve 

integrallenebilir ise  ax    için reel değerli bir f fonksiyonunun .a mertebeden 

Riemann-Liouville kesirli türevleri, 
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eşitliği yazılır. Bu eşitlikler yardımıyla daha genel olan 
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şeklinde türev formülleri yazılır. 

Teorem 2.11.   Rbaf ,:   konveks fonksiyon olmak üzere, 
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eşitsizliğine Hermite-Hadamard Eşitsizliği denir. Bura da f fonksiyonunun konkav 

olması eşitsizliği tersine çevirir. Klasik Hermite-Hadamard eşitsizliği bir    Rbaf ,:   

fonksiyonunun ortalama değerinin hesabını sağlar (Dragomir ve Pearce, 2002). 
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İspat. f  fonksiyonu   ba,   üzerinde konveks olduğundan,  1,0t   için 
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eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizlikte iki tarafında  1,0  aralığında t ’ye göre integralini 
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elde edilir. Diğer taraftan f fonksiyonu  ba,  üzerinde konveks olduğundan,   1,0t   

için, 
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eşitliği sağlanır. Bu eşitsizliğin her iki tarafının  1,0  aralığında t ye göre integrali alınırsa  
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olur. Bu eşitsizliğin sağ tarafında ikinci integralde kt 1  yazarsak sol taraftaki 

eşitsizlikte 
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olur. Buradan  

 

   
2

))1((
2

1

0

bfaf
dtbttf

ba
f










 
                                      (2.194) 

 

elde ederiz. dtbttf ))1((
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0
    integralinde xbtt  )1(  yazarsak, 

 

 dxxf
ab

dtbttf
b

a 


1
))1((

1

0
                                                  (2.195) 

 

olduğu görülür ve böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 2.12. (Hermite-Hadamard-Fejer Eşitsizliği)   Rbaf ,:  konveks 

fonksiyon,   Rbag ,: ,  ba,   üzerinde integrallenebilir, negatif olmayan, 


2
ba ye göre 

simetrik bir fonksiyon olmak üzere 
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dır. 

İspat. Her   1,0t   için  f  ba,   aralığında konveks olduğundan 
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yazılabilir. (2.197) eşitsizliğinin her iki tarafıda ))1(( attbg   ile çarpılıp  1,0   

aralığında  t ’ye göre integral aldığımızda 
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bulunur. Burada attbx )1(    ve  dtabdx )(  dönüşümü yapıldığında  
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bulunur. Buradan (2.197) eşitsizliğinin sol tarafı ispatlanmış olur. Sağ tarafın ispatı için 

f konveks fonksiyon olduğundan her   1,0t  için 
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eşitsizliği yazılabilir. (1.201) eşitsizliğinin her iki tarafın da ))1(( attbg   ile çarpılıp 

 1,0  aralğnda  t ’ye göre integral alınırsa  
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yazılır. Buradan düzenleme yapılırsa  
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bulunarak (2.197) eşitsizliğin sağ tarafı ispatlanmış olur. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 2.13. (Ostrowski Eşitsizliği) 0,R),0[: IIf   da diferensiyellenebilir 
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eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizliğe Ostrowski Eşitsizliği denir. 

İspat. Kısmi integrasyon yöntemi kullanılarak 
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Peano çekirdeği yardımıyla Montgomery özdeşliği olarak bilinen 
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ifadesi elde edilir. Burada f| Mt 


|)(  kullanılırsa, 
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elde edilir. Burada 
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kullanılarak ispat tamamlanmış olur. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu bölümde kesirli Riemann-Liouville integrali ve kesirli türev operatörlerinin elde 

edilişi ve bazı özellikleri verilecektir. 

3.1. KESİRLİ RİEMANN-LİOUVİLLE İNTEGRAL VE TÜREVLERİNİN ELDE 

EDİLİŞİ 

Şimdi birçok matematikçi tarafından kullanılan Riemann-Liouville kesirli integrallerini 

formüllerini elde etmek için 
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n katlı integrali ele alınırsa (3.1) de ifade edilen integrasyonda Dirichlet formülü dikkate 

alınırsa, 
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sınır değişimi altında, 

 



58 
 

   
nn

xxxx

n

x

a

nnn
aaa

x

a

ddddf

ddddf

nn

n






























 











121

121

......)(

...)(...

231

121

                                       (3.3) 

 

şeklinde yazılır. Elde edilen (3.3) eşitliğinin sağ tarafındaki integraller iç integralden 

başlanıp dışa doğru hesaplandığında, 
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eşitlikleri yazılır. Bu eşitlikler (3.3) de yerlerine yazılırsa 
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elde edilir. Elde edilen (3.6) ifadesinde Gamma fonksiyonunun 
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özelliği kullanılırsa  
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eşitliğine ulaşılır. Bu eşitliğin sağ tarafındaki n  pozitif tamsayıdır. Gamma fonksiyonu 

tam sayılar dışında da ifade edilebildiğinden, n nin tam sayı olmaması durumunda (3.8) 

eşitliğinin sağ taraf için aşağdaki tanım ifade edilebir. 

Tanım 3.1.  baLf ,1   olmak üzere  
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integrallerine sırasıyla .  mertebeden sol ve sağ Riemann-Liouville kesirli integralleri 

denir (Samko ve ark., 1993). Burada )(   Gamma fonksiyonu, 
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Eşitliğinden 
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dönüşümü altında kısmi integrasyon metodu uygulanırsa, 
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eşitliği yazılır. Bu eşitlikte  0   alınırsa, 
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olduğu görülür. Benzer yöntemle 
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olduğuda gösterilebilir. Şimdi 2

1

)()( attf   ve 2
1a   olmak üzere aşağıdaki Riemann-

Liouville kesirli integralini göz önüne alalım. 
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Bu integral kabuller altında 

 



61 
 

axdtattxxfI
x

aa







 ,)()(
)(

1
)( 2

1
2
1

2
1

2
1

                                 (3.18) 

 

olarak yazılır. Burada )( axat   değişken değiştirmesi yapılırsa  
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şeklinde Beta fonksiyonu yardımıyla  
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eşitliği elde edilir. 

Tanım 3.2. Kesirli integralin birleşme ve değişme özelliği vardır. Bu özellikler 
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şeklindedir. Buna göre 

.1  Kesirli integralin tanımı kullanılarak, 
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yazılır. Bu eşitliğin sağ tarafında integrasyon sırası  

 

  z  t

  t  x
   z  t  x

                                           (3.24) 

 

şeklinde sınır değişimi yapıldığında 
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olur. Bu eşitliğin sağ tarafındaki iç integralde 
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dönüşümü yapıldığında 
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olur. Bu eşitlik (3.23) de yazılırsa, 
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elde edilir. Yukarı da yapılan işlemler benzer olarak, 
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eşitliğinde sınır değişimi  
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dönüşümü yapılırsa; 
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elde edilir. 

.2  Yukarıda .1 özellikteki birleşme özelliği kullanılırsa, 
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alınır. Burada )()(     özelliğinden 
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olarak bulunur. 

Tanım 3.3. ],[,1 baLf k   olsun. 0k  olmak üzere 0a   için a.  mertebeden 

Genelleştirilmiş sol ve sağ Riemann-Liouville kesirli integralleri sırasıyla 
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şeklinde tanımlanır (Katugampola, 2011). 

Tanım 3.4. n. mertebeden türevlerin  
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sonsuz dizisini göz önüne alalm. Bu dizi keyfi mertebeden difensiyel düşüncesi altında 

tekrarlanan diferansiyelin bir genelleştirilmesidir. Burada temel amaç  n

n

dx

d  sembolü ile 

gösterilen operatörün n  tamsayı değerli parametresi, tam sayı olmayan bir a  

parametresiyle yer değiştirmektir. 

Genel kesirli türevleri vermeden önce yarım türev de denen bir türev formülü elde ederek 

bir uygulama yapalım ve daha sonra daha genel kesirli türev formülleri verelim. 

Bunun için, kxxf )( şeklindeki fonksiyonu ele alalım. Burada k pozitif bir tam sayıdır. 

Ele aldığımız fonksiyonun .a  mertebeden türevini alırsak, 
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elde edilir. Yine burada  )!1()(  nn   olduğundan 
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eşitliğini yazarız. Burada a sayısını herhangi bir pozitif sayı olarak seçerek fonksiyonun 

kesirli türevlerini hesaplayabiliriz. Bu durum için  kxxf )(   fonksiyonu, 
2
1a  ve 2k  

olması durumunda  .
2
1  mertebeden kesirli türevinin ne olduğunu görelim. 
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Eşitliğinden 
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bulunur. Elde edilen bu yeni fonksiyonun tekrar yarım türevi alınırsa, 
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olduğunu görülür. Bu da iki yarım türevin bir tam türev oluşunu verir. Yukarıda 

yaptığımız uygulamaya benzer olarak  2
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8)( xxf
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   alınır ve bu fonksiyonun  2
1a  

mertebeden kesirli integralinin  
2)( xxf    olduğunu gösterelim. Yani bir fonksiyonun 

yarım türevinin yarım integralinin kendisine eşit olduğu gösterilir. Daha kolay olması 

bakımından, Riemann-Liouville integrali, 
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dir. 

Şimdi kesirli türev için daha genel bir tanım verelim. 10  a   olmak üzere, 
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Abel integral denklemini ele alalım. (3.45) ifadesinin her iki yanında x yerine t , t yerine 

s  yazarak, denklemini her iki yanını  
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alırsak; 
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Burada Dirichlet formülü olarak bilinen (İntegral sınırlarının yer değişimi) 
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şeklinde sınır değişimi formülünü uygularsak 
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olduğu görülür. (3.48) ifadesindeki iç integralde )( sxst    değişken değiştirmesi 

yapılırsa, 
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olduğu görülür. Bu eşitlik (3.48) de kullanılırsa  
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elde edilir. Buradaki son eşitliğin her iki yanının x e göre türevi alınırsa  
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elde edilir. Elde edilen (3.51) ifadesine  .a  mertebeden kesirli türev denir. Bu türeve 

Riemann-Liouville kesirli türevi de denmektedir. Bu türev formülünün genel olarak 

literatürdeki gösterimi 
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şeklindedir. 

Tanım 3.5. f  fonksiyonu her sonlu  ),( xa   aralığında sürekli ve integrallenebilir olsun. 

mamm  1,N  olmak üzere ax   için bir  f   fonksiyonunun .a  mertebeden 

Riemann-Liouville kesirli türevi  
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şeklindedir. 

Teorem 3.1.   Rbaf ,:  pozitif bir fonksiyon, ba    ve  ],[ baLf   olsun. Eğer f

],[ ba  aralığında konveks bir fonksiyon ve 0  ise kesirli integraller için  
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eşitsizliği geçerlidir. 

İspat. f ],[ ba   aralığında konveks bir fonksiyon, 2
1   ve ],[, bayx   için 
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eşitsizliğinde ,)1( bttax  tbaty  )1(   yazılırsa 
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olur. (3.56) eşitsizliğinin her iki tarafı  1t   ile çarpılıp ]1,0[   aralığında t   değişkenine 

göre integral alındığında  
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olur. Yani 
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olarak bulunur ve eşitsizliğin sol tarafı ispat edilmiş olur. Eğer ,f ]1,0[  için konveks 

bir fonksiyon ise (3.55) eşitsizliğinin sağ taraf aşağıdaki gibi kanıtlanır. f konveks 

olduğunda  

  

)()1()())1(( bftatfbttaf                                         (3.59) 

 

ve 

 

)()()1())1(( btfafttbatf                                         (3.60) 

  

yazılır. Yukarıdaki eşitsizlikleri taraf tarafa toplanıldığında  
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elde edilir. (3.61) eşitsizliğinin her iki tarafını  1t  ile çarpılıp ]1,0[  aralığında  t   

değişkenine göre integral alınırsa; 
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olur. Böylece 
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olarak bulunur. Buradan da her iki taraf 
2
 ile çarpılırsa 
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elde edilerek ispat tamamlanmış olur. 

Lemma 3.1.   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba,  aralığında diferansiyellenebilir bir 

fonksiyon olsun. Eğer ],[ baLf    ise kesirli integral için 
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 (3.65) 

 

özdeşliği vardır. 

İspat. İspat için  

 

  dtbttaftt a ))1(()1(
1

0



                                              (3.66) 



72 
 

integralini hesaplamak yeterlidir. Bunun için 
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olarak yazılır. Buradan da kısmi integrasyon yardımıyla, 
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yazılır. Burada dtbttaft ))1(()1( 11

0

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integralinde xbtta  )1( değişken 

değiştirmesi yapılırsa  
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elde edilir. Benzer şekilde  
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olarak bulunur. Buradan 
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yazılır. Bu son eşitliğin her iki tarafını 
2
ab  ile çarparsak ispat tamamlanır. 

Teorem 3.2.   Rbaf ,:  fonksiyonu  ba,  aralığında diferansiyellenebilir bir 

fonksiyon olsun. Eğer f  ,  ba,  üzerinde konveks ise  
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dır. 

İspat. Lemma 3.1.1 deki (3.65) eşitliği ve f    nin konveksliğini kullanarak, 
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şeklinde düzenlenir. İlk olarak  
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olur. Burada ut 1  değişken değiştirmesi yapılırsa 
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elde ederiz. Diğer yandan 
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olduğundan  1 ve 2   değerlerini toplanırsa 
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elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA 

Bu bölümde araştırmada elde edilen bazı bulgulara üç başlık altında yer verilir. İlk olarak 

Beta fonksiyonu içeren Hermite-Hadamard eşitsizliklerine, ikinci olarak Beta fonksiyonu 

içeren yamuk eşitsizliklerine, üçüncü olarak Beta fonksiyonu içeren orta nokta 

eşitsizliklerini içeren tanım, teorem ve ispatlar verilmiştir. Şimdi de bulgularımız için 

yararlanmış olduğumuz bazı lemma ve teoremleri aşağıdaki şekilde verelim. 

Lemma 4.1. RRIf :  ile Iba , ile ba   (
I , I nın içi) üzerinde 

diferansiyellenebilir olsun. Eğer ],[ baLf   ise bu durumda aşağıdaki eşitlik geçerlidir: 

 

   
.))1(()21(

2
)(

1

2

1

0
dtbttaft

ab
dxxf

ab

bfaf b

a









                      (4.1) 

 

Şimdi de Hermite-Hadamard eşitsizliğin sağ tarafı için bulunan ve (4.1) eşitliğinden 

yararlanılarak aşağıdaki teoremi verelim. 

Teorem 4.1. RRIf :  ile Iba , ile ba   (
I , I nın içi) üzerinde 

diferansiyellenebilir olsun. Eğer f  , ],[ ba  üzerinde konveks ise aşağıdaki eşitsizlikler 

geçerlidir: 
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Bu (4.2) eşitsizliğe literatür de trapezoid eşitsizliği adı verilir.  

Diğer yandan, Hermite-Hadamard eşitsizliğin sol tarafı için ise Kırmacı (2004) yılında 

aşağıdaki Lemmayı vermiştir. 

Lemma 4.2. RRIf : , tanımlı bir fonksiyon Iba , ile ba   (
I , I nın içi) 

üzerinde diferansiyellenebilir olsun. Eğer   baLf ,  ise, 
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eşitliği sağlanır. 

Teorem 4.2. RRIf :   tanımlı bir fonksiyon Iba , ile ba   (
I , I nın içi) 

üzerinde diferansiyellenebilir olsun. Eğer f  , ],[ ba üzerinde konveks ise aşağıdaki 

eşitsizliğin var olduğu bilinmektedir. 
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Kesirli analizin (integraller ve türevler) konusu, temelde bilim ve mühendisliğin 

görünüşte çeşitlilik gösteren ve yaygın alanlarındaki gösterişli uygulamalar nedeniyle son 

on yıl boyunca önemli bir popülerlik ve önem kazanmıştır. Kesirli integral gerçekten de 

matematiksel bilimin özel fonksiyonlarının yanı sıra bunların bir ve daha fazla değişken 

içindeki uzantıların ve genellemelerini içeren çeşitli problemler için potansiyel olarak 

faydalı birkaç araç sağlar. Bu konu hala birçok yazar tarafından kapsamlı bir şekilde 

incelenmektedir, örneğin (Akkurt, Yıldırım ve Yıldırım, 2016), (Akkurt, Kacar ve 

Yıldırım, 2015), (Kilbas, Srivastava ve Trujillo, 2006), (Gorenflo ve Mainardi, 1997), 

(Hussain ve ark., 2017), (Miller ve Ross, 1993) bakınız. Kesirli integrallerin önemli 

uygulamalarından biri Hermite-Hadamard integral eşitsizliği için referanslara (Farid, 

Rehman ve Zahra, 2016), (Iqbal, Bhatti ve Nazeer, 2015), (Sarıkaya ve ark., 2013) 

bakınız. Riemann-Liouville kesirli integrali aşağıdaki şekilde yeniden verelim: 

Tanım 4.1.  baLf ,1   olmak üzere, 0a ile 0 olmak üzere fJ
a




ve )(xfJ

b



 ile 

verilen sağ ve sol Riemann-Liouville kesirli integralleri sırasıyla  
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ve 
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şeklindedir. Burada  )(a ifadesi Gamma fonksiyonu ve                      
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78 
 

dir. 

k-Riemann-Liouville kesirli integrali ise aşağıdaki şekilde tanımlanır: 
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Buradan 
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ve 
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Bu tanımlar Mubeen ve Habibullah tarafından tanımlanmıştır. 

Kesirli integraller için Hermite-Hadamard eşitsizliğinin temel ifadelerini (Sarıkaya ve 

ark., 2013) aşağdaki gibi vermiştir. 

Teorem 4.3.   Rbaf ,:   pozitif bir fonksiyon ba    ve   ),(1 baLf  olsun. Eğer

f , ],[ ba  üzerinde konveks bir fonksiyon ise  o zaman kesirli integraller için aşağıdaki 

eşitsizlikler geçerlidir: 
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Burada 0  dır. 

Ayrıca, (Sarıkaya ve ark., 2013) Riemann-Liouville integrali için aşağıdaki Trapeozid 

tanımını vermişlerdir: 

Lemma 4.3.   Rbaf ,:  tanımlı bir fonksiyon ba  ile ),( ba  aralığında 

diferansiyellenebilir olsun. Eğer  baLf ,  ise o halde kesirli integraller için aşağıdaki 

eşitlik geçerlidir. 
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Teorem 4.4.   Rbaf ,:  tanımlı bir fonksiyon ba  ile ),( ba aralığında 

diferansiyellenebilir olsun. Eğer  f  , ],[ ba  üzerinde konveks bir fonksiyon ise o halde 

kesirli integraller için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 
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Öte yandan, (lqbal ve diğ., 2013) Hermite-Hadamard tipli Riemann-Liouville integral 

eşitsizliklerinin sol kısmı ile bağlantılı aşağıdaki sonuçları vermiştir (4.12) ve Midpoint 

tanımını kullanarak aşağıdaki ifade verilmiştir. 

Lemma 4.4.   Rbaf ,:  tanımlı bir fonksiyon ba  ile ),( ba  aralığında 

diferansiyellenebilir olsun. Eğer   baLf ,  ise Riemann-Liouville kesirli integralleri 

için aşağıdaki eşitlik geçerlidir: 
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Burada 
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dır. 

Birçok yazarın ilgisini çeken Riemann-Liouville kesirli integrallerini içeren çalışmalar ve 

bu tür integralleri kullanarak Hermite-Hadamard tipli eşitsizliklerin yeni ve ilginç 
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genelleştirmelerini (Sarıkaya ve Ertuğral, 2019), (Sarıkaya ve ark., 2013)  referanslarda 

bulunabilir. 

Bu tezin amacı Beta fonksiyonlarını içeren yeni Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikler 

oluşturmaktır. Birinci türevleri mutlak değerleri konveks olan fonksiyonlar kullanarak, 

daha önce elde edilmiş sonuçları kapsayan ünlü Hermite-Hadamard tipli ile ilişkili yeni 

yamuk ve orta nokta eşitsizlikleri elde edildi. 

4.1. BETA FONKSİYONU İÇEREN HERMİTE-HADAMARD TİPLİ 

EŞİTSİZLİKLER 

Bu bölüme, Beta fonksiyonlarını kullanılarak aşağıdaki teoremi verelim. 

Teorem 4.5. R],[: baf tanımlı konveks fonksiyonu için aşağıdaki eşitsizlikler 

geçerlidir: 

 

   

 
 

     
   

2
,

2

1
,

2
1

bfaf
nmdxxfx

ab
nm

ba
f

b

a

nm













 




                  

(4.17) 

 

Burada  nm,   beta fonksiyonu ve 
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İspat. ],1,0[t  için, ,)1( bttax  tbaty  )1(   olsun.  f   nin konveksliği 

kullanılarak 
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yazılır. Diğer bir ifade ile 
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olur.  (4.19)’in her iki tarafın da   11 1
 

nm tt   ile çarpılır ve t  1,0 , için integral alınırsa 

aşağıdaki eşitsizlik elde edilir. 
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Sonuç olarak, 
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olur ve bu da ilk eşitsizlik ispatlanmış olur. 

Diğer yandan, (4.17) eşitsizliğin diğer yarısını ispatlamak için f   konveks olduğundan,  

 ]1,0[t için, 

 

                                 bfaftbatfbttaf  )1()1(                                   (4.22)  

 

yazılır. (4.21)’nin her iki tarafı da    11 1
 

nm tt   çarpılırsa ve sonuç olarak ortaya çıkan 

eşitsizliğin  t  1,0  , üzerinde integrali alınırsa 
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olur. Böylece ikinci eşitsizlik de ispatlanmış olur. 

Uyarı 4.1. Teorem 4.5’de, ,1 mn  aldığımızda (4.17) eşitsizliği Klasik Hermite-

Hadamard eşitsizliğine dönüşür. 

Uyarı 4.2. Teorem 4.5’de, ,,1  nm  (veya  1,  nm   ) o zaman (4.17) eşitsizliği 

Teorem 4.3’de ki (4.12) eşitsizliğine dönüşür. 

Uyarı 4.3. Teorem 4.5’de, ,,1
k

nm   (veya  1,  nm
k
  ) o zaman (4.17) eşitsizliği 

 

               
 

 

   
2

)()(
2 ,

,

bfaf
afJbfJ

ab

kba
f

kb

k

kak








 












 









                      (4.24)  

 

 şekline dönüşür. 

4.2. BETA FONKSİYONUNU İÇEREN YAMUK EŞİTSİZLİKLERİ 

Bu bölümde, bize yardımcı olmak için kullanacağımız aşağıdaki lemma ile başlayalım. 

Bu lemma kullanılarak yamuk eşitsizlikler için önemli sonuçlar verilecektir. 

Lemma 4.5.   Rbaf ,:   tanımlı bir fonksiyon ve f ),( ba   de diferansiyellenebilir 

olsun. Eğer   baLf ,  ise, o halde aşağıdaki eşitlik geçerlidir: 
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Burada  nmt ,   tam olmayan Beta fonksiyonu: 
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İspat. Burada, kısmi integrasyon yardımıyla aşağıdaki ifadeyi yazabiliriz: 
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Benzer şekilde 
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1F  i 2F den çıkarılır ve   
2

ab   ile çarpılırsa, (4.25)’in ispatı elde edilir. 

Uyarı 4.4. Teorem 4.5’de, ,1 nm  için (4.25) özdeşliği (4.1)’e dönüşür. 

Uyarı 4.5. Teorem 4.5’de, ,,1  nm  (veya  1,  nm   ) seçilirse (4.25) özdeşliği 

(4.13)’e dönüşür. 
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Uyarı 4.6. Teorem 4.5’de, ,,1
k

nm   (veya  1,  nm
k
  ) seçilirse, o zaman (4.25) 

özdeşliği 
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şeklinde yazılır. 

Uyarı 4.7. Lemma 4.5’de değişken değişimi ile, (4.25) özdeşliği 
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şeklinde yazılır. Şimdi, birinci türevi mutlak değerleri konveks olan fonksiyonlar için 

Hermite-Hadamard tipli eşitsizliğin sağ tarafının bazı tahminleri aşağıdaki gibi 

genişletebiliriz. 

Teorem 4.6.   Rbaf ,:   tanımlı bir fonksiyon ve ba   ile ),( ba  aralığında 

diferansiyellenebilir olsun.  Eğer  f   fonksiyonu ],[ ba  da konveks ise o zaman 

aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 

 
   

 
   

 
   

     .,,
2

2

1

2
,

1

2

1

0

1

dtnmnm
bfaf

ab

dxxfx
ab

bfaf
nm

tt

b

a

nm

















 
















                          (4.31) 

 

İspat. Lemma 4.5 den ve  f  , nin konveksliğinden 
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bulunur. Bu şekilde ispat tamamlanmış olur. 

Uyarı 4.8. Teorem 4.6’da, ,1 mn   için  (4.31) eşitsizliği (4.2)’ye dönüşür. 

Uyarı 4.9. Teorem 4.6’da, ,,1  nm  (veya  1,  nm   ) seçilirse (4.31) eşitsizliği 

(4.14)’e dönüşür. 

Uyarı 4.10. Teorem 4.6’da, ,,1
k

nm   (veya  1,  nm
k
  ) seçilirse o zaman (4.31) 

eşitsizliği 
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şeklinde yazılır. 

Teorem 4.7.   Rbaf ,:  tanımlı bir fonksiyon ve ba   ile ),( ba  aralığında 

diferansiyellenebilir olsun.  Eğer  
q

f   fonksiyonu  ],[ ba   aralığında konveks ise o zaman 

aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir: 
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Burada 1q  ve  1
11


qp
  dır. 

İspat. Hölder eşitsizliği ve  
q

f    fonksiyonunun konveksliğinden, aşağıdaki ifade yazılır: 
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olur. Böylece (4.34)’in ispatı tamamlanır. 

Uyarı 4.11. Teorem 4.7’de, ,1 nm   alınırsa (4.34) eşitsizliği referans (Dragomir ve 

Agarwal, 1998) deki eşitsizliğine dönüşür. 

Uyarı 4.12. Teorem 4.7’de, ,,1  nm  (veya  1,  nm   ), alınırsa (4.34) eşitsizliği 

referans (Sarıkaya ve ark., 2013) deki eşitsizliğine dönüşür. 

Uyarı 4.13. Teorem 4.7’de ,,1
k

nm   (veya  1,  nm
k
  ) seçilirse o zaman (4.34) 

eşitsizliği 
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şeklinde yazılır. Burada  1,0,111 
kqp
   dir. 

4.3. BETA FONKSİYONUNU İÇEREN ORTA NOKTA EŞİTSİZLİKLERİ 

Orta nokta tipli eşitsizliklerin sonuçlarını elde etmek için aşağıdaki lemmanın verilmesi 

gerekir. 

Lemma 4.6.   Rbaf ,:   tanımlı bir fonksiyon ve ba   ile ),( ba  de 

diferansiyellenebilir olsun. Eğer  baLf ,  ise o zaman aşağdaki eşitlik geçerlidir: 
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dır. 

İspat. (4.34)’ün ispatı için, kısmi integrasyon uygulanırsa 
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yazılır. Böylece, yukarıdaki ifadelerle istenilen (4.37) eşitliği elde edilir. 

Uyarı 4.14. Lemma 4.6’da, ,1 nm için (4.37) eşitliği (4.3) özdeşliğine dönüşür. 

Uyarı 4.15. Lemma 4.6’da, ,,1  nm  (veya  1,  nm   ) alındığında (4.37) eşitliği 

(4.15)’e dönüşür. 

Uyarı 4.16. Lemma 4.6’da, ,,1
k

nm   (veya  1,  nm
k
  ) alındığında (4.37) eşitliği 

referans (Farid ve diğ., 2016) daki özdeşliğe dönüşür.  
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Uyarı 4.17. Lemma 4.6’da değişken değişimi ile (4.37) özdeşliği  
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şeklinde yazılır. 

Sonuç olarak, ilk türevi mutlak değerleri konveks olan fonksiyonlar için Hermite-

adamard tipli eşitsizliğin sol tarafının bazı tahminlerini aşağıdaki gibi ifade verebiliriz. 

Teorem 4.8.   Rbaf ,:   tanımlı bir fonksiyon ve  ba   ile ),( ba  da 

diferansiyellenebilir olsun.  Eğer  f   fonksiyonu ],[ ba   de konveks ise bu durumda 

aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir. 
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İspat. (4.43) eşitliği ve  f  ’nin konveksliğini kullanarak: 
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elde edilir. İntegrallerdeki değişken değişimi yapılırsa, 
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bulunur. Böylece (4.45) içine (4.46)’yı yazarak, gerekli eşitsizliği elde ederiz.  

Uyarı 4.18. Teorem 4.8’de, ,1 nm   alınırsa (4.44) eşitsizliği (4.4) eşitsizliğine 

dönüşür. 

Uyarı 4.19. Teorem 4.8’de, ,,1  nm   (veya  1,  nm   )  alındığında o zaman 

(4.44) eşitsizliği referans (Iqbal ve ark., 2015) deki eşitsizliğine dönüşür. 

Uyarı 4.20. Teorem 4.8’de, ,,1
k

nm   (veya  1,  nm
k
  ) alındığında o zaman 

(4.44) eşitsizliği referans (Farid ve diğ., 2016) da ki eşitsizliğine dönüşür. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Bu tezde ilk olarak beta fonksiyonu yardımıyla konveks fonksiyonlar için Hermite-

Hadamard tipli eşitsizlik elde edilerek buna bağlı olarak literatür de önemli bir yere sahip 

Trapozoid ve Midpoint tipli eşitsizlikler elde edildi. Elde edilen tüm sonuçlarımız daha 

önce elde edilmiş sonuçların bir genellemesi olduğu kolayca görülmektedir. Benzer 

olarak farklı türden konveks fonksiyonlar kullanılarak da elde ettiğimiz türden yeni 

sonuçlar elde edilebilecektir. Bu sonuçların birçok okuyucunun ilgisini çekeceğini 

düşünüyoruz. 
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