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OZET

(p, q)-FIBONACCI KUATERNIYON VE OKTONYON POLINOMLARI
UZERINE

AYHAN PORSUK
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Dog. Dr. Arzu OZKOC OZTURK
Haziran 2021, 34 sayfa

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde giris kismina yer verilmistir. Ikinci
boliimde, oOnbilgiler ve diger boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler
verilmistir. Ugiincii béliimde, (p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas kuaterniyon polinomlari
tanimlanmis, bu polinomlar ile ilgili Binet formiilii, Catalan 6zdesligi, Cassini 6zdesligi,
binom toplam formiilleri ve iirete¢ fonksiyonu ile ilgili yeni d6zdeslikler elde edilmistir.
Dordiincti boliimde ise, (p,q)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas oktonyon polinomlari
tamimlanip, (p, q)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas kuaterniyon polinomlar: ile ilgili elde
edilen benzer sonuglar (p, q)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas oktonyon polinomlar1 i¢inde
bulunmustur. Son béliimde bu tez i¢in sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar sozciikler: Binet formiilii, Kuaterniyonlar, Oktonyonlar, (p,q)-Fibonacci
Kuaterniyon polinomlar1, (p, g)-Fibonacci oktonyon polinomlari.

viii



ABSTRACT

ON THE (p, q)-FIBONACCI QUATERNION AND OCTONION
POLYNOMIALS

AYHAN PORSUK
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master’s Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Arzu OZKOC OZTURK
June 2021, 34 pages

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In
the second chapter, we have given preliminaries and some basic definitions and
theorems which will be used in the next sections. In the third chapter, (p, q)-Fibonacci
and (p, q)-Lucas quaternion polynomials are defined and Binet formula, Catalan
identity, Cassini identity, binomial summation formula and new identities
corresponding generating function are derived. In the fourth chapter, (p, q)-Fibonacci
and (p, q)-Lucas octonion polynomials are defined and some results which are similar
to the (p, g)-Fibonacci and (p, g)-Lucas quaternion polynomials are computed. In the
last chapter, we give the corollaries and suggestions of this thesis.

Keywords: Binet formula, Octonions, Quaternions, (p, q)-Fibonacci quaternion
polynomials, (p, g)-Fibonacci octonion polynomials.



1. GIRIS

Bir¢ok matematik¢inin dikkatini ¢eken ve {izerine pek ¢ok calisma yapilan Fibonacci
sayilar;, on Tgiincli ylizyilda Liber Abaci adli kitapta Fibonacci tarafindan
tanimlanmistir. Temeli bir ¢ift tavsanin her ay yeni bir ¢ift tavsan dogurmasi ve yeni
dogan ¢iftin erginlesmesi bir ay siirerse yiiz ay sonunda kag tane tavsan olur sorusuna

dayanmaktadir [1].

Sonrasinda, De Moivee ve Jacques-Philippe-Marie Binet Fibonacci sayilarmimn

indirgeme bagmtisini kullanarak Binet formiillerini hesaplamiglardir [2]-[4].

Kuaterniyonlar, Sir William Hamilton tarafindan kesfedilmistir. Genellikle karmagik
sayilara benzerdir ve ti¢ boyutlu matematiksel bir yap1 olusturmak i¢in ortaya ¢ikmustir.
Carpma ve bolme sorunlarini, dérdiincii bir boyut ekleyerek ¢ozmiislerdir. Kuantum
fizigi, mekanik kuram, 3-boyutlu uzayda donme hareketleri ve uzay kinematigi gibi bir

cok farkl alanda uygulamasi bulunmaktadir [5]-[7].

Ik olarak Horadam [8] de, Fibonacci sayilarini ve kuaterniyonlar1 birlikte ele alarak
Fibonacci kuaterniyonlarini tanimlamistir. lyer, Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari
arasinda bazi o6nemli iliskiler elde etmistir [9], [10]. h(x)-Fibonacci kuaterniyon

polinomlar1 Catarino tarafindan [11] de tanimlanmustir.

Bolat ve Ipek [12] de ise Pell ve Pell-Lucas kuaterniyonlarini tanitip, bazi temel

ozelliklerini elde etmislerdir.

Pell kuaterniyonlar1 ve Pell oktonyonlari, Szynol-Liana ve Wloch tarafindan

tamimlanmis ve ¢alisilmustir [13].

Akyigit ve arkadaglar1 [14] de, farkli kuaterniyon birimlerini ele alarak Fibonacci
genellestirilmis  kuaterniyonlarini1  incelemis, ayrica [15] de split Fibonacci

kuaterniyonlarini tanimlams ve ¢esitli 6zelliklerini elde etmislerdir.

Son olarak h(x)-Fibonacci oktonyon polinomlari, Nalli ve Haukkanen tarafindan [16]
makalesinde tanimlanmistir. Bu polinom g¢esidi, k-Fibonacci oktonyon sayilarinin

genellestirilmig halidir.



Yukarida siralanan tiim ¢aligmalar g6z Oniinde bulundurularak, bu calismada (p,q)-

Fibonacci ve (p,q)-Lucas kuaterniyon polinomlari tanimlanmig, bu polinom ile ilgili

onemli formiiller elde edilmistir. Son olarak (p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas oktonyon
polinomlar1 tanimlanmistir. Bu polinomlar ile ilgili Binet formiilii, Catalan 6zdesligi,
Cassini 6zdesligi, Binom toplam formiilii ve iireteg¢ fonksiyonu ile ilgili yeni 6zdeslikler

elde edilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tezin bu bolimiinde, diger boliimlerde kullanilacak bazi tanim ve kavramlara yer

verilecektir.

2.1. FIBONACCI VE LUCAS TAM SAYI DIZILERi

Tam say1 dizileri, ilk olarak meshur bir tam say1 dizisi olan Fibonacci tam say1 dizisi ile
ortaya ¢ikmustir. Diziye adm1 veren Italyan matematik¢i Leonardo Fibonacci (1170 —
1250), matematigi Araplardan alip Avrupa’ya tanitan kisi olup orta ¢agin en yetenekli
matematikcilerinden biridir. Fibonacci ‘Liber Abaci’ isimli kitabinda kapali bir
ortamdaki bir tavsan ailesinin artigin1 su problemle aktarmistir: Biri erkek biri disi bir
cift tavsanimiz var, bir aylikken ¢ok geng¢ olduklarindan lireyemiyorlar, ama ikinci ayin
sonunda erginlesip liremeye bashyorlar. Her ay ergen her ¢iftin biri erkek biri disi
olmak tizere yeni bir ¢ift iirettigini ve hi¢ 6lmedikleri varsayilsin. Tavsanlar bu sekilde
iremeye devam ederlerse bir yilin sonunda kag¢ ¢ift tavsaniniz olur? Sorunun
genellestirilmis hali, n ay sonra kag ¢ift tavsaniniz olur? Birinci ay 1 ¢ift, ikinci ay
ireyemediklerinden yine 1 ¢ift ve tiglincii ay 2 ¢ift ve bu sekilde devam edilirse; her
ayda kag ¢ift tavsan oldugunu hesaplamak, ayn1 zamanda 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,
55, 89, 144, ... dizisini hesaplamaktir. Burada ii¢iincii terimden itibaren her sayi
kendinden 6nceki iki saymin toplamina esittir. F_, n. aydaki ¢ift sayis1 ve F, (n +1).

n+l?
aydaki c¢ift sayis1 olmak iizere, (n +2). aydaki c¢ift sayis1 F,, =F, ., —F, seklindedir
[1].

Buna gore, Fibonacci dizisi, ilk iki terimi haricinde diger tiim terimleri arasinda

kendisinden hemen Once gelen ilk iki terimin toplam olarak ifade edilebilen, baglangi¢

degerleri F, =0, F, =1 olanve n>2 i¢in
F.=F.+F. (2.1)

indirgeme bagntisi ile tanimlanan dizidir. Dizinin terimleri arasinda birgok cebirsel

bagnt1 bulunmaktadir, bunlardan bazilar1 asagidaki gibidir:



F2n = 3F2n—2 - F2n—4 (2-2)

I:n2 + I:r1+2k+12 = I:2k+1|:2n+2k (23)
2<Fn4 + Fn-*—l4 + Fn+24): (Fn2 + I:n+12 + I:n+22)2 (24)
I:n I:n+32 B I:n+23 = (_ 1)"+1 I:n+l (25)
I:n+22 B I:n+12 = I:n I:n+3' (26)
Ayrica bu dizinin ardisik iki teriminin oranmin limiti altn orandir, yani

. F

jim "2 1595 3 6180330867 . 2.7)
n—o Fn 2
dir.

Fibonacci say1 dizisinden bagka bir diger 6nemli tam say1 dizisi de Lucas tam say1

dizisidir. Bu dizinin baglangig terimleri L, =2, L, =1 olup, genel terimi n> 2 i¢in
L.=L.,+L, (2.8)
seklinde tanimlidir.

Bu iki tam sayi1 dizisinden bagka 6nemli iki tam say1 dizisi Pell ve Pell-Lucas tam say1

dizileridir. Bu iki tam say1 dizisinin baglangi¢ terimleri P, =0, P, =1 ve Q,=Q, =2

olup genel terimleri

P,=2P,+P, (2.9)
ve

Qn=2Q,,+Q,, (2.10)
dir.

Yukarida ele alan tiim tam say1 dizileri, p ve q, p®—4q> 0 sartim1 saglayan iki tam
say1 olmak iizere baslangi¢ degerleri U, =0, U, =1, V, =2, V, = p ve genel terimleri

n>2 icin

Un :Un(p’q): pUn—l_qUn—Z (211)



ve

V, =V.(p,q)=pV,, -V, (2.12)
olarak tanimlanan U, ve V, tam say1 dizilerinin 6zel halleridir. Gergekten de
U,=U,L-1)=F, U,=U,(2-1)=P, (2.13)
V.=V ([1L-1)=L,,V, =V, (2-1)=0Q, (2.14)
dir. Bu tam say1 dizilerinin karakteristik denklemi

x> —px+q=0 (2.15)

olup bu denklemin kokleri

2 _ 2
_P+yp"-4q _P=+p -4q (2.16)

dir (p®—4q #Oalinmasmin sebebi, denklemin farkli iki kokiiniin olmasi istendigi
icindir).

Bu diziler i¢cin Binet (Jacques Phillipe Marie Binet, 1786-1856) formiilleri

U =% P ev comspr (2.17)
a_

dir [17].

Karakteristik denklemin koklerinin n. kuvvetlerinin toplami1 ve farki sirasiyla

a"+ B" =U,[p? —4q +(p—1/p2—4q)n21’” (2.18)
a" - B =U,\p? —4q (2.19)

dir. Bu iki tam say1 dizisi arasinda bir¢ok cebirsel bagmti1 olup bunlardan bazilar1

U, =U,V, (2.20)
V,, =V,* -2q" (2.21)
Uy, =U, .2 =q")=U, ((p? - 4q)u,” +3q") (2.22)
v, =V, v, -37) (229



V.2 —(p? —4q),? = 4q" (2.24)

dir [1].

2.2. BAZI ONEMLI CEBIRSEL OZDESLIKLER

Fibonacci ve Lucas tam sayi dizileri ile ilgili birgok 6zdeslik mevcuttur. Bunlardan
bazilarmm isimleri 06zdesligi bulan matematik¢inin adi ile anilmaktadwr. Bu
Ozdesliklerden en ¢ok bilinenleri Cassini, Catalan ve d’Ocagne Ozdeslikleri olarak

sayilabilir.

Tammm 2.1. F_, n. dereceden Fibonacci sayisini1 gostermek iizere n >1 igin

FyoF = (1) 229

n+l " ''n
seklinde tanimlanan esitlige, Cassini 6zdesligi denir [1].

Tammm 2.2. F, n. dereceden Fibonacci sayisi, K bir pozitif tamsay1 ve n > k olmak

uzere

F _F F2=(-1)""F? (2.26)

ntk ~ ''n

ile tanimlanan esitlige, Catalan 6zdesligi denir.

Tanimlardan da goriildiigi tizere Catalan 6zdesligi Cassini 6zdesliginin genellestirilmis
halidir [1].

Tamm 2.3. F_, n. dereceden Fibonacci sayisi n ve m birer tamsay1 olmak {izere, m>n
icin

Fm I:n+1 -F (_ 1)” I:m—n

(2.27)

ntma =
seklinde tanimli 6zdeslige, d’Ocagne 6zdesligi denir [1].

Ayrica Cassini, Catalan ve d’Ocagne 6zdesliginden farkli olarak, hem Fibonacci dizisi

hem de Lucas dizisi ile ilgili birgok 6zdeslikler bulunmaktadir.

2.3. KUATERNIYONLAR VE OKTONYONLAR

Bolme cebiri, sifirdan farkli her elemanin ¢carpmaya gore tersinin oldugu bir halkadir.



Fakat bu carpma islemi degismeli olmak zorunda degildir. Buradan her cismin bir
bolme cebiri olacagi agikca goriilebilir. Daha acik olarak, bir S bdlme cebiri + ve *

ile gosterilen ve asagidaki 6zellikleri saglayan ikili isleme sahip bir halkadir:
1. Her a,b,ceS icin (a.+b)+c=a+(b+c) dir.
2. Her a,beS icin a+b=b+a dir.
3. Her aeS i¢in a+0=0+a=a olacak sekilde bir 0 € S vardir.
4. Her ae$ igin a+(-a)=0=(-a)+a olacak sekilde bir —aeS vardir.
5. Her a,b,ceS igin (a.*b)*c=ax*(b+*c) dir.
6. Her aeS i¢in a*1=1*a=a olacak sekilde 1 S vardir.

7. Sifirdan farkh her aeS igina*a ' =1=a'*a olacak sekilde bir a™ €S

vardrr.

8. Her abceS icin a*(b+c)=(a*b)+(axc) ve (b+c)xa=(b*a)+(c*a)

ozellikleri saglanir [18].

Tanmm 2.4. q,,0,,0,,d; €R olmak iizere q kuaterniyonu

q=q, + qli + qzj + qsk (2-28)

ile tanimlanir. Burada 1, i, j, k bazlar olmak {izere

i2 32 1,2 _

Iij:li—_—kji - (2:29)
jk =i =—kj,

ki=j=-ik (2:30)

kosullarmi saglayan temel kuaterniyon birimleridir.

Kuaterniyon cebiri H sembolii ile gosterilir ve reel sayilar iizerinde dort boyutlu
birlesmeli ve degismeli olmayan normlu bir bolme cebiridir. n. dereceden Fibonacci ve

n. dereceden Lucas kuaterniyonlar: sirasiyla

Qn = I:n + I:nJrli + I:n+2j + Fn+3k (231)



ve

K,=L +L i+l ,j+L,.k (2.32)

n+1

seklinde tanimlanir. Burada F, ve L, swasiyla n. dereceden Fibonacci ve Lucas
sayilaridir [19].

Tamm 2.5. Clifford cebirindeki oktonyonlar O, kuaterniyonlardan farkli olarak reel
sayllar iizerinde tamimli 8-boyutlu birer normlu bdlme cebiridir. o, € R

(1=0,1,---,7) olmak iizere,

a=> age, (2.33)

oktonyonu yukaridaki sekilde tanimli, e,, €,,---,e; Ve e, ile gosterilen sekiz tane baz

elemani tarafindan iretilen, degismeli olmayan ve birlesme 6zelligini saglamayan 8-

boyutlu bir cebirdir (fakat birlesme 6zelliginin daha zayif bir formunu saglar) [20].

e

1 1 e e e € € € ¢
e e, -1 e -—-e, € -—-e -—-6€ §&
e, e, —¢ -1 e e e - -—&
e, e, e - -1 e - e -¢g,
e, e, -6 -—-¢e - -1 e e &g
e, e € —-¢ € - -1 -e &
6, e € e -6 -e € -1 -g
e, e, -6 € e -e -—-e ¢ -1

Sekil 2.1. Oktonyon Carpim Tablosu.

Tammm 2.6. n>0 i¢in F,, n. dereceden klasik Fibonacci sayilart olmak iizere

0 -YF e. (2:34)

7
n =
s=0

rekiirans bagmtis1 Fibonacci oktonyon sayilarini temsil eder [21].



2.4. BAZI OZEL TANIMLI POLINOM SINIFLARI

Fibonacci benzeri yineleme bagntilar1 yardimiyla tanimlanan polinomlara Fibonacci

polinomlar1 denir. Reel katsayili p(x) ve q(x) polinomlar olmak tizere, (p,q)-
Fibonacci polinomlar1 igin rekiirans bagmtisy, F, ., =0, F, ;=1 baslangic

degerleriyle
I:p,q,m—l = p(X) I:p,q,n +q(X)Fp,q,n—1 (235)

seklinde tanimlanir. Ayrica reel katsayili p(x) ve q(x) polinomlar olmak tizere, (p,q) -
Lucas polinomlart i¢in rekiirans bagintis;, L, ,=2, L, ,; = p(x) baslangig

degerleriyle
I—p,q,n+l = p(X) I—p,q,n +q(X)Lp,q,n—l (236)

bi¢iminde tanimlanir.
a® - p()a—q(x)=0 (2.37)
karakteristik denkleminin kokleri

p(X)+y p2 () +4q(x) p(x)—y P (x)+4q(x)
ou(X)="—"""75—"— e (2.38)

ve a,(X)=

dir. (p,q) -Fibonacci polinomu ve (p,q) -Lucas polinomu i¢in Binet formiilleri ise
sirastyla
_ o (X) —a;(X)

o, (X) —a,(X) (2.39)
I‘p,q,n (X) = aln (X) + a; (X)

Foan(X)

seklindedir. Ayrica karakteristik denklemin kokleri ile alakali bazi esitlikler asagidaki
gibidir:

a, (X) + @, (X) = p(x)

oy (X) = e, (X) = p*(X) + 40(x)

a, (X).a, (X) = —a(X) (2.40)
o (X)  —af (%)
a,(x)  q(x)
a,(X)  —aj(x)
o, (x)  a(x)



[21].

Dikkat edilirse, burada (p,q)-Fibonacci kuaterniyon polinomlari, h(X) -Fibonacci

kuaterniyon polinomlarmin genellestirilmis halidir.

10



3. (p,q) —FIBONACCI KUATERNIYON POLINOMLARI

Bu bolimde, (p,q) — Fibonacci kuaterniyon polinomlar1 tanimlanmig ve bu yeni
kuaterniyon polinomunun ¢esitli 6zellikleri incelenmistir. Bu 6zellikler arasinda Binet
formiili, iirete¢ fonksiyonu, Catalan 6zdesligi, Cassini 6zdesligi, Binom formiilleri ve

ilk n-terim toplami1 formiilleri sayilabilir [22].

3.1. (p,q) -FIBONACCI KUATERNIYON POLINOMLARI UZERINE

h(x) -Fibonacci kuaterniyon polinomlar1

3

Qh,n (X) = Z Fh,n+| (X)e| (3.1)

1=1

seklinde tanimlanir. Burada F,  (X) n.dereceden, h(x) -Fibonacci polinomudur [20].

Asagida tanitilacak olan (p,q) — Fibonacci kuaterniyon polinomu ve (p,q) — Lucas

kuaterniyon polinomlart literatiire ilk kez kazandirilmustir.
(p, q) — Fibonacci kuaterniyon polinomu QF, , ,, (x) ile gdsterilmek tizere
QFp qn(x) = Ei=o Fpqn+r (X)ex (3.2)

esitligi ile tanimlanir. Burada F), 4,4 (x), n. mertebeden (p, q) — Fibonacci

polinomudur. Bu kuaterniyon dizisinin baslangi¢ degerleri

QFp,q0(x) = Ximo Fpqx(X)ex = e1 + p(x)e; + (*(x) + q(x))es (3.3)
ve
QFpga(®) = Eizo Fpga+r(¥)ex (3.4)

=eo +p()es + (P?(x) + q(0)ez + (P°(x) + 2p(x)q(x))es
dir. Ayrica QF, ;,(x) kuaterniyon dizisinin rekiirans bagintisi
QFp,q,n+1(x) = Zl%:o Fp,q,n+k+l(x)ek
= Zl%:o(p(x)Fp,q,n+k(x) + q(x)Fp,q,n—1+k(x))ek
= p(x) =0 Fp.gn+r(ex + q(x) o Fpgn-1+x(X)ex (3.5)
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oldugundan

QFpgn+1(%) = p(X)QEy,qn (%) + q(x)QFp,gn-1(x) (3.6)
bi¢iminde yazilir.

(p, @) — Lucas kuaterniyon polinomlari ise

QLp,gn(®) = Eizo Lp,gn+r(X)ep (3.7)

ile tanimlidir. Burada da Ly, 4,4k, N. mertebeden (p, q) — Lucas polinomu olup, n = 1

icin rekiirans bagintisi

QLP,q,n+1(x) = p(x)QLp,q,n(x) + Q(X)QLp,q,n—l(x) (3.8)

dir. Ayrica bu dizinin baslangic degerleri

QLpg0(x) = Xi=o Lpqr(X)ex (3.9
ve
QLpg1 (%) = Xi=o Lpg1+x(¥)ex (3.10)
dir.

3.2. (p,q) -FIBONACCi KUATERNIYON POLINOMLARI iCIN SONUCLAR

Asagidaki teoremlerde (p,q) —Fibonacci and (p,q) —Lucas kuaterniyon polinomlar1
icin trete¢ fonksiyonlar olusturulmustur. Ardindan gelen Sonu¢ ve Lemma da ise

olusturulan bu iirete¢ fonksiyonlar tekrarda farkli formda ele alimaistir

Teorem 3.1. (p, q) —Fibonacci and (p, q) —Lucas kuaterniyon polinomlari sirasiyla

QF, gn(x) ve QL,,,(x) olmak iizere, iireteg fonksiyonlar

QFp,q,0 (x)+(QFp,q,1(x) —-p (x)QFp,q,O ()t

Gor(t) = Py (3.11)
ve

__QLpgo (x)+(QLp,q,1(x) —-p (x)QLp,q,O ()t
gor(t) = P y—— (3.12)
dir.

Ispat. Jor (t) iireteg fonksiyonu, QF, ;4 ,(x) Kuaterniyon polinomu igin
?f:o QFp,q,n(x)tn = QFp,q,o(x) + QFp,q,l (x)t + QFp,q,Z (x)tz + -t QFp,q,n(x)tn +

12



serisi ile gosterilir.

—p(X)tgor(t), —q(x)t?gor(t) — Ve gor(t) nin seri agilimlari

Gor(®) = D QFy ()" = QFyq0() + QFy g1 (V)L + QF, (12
n=0

+ oot QFy g (X)E" 4 - (3.13)
—p()tgor(t) = —P(X)QFpq0(X)t = P(X)QFpq1(X)t? — D(X)QFp q2(X)E>
— = PO Qg n (O™ — - (3.14)
—q()t?gor(t) = —q(X)QFp,q0()t? — q(X)QFp,q1(X)t> — q(X)QFp g2 ()t
— = q(O)QF, g n (O™ — - (3.15)

oldugundan gy (t) — gor ()P (x)t — gor (t)q(x)t? agihimi elde edilir.
Gor@® A = p()t — q(0)t2) = QFy40(x) + QFy41()t — p(x)QF, 40(X)t
+(QFypg2(x) = P(X)QFp .1 (x) — q(X)QFy 40 (x))t?

+(QFpg5(0) = POOQFy 2 () = GGOQFp 1 (1)) €3
+-+ (QFp,q,n(x) - p(x)QFp,q,n—l(x)
_Q(X)QFp,q,n—Z CNt™+...

= QFpq0(X) + [QFpq,1(%) = P(X)QFp,q,0(X)]t. (3.16)

Bu yiizden kuaterniyon dizisinin iirete¢ fonksiyonu

QFp,q,0 (x)+(QFp,q,1(x) -p (x)QFp,q,O Nt
1-p(x)t—q(x)t? (3-17)

Jor(t) =
olarak elde edilir.
Diger polinom i¢in de iirete¢ fonksiyon benzer sekilde ispatlanabilir.

Sonug 3.2. (p, q) — Fibonacci ve (p, q) — Lucas kuaterniyon polinomlari sirasiyla

QF, gn(x) ve QL ,(x) olmak lizere bu polinomlarin lirete¢ fonksiyonlari

Gor () = el+p(x)ez+p2(x)esfjrga(c;;?::réig:lz(x)ez+p(x)q(x)es)t (3.18)
ve

{ 2e0+p ()€1 +[p? (1) +2q (1) ]ez +[p® (1) -3p(¥)q(x) ] es }
Gor(®) = +HP@eot2q(erta(I3p()-1lez+a([p? () +2a(0]es)t) (3.19)

1-p(x)t—q(x)t?

13



dir.

Lemma 3.3. Teorem 3.1 de verilen iirete¢ fonksiyonu i¢in sirastyla

QFp,q,l(x)_az (x)QFp,q,O(x)
_ 1 1-aq(x)t
9or ) = aq (x)—ay(x) {_ QFp,q,l(x)_al(x)QFp,q,O(x)} (320)
1-ay(x)t
ve
QLp,q,l(x)_az (x)QLp,q,O(x)
_ 1 1-aq(x)t
9oL )= aq () —ay(x) {_ QLp,q,l(x)_al(x)QLp,q,O(x)} (3'21)
1-ay(x)t

esitlikleri dogrulanir.

Ispat. Teorem 3.1 de verilen gqr(t) ifadesi ve (2.3) esitlikleri kullanilarak

QFp,q,O (X) + [QFp,q,l(X) - p(X)QFp,q,O (X)]t _ QFp,q,O (X) ity [QFp,q,l(X) - p(X)QFp,q,O (X)]t
1 - p(x)t — q(x)t? (1 -a: () - a2(x)t)
( QFpg,0(X) + [QFp .1 (X) — (@1(X) + @2(X))QF p g0 (X)]t ) y (al(X) —az(X) )
(1 - a1 0O - a2(X)t) a1(X) —az(x)

a1 (X)QF p,q,0(X) + a1 (X)QF p 0.1 ()t — ad (X)QF p q.0 ()t
—a1(X)a2 (X)QFp .0 ()t — a2 (X)QFpq,0(X) — 2 (X)QF p,q,1 (X)t
01 ()2 (X)QF p .0 (X)t + a5 (X)QF p .0 00t + QF p g1 (X) = QF p .1 (X)
(a1(X) —a2(x))(1 — a1 ))(L — a2 (X)t)
QFp.q1 ()L = a2()) + a2(X)QFp g0 (X) (=1 + a2 (X)t)
+QFpq1 )1+ a1 (X)) + a1 (X)QFp q0()(1 — a1 (X)t)
(a1(X) —a2(x))(1 — a1 ())(L — a2(x)t)

{ (1 - 22 ()1 (QFpig (X) — 22 ()QF p.g0 (X)) }

~(1- a1 ()D(QFpg,1(X) — a1 (X)QF p,q0(X))
(a1 (x) — o2 (x))(1 = a1 )DL - a2 (X)t)

_ 1 |: QFp,q,l (x) - aZ(X)QFp,q,O (x) _ QFp,q,l(X) - al(X)QFp,q,O (x) :|
ar(X) —az(x) 1-a1 (Xt 1-a(X)t

bulunur.

Ispat (p, ) — Lucas kuaterniyon polinomu i¢in de benzer sekilde ispatlanir.
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Lemma 3.4. (p, q) — Fibonacci and (p, q) —Lucas polinomlari sirasiyla F, 5 , (x) ve

L, 4 (x) olsun. Bu durumda

1. Fp,q,k+1(x) - az(x)Fp,q,k (X) = a{‘(x) (3_22)
Fpqier1(X) = a1 () Fp gk (x) = a5 (x) (3.23)
Lp,q,k+1(x)_a'2 (x)Lp,q,k(x) _ .k

2. (D) = ay(x) (3.24)
0‘1(x)Lp,q,k(x)_Lp,q,k+1(x) — aé{ (x) (325)

aq (x)—az(x)
esitlikleri saglanir.

Ispat. (1) Ispat icin tiimevarim ydntemi kullanilacaktir. k = 1 olsun. Bu durumda

Fpg2(x) —ay(X)Fyq1(x) = p(x) — az(x) = a;(x) (3.26)
olup esitlik saglanir. k = n — 1 igin denklemin E, , , (x) — ay(x)Fp g n—1(x) =
al~1(x) oldugu kabul edilsin. k = n i¢in
o7 () = A~ (@) et; ()

= (Bpgn (%) — az(X)Fp,gn-1(x)) a1 (%)

= a1 (0)Fy g0 (X) — a1 () @2 (X) Fp g -1 (%)

= (P(x) — a2(X)) Fp g n (%) = (=4 (X)) Fp g -1 (%)

=P Fqn(X) + ) Fpgn-1(%) — a2 (X)F, g0 (%)

= Fpgn+1(%) = a2 (X)Fy g.0(%) (3.27)
olur. Boylece sonug elde edilir.

Benzer sekilde (2) de ispatlanir.

Simdi  QF, 4, (x) Ve QL,,n(x) icin Binet formiilleri elde edilecektir. Bunun igin

oncelikle asagidaki teoremler verilecektir.

Teorem 3.5. n > 0 i¢in (p, q) — Fibonacci ve (p, q) — Lucas kuaterniyon polinomlar1

sirastyla QF, 5, (x) Ve QL 4 (x) olmak lizere

_ el @al@-ay(0ad @)
QBan() == o (3.28)
ve
Qlpgn(x) = aj(x)af (x) + az(x)aj (x) (3.29)
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dir. Burada a; (x) = X3 _, a¥(x)e, ve a;(x) = Ya_, a¥(x)ey dir.
Ispat. Lemma 3.3 ve Lemma 3.4 kullanilarak gerekli hesaplamalar yapilirsa

[oe]

(QFp01() = @2 (0QFq0(0)) D al ()¢

n=0

9or () = o

- (QFp,q,l (x) — a1 (X)QF, 40 (x)) Z al (x)t")

n=0

Zi:o (Fp,q,1+k(x) — a3 (X)Fp,q,k(x)) e Xm=o ar (X)t™
- Zi:o (Fp,q,1+k(x) - (X)Fp,q,k (X)) e Xm=o ar (X)t™

ay(x) — ay(x)

" a,(x) i a, (x) (Zg: az (x)ey i ai (Ot" — 23: ak(x)ek i a?(x)t”)

k=0 n=0 k=0 n=0

_ yoo  @MaF®)-a;(MaF) on (3.30)

— &n=0 s (x)—atz (x)

elde edilir. Ureteg fonksiyon tanimi1 yardimiyla

QFpqn(¥) = @ (Dag () —a(x)az (x) (3.31)

ag (X)—az(x)
bulunur.
(p, q) — Lucas kuaterniyon polinomu i¢in de Binet formiilii benzer sekilde ispatlanir.

Simdi Binet formiili kullanilarak, Catalan 6zdesligi ve Cassini Ozdesligi

olusturulacaktir.

Teorem 3.6. (Catalan Ozdesligi) (p,q)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas kuaterniyon
polinomlar: sirastyla QF, 4 ,,(x) ve QL, 4 (x) olsun. n ve r negatif olmayan tamsayilar

ve r < n olmak lizere sirasiyla
QP g1r (D QP g (1) = QFZ ()
_ (=DM ae)™” a1 ()3 (x) ((_q(x))r —ag’ (x)) (3.32)
(10" | +a3 (03 (00 ((—q()) " = a3 () |

ve

QLp,q,n—r (x) QLp,q,n+r (x) — QL%),q,n (x)
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DMg))" (217 () - g ()
= (3.33)
+a3(ai0((~Drad () - ¢ ()

ifadeleri saglanir.

Ispat. Teorem 3.5 ve Lemma 3.4 kullanilarak ve aym zamanda a;(x) ve a,(x)

koklerini igeren (2.3) esitlikleri yardimiyla

QFp,q,n—r (X)QFp,q,n+r (x) — QF 2q n(x)

_ 1 {al(x)z a2 (x) — a; () a; () al " (ay " (x) }
() — () | G @af* ()af ™ () + (a3)?ad" (x)

= " {a1(x)2 a?(x) — a; () a; () al (x)ak~ r(x)}
(e () — ay(0)? Fa e (Dad T () () + (a3)?ad" (x)

_ D(e®)"

N ——

(al(x) — az(x)) az (x) 1
(i e (%) — i (x) )
__Dra®)” “1(x)“2(")< G (x >“ 2 '5
(al(x)—a (x))z . . < 1(x) - CZZ(X)> |
? k+az(x)a1(x) PO 2 (x) J
( (—q(x)" - afr(x)) )
n 1()az(x) -
IRV C10) ) R < (—q()) '5
(@ - () | o <(—q<x>)T - a§f<x>) |
k+a2(x)a1(x) (—q(x))r }
_ cor(aey™ | @) (QUONELAE) (3.34)
(ax0-2200)" | 430 ) (=400 =~ a"(0) |

elde edilir.
Diger esitligin dogrulugu da benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 3.7. (Cassini Ozdesligi) (p, q)- Fibonacci kuaterniyon polinomu Q Ey qn(x)
ve (p,q)- Lucas kuaterniyon polinomu QL, ,,(x) olsun. Herhangi bir n dogal sayis1
icin
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QFp,q,n—l(x)QFp,q,n+1(x) - QFg,q,l (X)

_ (—1)”(q(x))”‘1{ @i (a3 () (g00) + af () } (3.35)
(a1 -22(0)” (+az ()a; (x)(q(x) + a3 (x)) '
ve
QLp,qn—l(x)QLp,q,n+1(x) - QL%’Q’l(x)
n-1 ( a;()ay () (a?(x) + q(x)) }
1y 3.36
(-D"(a() {+a;(x)a;(x)(a§(x) +q(x)) (539

dir.
Ispat. Catalan 6zdesliginde r = 1 yazilarak gbriilebilir.

Teorem 3.8. (p, q) — Fibonacci ve Lucas kuaterniyon polinomlari sirastyla QF, , , (x)

Ve QL, g (x) 0lsun. n = 0 i¢in

L) - (@) ()as™ ! (x)

ay (x)—az(x)

L qEO(QFpgn(0) + (QFpgner (6))? = L0

Q(x) (QLp,q,n (x))z + (QLp,q,n+1 (x))z

_ J(aa(x) - az(x))(aik)z(x)afnﬂ(x)}

- { (@) ()aF™ (x) (437
2. QFp,q,l(x) - al(x)QFp,q,O(x) = a;(x)

QFp,q,l(x) - az(x)QFp,q,O(x) = aik(x) (3.38)

ve

3. Qlyga(x) = a1 (X)QLp g0 (%) = (a1(x) — az(x))az(x)

QLp g1 (x) —a, (x)QLp,q,O(x) = (al(x) —a; (x))af(x) (3.39)

esitlikleri gecerlidir.

Ispat. 1) esitligini ispatlamak icin ilgili formiiller kullanilirsa

q(0)(QFpqn(0))? + (QFpgn+1(x))?
a;(Nag' (x) —a; (x)ag(x)>2 N (ai‘(x)a{’“(x) —a (X)Ofﬁ’“(?d)2

a1(x) — a(x) ay(x) — ay(x)

= q(x)<
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q(x)(a1)?(Dai™ (x) — 2q(x)a;(af (D az(x)az (x)
+q(x)(a3)? (D az"(x) + (ap)* (D ai™**(x)
—2a; () (D az()azt (x) + (@) (az" " (x)

(a1 (x) = @z (x))?

(@) (@Waf @ @) + @)
+H(@3 (13" () () + a3 ()
~2a; ()&} (@) + & (D2 ()
(@ () — 4 (0))?
(@) @az" () (400 - 4 D) + (@303 (9 + a0 2 D)
- (@)~ )
_ (@@ 0052 @ ad " (x) (3.40)

a1 (x)—az(x)

sonug elde edilir. Diger esitlik de benzer sekilde ispatlanir
Ayrica (p,q) — Lucas kuaterniyon polinomu i¢in 2) esitliginin ispati da benzerdir.
Simdi binom toplamu ile iligkili asagidaki teorem verilsin.

Teorem 3.9. (p,q) — Fibonacci ve (p,q) — Lucas kuaterniyon polinomlar1 sirastyla
QF,gn(x) Ve QL,4n(x) olsun. n > 0 i¢in tek ve cift terimli binom toplam formiilleri

sirastyla
— n n n—-m m
L. QFpqon(®) = Zihoo () 4™ ™P(X) ™ QFpqm ()

QFp,q,2n+1(x) = %:0 (:rll) Q(x)n_mp(x)mQFp,q,m+1(x) (3-41)

2. QLpgan(0) = Zso () 40O D™ QL g ()

n
QLpganer () = Ziho ([ ) 4G ™ DCO™ QL g e (X) (3.42)
seklindedir.

Ispat. (1) Esitlik (2.3) ve Binet formiiliinden

D () 4GP 0P

m=0
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a () ar" (%) — ax(x)az" (x)

aq1(x) — az(x)

(%) a@rmpeom

a; (a1 (x) — ax(x)az" (x)

aq1(x) — az(x)

M B

(™) a@rmpeom
0

3
I

HCO NN

B aq(x) — az(x) —

(") aCom @) a; @)™

* .
- B0y () AT PO )™

_ aik(x) n a; (x) .
T (x) — ay(x) (q() + p()as ()" — (%) — a,(x) (q(x) — p(x)az(x))

_ ai()ai" (x) — a3 (0)a3" (x)

a1 (x) — az(x)

= QF, g2n(x). (3.43)

oldugu goriiliir. (2) durumunun ispati1 da benzer sekilde yapilabilir.

Simdi de (p, @) — Fibonacci kuaterniyon polinomlarinin ve (p, g) — Lucas kuaterniyon

polinomlarmin ilk n-terim toplamini veren formiil elde edilecektir.

Teorem 3.10. (p, q) — Fibonacci ve Lucas kuaterniyon polinomlar: sirasiyla QF, 4, (x)

ve QL, 4 (x) olsun. Dizilerin ilk n —terim toplamlari

=q(xX)QFp,qn(*)—QFp gn+1(X)
al (X)ap(x)—as (x)aq (x)
Qa0 e

n —
520 QFpqs(*) = (a1 (0)-1D)(az(x)-1) (3.44)
ve
{ =q(x)QLp,qn(X)—QLp gn+1(X) }
N QL 0 s(x) = +QLyp .0 ()=} () @z () +a3 () a1 (x) (3.45)

(a1 (x)-D(az(0)-1)

dir.

Ispat. Binet formiilii ve ar; (x), a,(x) ile iliskili (2.3) 6zdeslikleri kullanilarak

20



i QF, qs(x)
s=0

_ai()ai(x) — az(x)az (x)
B a(x) — az(x)

1 N * N * s
a;(x) — az(x) ;(al (a1 (x) = az () az (%))

1 n n

1 y )a}”l(x)—l Y )a?“(x)—l
= a — (X)) ——————
a; (x) — a () \ a;(x) —1 2 az(x) — 1
_ el @@ @) -1 (@ @-D-a; @@t @-1) (@ @-1) (3.46)

(a1 () =az (X)) (a1 () -1D(az(x)-1)

elde edilir.

Diger esitlik de benzer sekilde gosterilebilir.
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4. (p,q) —FIBONACCIi OKTONYON POLINOMLARI

Bu boliimde (p,q) — Fibonacci oktonyon polinomlar1 ve (p,q) — Lucas oktonyon
polinomlar1 tanimlanmistir. Binet formiilleri, tireteg fonksiyonlar1 ve (p, q) — Fibonacci

ve (p, q) — Lucas oktonyon polinom dizilerine ait bazi 6zdeslikler elde edilmistir [23].

4.1. (p,q) —FIBONACCI OKTONYON POLINOMLARI UZERINE

h(x) reel katsayil1 bir polinom olsun. F,  (X) n. dereceden h(x) -Fibonacci polinomu

olmak tizere, h(X) -Fibonacci oktonyon polinomlari

Oh,n (X) = i I:h,n+s (X)es (41)

seklinde tanimlidir.

(p, @) — Fibonacci oktonyon polinomlar1
OFp,qn(x) = Xk=o Fpqn+r(X)ex 4.2)

rekiirans bagmtis1 yardimiyla tanimlanir. Burada F, 4 ,4x, (n + k). dereceden (p,q) —

Fibonacci polinomlaridir. Bu oktonyon dizisinin baslangi¢ degerleri

7
OFpq0(x) = Z Fyqr(X)ey
k=0

=e; + p(X)ey + (P?(x) + q(x))es + (P> () + 2p(X)q(x) ey
+ (p*(x) + 3p%(x)q(x) + q*(x)es
+ (p5(x/) + 4p* (x)q(x) + 3p(x)q%(x))es

+(p° () + 5p* (1) q(x) + 6p* (V) g*(x) + ¢* (X)) e, (4.3)
OFyq1 () = ) Fypgru(@ep = eg + p(¥e; + (200 + a(x)e,
k=0
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+(p3 () + 2p(x)q(x))es + (p*(x) + 3p?(x)q(x) + g% (x))e,
+ (p5(x) + 4p> () q(x) + 3p(x)q%(x) ) es
+(p°(x) + 5p*(x)q(x) + 6p2(X)q?(x) + q°(x) )eg
+(p7 (x) + 6p°(x)q(x) + 10p>(x)q*(x) + 4p(x)q3(x))e;. (4.4)
ile verilir.

Ayrica OF, ;,(x) i¢in
7
OFpqn+1(x) = Z Fpqn+1+r(X)ex
k=0

= PO Epgni () + A0 Fpgnor (e
k=0

= p(x) im0 Fpgnsr(X)ex + q(x) Xizo Fpgn-1+x(X) ey (4.5)
ikinci basamaktan bir rekiirans bagintisi elde edilir.

OFpgn+1(%) = p(X)0F, g0 (%) + q(x)0F,qn_1(x) (4.6)
dir.

n > 1 i¢in yukarida tanimlanan baslangi¢ kosullar1 altinda, Ly, 5 ,4x (n + k). dereceden

(p, @) — Lucas polinomu olmak {izere, n. dereceden Lucas oktonyon polinomu

OLpgn(x) = Xizo Lpgn+r(X)ex 4.7)

ile tanimlidur.

4.2. (p,q) —FIBONACCI OKTONYON POLINOMLARI iCiN SONUCLAR

Bu boliimde (p, g) —Fibonacci ve Lucas oktonyon polinomlari i¢in iirete¢ fonksiyonlar,
Catalan ve Cassini 6zdesliklerine ek olarak binom formiilleri ve ilk n terim toplamu ile

ilgili sonuglar bulunmustur.

Teorem 4.1. (p,q) —Fibonacci ve (p,q) —Lucas oktonyon polinomlar1 sirasiyla

QF, g n(x) Ve QLy 4 (x) olmak tizere iireteg fonksiyonlar: sirasiyla

OFp,q,0(X)+(0Fp,q,1(X)—p(x)OFp q,0(X))t
1-p(x)t—q(x)t?

gor(t) = (4.8)
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ve

OLp,q,0(X)+(0OLp q,1(X)—P(X)0Lp q,0(x))t (4 9)

Jou(t) = T pt-q ()1

dir.

Ispat. OF, 41 () i¢in gop(t) lireteg fonksiyonu

> 0F, (0t
n=0

= OFp,q,O(x) + O0Fp 41 (Ot + OFp,q,z(x)t2 + -+ OFp,q,n(x)t" + .- (4.10)
ile tanimlanir.

—p(X)tgor(t), —q(x)t?gor(t) Ve gor(t) nin kuvvet serisi agilimlar1 sirasiyla

) = OF,40(x) + OF, 4 1(x)t 4+ OF, 4 ,(x)t* + -+ + OF, 4 n (X)t™ + -
Jorit) = +O0F, qn (O™ + -
_ _p(x)OFp,q,O (X)t r p(x)OFp,q,l(x)tz - P(X)OFp,q,z (x)t3
_p(x)thF(t) = { —p(x)OFp,q‘n(X)tn-H . }
_ (—q)t?gor () — q(x)OF, 41 (x)t* — q(x)OF,, 4 , (X)t*
—q()t?gor(t) = { = QUOOF, (e — - } (4.12)

olup gor(t) — Gor (OP(X)t — gor (£)q(x)t? nin agilim
9or(O[1 —p()t — q(x)t?]

= OF,,q0(%) + OF, ¢ 1(X)t — p(x)OF, 4 o(X)t
+[0Fp42(x) = P(X)OF 41 (x) = q(x)OFp,4,0(x)]t
+[0Fy,43(x) = P(X)OF,42(x) = q(x)OFp, 41 (x)]t°

+.. . H[O0F, g (X)) = p(x)OF, g n—1(x) — q(x)OF, g 2 (x)]t" +...
=0Fp40 (x) + [OFp,q,l(x) - p(x)OFp,q,O ()]t (4.12)

olur. Buradan

0Fy,q,0(0)+(0Fp,q,1(X)~D(X)0Fp,q,0(x) )t
1-p(0)t—-q(0)t?

Gor(t) = (4.13)
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esitligi iddia edildigi sekliyle elde edilir.
Diger durum da benzer bigimde gosterilebilir.
Simdi asagidaki lemmalar daha sonraki teoremlerde kullanilmak iizere verilecektir.

Lemma 4.2. Teorem 4.1 de verilen iirete¢ fonksiyonu igin

OFp,q,1(X)—a2(x)0Fp q,0(x)
or () = ——— { e } (4.19)

aq(x)—az(x) _ OFp q,1(X)—a1(x)0Fp q,0(x)
1-ay(x)t

OLp,q,l(x)_az(x)OLp,q,O(x)
1 1-aq(x)t
9oL (t) = —{ : } (4.15)

aq(x)—az(x) _ OLp,q,1(x)—a1(x)0Lp q,0(x)
1-ay(x)t

ifadeleri gecerlidir.

Ispat. Teorem 4.1 ve (2.3) esitliginden,

OF p.q.0(X) +[OFpq1(X) = pX)OFpqo(¥)It _ OFpq0(X) + [OFp,q1 () — p(X)OFp g0 ()]t

1-p()t — g(x)t? (1 - a1 ()L - a2()t)
( OFp,q0(X) + [OFp g1(X) — (a1(X) + @2(X))OFp g0 (X)]t ) y (al(x) —02(X) )
(1= a1 001 = a2(X)t) a1(X) = az(X)

a1(X)OF p q.0(X) + a1 (X)OF 5 4.1 (X)t — a2 (X)OFp q.0 ()t
—a1(X)a2 (X)OFp g0 )t — a2 (X)OF p .0 (X) — &2 (X)OF p .1 (X)t
o1 (X) a2 (X)OF p .0 )t + @5 (X)OF p .0 (X)t + OF p .1 (X) — OF p .1(X)
(@1(X) = a2())(1 = a2 ())(L - a2 (X)t)
OF .1 ()(L — 2(X)t) + a2 ()OF 5 40 (X) (-1 + a2 (X)1)
$OF 501 (0)(=L + @1 (1) + @1 (X)OF g0 ()(L - a1 (X))
(@1(x) = a2(x)) (1 = a1 ()L - a2 (X)t)
(1 = a2(X)t)(OFp g1 () — a2 (X)OFp g0 (X))
~(1 = a1 (X)t)(OFp g1 (X) = a1 (X)OF g,0(X))

(@1(x) = a2(x))(1 - a2 (X)) (1 - a2(x)1)

_ 1 [ OF p .1 (X) —a2(X)OFpq0(X)  OFpg1(X) —a1(x)OFp40(X) }
i (x) - aa(x) 1- a1 (0t 1- (0t

(4.16)

esitliginin saglandig1 goriiliir.
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Diger durum da benzer bigimde gosterilebilir.
Simdi OF, , ,,(x) ve OL, 4, (x) i¢in Binet formiilleri hesaplanacaktir.

Teorem 4.3. (p,q) —Fibonacci ve (p,q) —Lucas oktonyon polinomlar1 sirasiyla
QF,qn(x) Ve QLyq,(x) olsun. n = 0 i¢in (p, q) — Fibonacci oktonyon polinomlarinin

Binet formiilleri sirasiyla

_ G®a - md @
pan(®) =" o rw @ (417)
ve
OLpgn(x) = aj(x)af (x) + az(x)aj (x) (4.18)

dir. Burada a;(x) = X7_, af(x)ex Ve as(x) = Xl _, a¥(x)e, dir.

Ispat. Lemma 4.2 den,

Gor(©) = (0Fp g1 (¥) = G (DOF, () ) al()t"
n=0

1
aq(x) — a(x)

~(0Fy g1 () = A (¥)0F, g0 (1)) ) aB()E™ )
n=0

o

7 )

Z(pq1+k(x> @ (g (er ) af (e |}
n=0

x) — a;(x)F, x))e x)t" I

(Fpq4(0) = & ()P g ))kz HOLY

(
|
mm—%mi
L

M\]O

&

=0

= o i 09 (27: ak(x)ey i al'(x)t" — 27: ak(x)e i aﬁ‘(x)tn>
k=0

=y ay (X)ay (x)—a (X)a; (X) tn (4.19)

a1 (X)—az(x)
oldugu goriiliir ve sonug elde edilir.
Diger durum da benzer bigimde gosterilebilir.
Simdi Binet formiilii kullanilarak Catalan ve Cassini 6zdeslikleri hesaplanacaktir.

Teorem 4.4. (Catalan Ozdesligi) (p,q)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas oktonyon
polinomlari sirasiyla OF, 4, (x) Ve OL, 4, (x) olsun. n ve r negatif olmayan tamsayilar

ve r < n olmak iizere sirasiyla,

OFp,q,n—r (x)OFp,q,n+r (x) — OFpZ,q,n (x)
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_ (1)"(q(x>)"r{ a; (x)a;(x) ((_q(x))r Bl alzr(x)) } (4.20)

B (a1(x)—“2(x))2 +a; (x)a;(x) ((—q(x))r - a%r(x))
ve

OLp,q,n—r (x) 0Lp,q,n+r (x) — OL%,q,n (x)

{(—1)n(q(x))”‘r (@as@((-0rad () —q" (x))}
_ (4.21)

+a3(0ai)((~Drad (@) - g7 ()
ifadeleri saglanir.

Ispat. Teorem 4.1 ve Lemma 3.4 kullanilarak

0Fp,q,n+r (x)OFp,q,n—r (x) - OFpZ,q,n (X)
(a0l (x) — a3 ()i () (ai(x)al T (x) — az(x)a; T (%)
a ( a1 (x) — az(x) > < a1 (x) — ay(x) >

_ (d’{(X)a’f(X)—DZE(X)a?(x)) (ai(x)a?(x)—aé (x)a?(x))

ay(x)—az(x) aq(x)—az(x)

(4.22)

bulunur. Daha sonra (2.3) esitliginden a; (x) ve a,(x) koklerini igeren dzdeslikler

yardimiyla

1 {a’{ () 2a?(x) — a; () as () al (x)al " (x) }

T (@) - 6,00) | —@ @ el T @al () + (a3)?a ()

1 {a’{ () ?2a?(x) — a; () as () al*" (x)al" (x)}

" (00 — 0,00) Fa@aiad T ()al " () + (a3)2a3" ()

DM@ [ (l _ “_<>> ¢ @ 0a ) (1 ) a_())l
(@1 () = 2z (x)) az (x) aj (x)

(i[O —af () )
_ (_1)n(q(x))n al(x)az(x)< Dl (X) >C¥1(X) i
L0 = 00) | 4y [ — G
(a1 (x) — a3 (x)) \+a2(x)a1(x)< PG az(x)}
( (=a()" - a%r(x)) \
n 1(0)az(x) 7
__D"(e®) e x( (—q()
CACIETNE) N I <(—q(x))r—a§r(x)>|
k"‘“z(x)%(x) (—q(x))r }
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 con(aeey™ | H@@ ((-a@) - @)

_ _ . 4,23
(a1 () —az(x)) +a; (x)a;(x) ((—q(x)) - a%r(x)) ( )

elde edilir.
Diger esitligin dogrulugu da benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 4.5. (Cassini Ozdesligi) (p, q)- Fibonacci oktonyon polinomu OF, gn(x) Ve

(p, q)- Lucas kuaterniyon polinomu OL,, , ,,(x) olsun. Herhangi bir n dogal sayisi1 i¢in

p.qn
OFp,q,n—l(x)OFp,q,n+1(X) - 0F5,q,1(x) =

(—1)”(q(x))”‘1{ a; () az () (q(x) + af (x)) } (4.24)
(@1@-:@)” (+as () ai(x)(q(x) + a2 (x)) |
ve
OLpan-1(x)O0Ly g ni1(x) —
, . n-1 ( g ()az () (af () + q(x))
OLpq2()(=1) (4()) {+a§ ()ai(x)(az(x) + q(x))} (4.25)

dir.

Teorem 4.6. (p,q) — Fibonacci ve (p,q) — Lucas oktonyon polinomlar1 sirasiyla
OF, qn(x) Ve OL, 4, (x)olsun. n > 0 olmak iizere,

" (@)?@ad™ ()

a (x)—az(x)

(a1 (x) —az (X))(aI)Z(X)%Z““(X)}

—(a)*()az" (x)

L. GO (OF, g0 (1)) + (OFyqnss (x))? = L%
Q(x)(OLp,q,n(x))z + (OLp,q,n+1(x))2 = {

OFpq1(%) — a1 (x)QFp4,0(%) = az(x)
OF1(%) = @y (X)QFy 0(%) = a;(x) (4.26)

2. OLpq1(%) = a1(x)0Lyp,q,0(x) = (a1 (x) — a2 (x)) a2 (%)
OLp,q,1 (%) = az(x)0Lp,q,0(%) = (@1(x) — @z (x))a; (x) (4.27)

esitlikleri vardir.
Ispat. (1) (p, 9) — Fibonacci oktonyon polinomlari igin (2.3) esitlikleri kullanilirsa

q(0) (0Fy,q7(x))? + (0Fp g 41 (x))?
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@M@ - g@E 0\ (@t () - gt ()
““’”( (0 — @ (0) ) +< (0 — @ (0) )
{q(x)(ai‘)z(x)af”(x) — 20 a; (Wad a3 ()ad () + () (@2)2 () "(x)}
H@)2@ a2 (x) — 205 () (a3 () () + (@) 222 (x)
(@ () — a2 (0))?

@ @a? @ (400 - 40 28 + (@203 ) (900 + (1) 2)

(a1 (x) — az(x))?
241,00 (o *N2 2n+1
_ (@D?@ad 0 -(ap)? (a3 (x) (4.28)

a1 (x)—az(x)

elde edilir.
Diger durumlar da benzer sekilde ispatlanir.
Simdi binom toplamiyla ilgili asagidaki teorem ispatlanacaktir.

Teorem 4.7. (p,q) —Fibonacci and (p,q) —Lucas oktonyon polinomlari sirasiyla

OF, qn(x) Ve OL, 4, (x) olsun. n > 0 igin, tek ve ¢ift terimli binom formiilleri

L. OFpqom() = Zihoo () 4™ ™P(X) ™ OFyqm (x) (4.29)
OF,q,2m41 () = Zphco () 4G ™ ()™ OFp s (%) (4.30)
2. OLpgan(0) = X () GO (O™ OF Ly g () (4.31)
OLpqan1 () = oo () 40O DGO™ 0Ly g1 () (4.32)

saglanr.

Ispat. (1) Esitlik (2.3) ve Binet formiilleri gz &niine almnirsa,

D () 4" P OF, ()
_ @i(ar () — G e ()
- a;(x) — az(x)

= o () A (P ()™

ag (x)—az(x)

n

o (xc)zz_(xiz (x) ~ (:’l) q()" ™ (p(x)az (x))™
! C)

(q(x) + p(x)ai(x))" (q(x) = p(x)az (x))"

a1(x) — a(x)
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_ai(0)a"(x) — az(x)az" (x)
B a1(x) — az(x)

= OF, 0 2 (%) (4.33)

elde edilir.
Tek indisli durum da benzer sekilde hesaplanabilir.
Ayrica OLy 4, (x) in diger durumlar1 da benzer bir sekilde elde edilir.

Simdi (p, q) — Fibonacci ve (p, q) — Lucas oktonyon polinom dizilerinin sirasiyla ilk n

terim toplamini veren formiiller elde edilecektir.

Teorem 4.8. (p, q) — Fibonacci ve (p, q) — Lucas oktonyon polinomlar1 OF, ,,(x) ve

OL,qn(x)olsun. OF, ;. (x) ve OL,,,(x) dizilerinin ilk n —terim toplam1

{_Q(x)OFp,q,n(x)_OFp,q,n+1 (x)+0Fp g0 (x)\

{ { o (X)az (%) } #
k r _az(x)al(x) J
n — a1 (x)—az(x)
m=00Fpqm(x) = (@2 (0)—1)(az (x)-1) (4.34)
ve
aj ()az(x)
_Q(x)OLp,q,n(x)_OLp,q,n+1(x)+0Lp,q,0(x)_{_H;* (X)a (x)}
Z%:O OLp,q,m (x) = 2 : (4-35)

(a1 ()1 (az(x)-1)
dir.

Ispat. a; (x) ve a,(x) kokleri ile ilgili (2.3) esitlikleri ve Binet formiilii kullanilirsa

Z OF, q,m(x)

1 n
T () - @) go(af(x)a;"(x) — az(0)az" ()

1 n n
GRS (“f(x) mZ () — @) mz af (x))
_ 1 i} aIHl(x) -1 . O{;H'l(x) -1
Ca (%) — ay(x) (al (%) () —1 az(x) W)

_ @@ @)~ D(@@®) - 1) — a3 (a3 () — D(aa(x) — 1)
(a1 (%) — az(0)) (a1 (x) — D(az(x) — 1)
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esitligi elde edilir.

OL, 4 (x) igin diger esitlik benzer sekilde gosterilebilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢alismada oncelikle (p, q)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas kuaterniyon polinomlari
tanimlanmig, bu polinomlar ile ilgili Binet formiilii, Catalan 6zdesligi, Cassini 6zdesligi,
binom toplam formiilii ve iirete¢ fonksiyonu ile ilgili yeni 6zdeslikler elde edilmistir.
Diger bir incelenen konu ise (p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas oktonyon polinomlaridir.
(p, q)-Fibonacci ve (p, q)-Lucas kuaterniyon polinomlar: ile ilgili elde edilen benzer
sonuglar (p, g)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas oktonyon polinomlar1 iginde bulunmustur.
Kuaterniyonlar ve oktonyonlar, kuantum fiziginde, uygulamali matematikte grafik
teorisinde ve diferansiyel denklemlerde kullanilmasi1 dolayisiyla biiyiikk Onem
tasimaktadir. Gelecekteki calismalarimizda ikinci basamaktan rekiirans bagintilari
yerine Ugciincii ve dordiincii basamaktan rekiirans bagintisina sahip kuaterniyon ve

oktonyon dizilerinin incelenmesi planlanmaktadir.
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