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OZET

GENELLESTIRILMIiS METRIK UZAYLAR UZERINDE SABIT NOKTA
TEOREMLERI

Reyhan OZCELIK
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1
Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Dog. Dr. E. Evren KARA
Agustos 2019, 40 sayfa

Bu calisma dort boliimden olusmaktadir. Ilk boliimde tez konusuyla ilgili literatiirde
yapilan calismalara yer verildi. Ikinci béliimde bu ¢alismada kullanilacak temel tanim ve
teoremlerden bahsedildi. Uciincii boliimde genellestirilmis dikdortgensel (rectangular) b-
metrik uzay lizerinde tanimh («, ¢)-Meir-Keeler daralma doniisiimiiniin sabit noktalar1
ile ilgili baz1 teoremler ispatlandi. Son béliimde Cr-simiilasyon fonksiyon yardimiyla b-
metrik uzay tizerinde iki doniisiim i¢in ¢akisik noktalarin varlig: arastirildi.

Anahtar sozciikler: Sabit nokta teorisi, Daralma doniisiimii, Genellestirilmis metrik.
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ABSTRACT

FiXED POINT THEOREMS ON GENERALIZED METRIiC SPACES

Reyhan OZCELIK
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Matematics
Master’s Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. E. Evren KARA
August 2019, 40 pages

This study consists of four parts. In the first part, the studies related to the topic of the
thesis made in the literature are given. In the second part, the basic definitions and
theorems to be used in this study are mentioned. In the third part, some theorems related
to the fixed points of a («, ¢)-Meir-Keeler contractive mapping defined on a generalized
rectangular b-metric space are proved. In the last section, the existence of coincidence

points for two mappings defined on a b-metric space are investigated with the help of the
Cp- simulation function.

Keywords: Fixed point theory, Contraction mapping, Generalized metric.
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1. GIRIS

Matematigin farkli alanlarinda F(x) =0 veya T(x) = x scklindeki denklemlerle
karsilagilmaktadir. Bu tiir denklemleri ¢6zmek zaten basli basina problemdir. Bu denklem
tiirlerini ¢6zmek icin ya tam sonucu ya da yaklasik sonucu veren farkli yontemler vardir.

Bu yontemlerin basinda sabit nokta teorisi gelmektedir.

X bos olmayan bir kiime ve f: X — X bir fonksiyon olsun. f(x) = x olacak sekilde bir

x € X noktasina f fonksiyonunun sabit noktas1 denir.

Ornek olarak; [0, 0) kiimesi iizerinde, f(x) = %, g(x) = x + 5 seklinde tanimlanirsa

X, = 0 noktas1 f fonksiyonunun bir sabit noktasidir. Fakat g fonksiyonunun hig bir sabit

noktasi yoktur.

Bir fonksiyonun sabit noktasi olmayabilir. Ayrica var ise birden ¢ok sabit noktasi da
olabilir. O halde fonksiyonun sabit noktasinin varligi, o fonksiyonun kuralina bagh
oldugu gibi tanimlandigi kiimenin yapisina da baghdir. Bu nedenle sabit nokta teorisi
caligmalar1 bir fonksiyonun sabit noktasinin hangi sartlar altinda var oldugu, varsa tek mi,
tek ise nasil bulunacagi ve tek degilse hangi sartlarda sabit noktanin tek olacagi gibi

sorularin karsiligini aramaktadir.

Sabit nokta teorisinin matematik ve matematik dis1 alanlarda g¢alisma ve uygulamalari
vardir. Bunlar fonksiyonel analiz, diferansiyel denklemler, integral denklemler,
potansiyel teori, yaklasim teorisi, kontrol sistemleri, istatistik, iktisat, ekonomi,

miihendislik, matematiksel ekonomi, esneklik teorisi gibi alanlardir.

Genel olarak sabit nokta teorisindeki ¢alismalar 1910 yilinda Brouwer [1] ile baglamistir.
Daha sonra sabit nokta teorisi iki yonde gelismistir. ilk olarak tam metrik uzaylar {izerinde
daralma ve daralma tipi fonksiyonlar i¢in sabit nokta teorisi ¢alismalart 1922 yilinda

Banach [2] ile baglamistir.

Banach sabit nokta teoremi veya daralma ilkesi olarak bilinen asagidaki teoremi

vermistir.

“(X, d) bir tam metrik uzay olmak iizere T: X — X fonksiyonu, her x,y,z € X ve bir a €



[0,1) i¢in d(T(x),T(y)) < ad(x,y) esitsizligini saglasin. Bu durumda T bir tek z € X
sabit noktasina sahiptir. Ayrica herhangi bir x, € X i¢in {T"(x,)} dizisi T nin z € X sabit

noktasina yakinsar.”

Diger taraftan normlu lineer uzaylarin kompakt, konveks alt kiimeleri iizerinde tanimli
stirekli doniistimler i¢in sabit nokta teorisi ¢alismalari 1930 yilinda Schauder [3] ile

baslamistir. Bu ¢alismaya gore,

“C, X Banach uzayinin kompakt ve konveks alt kiimesi olacak sekilde f:C — C

fonksiyonu siirekli ise f fonksiyonunun C de en az bir sabit noktasi vardir.”

Daha sonra daralma tiirleri yetersiz goriilmiis ve daha genel daralma fonksiyon tiirlerine
ihtiyag duyulmustur. 1969 yilinda Meir ve Keeler [4] (X, d) metrik uzay ve T: X — X bir

doniisiim olmak tizere her € > 0 ve her x,y € X i¢in

e<dlx,y)<e+6b6(e)= d(T(x),T(y)) < g,

olacak sekilde bir 6(¢) > 0 sayis1 bulunmasi seklinde bir sart vermistir. Bu sart Meir
Keeler daralma sart1 olarak adlandirilir. Bazi bilim adamlar1 da bu tip daralma sartlarini
gelistirmis ve sabit nokta i¢in yeni genellestirilmis sartlar olusturmuslardir. Maiti ve Pal
[5], Park ve Rhoades [6], Mongkolkeha ve Kumam [7], Ciric [8], Chatterjea [9] gibi daha

bir¢ok yazar sabit nokta teoremleri ve uygulamalari tizerinde ¢alismiglardir.

b-metrik kavramini Bakhtin [10] metrik tanimindaki liggen esitsizliginin yerine her
x,y,Z€ X ve s > 1 igin s[d(x,z) + d(z,y)] ifadesini kullanarak b-metrik kavramini
tanimlamugtir ve b-metrik uzaylar tizerinde sabit nokta teoremini ispatlamistir. Czerwik
[11], Aydi ve ark. [12], Roshan ve ark. [13] bu uzaylar iizerinde yeni sabit nokta

teoremlerini ispatlamiglardir.

Diger taraftan Branciari [14] tarafindan, iggen esitsizligini dikdortgensel esitsizligi ile
degistirip metrik uzay kavramini, dikdortgensel metrik uzay veya Branciari metrik uzay
adi altinda genisletmistir. Bu uzay igerisinde bulunan bazi sabit nokta sonuglarina [15],

[16], [17], [18], [19] nolu ¢alismalar referans olarak verilebilir.

Daha sonra, bir b-metrik ve bir dikdortgensel metrigin bir kombinasyonu olarak Roshan
ve ark. [20] dikdortgensel b-metrik veya Branciari b-metrik kavramini ortaya koydu. Bu

uzayda yapilan bazi sabit nokta teoremlerine [21], [22], [23] nolu calismalar referans



olarak verilebilir.

Son zamanlarda, Khojasteh ve ark. [24] simiilasyon (simulation) fonksiyon kavramini
tanmladilar. Daha sonra simiilasyon fonksiyon smifini igeren dogrusal olmayan Z-
daralma donistimiinii tanimladilar. Bu daralma doniistimii d(Tx, Ty) ve d(x,y) nin bir
kombinasyonunu iceren (X,d) tam metrik uzayindaki bilinen bazi daralma tiirlerini
birlestirilereck Banach daralmasini genellestirmistir. Bu ¢aligma alani iizerinde birgok
yazar yeni genellestirilmis sartlar olusturarak, sabit nokta teoremlerini ispatlamislardir
[25], [26].



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde tez ¢alismasi icin gerekli olan bazi tanim ve teoremlere yer verilecektir.

Gerekli goriilen bazi tanim ve teoremler birer 6rnek ile agiklanacaktir.

2.1. METRIK UZAYLAR VE GENELLESTIRILMIiS METRIiK UZAYLAR

2.1.1. Metrik Uzaylar

Tamim 2.1.1.1. [27] X bos olmayan bir kiime olsun. d : X X X = R fonksiyonu her

x,y,z € X igin
dl) d(x,y) =0 o x =y,
d2) d(x,y) = d(y,x) (Simetri 6zelligi),
d3) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (Uggen esitsizligi)

sartlarini sagliyorsa d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik (veya uzaklik fonksiyonu) ve
(X, d) ikilisine de metrik uzak denir.

Ornek 2.1.1.2. [27] Her x,y € X icin,

d(x,y) =[x -yl

seklinde tanimlanan d: R X R — R fonksiyonu R iizerinde bir metriktir. R {izerindeki bu

d metrigine R nin standart metrigi veya alisilmis metrik denir.

Tamm 2.1.1.3. [27] (X, d) bir metrik uzay olsun. f: N — X fonksiyonu olmak iizere, her

n € N i¢in

f) = x,

olarak tanimlanan fonksiyona X de bir dizi denir. {x,,} veya (x,,) seklinde gosterilir.

Tamim 2.1.1.4. [27] (X, d) metrik uzayinda {x,} bir dizi olsun.



a) x € X olmak iizere her € > 0 sayisina karsilik her n > n, igin

d(x,,x) <e¢

olacak bi¢imde bir ny € N varsa {x,} dizisi x € X e yakinsar (ya da {x,} dizisi

yakinsaktir) denir. Bu durumda

lim x, = x

n—oo

veya

Xp = X

seklinde gosterilir.

b) Her & > 0 sayisina karsilik her n,m > n, igin

d(Xp, xp) < €

olacak bi¢imde bir n, € N varsa {x,,} dizisine bir Cauchy dizisi denir.

€) X iizerinde alinan her Cauchy dizisi x € X noktasina yakinsak ise (X, d) uzayina

tam metrik uzay denir.

Tamm 2.1.1.5. [27] (X,d,) ve (Y, d;) iki metrik uzay, x, € X ve f: (X,d;) = (Y,d,)

bir fonksiyon olsun. Her € > 0 igin bir § > 0 reel sayisi

dy(x,xy) < 6

ozelligini saglayan her x € X i¢in

dy(f(x), f(x0)) <€



olacak sekilde varsa f fonksiyonuna x, € X noktasinda siireklidir denir.

Tamim 2.1.1.6. [27] (X, d,) ve (Y, d,) iki metrik uzay ve f: X — Y bir fonksiyon olsun.
x € X olmak tizere (X, d,) uzaymnda x,, = x, 6zelligine sahip, X de ki her (x,,) dizisi i¢in
(Y,d;) uzayinda f(x,) = f(x,) ise f fonksiyonuna x, noktasinda dizisel siireklidir

denir.

Teorem 2.1.1.7. [27] (X,d;) ve (Y,d,) iki metrik uzay ve f:(X,d;) — (Y,d,) bir
fonksiyon olsun. f fonksiyonu x € X noktasinda siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart f

fonksiyonu x noktasinda dizisel siireklidir.

Teorem 2.1.1.8. [27] (X, d) bir metrik uzay olsun.
(@) (X, d) uzayinda yakinsak dizinin limiti tektir.
(b) {x,} nin herhangi bir alt dizisi de x e yakinsar.

(c) (X, d) uzayinda yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.

2.1.2. b-Metrik Uzay
Tamm 2.1.2.1. [10] X bos olmayan bir kiime ve s = 1 bir sabit olmak iizere
d: X x X = [0,+00) fonksiyonu her x,y,z € X igin,

bl) d(x,y) =0ve d(x,y) =0 & x =y,

b2) d(x,y) = d(y,x),

b3) d(x,y) < s[d(x,z) + d(z,y)] (b-liggen esitsizligi)

sartlarin1 sagliyorsa d fonksiyonuna X tizerinde bir b-metrik ve (X, d) ikilisine de b-

metrik uzak denir.

Ornek 2.1.2.2. [28] (X, d) bir metrik uzay ve p > 1 bir reel say1 olmak iizere, p(x,y) =
(d(x,y))P olsun.

bl)p(x,y) =0 (d(x,y))P =0 d(x,y) =0 x = y.
b2) p(x,y) = (d(x,y))P = (d(y,x))P = p(y,x).

b3)1 <p <o ise x >0 igin f(x) = xP fonksiyonu digbiikeydir. Bu durumda,

a, b = 0 olmak tlizere



()2 <hor o= o

olup (a + b)? < 2P~1(aP + bP) elde edilir.
pO6y) = [@x )P < (dx2) +d(z)
< 2p_1((d(x, Z))p + (d(z, y))p)
=2P"Y(p(x,2) + p(2,¥)).
Sonug olarak, p fonksiyonu, s = 2P~1 sabiti ile bir b-metriktir.
Tamim 2.1.2.3. [29] (X, d) b-metrik uzayinda bir dizi {x,,} olsun.

a) {x,} dizisinin bir x € X noktasina b- yakinsamasi igin gerek ve yeter sart
lim d(x,,x) =0
n—-oo

olmasidir.

b) {x,} dizisinin bir b-Cauchy olmasi i¢in gerek ve yeter sart her € > 0 sayisina

karsilik her n,m = ny i¢in
d(xm, xp) < €

olacak bi¢imde bir ny € N olmasidir.

C) X lizerinde alman her b-Cauchy dizisi x € X noktasina b-yakinsak ise (X, d)

uzayina tam b-metrik uzay denir.

Tamm 2.1.2.4. [28] (X, d) bir b-metrik uzay olsun. Herhangi bir {x,,} ¢ X dizisi x € X
e b-yakinsak yani lim d(x,,x) = 0 olup lim d(Tx,,Tx) = 0 ise T: X — X fonksiyonu
n—->oo n—>oo

b-metrige gore siireklidir denir.
Uyan a. [28] (X, d) bir b-metrik uzay olsun.
(@) (X, d) uzayinda b-yakinsak dizinin limiti tektir.

(b) (X, d) uzayinda b-yakinsak her dizi bir b-Cauchy dizisidir.



(¢) (X, d) uzayinda, b-metrik siirekli degildir.

2.1.3. Dikdortgensel Metrik Uzaylar

Tamim 2.1.3.1. [14] X bos olmayan bir kiime olsun. d : X X X — [0, 4+0) fonksiyonu her

x,y € X ve her biri x, y den farkli olan tiim farkli u, v € X igin,
r) dx,y)=0 ©x=y;
r2) d(x,y) = d(y,x),
r3) d(x,y) < d(x,u) +d(u,v) +dv,y)

sartlari1 sagliyorsa d fonksiyonuna X {izerinde bir dikdortgensel metrik ve (X, d)
ikilisine de dikdortgensel metrik uzay (DMU) denir.

Ornek 2.1.3.2.[20] A = {0,2}, B = {%n € N} ve X = AU Bolsun. p: X X X — [0, )

olmak lizere

0, x=y

1, x#yvex,y€Aveyax,y €EB
y, x€Ay€ERB

X, X €B,ye€A.

p(x,y) =

seklinde tanimlansin.

r) plx,y) =0 x=y,

0, x=y

1, x#yvex,y € Aveyax,y €EB
y, X€AYy€ERB

x, x€B,y€eA

r2) p(x,y) = 1

(0, y=x

1, y#xvey,x€ Aveyay,x €EB
x, YEAXxERB

\Y, YEB,x€EA

=p(y,x)
) x=y=py)=0 dir. Ayrica p(x,u) >0, p(u,v)=0, p(v,y)=0
oldugundan 0 = p(x,y) < p(x,u) + p(u,v) + p(v,y) dir. x # yolsun. u = v

yada u # v ise



p(x,y) < plx,u) +pwv) +p,Yy)

esitsizligi saglanir.
Sonug olarak, p fonksiyonu X tizerinde bir dikdortgensel metriktir.

Tamim 2.1.3.3. [14] (X, d) bir dikdortgensel metrik uzay, x € X ve {x,}, X iizerinde bir

dizi olsun.

a) {x,}dizisinin x € X noktasina D-yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart

lim d(x,,x) =0
n—>00

olmasidir.

b) {x,} dizisi D-Cauchy olmas igin gerek ve yeter sart her € > 0 sayisina karsilik

her n,m > n, oldugunda
d(xXp, xym) < €

olacak bi¢gimde bir n, € N bulunmasidir.

€) X tzerinde alinan her D-Cauchy dizisi x € X noktasina D-yakinsak ise (X, d)

uzayina tam dikdortgensel metrik uzay denir.

Tanmm 2.1.3.4. [14] (X, d) bir dikdortgensel metrik uzay, x € X ve {x,}, X de bir dizi

olsun. lim d(x,,x) =0 iken lim d(Tx,,Tx) =0 oluyorsa T:X — X fonksiyonu
n—->oo n—->oo
dikdortgensel metrige gore siireklidir denir.

Uyan b. [30] (X, d) bir dikdoértgensel metrik uzay ve {x,} bu uzayda D-Cauchy dizisi

olsun. x € X i¢in Ai_r)glod(xn, x) = 0 ise her y € X igin gi_r)god(xn, y) =d(x,y) =0 dir.
Ozellikle, eger y # x ise {x,,} dizisi y noktasma yakinsak degildir.
Uyan c. (X, d) bir dikdortgensel metrik uzay olsun.

e (X, d) uzayinda D-yakinsak bir dizinin limiti tek degildir.

e (X, d) uzayinda D-yakinsak bir dizi, bir D-Cauchy dizisi olmayabilir.



e (X, d) uzayinda D-metrik siirekli degildir.

2.1.4. Dikdortgensel b-Metrik Uzaylar

Tamm 2.1.4.1. [20] X bos olmayan bir kiime ve s = 1 sabit bir reel say1 olsun.
d: X x X - [0, 400) fonksiyonu her x,y € X ve her biri x,y den farkli olan tim farkli

w,v € X igin
al)d(x,y) =0 ©x =y;
a2) d(x,y) = d(y,x),
a3) d(x,y) < s[d(x,u) + d(w,v) + d(v,y)]

sartlarin1 sagliyorsa d fonksiyonuna X tizerinde bir dikdortgensel b-metrik ve (X, d)
ikilisine de dikdortgensel b-metrik uzak (DbMU) denir.

Ornek 2.1.4.2. [20] (X, d) bir dikdortgensel metrik uzay ve p > 1 bir reel say1 olmak
tizere p(x,y) = (d(x,y))? olsun.

al) p(x,y) =0 (dx,y)P=0cdx,y)=0x=1y.
a2) p(x,y) = (d(x, y))? = (d,x))? = p(y,x)

ad)1<p <o ise x>0 igin f(x) =xP fonksiyonu digbiikeydir. Bu durumda,

a,b,c = 0 olmak lizere

<a+b+c>_(a+b+c

S D by ooy L LU
- ) S3@ B+ =2 f(@ 45 (B) +5£(©)

olup (a + b + )P < 3P71(aP + b? + cP) elde edilir.
p(6y) = (O M) < (dx,2) +d(z,0) + d(t, )"
<377 ((d(x, 2)" + (d(z D))" + (dt,y)")
=3P"(p(x,2) + p(z,t) + p(t,¥)).
Sonug olarak, p fonksiyonu, s = 3771 sabiti ile bir dikddrtgensel b-metriktir.

Tamim 2.1.4.3. [31] (X, d) bir dikdortgensel b-metrik uzay, x € X ve {x,}, X de bir dizi

olsun.
a) {x,} dizisinin x € X noktasina Db-yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart her
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€ > 0 sayisina karsilik her n > ny oldugunda

lim d(x,,x) =0
n—-0o

olmasidir.

b) {x,} dizisinin bir Db-Cauchy olmasi i¢in gerek ve yeter sart her £ > 0 sayisina

karsilik her n = ng, p > 0 igin

d(xp, xn4p) < €

olacak bigimde bir ny € N var olmasidir.

€) X iginde alinan her Db-Cauchy dizisi x € X noktasina Db-yakinsak ise (X, d)

uzayina tam dikdortgensel b-metrik uzay denir.

Lemma 2.1.4.4. [31] (X, d) bir dikdortgensel b-metrik uzay, x € X ve {x,}, X de bir dizi

olsun. lim d(x,,x) =0 iken lim d(Tx,,Tx)=0 1ise T:X - X fonksiyonu
n—0o n—->0o0
dikdortgensel b-metrige gore siireklidir.

Uyan d. [30] (X, d) dikdortgensel b-metrik uzay ve {x,} Db-Cauchy dizisi olsun. x € X
i¢in lim d(x,,x) = 0 ise her y € X i¢in limd(x,,,y) = d(x,y) = 0 dir. Ozellikle, eger
n—-oo n—-oo

y # x ise {x,} dizisi y noktasina yakinsak degildir.
Uyarni e. (X, d) bir dikdortgensel b-metrik uzay olsun.
e (X, d) uzaymda Db-yakinsak bir dizinin limiti tek degildir.
e (X, d) uzayinda Db-yakinsak bir dizi, bir Db-Cauchy dizisi olmayabilir.

e (X, d) uzayinda Db-metrik siirekli degildir.

2.1.5. Metrik Uzaylarin Karsilastirilmasi

Her metrik uzay bir dikdortgensel metrik uzay ve her dikdortgensel metrik uzayda bir
dikdortgensel b-metrik uzaydir. Fakat bu sonucun tersi her zaman dogru degildir ([31]
Ornek 2.4. ve 2.5.). Ayrica her metrik uzay bir b-metrik uzay ve her b-metrik uzayda bir

dikdortgensel b- metrik uzaydir (ayn1 katsay1 olmak zorunda degil).

11



Keyfi bir s sayis1igin her b-metrik, keyfi bir s2 sayis1i¢in dikdortgensel b-metrik uzaydir.
Fakat tersi dogru degildir (Ornek 2.1.5.4.).

Boylece asagidaki diyagram ortaya ¢ikar. Bu gegislerin tersleri, dogru degildir.

metrik uzay = —>  b-metrik uzay

! !

dikdortgensel metrik uzay —  dikdortgensel b-metrik uzay

Dikdortgensel metrik uzay veya dikdortgensel b-metrik uzay ig¢inde alinan dizinin limiti
tek olmak zorunda degildir. Ayrica dikdortgensel metrik uzay iizerindeki D-yakinsak dizi
de D-Cauchy dizisi olmak zorunda degildir. Dikdortgensel b-metrik uzay tizerindeki Db-
yakinsak dizide Db-Cauchy dizisi olmak zorunda degildir (Ornek 2.1.5.4.).

Ornek 2.1.5.1. [32] X = {0,1,2,3} olmak iizere d: X X X — [0, o) fonksiyonu her x,y €
X i¢in d(x,y) =d(y,x) ve d(0,0) =d(1,1) =d(2,2) =d(3,3) =0, d(0,1) =1,
d(0,2) =22,d(1,3) =6,d(0,3) =7,d(1,2) = d(2,3) = 8 seklinde tanimlansin. s =
2 igin d bir dikdortgensel b-metriktir. Fakat,

22 =d(0,2) >2(d(2,1) +d(1,0)) = 18
oldugundan d fonksiyonu bir b- metrik degildir. Ayrica,
22 =4d(0,2) >d(0,1) +d(1,3) +d(3,2) =15

oldugundan d fonksiyonu bir dikdortgensel metrik de degildir.

Ornek 2.1.5.2. [32] X ={0,1,2, ...} olmak iizere d: X X X — [0, o0) fonksiyonu

XxX=Yy

x#yvex,y € {01
d(x,y) = yvexy Oy

Wl N2

x #yvexveyay ¢ {0,1},
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seklinde tanimlansin. s = 2 i¢in (X, d) bir dikdortgensel b-metriktir. Fakat,

2=d(0,1) > % =2(d(0,2) + d(2,1)),

oldugundan b- metrik degildir. Ayrica,

1 1 1
2=d(0,1)>1= (§+§ + §> =d(0,2) +d(2,3) +d(3,1),

oldugundan dikdortgensel metrik de degildir.

Ornek 2.1.5.3.[31] A = {% me N} ve B kiimesi tiim pozitif tam sayilarin kiimesi olsun.

X = A U B olmak tizere d: X X X — [0, o) fonksiyonu, « > 0 ve her x,y € X igin

(0 x=y
2, x,y€A
dlx,y) =4 @
—, eAye{23
L o X y € {2,3}
a, aksitakdirde

seklinde tanimlansin.

1)

2)

3)

4)

5)

d G, %) =2a> i—z =d (2 2) +d ( ) oldugundan d bir metrik degildir.

d(— —)—2a>s[d( ) ( %)]=Sa(2nT+m)V€hel’nmEngln—>
s oldugundan d bir b-metrik degildir.

17a

d(33)=20>"=d(1,2)+d(23)+d(33) oldugundan d bir
dikdortgensel metrik deglldlr.

s = 2 alindiginda d bir dikdortgensel b-metriktir. Gergekten,

d(>>)=2a<2[d(>2)+d23)+d(3, )]=2[a+a(;:;n)]dlr.

n m

{%} dizisi (X, d) dikdortgensel b-metrik uzayinda 2 ve 3 noktalarina yakinsar.

Yani limiti tek degildir. Diger bir ifadeyle,
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ve

oldugundan 2 ve 3 noktalart, {%} dizisinin limitleridir.

6) {=} dizisi Db-yakinsaktir. Fakat,

1 1
d(—, >=2a-/+0(n—>00)
nn+p

oldugundan {%} dizisi bir Db-Cauchy dizisi degildir.
Ornek 2.1.5.4. [20] A = (0,2}, B ={-:n € N} ve X = AU B olsun. p: X x X > [0, 0)

fonksiyonu

0, x=y

1, x#yvex,y€ Aveyax,y €EB
y, x€Ay€ERB

X, X€B,y€eA

p(x,y) =

seklinde tanimlansin. Bu durumda (X, p) bir dikdértgensel metrik uzaydir. (Bknz. Ornek
2.1.3.2). d(x,y) = (p(x,¥))? olarak alinirsa (X, d) bir dikdértgensel b-metrik uzay olur.

2.2. SABIT NOKTA TEORISi

Tamm 2.2.1. [33] X bos olmayan bir kiime ve T, g : X — X bir fonksiyon olsun.

1. Tx = x esitligini saglayan x € X noktasina T nin bir sabit noktas1 denir.
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2. Tx = gx esitligini saglayan x € X noktasina T nin bir cakisik (coincidence)

noktas: denir.

3. Tx = gx = x esitligini saglayan x € X noktasina T nin bir ortak (common) sabit

noktasi denir.

Tamm 2.2.2. [34] (X, d) bir metrik uzay, T: X — X bir doniisim ve a € [0,1) olsun. x #
y olacak sekilde her x,y € X i¢in d(Tx, Ty) < d(x,y) ise T ye biiziilebilir doniisim ve

d(Tx,Ty) < ad(x,y) ise T ye daralma (biiziilme) doniisiimii denir.

Teorem 2.2.3. [2] (X,d) bir tam metrik uzay olmak tizere T:X — X bir daralma
fonksiyonu ise 0 zaman T nin bir ve yalniz bir sabit x € X noktasi vardir. Ayrica herhangi

bir x, € X i¢in {T™(x,)} dizisi T nin bu sabit x noktasina yakinsar.

Teorem 2.2.4. [4] (X, d) tam metrik uzay ve f, X tizerinde tanimli bir fonksiyon olsun.

€ > 0 sayisi verildiginde

e<dx,y)<e+d6d=d(fx,fy)<e

olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa f fonksiyonunun bir tek ¢ sabit noktast vardir.

Ayrica, herhangi bir x € X i¢in

lim f*x = ¢.
n—->oo
Tamim 2.2.5. [35] a > 1 bir reel say1 ve ¢: [0, 0) — [0, o) bir fonksiyon olsun.
1) ¢ fonksiyonu monoton artan,

2) Y2z pozitif terimli yakinsak bir seri olmak iizere, j, € N, a € [0,1) vej = j,

i¢in

al It (t) < aal pI(b) + z;

sartlar1 saglamyorsa ¢ fonksiyonuna (a)-karsilastirma fonksiyonu ((a)-comparison

function) denir.

Tiim (a)-karsilagtirma fonksiyonlarin kiimesi @ ile ifade edilecektir.

15



Lemma2.2.6. ([36], [37], [38]) Eger ¢: [0, ) — [0, o) bir (a)-karsilastirma fonksiyonu

ise asagidaki ifadeler saglanir.
1) Herhangi bir t € [0, +o0) i¢in Y5>, a¥¢*(t) serisi yakinsaktir.

2) hy(t) = X7, a*pk(t) seklinde tanimlanan hy: [0, 00) — [0, o0) fonksiyonu O da

surekli ve artandir.

3) k=1 icin ¢ fonksiyonunun her  ¢* vyinelemesi bir (a)-karsilastirma

fonksiyondur.
4) ¢ fonksiyonu 0 da siireklidir.
5) Herhangi bir t > 0 i¢in ¢(t) < t dur.

Tamm 2.2.7. [39] T : X > X vea : X X X = [0, +0) birer fonksiyon olmak iizere, her

x € X igin
a(x,Tx) = 1= a(Tx,T?x) > 1

sart1 saglaniyorsa T ye a-orbital kabul edilebilir fonksiyon (a-orbital admissible function)

denir.

Ornek 2.2.8. [39] X = {0,1,2,3} olmak iizere d: X X X - R, d(x,y) = |x — y| verilsin.
T:X — X fonksiyonu T(0) =0, T(1) =2, T(2) =1, T(3) = 3 seklinde tanimlansin.
4 =1{(0,1),(02),(1,1),(2,2), (1,2),(2,1), (1,3), (2,3)} € X x X olmak iizere

a:X X X = [0, 4+00) fonksiyonu

_(L  (xy) €A
a(x’y)_{o, X X X — {4}

seklinde tanimlansin. a(l,T(l)) =a(1,2)=1 ve a(T(), T?(1)=a(2,1)=1

oldugundan T bir a-orbital kabul edilebilir fonksiyondur.
Tamim 2.2.9. [24] { : [0,00) X [0,0) — R fonksiyonu

¢1) ¢(0,0) = 0,

2)Hert,s > 0igin {(t,s) < s — t dr,
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€3) {t,} ve {s,} dizileri (0, o) lizerinde iki dizi olmak iizere lim t, = lim s, > 0
n—->oo

n—-oo

olup limsup {(t,, s,,) < 0 dr,

n—-oo

sartlarin1 sagliyorsa ¢ fonksiyonuna simiilasyon fonksiyonu denir.
Tiim simiilasyon fonksiyonlarinin kiimesi Z ile gosterilecektir.

Tamim 2.2.10. [24] (X, d) bir metrik uzay, T : X — X bir fonksiyon ve ¢ € Z olsun.
Eger her x,y € X i¢in

{d(Tx,Ty),d(x,y) =0

ise T ye bir Z-daralma doéniisiimii denir.
Lemma 2.2.11. [40] (X, d) bir metrik uzay {x,}, X de bir dizi ve lim d(x,, x,41) =0
n—->oo

olsun. Eger {x,, } bir Cauchy dizisi degilse d(xmk, Xn,) = € olacak sekilde bir & > 0 say1st
ve n, > my = k olmak iizere {m,} ve {n;} pozitif tamsay1 dizileri vardir. Her bir k > 0

icin m,, ya karsilik n;, sayisi d(xmk,xnk) >¢€, d(xmk,xnk_l) < e ve
i) ,11_{{)10 d(xnk—lﬁxmk+1) =g
i) ’ll_r)glo d(xnk,xmk) =g,
i) Ill_l)’glo d(xmk_l,xnk) =&,
iv) lim d (% Xmy+1) = €

olacak sekilde en kiiclik pozitif tamsay1 olarak secilebilir.

Lemma 2.2.12. [41] (X,d) s = 1 katsayist ile bir b- metrik uzay, {x,,}, X de bir dizi ve

lim d(x,,x,+,) = 0 olsun. Eger {x,} bir Cauchy dizisi degilse d(xmk,xnk) > ¢,
n—->oo
d(xmk,xnk_l) <eve

) €< li,?liof}fd(xmk'xnk) < lirkn_)s:jp d(xmk,xnk) < se,

- & . . .
i) = < liminfd (X, 41, %5, ) < limsup d(xn, 41, %n, ) < 5%¢,
S k—co k—o0

ceey € . . :
i) - < llmlnfd(xmk,xnk+1) < limsup d(xmk,xnk+1) <s?e,
S k—oo k—oo
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- & . . -
iv) Z S h{f_l)glfd(xmk+1;xnk+1) < hr]?_?ololp d(xmk+1;xnk+1) < s,
olacak sekilde bir e > 0 sayisi ve n, > m;, = k olmak iizere {m;,} ve {n;,} pozitif tamsay1

dizileri vardir.

Tanmm 2.2.13. [33] (X, d) bir metrik uzay ve T', g: X — X olsun. {gx,,} ve {Tx,} dizileri

yakinsak ve limitleri ayn1 olmak {izere X de her {x,,} dizisi i¢in lim d(Tgx,, gTx,) =0
n—-oo
ise T ve g uyumlu (compatible) denir.

Uyan f. [42] T ve g degismeli (commuting) (yani, her x € X i¢cin Tgx = gTx) ise T ve

g uyumludur.

Tanim 2.2.14. [24] T ,g: X — X fonksiyonlar1 ve X de bir {x,,} dizisi verilsin. Her n >

0 igin gxp+q = Tx, ise {x,} (T, g) ikilisinin bir Picard-Jungck dizisidir denir.
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3. GENELLESTIRILMIiS DIKDORTGENSEL b-METRIK UZAYDA
(a, p)-MEIR-KEELER DARALMA FONKSIYONUNUN SABIT
NOKTALARI

Bu boliimde ilk olarak genellestirilmis dikdortgensel b-metrik uzay lizerinde (a, ¢)-
Meir-Keeler daralma fonksiyonu ile ilgili kavramlar verilecektir. Daha sonra bu kavram
ile ilgili baz1 teoremler ispatlanip gerekli goriilenler 6rneklerle agiklanacaktir ve bunlara

iligkin sonuglar verilecektir.

Tamim 3.1. X bos olmayan bir kiime ve s > 1 sabit bir reel say1 olsun. d:

X X X - [0, +oo] fonksiyonu her x,y € X ve u # v olan her u,v € X\{x,y} € X i¢in
dl) d(x,y) =0 e x=y;
d2) d(x,y) = d(y,x),
d3) d(x,y) < s[d(x,w) + d(w,v) + d(v,y)]

sartlarim1 sagliyorsa d fonksiyonuna X tizerinde bir genellestirilmis dikdortgensel b-

metrik ve (X, d) ikilisine de genellestirilmis dikdortgensel b-metrik uzak denir.

Tanim3.2.T: X - X ve a: X X X - [0, +oo] birer fonksiyon olmak iizere her x € X

i¢in

a(x, Tx) > 1= a(Tx, T?x) > 1,

a(x, Tx) < o = a(Tx, T?x) <

sartlar1 saglaniyorsa T ye genellestirilmis a-orbital kabul edilebilir fonksiyon denir.

Tammm 3.3. (X,d) bir genellestirilmis dikdortgensel b-metrik uzay ve T:X X X bir

fonksiyon Her x,y € X igin

e< ¢(d(x,y)) <e+6=>alx,y)d(TxTy)<ce¢
olacak sekilde @ : X X X = [0,4+00] ve ¢p € ® varsa T ye («, ¢)-Meir-Keeler daralma
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fonksiyonu denir.

Uyari g.x # y icin 0 < d(x,y) < oo ve a(x,y) < oo ise

a(x,y)d(Tx,Ty) < ¢(d(x,y))

olur.

Teorem 3.4. (X,d) genellestirilmis tam dikdortgensel b-metrik uzay ve T : X — X,

( a, p)-Meir-Keeler daralma fonksiyonu olsun.
1) T, genellestirilmis a-orbital kabul edilebilir fonksiyondur;
i) 1<a(xy,Txy) <ovel<a(xy,T?xy) < o olacak sekilde x, € X vardir;
iii) T siireklidir.

{x,} dizisi her n € N i¢in

Xn+1 = Txp

sekilde tanimlansin. Bu durumda asagidaki ifadelerden biri saglanir:

A. Hern € N; igin

d(xn: xn+1) = @,

d(xp, Xn42) = 0.

B. d(xg, xx41) < o0 Ve d(xy, Xx42) < o olacak sekilde bir k € N vardir.
Bu durumda T fonksiyonunun bir sabit noktasi vardir. Diger bir ifadeyle

Tu = u esitligini saglayan u € X noktas1 vardir.

Ispat. A nin saglanmas1 durumda ispat edilecek bir sey yoktur. Bunedenle d (xy, Xj41) <
o ve d(xg, Xy42) < oo olacak sekilde k € N var oldugu kabul edilsin. Eger x; =
Xi+1 = Tx) 1s€ xj, T nin bir sabit noktasi olur. Bu ise ispati tamamlar. x;, # X, kabul

edilsin. Ispat dort adimda incelenecektir.

1.Adim: Uyar1 g ve ¢ nin 6zelligi kullanilarak,
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a (xp, X4 1) A (Xpt1, Xp42) < ¢(d(xk'xk+1)) < d(xp, Xg41) < 0
elde edilir.
T, genellestirilmis a-orbital kabul edilebilir fonksiyon oldugundan ii) sarti1 kullanilarak

hern € N,, igin

1 < a(xg, Txp) = a(x,x1) <0 = 1< a(Txo, T(Tx)) = alxy, xz) <

= 1< a(Tx, Txy) = a(xy,x3) < ©

= 1 < a(Txg—q1, Txg) = a(xg, Xp41) <

= 1 < a(Txpin-1, Txk4n) = A Xigns1) < ©
elde edilir. Boylece
A (ks Xierz) < @, Xpes) A (Xper1, Xierz) < P(d (g X11)) < 00,
elde edilir. Bu sekilde isleme devam edilerek, her n € N i¢in
d(Xp s Xans1) < ¢n(d(xerk+1)) <
elde edilir. Lemma 2.2.6. nin 1) sikkindan dolayi
rlll_r){)lo d(xn, Xn41) =0

bulunur.

2.Adim: Uyar1 g ve ¢ nin 6zelligi kullanilarak,
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a (g, Xy 2) A (Xper1, Xper3) < P(dxy, xpr2)) < d(xg, Xpyz) <

elde edilir.

T, genellestirilmis a-orbital kabul edilebilir fonksiyon oldugundan ii) sart1 kullanilarak

hern € N,, igin

1< alxy, T?xg) = a(xg,x;) <0 =1 < a(Txy, T(T?x)) = alxy, x3) < o

= 1< a(Tx;, T(T?x1)) = a(xz,x4) < 00

= 1< a(Txg_q, T(T?xx-1)) = a(Xp, Xpeq2) < ©

=1< a(Txk+n—1'T(T2xk+n—1))

= A (Xpn) Xgant2) < ©

elde edilir. Boylece

A1 Xgr3) < @, Xy 2)d (g1, Xgy3) < ¢(d(xk'xk+2)) < o

elde edilir. Bu sekilde isleme devam edilerek, her n € N i¢in

d(Xgn Xkns2) < ¢n(d(xkka+2)) <o
elde edilir. Lemma 2.2.6. nin 1) sikkindan dolay1

lim d(xp, xp42) =0
n—->oo

bulunur.

3.Adim: n > m i¢in x,, = X,, oldugunu varsayalim. Bu durumda x,,; = Tx, = Tx,,, =

Xm+q dir. Boylece her k € N igin x,,,; = X4 €lde edilir.
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A (X Xme1) = Ay, Xpp1) < @(Xp—q, X)) A (X, Xpy1) < ¢(d(xn—1'xn))

< d(xn—lfxn) < d(xn—ern—l)

< d(xml xm+1)

elde edilir. Bu bir ¢eligkidir. Bu nedenle, varsayimimiz yanlis olup her m # n i¢in x,, #

X, dir.
4. Adim:

1.Durum. m = 1 i¢in v = 2m + 1 olsun. Boylece

d(Xpe4n Xienrzme1) < SAXprn, Xerne1) + S Xksns 1) Xeansz)
+ sd(Xp4ns2) Xkrntzme1)
< S[Ad(kans Xane1) T dXpgnsts Xiane2)]
+52d (X 4n+2 Xian+3) + 52d Xpernr3) Xernra)
+52d (Xpesn+40 Xkans2m+1)
< S[AdXktn Xgan+1) T A Xptnt1s Xiern+2) |
+ 82[d(Xpsn+2s Xkan+3) T AXpsnss Xkan+a)]
+ .
+ s"d(Xp4nszm-2 Xkenrzm-1) + 5" AdXgint2m—1 Xi4nszm)
+5"d (X 4n42m Xktn+2m+1)
< s[o™(d(xp, x1)) + ™ (d Ok, X 41))]

+52[p™2(d (xy, xp41)) + ™3 (d (e, X41) )]
+ cee

+sT@prrIm2 (d (X xk+1)) + pntem-t (d (X xk+1))]
+s™P™ 2™ (d (xy, Xp41))

< s¢™(d(xp, Xp41)) + 52" (d (g, Xpe41))
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+530™2(d (g, xpe41)) + 51 ™3 (d (g, xpe41))
+55p™(d (g, xpe41)) + 5™ (d (g, xpe41))

T

+52MLPM2IM=2(d (xp, xp14) ) + SEGTEL(d (g, Xper 1))

+52m+1¢n+2m(d(xk’ xk+1))

n+2m

= Z sUMGH(d (xk, Xier1))

i=n

n+2m

< Z s'pt(d (X, Xie41))

i=n

elde edilir.

2.Durum. m = 2 i¢in v = 2m olsun. Boylece

d(Xp4m Xeanszm) S SA(Xppn, Xan+1) + S Xt Xerns2)
+ 5d (X 4n+2) Xktn+2m)
< S[d Xkt Xk4nt+1) + AXkins1r Xe4n+2)]
+52d (X 4n+2 Xian+3) + 52d Xpernr3) Xernra)
+5%d (Xt a0 Xian+2m)
< S[AdXktn Xgan+1) T A Xptns1r Xin+2) |
+ S?[d(Xpernr2 Xian+3) T AXin+3s Xiernra)]
+ e
+ 5™ d (Xk4ns2m-2r Xksns2m=3)
+5m_1d(xk+n+2m—3fxk+n+2m—2)
+5™ 7 d (X4 n+2m—2 Xkrntzm)
< S[¢n(d(xk’xk+1)) + ¢n+1(d(xk'xk+1))]

+52[p™2(d (xy, xp41)) + ™3 (d (e, Xe41) )]
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4o
+s™ 24 (d (e, xr1)) + ™23 (d (g, Xes) )]
+5™(d (X rnszm-2 Xisntzm))

< sd™(d (g, xp41)) + 520™H(d (g, xpe41))

+s3¢pnt? (d(xk, xk+1)) +stpnt3 (d(xk: xk+1))

4
+52m—3¢n+2m—4(d(xk’ xk+1)) + SZm—2¢n+2m—3(d(xk' xk+1))

+5m_1 (d (xk+n+2m—2' xk+n+2m))

n+2m-3

= Z s (d (e, Xpr1)) 5™ (Kperntam—20 Xkantam)

i=n
n+2m-3

< z Si¢i(d(xk'xk+1))+Sm_ld(xk+n+2m—2:xk+n+2m)

i=n

elde edilir.

Sonug olarak, lim d(x,, x,4+2) = 0 ve Lemma 2.2.6. nin (1) sikkindan v €N, € >0
n—-oo

sayisina karsilik her n > n, icin

n+v-1

d (X sn Xknav) < z 5i¢i(d(xk'xk+1)) <é¢

i=n

olacak bigimde ny € N var olup bu nedenle {x,,} bir Cauchy dizisi ve {x,} dizisi bir x €
X noktasina yakinsaktir. T nin siirekliginden {T'x,,} dizisi Tx noktasina yakinsar. {Tx, } =
{xn+1} oldugundan {x,,,} dizisi de Tx e yakinsar. O halde limitin tekliginden dolayi

Tx = x esitligi saglanir. Bu durumda x, T fonksiyonun bir sabit noktasidir.

Teorem 3.5. (X, d) genellestirilmis tam dikdortgensel b-metrik uzay T : X — X, («, ¢)-

Meir-Keeler daralma fonksiyonu olsun.

i) T, genellestirilmis a-orbital kabul edilebilir fonksiyondur ;
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i) 1<a(xy,Txy) <ovel< a(xy,T?xy) < o olacak sekilde x, € X vardir;

i) {x,}, X de bir dizi, her n i¢in 1 < a(xy,, x,41) < o0 Ve {x,} dizisi x € X
noktasina yakinsak ise her k i¢in 1 < a(x,,, x) < o0 ve 0 < d(xy,,x) <

olacak sekilde {x,} nin {x,, } alt dizisi vardr.
Bu durumda asagidaki ifadelerden biri saglanir:

A. Hern € Nj i¢in

d(le' le-l-l) = @,

d(Xn, Xn42) = 0.

B. d(xg, xp41) < o0 Ve d(xy, xp42) < o olacak sekilde bir k € N, vardir.
Bu durumda T fonksiyonunun bir sabit noktast vardir. Diger bir ifadeyle

Tx = x esitligini saglayan bir x € X noktas1 vardir.

Ispat. Teorem 3.4. ispatinda, {x,,} dizisinin x € X noktasina yakinsak oldugu ispatland.
iii) yardimu ile {x,} dizisinin alt dizisi olan {x,, }, her k i¢in 1<

a(xp,, x) < o ve 0 < d(xp,,x) < oo dir. Uyari g. kullanilarak

d(TxnkH,Tx) = d(T(Txnk), Tx) < a(Txnk,x)d(T(Txnk),Tx) <o (d(Txnk,x))

elde edilir. Tx,, = xp,,, oldugu icin yukaridaki esitsizlikte k — oo igin limit aliirsa
{xn,,,} dizisi x noktasma yakimsak ve ¢ fonksiyonu ¢(0) = 0 da siireklidir. Bu durumda

d(x,Tx) = 0; diger bir ifadeyle x = Tx dir.
(U) T nin t, t herhangi iki sabit noktas1 i¢in 1 < a(t,t) < oo dir.

Teorem 3.6. Teorem 3.4. (veya Teorem 3.5.) hipotezlerine (U) sart1 eklenerek T, Y =
{t € X:d(xp, t) < o0,d(x41,t) < oo} de en fazla bir sabit noktasi vardir.

Ispat. T : X - X , (a, ¢)-Meir-Keeler tiirii bir daralma fonksiyonu olsun. Teorem 3.4.

(veya Teorem 3.5.) den T fonksiyonunun X iizerinde bir sabit noktas1 vardir.

T fonksiyonunun Y de birbirinden farkli t ve £ iki sabit noktasi olsun. Boylece i = k,

k + 1 igin d(x;,t) < oo ve d(x;,t) < oo dur. Ayrica Teorem 3.4. (veya Teorem 3.5.)
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icindeki B) durumundan d(x, x4,) < oo vardir. Boylece
d(t, ) < s[d(t, xx) + d(xg, Xg41) + d(xpqq, D)] < 0.
(V) sart1 ve Uyar1 g yardimiyla,
d(t,£) = d(Tt, TE) < a(t, D)d(Tt, TE) < ¢p(d(t,F)) < d(t,©)

elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir. O halde kabul yanlis olup t = £ elde edilir. Boylece ispat

tamamlanir.

Asagidaki teoremde, genellestirilmis dikdortgensel b-metrik uzay lizerinde Meir-Keeler

tipi daralma fonksiyonlari i¢in bir sabit nokta teoremi verilmektedir.

Teorem 3.7. (X, d) genellestirilmis tam dikdortgensel b-metrik uzay ve T, X de taniml

bir fonksiyon olmak iizere:

€ > 0 sayis1 verildiginde, x,y € X igin
€
e<dx,y)<e+6 = (Tx,Ty) < 39

olacak sekilde bir § > 0 sayis1 vardir.

x € X olsun. Her n € Ny i¢in x,,,1 = Tx,, olmak iizere asagidaki ifadelerden biri

saglanir.

A. Hern € N, igin

d('x‘l’l’ x‘l’l+1) = o,

d(xn' xn+2) = 0.

B. d(xg, xp41) < oo Ve d(xy, Xk42) < o olacak sekilde bir k € N, vardir.

Bu durumda asagidaki ifadeler gecerlidir:
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1) T, X ilizerinde bir x sabit noktasi vardir; diger bir ifade ile Tx = x ve

lim d(x,,x) = 0 dur.
n—-oo

ii) T fonksiyonun Y = {t € X:d(xy, t) < o0,d(x4+1,t) < oo} de tek bir
sabit noktasi var ve {t,}, Y tlizerinde bir dizi, herhangi bir t, € Y i¢in

the1 = Tty ile lim d(t,, x) = 0 dir.
n—->oo

Ispat. a(u,v) =1 ve ¢(t) = é alindiginda Teorem 3.4. ve Teorem 3.5. in ispatindan

¢ikarilan bir sonugtur.
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4. b-METRIK UZAY UZERINDE Cz-SIMULATION FONKSIYONU
VEYA FONKSIYONLARI ILE CAKISIK NOKTA TEOREMLERI

Bu béliimde ilk olarak C-simiilasyon fonksiyonu ve (Z; ,, g)-daralma ile ilgili kavramlar

verilecektir. Daha sonra b-metrik uzay tizerinde Cg-simiilasyon fonksiyon yardimiyla

cakisik nokta ile ilgili bazi teoremler ispatlanip gerekli goriilenler

aciklanacaktir ve bunlara iliskin sonuglar verilecektir
Tamim 4.1. [43] F: [0, ) X [0, ) = R fonksiyonu, siirekli ve
1) F(s,t) <s;
2) Hers,t €[0,00)i¢in F(s,t) =sikens =0yadat=0
sartlarin1 sagliyorsa F fonksiyonuna C- sinifi fonksiyon denir.
Tiim C- smifi fonksiyonlart C ile gosterilecektir.
Tamim 4.2. [44] F: [0, o) X [0, ) — R fonksiyonu, bir Cz > 0 igin,
1) F(s,t) > Cr=> s>t
2) Hert € [0,) i¢in F(t,t) < C
sartlarini sagliyorsa Cr 6zelligine sahiptir denir.
Ornek 4.3. [44] F: [0, ) X [0, ) — R olmak iizere her s, t € [0, ®) igin

1) r € [0,) ve Cp = r olmak lizere F(s,t) =s —t

s
(1+0)"

2) r € (0,00) ve Cr = 1 olmak tizere F(s,t) =
fonksiyonlar1 C 6zelligine sahip C nin elemanlaridir.
Tamim 4.4. [45] C: [0, ) X [0, ) = R fonksiyonu,

Ca) ¢(0,0) = 0;

Orneklerle

{b) F:[0,00) X [0,0) = R Cp 6zelligine sahip ve F € C olmak {izere, her t,s > 0

icin {(t,s) < F(s,t);

Cc) lim ¢, = Tlll_r){)lo s, > 0 ve t, <s, olmak iizere {t,} ve {s,} (0, ) iizerinde iki

n—-oo
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dizi ise limsup {(t,, sp) < Cg

n—-oo

sartlarini sagliyorsa Cr- simiilasyon fonksiyonu olarak isimlendirilir.
Cr-simiilasyon fonksiyonlarin siifi Zg ile gosterilecektir.

Ornek 4.5. [44] T: [0, ) X [0, ) — R fonksiyonu ve k < 1 reel say1 olsun. Cx = 0 ve
U(t,s) = kF(s,t) — t seklinde tanimlansin.

U(t,s) =kF(s,t) —t < kF(s,t) <F(s,t) <s
ve
U(t,t) =kF(t,t) —t<kt—t<0

oldugundan ¢ fonksiyonu, {a) ve {b) aksiyomlar1 sagladigi asikardur. {t,,} ve {s,} dizileri

(0, ) tizerinde iki dizi olmak {izere lim t, = lim s, =8 >0 ve hern € N igin t,, <
n—oo

n—-oo

s, iken

limsup {(t,,, s,) =limsup(kF(s,,t,) —t,) <(k—1)6 <0
n—-oo n—oo
oldugundan {c) aksiyomu saglanir. Bu nedenle ¢, bir Cr- simiilasyon fonksiyondur.

Tamim 4.6. (X, d) bir b-metrik uzay T, g: X — X iki fonksiyon ve { € Zp olsun. gx #
gy olan her x,y € X i¢in

{(s*d(Tx, Ty),d(gx, gy)) = Cp,

sart1 sagliyorsa T ye bir (Zr p, g) — daralma doniisiimii denir.
Uyar h.
1. {b) geregi her r > 0i¢in {(s*r,r) < Cp dr.

2. EgerT { € Zp ye gore (Zrp, g) —daralma doniistimii ise gx # gy olanherx,y €
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X igin

d(Tx,Ty) < s*d(Tx,Ty) < d(gx, gy)

saglanir.

Ispat1 i¢in, gx # gy oldugunu varsayalim. Bu durumda d(gx, gy) > 0 dir. Eger Tx =
Tyise 0 = d(Tx,Ty) = s*d(Tx, Ty) < d(gx, gy) dir. Eger Tx # Ty ise {b) aksiyomu

ve (Zr p, g)-daralma 6zelligi kullanilarak

Cr < Z(s“d(Tx, Ty),d(gx, gy)) < F(d(gx, gy),s*d(Tx, Ty))

elde edilir. Dolayisiyla

d(Tx,Ty) < s*d(Tx,Ty) < d(gx, gy)

bulunur.

Yardimcer Teorem 4.7. T fonksiyonu (X, d) b-metrik uzaymda bir (Zr,, g) — daralma
dontisiimii olsun. x, y € X noktalar1 T ve g nin gakisik noktalartysa Tx = gx = gy =Ty

dir. Ayrica, asagidaki 6zellikler saglanir.

1. T (veya g), T ve g nin tim ¢akigik noktalar1 kiimesi tizerinde birebir ise, T ve g

nin en fazla bir ¢cakisik noktasi vardir.
2. T ve g nin bir ortak sabit noktasi varsa tektir.

Ispat. gx # gy kabul edilsin. Bu durumda d(gx, gy) > 0 dir. T bir (Zg,, g) -daralma

doniistimii oldugundan

Cr < {(s*d(Tx, Ty),d(gx, gy)) = {(s*d(gx, gy),d(gx, gy))

olup Uyar h. 1) sikki ile gelisir.

Teorem 4.8. T (X, d) b-metrik uzay: tizerinde bir (Zr 3, g) — daralma déniisimii ve {x,}

(T, g) ikilisi {x,},5o bir Picard-Jungck dizisi olsun. Ayrica, asagidaki sartlardan en az
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biri saglansin.
(@ (g(X),d) (veya (T(X),d)) tamdr.
(b) (X,d) tam, T ve g b-siirekli ve uyumludur.
(c) (X,d)tam, T ve g b-siirekli ve degismelidir.

Bu durumda T ve g nin en az bir ¢akisik noktast vardir. Ayrica, {gx,} dizisi T ve g nin

bir ¢akisik noktasini igerir ya da asagidaki sartlardan en az biri saglanir.

(&) durumunda, {gx,} dizisi u € g(X) noktasina yakinsar ve gv = u olan herhangi

bir v € X noktasi T ve g nin bir ¢akisik noktasidir.
(b) ve (c) durumunda, {gx,} dizisi T ve g nin bir gakisik noktasina yakinsar.

Buna ek olarak, x,y € X, T ve g nin ¢akisik noktalariysa Tx = gx = gy =Ty dir. g
(veyaT), T ve g nin tiim ¢akisik noktalar1 kiimesi tizerinde birebir ise T ve g nin bir tek

cakisik noktasi vardir.
Ispat. {x,}, T ve g nin bir cakisik noktasim igeriyorsa ispat tamamlanir. {x,,},

T ve g herhangi bir ¢akisik noktasini igermedigi kabul edilsin. Her n > 0 i¢in

9xn # Txp = gXn41.

Bu durumda, her n = 0 igin

d(gxn, gxn+1) > 0.

Ispat ii¢ asamada gosterilecektir.

1.Durum. ¢{b) aksiyomu ve (Zg,, g) - daralma 6zelligi yardimiyla hern > 0 ve s > 1

bir reel say1 olmak iizere

CF < {(54(d(Txn’Txn+1)' d(gxn; gxn+1))
= {(54(d(gxn+1’ gxn+2)’ d(gxn' gxn+1))

< F(d(gxn' gxn+1)’ S4d(gxn+1' gxn+2))
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olur. Buradan her n>0 icin 0 <d(gxXpi1,9Xns+2) < s*d(GXni1, GXniz) <
d(gxn, gxn+1) elde edilir.  Dolayisiyla benzer sekilde d(gxpi2, 9Xnisz) <
d(gXn+1,) GXn4+2) oldugu elde edilir. Bu nedenle {d(gx,, gxn+1)} dizisi sifir ile alttan

sinirl ve artmayan bir dizi oldugundan yakinsaktir.

lim d(gx,, gxn+1) = r > 0 olsun.
n—oo

{tn} = {d(gXns1, gXn42)} Ve {sn} = {d(gxn, gXp41)} dizileri ile {c) aksiyomu

uygulanirsa (her n igin t, < s, ),

Cr < limsup ((54(d(gxn+1, GXn+2), A(gxy, gxn+1)) = limsup {(s*t,, s,) < Cr

n—oo n—-oo

oldugundan c¢eliski elde edilir. O halde r = 0 olmalidir. Diger bir ifade ile
lim d(gxn, gxns1) =0

dir.

2.Durum. {gx,} dizisi bir b-Cauchy dizisi olmadigin1 varsayalim. d(gxm(k),gxn(k)) >
€ ve d(gxm(k),gxn(k)_l) < € olacak sekilde bir € > 0 sayist ve n(k) > m(k) > k ile
{Xn@)} Ve {xmu} iki pozitif tamsayr dizileri vardir. T, (Zg, g) —daralma doniistimii

oldugundan ¢b) aksiyomu kullanilarak

CF < €(54 (d(Txm(k)' Txn(k))’ d(gxm(k); gxn(k)))
= J(s* (d(gxm(k)+1'gxn(k)+1)' d(gxmao, gxn(k)))
<F (d(gxm(k)'gxn(k))'S4d(gxm(k)+1lgxn(k)+1))
elde edilir.
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i) s =1olsun.

Bu durumda (X,d) bir metrik uzaydir. {t,} = {d(gXmu)+1, 9Xn+1)} Ve {sn} =

{d (gxm(k), gxn(k))} olmak tizere Lemma 2.2.11. in i)-iv) aksiyomlar ve {c) yardimiyla

Cr < limsupf(d(gxm(k)ﬂ,gxn(k)ﬂ),d(gxm(k),gxn(k)))

n—->oo

<F (d(gxm(k)'gxn(k))rd(gxm(k)+1'gxn(k)+1)) <Cr

olup ¢eliski elde edilir.
i) s > 1 olsun.

Bu durumda (X, d) bir b-metrik uzaydir. Lemma 2.2.12. nin i)-iv) aksiyomlar

yardimuyla,

Cp =< limsup((S4d(gxm(k)+1'gxn(k)+1)'d(gxm(k)'gxn(k)))

n—->oo

<F (d(gxm(k)'gxn(k))'S4d(gxm(k)+1'gxn(k)+1)) <Cr

olup celiski elde edilir.
O halde {gx,}, X de bir b-Cauchy dizisi olmalidur.

3.Durum. (a) veya (b) veya (c) varsayimlariyla, T ve g nin bir ¢akisik noktasina sahip

oldugu gosterilecektir.

(@ (g(X),d) (veya (T(X),d)) tam olsun. Bu durumda, her n > 0 igin gx,,; =
Tx, € T(X) € g(X) dir. Ayrica, bir onceki asamada {gx,} dizisinin bir b-
Cauchy dizisi oldugu gosterildi. g(X), (veya (T(X)) tam oldugundan dolayi
{gx,} = u € g(X) dir. Yani

lim d(gx,,u) =0
n—->oo
dir. Her n = 0 i¢in gx, 41 = Tx, oldugundan

lim d(Tx,,u) =0
n—-0o

34



dir. Herhangi bir v € X i¢in gv = u olsun. v, T ve g nin bir ¢akisik noktasi
olmadig1 kabul edilsin. Diger bir ifadeyle u = gv # Tv olsun. Bu durumda, § =
d(Tv, gv) > 0 dir. Ayrica, her n = n, igin d(gx,, gv) < 6 olacak sekilde n, €
N vardir. Yani, her n = ng i¢in d(gx,, gv) < é = d(Tv, gv).

O halde her n > n, i¢in gx,, # Tv olup
d(Txy, Tv) = d(gxps1,Tv) > 0

elde edilir. Diger taraftan her n > n, i¢in gx, = gv olacak sekilde bir n; € N

olsaydi bu durum d(gx,,, gx,+1) > 0 olmasiyla gelisir.

Bu nedenle, {gx,} dizisinin her n i¢in
gXsm) * gv

olacak sekilde belirli bir {gxsx)} alt dizisi vardir.

n, € N igin §(n,) = n, olsun. Bu nedenle, gxsm) # gv ve d(Tx,, Tv) >0
oldugundan her n > n, i¢in d(gxsm), gv) > 0 ve d(Txsm), Tv) > 0 dir. {b)

kullanilarak

Cr < {(s* (d(Tx(g(n), Tv), d(gx(g(n), gv))

<F (d(gx(g(n),gv),s4d(Tx5(n),Tv))
elde edilir. Ayrica, her n = n, i¢in
0 < d(Txsny, Tv) < s*d(Txsmy, TV) < d(gxsmy, gv) = (x5, 1)

olup limit alimrsa lim d(Txs), Tv) = Oelde edilir. Fakat {Txsem)} =
n—oo

{gx(g(n)ﬂ} oldugundan {gx,} in bir alt dizisi gv ye yakinsaktir. Limitin tekligi
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nedeniyle gv = Tv dir. Bu durum kabuliimiiz ile gelisir. O halde v, T ve g nin bir

cakisik noktasidir.

(b) (X, d) b-metrik uzay1 tam, T ve g b-siirekli ve uyumlu olsun. Bu durumda {gx,}
dizisi, (X, d) tam b-metrik uzayinda bir b-Cauchy dizisi oldugundan {gx,,} - u €
X dir. T ve g siirekli oldugundan {ggx,} = gu ve {Tgx,} — Tu dir. Ayrica, T

ve g uyumlu ve {Tx,} = {gx,+1} ile {gx,} dizilerinin limiti ayn1 oldugundan
7{1_{{;10 d(Tgx,, gTx,) =0
dir. Dolayisiyla,
d(Tu, gu) = lim d(Tgxn, gg¥n+1) = lim d(Tgxn, gTxz) =0
olur. Bu nedenle, Tu = gu elde edilir. Sonug olarak u, T ve g nin bir gakisik

noktasidir.

(c) (X,d) tam b-metrik uzay, T ve g b-siirekli ve degismeli olsun. Bu durumda T ve

g degismeli ise T ve g uyumlu olacagindan (b) durumu ile ayni1 olur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezin esasini olusturan ti¢lincii ve dordiincii boliimlerde elde edilen sonuglar asagida

stralanmustir.

1. Genellestirilmis dikdortgensel b- metrik uzay tizerinde (@ — ¢)-Meir Keeler daralma
fonksiyonu ile ilgili bazi teoremler elde edilmistir. Ayrica bu daralma fonksiyonlari igin

sabit nokta teoremleri elde edilmistir.

2. b- metrik uzay iizerinde, Cp- simiilasyon fonksiyonu ve (ZF’b,g) — daralma

fonksiyonlar1 kullanilarak sabit nokta ile ilgili bazi teoremler elde edilmistir.

Sonraki ¢aligmalarda, ¢esitli metrik uzaylarda genellestirilmis tiggensel a- orbital kabul
edilebilir fonksiyon veya Kannan tipi daralma fonksiyonlari kullanilarak sabit nokta ile
ilgili yeni sonuglar elde edilebilir. Ayrica her b-metrik uzay bir dikdortgensel b- metrik
uzay oldugundan, b- metrik uzay yerine genellestirilmis olan dikdoértgensel b- metrik
uzay veya genellestirilmis (Z F.bs g) — daralma fonksiyonlar1 kullanilarak sabit nokta ile

ilgili yeni sonuglar elde edilebilir.
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