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SİMGELER 

𝑈𝑛
(𝛼1,…,𝛼𝑟)(𝑥1, … , 𝑥𝑟)                                                                          Erkuş-Srivastava Polinomu 

Γ(𝑥)  Gamma Fonksiyonu  

𝐹1(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑥)2   Gauss Hipergeometrik Fonksiyonu 

𝐻𝑛(𝑥)  Hermite Polinomları 

𝐹1[… ; 𝑥, 𝑦]                                          İki değişkenli Appell Hipergeometrik Fonksiyon 

𝐹2[… ; 𝑥, 𝑦]                                  İki değişkenli Appell Hipergeometrik Fonksiyon 

𝑃𝑛
(𝛼,𝛽)

(𝑧)                                     Jacobi Polinomu 

𝐿𝑛
(𝛼)(𝑥)                                      

 
 Laguerre Polinomları 

𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏)                                 Modified Genelleştirilmiş Sylvester Polinomu 

(𝛼)𝑛                                         Pochhammer Sembolü 

𝐹(3)[… ; 𝑥, 𝑦, 𝑧]                                         Srivastava’nın Genelleştirilmiş Hipergeometrik 

Fonksiyonu 

𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)                                      Üç Değişkenli Genelleştirilmiş Sylvester 

Polinomları 

𝜑𝑛(𝑥)  Tek Değişkenli Sylvester Polinomları 

𝑓𝑛(𝑥; 𝑎) 
                 

 Tek Değişkenli Genelleştirilmiş Sylvester 

Polinomları 

𝐹𝐴
(𝑠) 

𝐹𝐵
(𝑠)

 

𝐹𝐷
(𝑠)

 

                                               

 1. çeşit Lauricella Fonksiyonu 

2. çeşit Lauricella Fonksiyonu 

4. çeşit Lauricella Fonksiyonu 
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ÖZET 

ÇOK DEĞİŞKENLİ GENELLEŞTİRİLMİŞ SYLVESTER POLİNOMLARI 

 

Şule  SOYTÜRK 

Düzce Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Anabilim Dalı 

Yüksek Lisans Tezi 

Danışman: Dr. Öğr. Üyesi Nejla ÖZMEN 

Ekim 2019, 56 sayfa 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. Bu tezin ne 

ile ilgili olduğuna dair kısa bir tanıtım ve Sylvester polinomlarının literatür özeti 

verilmiştir. İkinci bölümde önbilgiler ve diğer bölümlerde kullanılacak olan bazı tanımlar 

ve lemmalar verilmiştir. Üçüncü bölüm de, tek değişkenli Sylvester polinomu, 

genelleştirilmiş Sylvester polinomları ve modified genelleştirilmiş Sylvester 

polinomlarının özelliklerinden oluşmaktadır. Dördüncü bölümde ise, çok değişkenli 

Sylvester polinomları tanıtıldı, özellikleri verildi. Ayrıca bu polinomlar için bilinear ve 

bilateral doğurucu fonksiyonlarını veren teoremler elde edildi. Burada verilen teoremlerin 

sonuçları ve uygulamaları incelendi. Çok değişkenli Sylvester polinomlarının Appell ve 

genelleştirilmiş Lauricella fonksiyonları arasındaki bağıntılar incelendi. Özel 

durumlarına yer verildi. Son bölümde bu tez için bazı sonuç ve öneriler sunulmuştur.  

 

Anahtar sözcükler: Doğurucu fonksiyon, Hipergeometrik fonksiyon, Genelleştirilmiş 

Sylvester polinomları, Multilineer ve multilateral doğurucu fonksiyon, Rekürans 

bağıntısı. 
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ABSTRACT 

MULTIVARIABLE GENERALIZED SYLVESTER POLYNOMIALS  

Şule SOYTÜRK 

Duzce University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics 

Master’s Thesis 

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Nejla ÖZMEN 

October 2019, 56 pages 

This thesis consists of four chapters. The first section is devoted to the introduction. A 

brief introduction to what this thesis is about and the literature summary of Sylvester 

polynomials are given. In the second part, some definitions and lemmas are given. In the 

third chapter, univariate Sylvester polynomial, generalized Sylvester polynomials and 

modified generalized Sylvester polynomials are composed of properties. In the fourth 

chapter, Sylvester polynomials with multiple variables are introduced and their properties 

are given. In addition, theorems for these polynomials yielding bilinear and bilateral 

generating functions were obtained. The results and applications of the theorems given 

here were examined. Correlations between Appell and generalized Lauricella functions 

of multivariable Sylvester polynomials were examined. Exceptions were given. In the last 

chapter, some conclusions and recommendations are presented for this thesis. 

Keywords: Generating function, Hypergeometric function, Generalized Sylvester 

polynomials, Multilinear and multilateral generating function, Recurrence relation. 
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1. GİRİŞ 

Genelleştirilmiş fonksiyonlar, özel fonksiyonların literatür de önemli bir kısmını teşkil 

etmektedir. Tek değişkenli özel fonksiyonlar olarak bilinen Hermite polinomları, 

Laguerre polinomları, Legendere polinomları, Gegenbauer polinomları, Jacobi 

polinomları, Rice polinomları ve Genelleştirilmiş Sylvester polinomlarının…vb. 

genelleştirmeleri her geçen gün önemini daha da arttırmaktadır.  Doğa uygulamalarının 

problemleri ile bu polinomlar yakından ilişkilidir. Genelleştirilmiş Sylvester polinomları, 

hipergeometrik fonksiyonların özel bir kısmıdır. Matematiksel analiz ve uygulamalarda 

önemli bir yer tutmaktadır. Bu tezde kullanılan Sylvester polinomları hakkında genel bir 

değerlendirme yapılacak olursa, şunları söylemek mümkündür. 

Tek değişkenli Sylvester polinomları ilk kez İngiliz matematikçi J. J. Sylvester tarafından 

1879 yılında çalışılmıştır [1]. 1960 yılında E. D. Rainville tarafından,  

 

𝜑𝑛(𝑥) =
𝑥𝑛

𝑛!
𝐹02 (−𝑛, 𝑥;−; −

1

𝑥
) 

 

şeklinde tanımlanmıştır. Bu polinomun doğurucu fonksiyonu 

 

∑𝑓𝑛(𝑥; 𝑎)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛 = (1 − 𝑡)−𝑥𝑒𝑎𝑥𝑡 

 

şeklindedir [2]. 1980 yılında bu polinom A. K. Agarwall ve H. L. Manocha tarafından 

genelleştirilmiş, ve 

 

𝑓𝑛(𝑥; 𝑎) =
(𝑎𝑥)𝑛

𝑛!
𝐹02 (−𝑛, 𝑥; −; −

1

𝑎𝑥
)   (𝑎 ≠ 0 ) 

 

şeklinde tanımlanmıştır.  
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Bu polinomun doğurucu fonksiyonu 

 

(1 − 𝑡)−𝑥𝑒𝑎𝑥𝑡 = ∑𝑓𝑛(𝑥; 𝑎)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛 

 

şeklindedir [3]. 2014 yılımda M. A. Malik tarafından modified genelleştirilmiş Sylvester 

polinomları 

 

𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏) =
(𝑏𝑥)𝑛

𝑛!
𝐹0[−𝑛, 𝑎𝑥; −; (−𝑏𝑥)

−1]2            𝑏 ≠ 0 

 

şeklinde tanımlanmıştır [4]. Bu polinomun doğurucu fonksiyonu, 

 

∑𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛 = (1 − 𝑡)−𝑎𝑥𝑒𝑏𝑥𝑡            (|𝑡| < 1) 

 

şeklindedir [4].  2017 yılında J. Choi ve M. Ahlaq tarafından üç değişkenli Sylvester 

polinomları  

 

𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) 

=
(𝑑𝑥)𝑛(𝑒𝑦)𝑛(ℎ𝑧)𝑛

𝑛!
∑

(−𝑛)𝑟+𝑠+𝑘(𝑎𝑥)𝑟(𝑏𝑦)𝑠(𝑐𝑧)𝑘
𝑟! 𝑠! 𝑘!

∞

𝑟,𝑠,𝑘=0

(−
1

𝑑𝑥
)
𝑟

(−
1

𝑒𝑦
)
𝑠

(−
1

ℎ𝑧
)
𝑘

 

 

 şeklinde tanımlanmıştır [5]. Bu polinomun doğurucu fonksiyonu 

 

∑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝑡
𝑛

∞

𝑛=0

 

= 𝑒𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑧𝑡(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)−𝑎𝑥−𝑘(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)−𝑐𝑧 

 

şeklindedir [5].  
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Günümüzde daha hâlen Sylvester polinomuyla ilgili birçok çalışma ve özelliklerini 

bulmak mümkündür [6]-[11]. Uygun koşullar altında hipergeometrik polinomların farklı 

tip özellikleri hâlen çalışılmaktadır.  

Ayrıca tezimizde, çok değişkenli Sylvester polinomunun başka özelliklerinide bulmak 

mümkündür. Çok değişkenli Sylvester polinomları için bilinear ve bilateral doğurucu 

fonksiyonları veren teoremler elde edildi. Bu teoremler kullanılarak bazı bilinear ve 

bilateral doğurucu fonksiyon bağıntıları verildi. Bu teoremlere ek olarak, Appell 

polinomları ve genelleştirilmiş Lauricella fonksiyonları için bilateral doğurucu fonksiyon 

bağıntıları elde edildi. Son olarak sonuç ve önerilere yer verildi.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

2.1.  POCHHAMMER SEMBOLÜ 

 

(𝜆)𝜗  Pochhammer sembolü,  𝜆 reel ya da kompleks bir sayı, 𝜗 sıfır yada pozitif bir sayı 

olmak üzere  

 

 (𝜆)𝜗 = {
(𝜆 + 1)(𝜆 + 2)… (𝜆 + 𝜗 − 1), 𝜗 ≥ 1

1, 𝜗 = 0
                                                        

 

olarak tanımlanır. 

2.2.  HİPERGEOMETRİK FONKSİYON  

 

𝛼, 𝛽  ve  𝛾  reel ya da kompleks sabitler olmak üzere,  

 

𝐹2 1(𝛼, 𝛽; 𝜆; 𝑥) = ∑
(𝛼)𝑛(𝛽)𝑛
(𝜆)𝑛

∞

𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛!
 

 

şeklinde tanımlanan hipergeometrik seri literatürde   𝐹(𝛼, 𝛽; 𝜆; 𝑥)  ile gösterilir ve bu 

fonksiyona hipergeometrik fonksiyon denir. Genelleştirilmiş hipergeometrik seri, 

 

𝐹𝑝 𝑞(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑝; 𝛾1, 𝛾2, … , 𝛾𝑞 ; 𝑥) = ∑
(𝛼1)𝑛(𝛼2)𝑛…(𝛼𝑝)𝑛
(𝛾1)𝑛(𝛾2)𝑛 …(𝛾𝑞)𝑛

∞

𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛!
 

 

şeklinde tanımlanır. 
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2.3. GAMMA FONKSİYONU 

 

𝑅𝑒(𝑧) > 0 olmak üzere Gamma fonksiyonu, 

 

 𝛤(𝑧) = ∫ 𝑒−𝑡𝑡𝑧−1𝑑𝑡
∞

0
                                                                                                  

 

şeklinde tanımlanır. 

2.4.  BAZI HİPERGEOMETRİK FONKSİYONLARIN SERİ AÇILIMLARI 

 

1) (1 − 𝑥)−𝛼 = ∑(𝛼)𝑛
𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

= 𝐹12 (𝛼, 𝛽; 𝛽; 𝑥)    

                                                          

2) 𝑙𝑛(1 + 𝑥) = 𝑥∑
(1)𝑛(1)𝑛
(2)𝑛

∞

𝑛=0

(−𝑥)𝑛

𝑛!
= 𝐹12 (1,1;2; −𝑥)   

 

hipergeometrik fonksiyonları şeklinde seriye açılımlarına sahiptir. 

2.5.  DOĞURUCU FONKSİYON 

İki değişkenli bir 𝐹(𝑥, 𝑡) fonksiyonu 𝑡’nin kuvvetlerine göre 

 

𝐹(𝑥, 𝑡) = ∑𝑐𝑛𝑓𝑛(𝑥)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛 

 

şeklinde bir seriye açılabiliyorsa, 𝐹(𝑥, 𝑡) fonksiyonuna {𝑓𝑛(𝑥)} fonksiyonlar ailesinin bir 

doğurucu fonksiyonu denir. Burada 𝑐𝑛’ler 𝑥 ve 𝑡’den bağımsız  𝑛’nin bir fonksiyonu olup 

değişik parametreler içerirler. 
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Üç değişkenli 𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑡) fonksiyonu, 𝑡’nin kuvvetlerine göre  

 

𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑𝛼𝑘

∞

𝑘=0

ℎ𝑘(𝑥)ℎ𝑘(𝑥)𝑡
𝑘 

 

şeklinde bir seriye  açılabiliyorsa,  𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑡) fonksiyonuna  ℎ𝑘(𝑥)  fonksiyonları için 

bilineer doğurucu fonksiyon denir. 

Üç değişkenli 𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑡)  fonksiyonu  𝑡’nin kuvvetlerine göre 

 

𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑𝛼𝑘

∞

𝑘=0

ℎ𝑘(𝑥)𝑔𝑘(𝑥)𝑡
𝑘 

 

şeklinde bir seriye açılabiliyorsa  𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑡) fonksiyonuna ℎ𝑘(𝑥) ve 𝑔𝑘(𝑥)  fonksiyonları 

için bilateral doğurucu fonksiyon denir. 

(𝑟 + 1) değişkenli  𝐷(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑟 , 𝑡)  𝑡’nin kuvvetlerine göre, 

 

𝐷(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑟 , 𝑡) = ∑𝛼𝑘𝑓𝑘(𝑥1)𝑓𝑘(𝑥2)

∞

𝑘=0

…𝑓𝑘(𝑥𝑟)𝑡
𝑘 

 

şeklinde bir seriye açılabiliyorsa, 𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑡) fonksiyonuna 𝑓𝑘(𝑥1), 𝑓𝑘(𝑥2),… , 𝑓𝑘(𝑥𝑟) 

fonksiyonları için multilineer doğurucu fonksiyon denir. 

(𝑟 + 1) değişkenli  𝐷(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑟 , 𝑡)  𝑡  nin kuvvetlerine göre 

 

𝐷(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑟 , 𝑡) = ∑𝛼𝑘𝑓1𝑘(𝑥1)𝑓2𝑘(𝑥2)

∞

𝑘=0

…𝑓𝑟𝑘(𝑥𝑟)𝑡
𝑘 

 

şeklinde bir seriye açılabiliyorsa, 𝐷(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑟 , 𝑡)  fonksiyonuna  

𝑓1𝑘(𝑥1), 𝑓2𝑘(𝑥2),… , 𝑓𝑟𝑘(𝑥𝑟)  fonksiyonları için multilateral doğurucu fonksiyon denir. 
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2.6. BAZI KULLANIŞLI LEMMALAR 

 

Lemma 2.1. Aşağıda bazı lemmalar ispatsız verilecektir [2]: 

 

1)∑∑𝐴(𝑘, 𝑛) =

∞

𝑘=0

∞

𝑛=0

∑ ∑ 𝐴(𝑘, 𝑛 − 𝑝𝑘)                                                                        

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑘=0

∞

𝑛=0

 

 

2)∑ ∑ 𝐴(𝑘, 𝑛) = ∑∑𝐴(𝑘, 𝑛 + 𝑝𝑘)

∞

𝑘=0

∞

𝑛=0

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑘=0

∞

𝑛=0

                                                                        

 

3)∑∑𝐴(𝑘, 𝑛)

∞

𝑘=0

∞

𝑛=0

= ∑∑𝐴(𝑘, 𝑛 − 𝑘)

𝑛

𝑘=0

∞

𝑛=0

                                                                            

 

4)∑∑𝐴(𝑘, 𝑛)

𝑛

𝑘=0

= ∑∑𝐴(𝑘, 𝑛 + 𝑘)                                                                            

∞

𝑘=0

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

5)∑ ∑ 𝐴(𝑘, 𝑙) = ∑ ∑ 𝐴(𝑘 + 𝑝𝑙, 𝑙)

𝑛−𝑝𝑙

𝑘=0

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑙=0

[𝒌 𝒑⁄ ]

𝑙=0

𝒏

𝑘=0
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3. SYLVESTER POLİNOMLARI VE ÖZELLİKLERİ  

Bu bölümde tek değişkenli Sylvester polinomları, genelleştirilmiş Sylvester polinomları 

ve genelleştirilmiş modified Sylvester polinomları tanıtılacak ve bu polinomların 

özellikleri hakkında genel bilgiler verilecektir.  

3.1. TEK DEĞİŞKENLİ SYLVESTER POLİNOMLARI VE ÖZELLİKLERİ 

İlk defa 1879 yılında Sylvester tarafından tanımlanan bu polinom aşağıdaki gibi 

hipergeometrik fonksiyon cinsinden tanımlanmıştır [1]: 

 

Bu polinom 

  

 

şeklinde doğurucu fonksiyona sahiptir [2]. Eşitlik (3.1) yardımıyla bu polinomun birkaç 

özel değeri şu şekildedir: 

 

𝜑0(𝑥) =1 

𝜑1(𝑥) = 2𝑥 

𝜑2(𝑥) = 2𝑥
2 +

1

2
𝑥 

𝜑3(𝑥) =
4

3
𝑥3 + 𝑥2 +

1

3
𝑥 

𝜑4(𝑥) =
2

3
𝑥4 + 𝑥3 +

19

24
𝑥2 +

1

4
𝑥 

𝜑5(𝑥) =
4

15
𝑥5 +

2

3
𝑥4 +

11

12
𝑥3 +

2

3
𝑥2 +

1

5
𝑥 

1960 yılında E. D. Rainville bu polinomun başka bir doğurucu fonksiyonunu aşağıdaki 

gibi tanımlamıştır [2]: 

𝜑𝑛(𝑥) =
𝑥𝑛

𝑛!
𝐹02 (−𝑛, 𝑥;−; −

1

𝑥
) (3.1) 

(1 − 𝑡)−𝑥𝑒𝑥𝑡 = ∑𝜑𝑛(𝑥)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛 (3.2) 
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3.2.   GENELLEŞTİRİLMİŞ SYLVESTER POLİNOMLARI VE ÖZELLİKLERİ 

A. K. Agarwal ve H. L. Manocha 1980 yılında tek değişkenli Sylvester polinomlarını 

genelleştirmişler ve  

 

 

şeklinde tanımlamışlardır [3]. Buradaki 𝐹02 ,  Gauss hipergeometrik fonksiyondur. 

Genelleştirilmiş Sylvester polinomları  

 

 

şeklinde doğurucu fonksiyona sahiptir [3]. Genelleştirilmiş Sylvester polinomları 

 

 

 

 

 

 

ve  

(1 − 𝑥𝑡)−𝑐 𝐹2 0 (𝑐, 𝑥;−;
𝑡

1 − 𝑥𝑡
) ≅ ∑(𝑐)𝑛𝜑𝑛(𝑥)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛 (3.3) 

 𝑓𝑛(𝑥; 𝑎) =
(𝑎𝑥)𝑛

𝑛!
𝐹02 (−𝑛, 𝑥; −; −

1

𝑎𝑥
)   (𝑎 ≠ 0 ) (3.4) 

(1 − 𝑡)−𝑥𝑒𝑎𝑥𝑡 = ∑𝑓𝑛(𝑥; 𝑎)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛     (3.5) 

(1 − 𝑎𝑥𝑡)−𝑐 𝐹2 0 (𝑐, 𝑥;−;
𝑡

1 − 𝑎𝑥𝑡
) = ∑(𝑐)𝑛𝑓𝑛

∞

𝑛=0

(𝑥; 𝑎)𝑡𝑛 
   

(3.6) 
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şeklinde bir başka doğurucu fonksiyonlara sahiptir [3]. 

Eşitlik (3.4), Eşitlik (3.5) ve Eşitlik (3.6)’da  𝑎 = 1 alınırsa, Eşitlik (3.1), Eşitlik (3.2) ve 

Eşitlik (3.3) ifadeleri elde edilir [1], [2].  

Eşitlik (3.4) bağıntısı kullanılarak, bu polinomun birkaç özel değeri şu şekildedir. 

 

𝑓0(𝑥; 𝑎) =1 

𝑓1(𝑥; 𝑎) = 𝑥(𝑎 + 1)  

𝑓2(𝑥; 𝑎) =
1

2
𝑥2(𝑎2 + 2𝑎 + 1) +

1

2
𝑥 

𝑓3(𝑥; 𝑎) =
1

6
𝑥3(𝑎3 + 3𝑎 + 1) +

1

6
𝑥2(3𝑎2 + 3𝑎 + 3) +

1

3
𝑥 

𝑓4(𝑥; 𝑎) =
1

24
𝑥4(𝑎4 + 6𝑎2 + 8𝑎 + 1) +

1

24
𝑥3(6𝑎2 + 12𝑎 + 6) +

1

24
𝑥2(8𝑎 + 11) +

1

4
𝑥 

𝑓5(𝑥; 𝑎) =
1

120
𝑥5(𝑎5 + 5𝑎4 + 10𝑎3 + 10𝑎2 + 5𝑎 + 1) +

1

120
𝑥4(10𝑎3 + 30𝑎2 + 30𝑎 + 10) 

                  +
1

120
𝑥3(20𝑎2 + 55𝑎 + 35) +

1

120
𝑥2(30𝑎 + 50) +

1

5
𝑥 

 

Genelleştirilmiş Sylvester polinomları ile Laguerre polinomları arasında  

 

 

şeklinde bir ilişki vardır [3]. Buradaki Laguerre polinomları  

 

 

doğurucu fonksiyona sahiptir [1]. 

 

Teorem 3.1. Tek değişkenli genelleştirilmiş Sylvester polinomları için aşağıdaki 

∑(
𝑛 + 𝑘

𝑘
) 𝑓𝑛+𝑘(𝑥; 𝑎)𝑡

𝑛 = (1 − 𝑡)−𝑥−𝑘𝑒𝑎𝑥𝑡𝑓𝑘(𝑥; 𝑎(1 − 𝑡))

∞

𝑛=0

 
  

(3.7) 

𝑓𝑛(𝑥; 𝑎) = (−1)
𝑛𝐿𝑛

(−𝑥−𝑛)(𝑎𝑥)     (3.8) 

∑𝐿𝑛
(𝛼−𝑛)(𝑥)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛 = (1 + 𝑡)𝛼𝑒−𝑥𝑡  (3.9) 
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doğurucu fonksiyon bağıntıları geçerlidir [12]:       

  

 

 

 

 

Teorem 3.2. Tek değişkenli genelleştirilmiş Sylvester polinomları için aşağıdaki toplam 

ifadeleri geçerlidir [3], [13].      

 

 

 

 

 𝑎)∑𝑓𝑛(𝑥; 𝑎 + 𝑏𝑛)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛 =
𝑒𝑎𝑢

1 − 𝑏𝑢
(1 −

𝑢

𝑥
) ,      𝑢 = 𝑥𝑡𝑒𝑏𝑢 

 

(3.10) 

𝑏)∑𝑓𝑛(𝑥 + 𝑐𝑛; 𝑎)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛 =
(1 − 𝑣)−𝑥𝑒𝑎𝑥𝑣

1 − 𝑣[𝑐(1 − 𝑣)−1 + 𝑎𝑐]
 ,   𝑣 = 𝑡(1 − 𝑣)−𝑐𝑒𝑎𝑐𝑣    (3.11) 

𝑐) ∑𝑓𝑛 (𝑥 + 𝑐𝑛;
𝑎 + 𝑏𝑛

𝑥 + 𝑐𝑛
)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛 =
(1 − 𝑤)−𝑥𝑒𝑎𝑤

1 − 𝑤[𝑐(1 − 𝑤)−1 + 𝑏]
, 𝑤 = 𝑡(1 − 𝑣)−𝑐𝑒𝑏𝑤 (3.12) 

 𝑎) 𝑓
𝑛
(𝑥; 𝑎) =∑

{𝑥(𝑎 − 𝑏)}𝑟𝑓
𝑛−𝑟
(𝑥; 𝑏)

𝑟!

𝑛

𝑟=0

 

 

(3.13) 

 𝑏)  𝑓𝑛(𝑥 + 𝑦; 𝑎) =∑𝑓𝑛−𝑟(𝑥; 𝑎)

𝑛

𝑟=0

𝑓𝑟(𝑦; 𝑎) 

 

(3.14) 

𝑐) 𝑓𝑛(𝑥; 𝑎 + 𝑏) = ∑
(𝑏𝑥)𝑟𝑓𝑛−𝑟(𝑥; 𝑎)

𝑟!

𝑛

𝑟=0

  (3.15) 

 𝑑) ∑𝑓𝑛−𝑟(𝑥; 𝑎 + 𝑏)

𝑛

𝑟=0

𝑓𝑟(𝑦; 𝑎 + 𝑏) =∑
{𝑏(𝑥 + 𝑦)}𝑟𝑓𝑛−𝑟(𝑥 + 𝑦; 𝑎)

𝑟!

𝑛

𝑟=0

 

 

(3.16) 

 𝑒)  (𝑛 + 1)𝑓𝑛+1(𝑥; 𝑎) = 𝑥 [𝑎𝑓𝑛(𝑥) +∑𝑓𝑛−𝑟(𝑥)

𝑛

𝑟=0

] 

 

(3.17) 

𝑓)  𝑓𝑛(𝑥; 𝑎𝑏) =∑
{𝑎𝑥(𝑏 − 1)}𝑛−1

(𝑛 − 1)!

𝑛

𝑟=0

𝑓𝑘(𝑥; 𝑎) 

 

(3.18) 
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Teorem 3.3.  Tek değişkenli genelleştirilmiş  Sylvester polinomları için,  -üncü 

basamaktan 𝑦1, … , 𝑦𝑠,  𝑠 ≥ 1 kompleks değişkenli sıfıra denk olmayan 𝑔𝜇(𝑦1, … , 𝑦𝑠) (𝑠 ∈

ℕ) fonksiyonu için, 

  

ve  

 

 

olsun. 

Bu durumda 

 

 ifadesi gerçekleşir [14]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝛺𝑛,𝑝,𝑞
𝜇,𝑚 (𝑦1, … , 𝑦𝑠; 𝑧) 

 

= ∑ (
𝑚 + 𝑛

𝑛 − 𝑞𝑘
) 𝑎𝑘,𝜇𝑔𝑘𝑝+𝜇(𝑦1, … , 𝑦𝑠)𝑧

𝑘

[𝑛 𝑞⁄ ]

𝑘=0

, (𝑎𝑘,𝜇 ≠ 0,   𝑘, 𝑝, 𝑞 ∈ ℂ)  

 

(3.19) 

𝐻𝑦,𝑞
𝜇,𝑚[𝑥; 𝑎; 𝑦1, … , 𝑦𝑠; 𝑡] = ∑𝑎𝑛,𝜇𝑓𝑛𝑞+𝑚(𝑥; 𝑎)𝑔𝑛𝑝+𝜇(𝑦1, … , 𝑦𝑠)𝑡

𝑛

∞

𝑛=0

 

 

(3.20) 

 ∑𝑓𝑚+𝑛(𝑥; 𝑎)𝛺𝑛,𝑝,𝑞
𝜇,𝑚

∞

𝑛=0

(𝑦1, … , 𝑦𝑠; 𝑧)𝑡
𝑛 , 𝑛 ≥ 0                         

= (−𝑡)−𝑥−𝑚𝑒𝑎𝑥𝑡𝐻𝑝,𝑞
𝜇,𝑚

[[𝑥; 𝑎(1 − 𝑡); 𝑦1, … , 𝑦𝑠; 𝑧 (
𝑡

1 − 𝑡
)
𝑞

]   

 

(3.21) 
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3.3. MODIFIED GENELLEŞTİRİLMİŞ SYLVESTER POLİNOMLARI VE 

ÖZELLİKLERİ 

 

Bu bölümde tek değişkenli modified genelleştirilmiş Sylvester polinomları  tanıtılacak ve 

özellikleri verilecektir. Ayrıca bu polinomun bilinear ve bilateral doğurucu fonksiyon 

bağıntıları verilecektir.  

3.3.1. Modified Genelleştirilmiş Sylvester Polinomları ve Özellikleri 

Tek değişkenli modified genelleştirilmiş Sylvester polinomları 𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏),  

 

             

şeklinde tanımlanmıştır [4]. Eğer Eşitlik (3.22) ifadesinde 𝑎 = 1 ve  𝑏 = 1 alınırsa, 

Eşitlik (3.1) ifadesi elde edilir [3]. Bu polinomun doğurucu fonksiyonları, 

 

ve 

 

 

şeklindedir [4]. 

Lemma 3.3.1.  Aşağıdaki doğurucu fonksiyon bağıntısı geçerlidir [15]: 

 

 

İspat:  Eşitlik (3.23) ifadesinde,  𝑡  yerine  𝑡 + 𝑢 yazılırsa, 

 

∑𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏)(𝑡 + 𝑢)
𝑛

∞

𝑛=0

= (1 − 𝑡 − 𝑢)−𝑎𝑥𝑒𝑏𝑥(𝑡+𝑢)                                        

𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏) =
(𝑏𝑥)𝑛

𝑛!
𝐹0[−𝑛, 𝑎𝑥; −; (−𝑏𝑥)

−1]2 , 𝑏 ≠ 0 (3.22) 

∑𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛 = (1 − 𝑡)−𝑎𝑥𝑒𝑏𝑥𝑡             (|𝑡| < 1) (3.23) 

∑(𝜆)𝑛

∞

𝑛=0

𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏)𝑡
𝑛 = (1 − 𝑏𝑥𝑡)−𝜆 𝐹2 0 [𝜆, 𝑎𝑥;−; (

𝑡

1 − 𝑏𝑥𝑡
)], (3.24) 

∑(
𝑛 + 𝑘

𝑛
) 𝑓𝑛+𝑘(𝑥; 𝑎, 𝑏)𝑡

𝑛 = (1 − 𝑡)−𝑎𝑥−𝑘
∞

𝑛=0

𝑒𝑏𝑥𝑡𝑓𝑘(𝑥; 𝑎, 𝑏(1 − 𝑡)) (3.25) 
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elde edilir. Eşitliğin sol tarafına binom açılımı uygulanırsa, sağ tarafınada gerekli 

düzenlemeler yapılırsa,  

 

∑𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏)∑(
𝑛

𝑘
) 𝑡𝑛−𝑘𝑢𝑘 = (1 − 𝑡)−𝑎𝑥

𝑛

𝑘=0

∞

𝑛=0

(1 −
𝑢

1 − 𝑡
)
−𝑎𝑥

𝑒𝑏𝑥𝑡𝑒𝑏𝑥𝑢 

 

elde edilir. Son ifadeye Lemma 2.1’deki bağıntı kullanılırsa,  

 

∑∑(
𝑛 + 𝑘

𝑛
)𝑓𝑛+𝑘(𝑥; 𝑎, 𝑏)𝑡

𝑛𝑢𝑘 = (1 − 𝑡)−𝑎𝑥
∞

𝑘=0

∞

𝑛=0

𝑒𝑏𝑥𝑡∑(1− 𝑡)−𝑘𝑓𝑘(𝑥; 𝑎, 𝑏(1 − 𝑡))𝑢
𝑘

∞

𝑘=0

 

 

elde edilir. Eşitliğin her iki tarafının  𝑢𝑘  katsayıları birbirine eşitlenirse, ispat tamamlanır. ∎ 

Lemma 3.3.2. Tek değişkenli modified genelleştirilmiş Sylvester polinomları için 

aşağıdaki toplam ifadesi geçerlidir [6]: 

 

 

İspat: Eşitlik (3.23) bağıntısında  𝑥 yerine   𝑥1 + 𝑥2  yazılır ve gerekli düzenlemeler 

yapılırsa,  

 

∑𝑓𝑛(𝑥1 + 𝑥2; 𝑎, 𝑏)𝑡
𝑛 = (1 − 𝑡)−𝑎𝑥1−𝑎𝑥2𝑒𝑏(𝑥1+𝑥2)𝑡

∞

𝑛=0

 

= (1 − 𝑡)−𝑎𝑥1𝑒𝑏𝑥1𝑡(1 − 𝑡)−𝑎𝑥2𝑒𝑏𝑥2𝑡 

= ∑𝑓𝑛(𝑥1; 𝑎, 𝑏)𝑡
𝑛 ∑ 𝑓𝑚(𝑥2; 𝑎, 𝑏)𝑡

𝑚

∞

𝑚=0

∞

𝑛=0

 

= ∑∑ 𝑓𝑛(𝑥1; 𝑎, 𝑏)𝑓𝑚(𝑥2; 𝑎, 𝑏)

∞

𝑚=0

∞

𝑛=0

𝑡𝑛+𝑚 

= ∑∑ 𝑓𝑛−𝑚(𝑥1; 𝑎, 𝑏)𝑓𝑚(𝑥2; 𝑎, 𝑏)𝑡
𝑛

𝑛

𝑚=0

∞

𝑛=0

 

 

elde edilir. Eşitliğin her iki tarafın 𝑡𝑛 katsayıları birbirine eşitlenirse, ispat tamamlanır. ∎ 

 

𝑓𝑛(𝑥1 + 𝑥2; 𝑎, 𝑏) = ∑ 𝑓𝑛−𝑚(𝑥1; 𝑎, 𝑏)𝑓𝑚(𝑥2; 𝑎, 𝑏)

𝑛

𝑚=0

 (3.26) 
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Teorem 3.3.1.  Tek değişkenli modified genelleştirilmiş Sylvester polinomu aşağıdaki 

integral bağıntısına sahiptir [6]: 

 

𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏) =
1

𝑛! Γ(𝑎𝑥)
∫ 𝑒−𝑢𝑢𝑎𝑥−1(𝑏𝑥 + 𝑢)𝑛𝑑𝑢,   𝑅𝑒(𝑥) > 0.

∞

0

 

 

İspat:  𝑅𝑒(𝑣) > 0  için,  

 

𝑎−𝑣 =
1

Γ(𝑣)
∫ 𝑒−𝑎𝑡𝑡𝑣−1

∞

0

𝑑𝑡,     

 

bağıntısı geçerlidir [16]. Eşitlik (3.23) bağıntısına, yukarıdaki bağıntı kullanılırsa 

 

∑𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏)𝑡
𝑛 =

1

Γ(𝑎𝑥)
∫ 𝑒−(1−𝑡)𝑢𝑢𝑎𝑥−1𝑒𝑏𝑥𝑡𝑑𝑢

∞

0

∞

𝑛=0

 

=
1

Γ(𝑎𝑥)
∫ 𝑒−𝑢𝑢𝑎𝑥−1𝑒(𝑏𝑥+𝑢)

𝑡
𝑑𝑢

∞

0

 

=
1

Γ(𝑎𝑥)
∫ 𝑒−𝑢𝑢𝑎𝑥−1∑(𝑏𝑥 + 𝑢)𝑛

𝑡𝑛

𝑛!
𝑑𝑢

∞

𝑛=0

∞

0

 

= ∑(
1

n! Γ(𝑎𝑥)
∫ 𝑒−𝑢𝑢𝑎𝑥−1(𝑏𝑥 + 𝑢)𝑛𝑑𝑢

∞

0

)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛 

 

elde edilir. Son ifadenin her iki tarafının  𝑡𝑛’nin katsayıları birbirine eşitlenirse, ispat 

tamamlanır.  ∎ 

Özellik 3.3.1. Tek değişkenli modified genelleştirilmiş Sylvester polinomu aşağıdaki 

türev içeren rekürans bağıntısına sahiptir [6]: 

 

𝜕

𝜕𝑥
𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏) = 𝑏𝑓𝑛−1(𝑥; 𝑎, 𝑏) + 𝑎 ∑

1

(𝑚 + 1)

𝑛−1

𝑚=0

𝑓𝑛−𝑚−1(𝑥; 𝑎, 𝑏). 
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Özellik 3.3.2. Tek değişkenli modified genelleştirilmiş Sylvester polinomu aşağıdaki 

türev içermeyen rekürans bağıntısına sahiptir [6]: 

 

(𝑛 + 1)𝑓𝑛+1(𝑥; 𝑎, 𝑏) = 𝑥 (𝑏𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏) + 𝑎 ∑ 𝑓𝑛−𝑚(𝑥; 𝑎, 𝑏)

𝑛

𝑚=0

). 

 

3.3.2.  Bilinear ve Bilateral Doğurucu Fonksiyonlar 

Bu kısımda tek değişkenli modified Sylvester polinomları için bilinear ve bilateral 

doğurucu fonksiyon bağıntıları verildi. Burada kullanılan yöntem ve uygulamaları [6], 

[17]-[21] numaralı çalışmalarda bulmak mümkündür. 

 

Teorem 3.3.2.  Tek değişkenli modified genelleştirilmiş  Sylvester polinomları için,  -

üncü basamaktan 𝑦1, … , 𝑦𝑟,  𝑟 ≥ 1 kompleks değişkenli sıfıra denk olmayan 

𝛺𝜇(𝑦1, … , 𝑦𝑟) (𝑟 ∈ ℕ) fonksiyonu için, 

 

Λ𝜇,𝜓(𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝜁) ∶=∑𝑎𝑘𝛺𝜇+𝜓𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝜁
𝑘        (𝑎𝑘 ≠ 0)

∞

𝑘=0

 

 

ve 

 

 

olsun. Her  𝑝 ∈  ℕ için,  

 

 

ifadesi gerçekleşir [6]. 

 

𝛩𝑛,𝑝
𝜇,𝜔(𝑥; 𝑎, 𝑏; 𝑦1, … , 𝑦2; 𝜉) ∶= ∑ 𝑎𝑘𝑓𝑛−𝑝𝑘(𝑥; 𝑎, 𝑏)𝛺𝜇+𝜓𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝜉

𝑘

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑘=0

 (3.27) 

∑Θ𝑛,𝑝
𝜇,𝜓

(𝑥; 𝑎, 𝑏; 𝑦1, … , 𝑦𝑟;
𝜂

𝑡𝑝
) 𝑡𝑛 = (1 − 𝑡)−𝑎𝑥𝑒𝑏𝑥𝑡Λ𝜇,𝜓(𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝜂)

∞

𝑛=0

 

 

(3.28) 
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İspat: Eşitlik (3.28) ifadesinin sol tarafına 𝑆  diyelim. Eşitlik (3.27) ifadesi Eşitlik 

(3.28)’da yerine yazılırsa,  

 

𝑆 = ∑ ∑ 𝑎𝑘𝑓𝑛−𝑝𝑘(𝑥; 𝑎, 𝑏)Ω𝜇+𝜓𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝜂
𝑘𝑡𝑛−𝑝𝑘

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑘=0

∞

𝑛=0

 

  

elde edilir. Bu son ifadede Lemma 2.1 ve Eşitlik (3.23) bağıntısı kullanılırsa,  

 

𝑆 = ∑∑𝑎𝑘𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏)Ω𝜇+𝜓𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝜂
𝑘𝑡𝑛

∞

𝑘=0

∞

𝑛=0

 

= ∑𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏)𝑡
𝑛∑𝑎𝑘Ω𝜇+𝜓𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝜂

𝑘

∞

𝑘=0

∞

𝑛=0

                 

= (1 − 𝑡)−𝑎𝑥𝑒𝑏𝑥𝑡Λ𝜇,𝜓(𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝜂) 

 

ifadesi elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  ∎ 

Sonuç 3.3.1. Teorem 3.3.2’de    

 

Ω𝜇+𝜓𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟) = Φ𝜇+𝜓𝑘
(𝑎) (𝑦1, … , 𝑦𝑟) 

 

alınırsa, 

 

Λ𝜇,𝜓(𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝜁) ∶=∑𝑎𝑘Φ𝜇+𝜓𝑘
(𝑎) (𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝜁

𝑘        (𝑎𝑘 ≠ 0,   𝜇, 𝜓 ∈ ℂ)

∞

𝑘=0

 

 

Θ𝑛,𝑝
𝜇,𝜔(𝑥; 𝑎, 𝑏; 𝑦1, … , 𝑦2; 𝜉) ∶= ∑ 𝑎𝑘𝑓𝑛−𝑝𝑘(𝑥; 𝑎, 𝑏)Φ𝜇+𝜓𝑘

(𝑎) (𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝜉
𝑘

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑘=0

 

 

elde edilir. 
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 Böylece, 

 

∑ ∑ 𝑎𝑘𝑓𝑛−𝑝𝑘(𝑥; 𝑎, 𝑏)Φ𝜇+𝜓𝑘
(𝑎) (𝑦1, … , 𝑦𝑟)

𝜁𝑘

𝑡𝑝𝑘

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑘=0

   ∞

𝑛=0

𝑡𝑛 = (1 − 𝑡)−𝑎𝑥𝑒𝑏𝑥𝑡Λ𝜇,𝜓(𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝜁) 

 

elde edilir. Burada kullanılan Φ𝜇+𝜓𝑘
(𝑎) (𝑦1, … , 𝑦𝑟) çok değişkenli bir polinomdur. Bu 

polinom     

       

 

şeklinde doğurucu fonksiyonuna sahiptir [21].  

Uyarı 3.3.1. Sonuç 3.3.1’de  𝑎𝑘 = 1, 𝜇 = 0, 𝜓 = 1  alınır ve Eşitlik (3.29) bağıntısı 

kullanılırsa 

 

∑ ∑ 𝑓𝑛−𝑝𝑘(𝑥; 𝑎, 𝑏)Φ𝑘
(𝑎)(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝜁

𝑘𝑡𝑛−𝑝𝑘

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑘=0

∞

𝑛=0

 

 

= (1 − 𝑡)−𝑎𝑥𝑒𝑏𝑥𝑡(1 − 𝑦1𝜁)
−𝑎𝑒(𝑦2+⋯+𝑦𝑟)𝜁                 (|𝜁| < {|𝑦1|

−1}, |𝑡| < 1  )   

 

elde edilir. Böylece modified Sylvester polinomunun bir ailesi için bilateral doğurucu 

fonksiyonu elde edilmiş olur [6]. 

Teorem 3.3.3.  Tek değişkenli modified genelleştirilmiş  Sylvester polinomları için,  -

üncü basamaktan 𝑦1, … , 𝑦𝑟,  𝑟 ≥ 1 kompleks değişkenli sıfıra denk olmayan 

𝛺𝜇(𝑦1, … , 𝑦𝑟) (𝑟 ∈ ℕ) fonksiyonu için, 

Λ𝜇,𝜓
𝑛,𝑝 (𝑥1 + 𝑥2; 𝑎, 𝑏; 𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝑡) ∶= ∑ 𝑎𝑘𝑓𝑛−𝑝𝑘(𝑥1 + 𝑥2; 𝑎, 𝑏)Ω𝜇+𝜓𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝑡

𝑘

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑘=0

, 

 

olsun. Burada   𝑎𝑘 ≠ 0, 𝑛, 𝑝 ∈  ℕ  ve  [𝑛 𝑝⁄ ] tam değerdir. Her  𝑝 ∈  ℕ için, 

 

(1 − 𝑥1𝑡)
−𝑎𝑒(𝑥2+…+𝑥𝑟) = ∑𝛷𝑛

(𝑎)(𝑥1, … , 𝑥𝑟)𝑡
𝑛

∞

𝑛=0

       (𝑎 ∈  ℂ ; |𝑡| < {|𝑡|−1}) (3.29) 
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ifadesi gerçekleşir [6]. 

İspat: Eşitlik (3.30) ifadesinin sol tarafına 𝑇  diyelim. Eşitlik (3.26) ifadesi kullanılırsa,  

 

𝑇 = ∑ ∑ 𝑎𝑙𝑓𝑛−𝑘−𝑝𝑙(𝑥1; 𝑎, 𝑏)𝑓𝑘(𝑥2; 𝑎, 𝑏)

𝑛−𝑝𝑙

𝑘=0

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑙=0

Ω𝜇+𝜓𝑙(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝑡
𝑙 

     = ∑ 𝑎𝑙 (∑ 𝑓𝑛−𝑘−𝑝𝑙(𝑥1; 𝑎, 𝑏)𝑓𝑘(𝑥2; 𝑎, 𝑏)

𝑛−𝑝𝑙

𝑘=0

)

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑙=0

Ω𝜇+𝜓𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝑡
𝑙 

      = ∑ 𝑎𝑙𝑓𝑛−𝑝𝑙(𝑥1 + 𝑥2; 𝑎, 𝑏)Ω𝜇+𝜓𝑙(𝑦1, … , 𝑦𝑟)

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑙=0

𝑡𝑙                      

      = Λ𝜇,𝜓
𝑛,𝑝 (𝑥1 + 𝑥2; 𝑎, 𝑏; 𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝑡) 

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  ∎ 

Sonuç 3.3.2. Teorem 3.3.2’de  𝑟 = 1, 𝑦1 = 𝑥3 ve 

 

Ω𝜇+𝜓𝑘(𝑥3) = 𝑓𝜇+𝜓𝑘(𝑥3; 𝑎, 𝑏) 

 

alınırsa, 

 

Λ𝜇,𝜓
𝑛,𝑝 (𝑥1 + 𝑥2; 𝑎, 𝑏; 𝑥3; 𝑎, 𝑏; 𝑡) ∶=∑𝑎𝑘𝑓𝑛−𝑝𝑘(𝑥1 + 𝑥2; 𝑎, 𝑏)𝑓𝜇+𝜓𝑘(𝑥3; 𝑎, 𝑏)𝑡

𝑘

∞

𝑘=0

 

(𝑎𝑘 ≠  0, 𝜇, 𝜓 ∈  ℂ) 

elde edilir.  

 

 

 

∑ ∑ 𝑎𝑙𝑓𝑛−𝑘(𝑥1; 𝑎, 𝑏)𝑓𝑘−𝑝𝑙(𝑥2; 𝑎, 𝑏)Ω𝜇+𝜓𝑙(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝑡
𝑙

[𝑘 𝑝⁄ ]

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

 = 𝛬𝜇,𝜓
𝑛,𝑝 (𝑥1+𝑥2; 𝑎, 𝑏; 𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝑡) 

 

(3.30) 
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Böylece, 

= Λ𝜇,𝜓
𝑛,𝑝 (𝑥1 + 𝑥2; 𝑎, 𝑏; 𝑥3; 𝑎, 𝑏; 𝑡) 

 

elde edilir. Burada kullanılan 𝑓𝜇+𝜓𝑘(𝑥3; 𝑎, 𝑏), modified Sylvester polinomudur. 

Uyarı 3.3.2. Sonuç 3.3.2’de  𝑎𝑘 = 1, 𝜇 = 0, 𝜓 = 1  alınır ve Eşitlik (3.26) bağıntısı 

kullanılırsa 

 

∑∑𝑓𝑛−𝑙(𝑥1 + 𝑥2; 𝑎, 𝑏)𝑓𝑙(𝑥3; 𝑎, 𝑏) = 𝑓𝑛(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3; 𝑎, 𝑏)

𝑘

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

 

elde edilir. Böylece modified Sylvester polinomunun bir ailesi için toplam ifadesi elde 

edilir [6]. 

Teorem 3.3.4. Tek değişkenli modified genelleştirilmiş  Sylvester polinomları için,  -

üncü basamaktan 𝑦1, … , 𝑦𝑟,  𝑟 ≥ 1 kompleks değişkenli sıfıra denk olmayan 

𝛺𝜇(𝑦1, … , 𝑦𝑟) (𝑟 ∈ ℕ) fonksiyonu için, 

 

Λ𝜇,𝑝,𝑞(𝑥; 𝑎, 𝑏; 𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝑡) ∶= ∑ 𝑎𝑛𝑓𝑚+𝑝𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏)Ω𝜇+𝑝𝑛(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝑡
𝑛∞

𝑛=0 , 𝑎𝑛 ≠ 0   

 

ve 

 

 

olsun. Her  𝑝, 𝑞 ∈  ℕ için,  

  

   

∑ ∑ 𝑎𝑙𝑓𝑛−𝑘(𝑥1; 𝑎, 𝑏)𝑓𝑘−𝑝𝑙(𝑥2; 𝑎, 𝑏)𝑓𝜇+𝜓𝑙(𝑥3; 𝑎, 𝑏)𝑡
𝑙

[𝑘 𝑝⁄ ]

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 (3.31) 

𝜃𝑛,𝑝,𝑞(𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝑧) ∶= ∑ (
𝑚 + 𝑛

𝑛 − 𝑝𝑘
) 𝑎𝑘𝛺𝜇+𝑝𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝑧

𝑘

[𝑛 𝑞⁄ ]

𝑛=0

, (3.32) 

∑𝑓𝑚+𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏)𝜃𝑛,𝑝,𝑞(𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝑧)𝑡
𝑛                                                                              

∞

𝑛=0

= (1 − 𝑡)−𝑎𝑥−𝑚𝑒𝑏𝑥𝑡𝛬𝜇,𝑝,𝑞 (𝑥; 𝑎, 𝑏(1 − 𝑡); 𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝑧 (
𝑡

1 − 𝑡
)
𝑞

) 

(3.33) 



21 
 

ifadesi gerçekleşir [6]. 

İspat: Eşitlik (3.33) ifadesinin sol tarafına 𝑇  diyelim. Eşitlik (3.32) ifadesi Eşitlik 

(3.33)’de yerine yazılırsa,  

𝑇 = ∑𝑓𝑚+𝑛(𝑥; 𝑐) ∑ (
𝑚 + 𝑛

𝑛 − 𝑞𝑘
) 𝑎𝑘Ω𝜇+𝑝𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝑧

𝑘𝑡𝑛

[𝑛 𝑞⁄ ]

𝑘=0

∞

𝑛=0

 

 

ifadesi elde edilir. Bu son ifade de Lemma 2.1’deki bağıntı ve Eşitlik (3.25) ifadesi 

kullanılırsa, 

 𝑇 = ∑∑(
𝑚 + 𝑛 + 𝑞𝑘

𝑛
) 𝑓𝑚+𝑛+𝑞𝑘(𝑥; 𝑐)𝑎𝑘Ω𝜇+𝑝𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝑧

𝑘𝑡𝑛+𝑞𝑘      
∞

𝑘=0

∞

𝑛=0

 

=∑(∑(
𝑚 + 𝑛 + 𝑞𝑘

𝑛
) 𝑓𝑚+𝑛+𝑞𝑘(𝑥; 𝑎, 𝑏)𝑡

𝑛

∞

𝑛=0

)𝑎𝑘Ω𝜇+𝑝𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)(𝑧𝑡
𝑞)𝑘

∞

𝑘=0

   

=∑𝑎𝑘(1 − 𝑡)
−𝑎𝑥−𝑚−𝑞𝑘

∞

𝑘=0

𝑒𝑏𝑥𝑡𝑓𝑚+𝑞𝑘(𝑥; 𝑎, 𝑏(1 − 𝑡))Ω𝜇+𝑝𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)(𝑧𝑡
𝑞)𝑘   

= (1 − 𝑡)−𝑎𝑥−𝑚𝑒𝑏𝑥𝑡∑𝑎𝑘(1 − 𝑡)
−𝑞𝑘

∞

𝑘=0

𝑓𝑚+𝑞𝑘(𝑥; 𝑎, 𝑏(1 − 𝑡))Ω𝜇+𝑝𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)(𝑧𝑡
𝑞)𝑘 

= (1 − 𝑡)−𝑎𝑥−𝑚𝑒𝑏𝑥𝑡Λ𝜇,𝑝,𝑞 (𝑥; 𝑎, 𝑏(1 − 𝑡); 𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝑧 (
𝑡

1 − 𝑡
)
𝑞

) 

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  ∎ 

Sonuç 3.3.3. Teorem 3.3.4’de 𝑠 = 𝑟 ve 

 

Ω𝜇+𝜓𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟) = 𝑢𝜇+𝜓𝑘
(𝑎1,…,𝑎𝑟)(𝑦1, … , 𝑦𝑟) 

 

alınırsa, 

 

Λ𝜇,𝑝,𝑞(𝑥; 𝑎, 𝑏; 𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝑡) ∶=∑𝑎𝑛𝑓𝑚+𝑞𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏)𝑢𝜇+𝑝𝑘
(𝑎1,…,𝑎2)(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝑡

𝑛

∞

𝑛=0

 

                 (𝑎𝑛 ≠ 0,𝑚 ∈  ℕ0, 𝜇, 𝜓 ∈  ℂ) 

ve 

𝜃𝑛,𝑝,𝑞(𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝑧) ∶= ∑ (
𝑚 + 𝑛

𝑛 − 𝑞𝑘
) 𝑎𝑘𝑢𝜇+𝑝𝑘

(𝑎1,…,𝑎𝑟)(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝑧
𝑘

[𝑛 𝑞⁄ ]

𝑘=0
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elde edilir. Böylece, 

 

olur. Burada kullanılan  𝑢𝑛
(𝑎1,…,𝑎𝑟)(𝑦1, … , 𝑦𝑟), Erkus-Srivastava polinomudur. 

Bu polinom, 

 

∏{(1 − 𝑥𝑗𝑡
𝑚𝑗)

−𝑎𝑗
}

𝑟

𝑗=1

= ∑𝑢𝑛
(𝑎1,…,𝑎𝑟)(𝑥1, … , 𝑥𝑟)𝑡

𝑛

∞

𝑛=0

 

 

(𝑎𝑗  ∈  ℂ(𝑗 = 1,… , 𝑟)) ; |𝑡| < min{|𝑥1|
−1 𝑚1⁄ , … , |𝑥𝑟|

−1 𝑚𝑟⁄ } 

 

doğurucu fonksiyonuna sahiptir [19].  

 

3.3.3.  Genelleştirilmiş Lauricella Fonksiyonları 

Bu kısımda modified genelleştirilmiş Sylvester polinomları ile genelleştirilmiş Lauricella 

fonksiyonlarının bilateral doğurucu fonksiyon bağıntıları verilecektir. Burada 

genelleştirilmiş Lauricella fonksiyonlarında 𝑛 = 2 alınırsa, iki değişkenli Appell 

fonksiyonları elde edilir. Bu durumda,  

   

𝐹𝐴
(2) = 𝐹2, 𝐹𝐵

(2) = 𝐹3, 𝐹𝐶
(2) = 𝐹4, 𝐹𝐷

(2) = 𝐹1, 

 

bağıntısı elde edilir [14].  

 

 

 

 

 

∑𝑓𝑚+𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏)𝜃𝑛,𝑝,𝑞(𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝑧)𝑡
𝑛 

∞

𝑛=0

 

 = (1 − 𝑡)−𝑎𝑥−𝑚𝑒𝑏𝑥𝑡Λ𝜇,𝑝,𝑞 (𝑥; 𝑎, 𝑏(1 − 𝑡); 𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝑧 (
𝑡

1−𝑡
)
𝑞

) 

 

(3.34) 
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Bu bağıntıların açılımları, 

 

 

şeklindedir. 

 H. M. Srivavtava ve M. C. Daoust tarafından genelleştirilen Lauricella fonksiyonları, iki 

değişkenli Kampé de Fériet hipergeometrik fonksiyonların aşağıdaki gibi bir 

genelleştirilmesidir [22]. 

 

 

𝐹
𝐶:𝐷(1);…;𝐷(𝑛)
𝐴:𝐵(1);…;𝐵(𝑛) (

[(𝑎): 𝜃(1), … , 𝜃(𝑛)]: [(𝑏(1)): 𝜙(1)]; … ;   

[(𝑐):𝜓(1), … , 𝜓(𝑛)]: [(𝑑(1)): 𝛿(1)]; … ;   

[(𝑏(𝑛)): 𝜙(𝑛)];   

[(𝑑(𝑛)): 𝛿(𝑛)];   
𝑧1, … , 𝑧𝑛) 

 

= ∑ Ω(𝑚1, … ,𝑚𝑛)

∞

𝑚1,…,𝑚𝑛=0

𝑧1
𝑚1

𝑚1!
…
𝑧𝑛
𝑚𝑛

𝑚𝑛!
. 

 

 

Buradaki Ω(𝑚1, … ,𝑚𝑛), ifadesi 

  

 

Ω(𝑚1, … ,𝑚𝑛) ∶=

∏ (𝑎𝑗)𝑚1𝜃𝑗
(1)
+⋯+𝑚𝑛𝜃𝑗

(𝑛)
𝐴
𝑗=1

∏ (𝑐𝑗)𝑚1𝜓𝑗
(1)
+⋯𝑚𝑛𝜓𝑗

(𝑛)
𝐶
𝑗=1

∏ (𝑏𝑗
(1))

𝑚1𝜙𝑗
(1)

𝐵(1)
𝑗=1

∏ (𝑑𝑗
(1)
)
𝑚1𝛿𝑗

(1)

𝐷(1)
𝑗=1

…

∏ (𝑏𝑗
(𝑛))

𝑚𝑛𝜙𝑗
(𝑛)

𝐵(𝑛)
𝑗=1

∏ (𝑑𝑗
(𝑛)
)
𝑚𝑛𝛿𝑗

(𝑛)

𝐷(𝑛)
𝑗=1

 

 

şeklindedir. Buradaki (𝜆)𝑣 , Pochhammer sembolü ve  katsayıları,  

 

 

𝐹1[𝑎, 𝑏, 𝑏
′; 𝑐; 𝑥, 𝑦] = ∑

(𝑎)𝑚−𝑛(𝑏)𝑚(𝑏′)𝑛
(𝑐)𝑚+𝑛

𝑥𝑚

𝑚!

𝑦𝑛

𝑛!

∞

𝑚,𝑛=0

 (3.35) 

𝐹2[𝑎, 𝑏, 𝑏
′; 𝑐, 𝑐′; 𝑥, 𝑦] = ∑

(𝑎)𝑚+𝑛(𝑏)𝑚(𝑏′)𝑛
(𝑐)𝑚(𝑐′)𝑛

𝑥𝑚

𝑚!

𝑦𝑛

𝑛!

∞

𝑚,𝑛=0

 (3.36) 

𝐹3[𝑎, 𝑎
′, 𝑏, 𝑏′; 𝑐; 𝑥, 𝑦] = ∑

(𝑎)𝑚(𝑎′)𝑛(𝑏)𝑚(𝑏′)𝑛
(𝑐)𝑚+𝑛

𝑥𝑚

𝑚!

𝑦𝑛

𝑛!

∞

𝑚,𝑛=0

 (3.37) 

𝐹4[𝑎, 𝑏, ; 𝑐, 𝑐′; 𝑥, 𝑦] = ∑
(𝑎)𝑚+𝑛(𝑏)𝑚+𝑛
(𝑐)𝑚(𝑐′)𝑛

𝑥𝑚

𝑚!

𝑦𝑛

𝑛!

∞

𝑚,𝑛=0

 

 

(3.38) 
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𝜃𝑗
(𝑘)(𝑗 = 1,… , 𝐴; 𝑘 = 1,… , 𝑛)   𝑣𝑒       𝜙𝑗

(𝑘)(𝑗 = 1,… ,𝐵(𝑘); 𝑘 = 1, … , 𝑛), 

𝜓𝑗
(𝑘)(𝑗 = 1,… , 𝐶; 𝑘 = 1, … , 𝑛)  𝑣𝑒       𝛿𝑗

(𝑘)(𝑗 = 1,… , 𝐷(𝑘); 𝑘 = 1, … , 𝑛), 

(𝑏
𝐵(𝑘)
(𝑘) ),       𝑏𝑗

(𝑘)(𝑗 = 1, … ,𝐵(𝑘); 𝑘 = 1,… , 𝑛),        

(𝑑
𝐷(𝑘)
(𝑘) ) , 𝑑𝑗

(𝑘) (𝑗 = 1, … , 𝐷(𝑘) ;  𝑘 = 1,… , 𝑛), 

 

reel sabitler şeklindedir [20]. 

Tanım 3.3.1. Negatif olmayan {Ω(𝑚1,𝑚2, … ,𝑚𝑠)}𝑚1,…𝑚𝑠∈ℕ0  dizisi için, 𝑢1; 𝑢2, … , 𝑢𝑠  

(𝑠 ≥ 1) reel veya kompleks değişkenli 𝜑𝑛(𝑢1; 𝑢2, … , 𝑢𝑠) polinomu  

 

× Ω(𝑓(𝑚1, … ,𝑚𝑠),𝑚2, … ,𝑚𝑠)
𝑢1
𝑚1

𝑚1!
…
𝑢𝑠
𝑚𝑠

𝑚𝑠!
 

 

şeklinde tanımlanmıştır. Buradaki katsayılar,  

 

  

((𝑏))
𝑚1𝜙

=∏(𝑏𝑗)𝑚1𝜙𝑗
  𝑎𝑛𝑑  ((𝑑))

𝑚1𝛿
=∏(𝑑𝑗)𝑚1𝛿𝑗

𝐷

𝑗=1

𝐵

𝑗=1

  

 

 

şeklindedir [20]. 

Teorem 3.3.5.  Modified Sylvester polinomları için aşağıdaki bilateral doğurucu 

fonksiyon bağıntısı geçerlidir [6]: 

 

∑𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏)𝜑𝑛(𝑢1; 𝑢2, … , 𝑢𝑠)𝑡
𝑛

∞

𝑛=0

 

 

= (1 − 𝑡)−𝑎𝑥𝑒𝑏𝑥𝑡 ∑
((𝑏))

(𝑚1+𝑘)𝜙
(𝑎𝑥)𝑘

((𝑑))
(𝑚1+𝑘)𝛿

∞

𝑚1,𝑘,𝑚2,…,𝑚𝑠=0

 

 𝜑𝑛(𝑢1; 𝑢2, … , 𝑢𝑠) ∶= ∑ ∑
(−𝑛)𝑚1

((𝑏))
𝑚1𝜙

((𝑑))
𝑚1𝛿

 

∞

𝑚1,…,𝑚𝑠=0

𝑛

𝑚1=0

 

 

(3.39) 
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× Ω(𝑓((𝑚1 + 𝑘), … ,𝑚𝑠),𝑚2, … ,𝑚𝑠)
(−𝑢1𝑏𝑥𝑡)

𝑚1

𝑚1!

(
𝑢1𝑡
𝑡 − 1)

𝑘

𝑘!

𝑢2
𝑚2

𝑚2!
…
𝑢𝑠
𝑚𝑠

𝑚𝑠!
. 

 

Buradaki  𝜑𝑛(𝑢1; 𝑢2, … , 𝑢𝑠), Eşitlik  (3.34)’daki gibidir. 

 

İspat: Eşitlik (3.34) ifadesi Teorem 3.3.5’in sol tarafına yazılır, gerkli işlemler yapılırsa, 

 

∑𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏)𝜑𝑛(𝑢1; 𝑢2, … , 𝑢𝑠)𝑡
𝑛

∞

𝑛=0

 

 

= ∑𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏) ∑ ∑
(−𝑛)𝑚1

((𝑏))
𝑚1𝜙

((𝑑))
𝑚1𝛿

∞

𝑚2,…,𝑚𝑠=0

𝑛

𝑚1=0

∞

𝑛=0

 

× Ω(𝑓(𝑚1, … ,𝑚𝑠),𝑚2, … ,𝑚𝑠)
𝑢1
𝑚1

𝑚1!
…
𝑢𝑠
𝑚𝑠

𝑚𝑠!
𝑡𝑛 

 

= ∑
((𝑏))

𝑚1𝜙

((𝑑))
𝑚1𝛿

∞

𝑚1,𝑚2,…,𝑚𝑠=0

Ω(𝑓(𝑚1, … ,𝑚𝑠),𝑚2, … ,𝑚𝑠)                                                 

  

× (−𝑢1𝑡)
𝑚1

𝑢2
𝑚2

𝑚2!
…
𝑢𝑠
𝑚𝑠

𝑚𝑠!
(1 − 𝑡)−𝑎𝑥−𝑚1𝑒𝑏𝑥𝑡𝑓𝑚1

(𝑥; 𝑎, 𝑏(1 − 𝑡))     

 

= (1 − 𝑡)−𝑎𝑥𝑒𝑏𝑥𝑡 ∑
((𝑏))

𝑚1𝜙

((𝑑))
𝑚1𝛿

∞

𝑚1,𝑘𝑚2,…,𝑚𝑠=0

Ω(𝑓(𝑚1, … ,𝑚𝑠),𝑚2, … ,𝑚𝑠)                       

 

× (−
𝑢1𝑡

1 − 𝑡
)
𝑚1 𝑢2

𝑚2

𝑚2!
…
𝑢𝑠
𝑚𝑠

𝑚𝑠!

(𝑏𝑥(1 − 𝑡))
𝑚1

𝑚1!
∑(−𝑚1)𝑘

𝑚1

𝑘=0

(𝑎𝑥)𝑘
(−𝑏𝑥(1 − 𝑡))

−𝑘

𝑘!
 

 

= (1 − 𝑡)−𝑎𝑥𝑒𝑏𝑥𝑡                                                                                                                     
 

× ∑
((𝑏))

(𝑚1+𝑘)𝜙

((𝑑))
(𝑚1+𝑘)𝛿

∞

𝑚1,𝑘,𝑚2,…,𝑚𝑠=0

Ω(𝑓((𝑚1 + 𝑘),𝑚2, … ,𝑚𝑠),𝑚2, … ,𝑚𝑠)(𝑎𝑥)𝑘 

 

×
(−𝑢1𝑏𝑥𝑡)

𝑚1

𝑚1!

(
𝑢1𝑡
𝑡 − 1)

𝑘

𝑘!

𝑢2
𝑚2

𝑚2!
…
𝑢𝑠
𝑚𝑠

𝑚𝑠!
                                                            

 

ifadesi elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. ∎ 
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Sonuç 3.3.4. Teorem 3.3.5’de 

 

Ω(𝑓(𝑚1, … ,𝑚𝑠),𝑚2, … ,𝑚𝑠) 
 

=

∏ (𝑎1𝑗)𝑚1𝜃𝑗
(1)
+⋯+𝑚𝑠𝜃𝑗

(𝑠)
𝐴
𝑗=1

∏ (𝑐𝑗)𝑚1𝜓𝑗
(1)
+⋯+𝑚𝑠𝜓𝑗

(𝑠)
𝐸
𝑗=1

∏ (𝑏𝑗
(2))

𝑚2𝜙𝑗
(2)

𝐵(2)

𝑗=1

∏ (𝑑𝑗
(2))

𝑚2𝛿𝑗
(2)

𝐷(2)

𝑗=1

…

∏ (𝑏𝑗
(𝑠))

𝑚𝑠𝜙𝑗
(𝑠)

𝐵(𝑠)

𝑗=1

∏ (𝑑𝑗
(𝑠))

𝑚𝑠𝛿𝑗
(𝑠)

𝐷(2)

𝑗=1

 

 

alınırsa, 

 

∑𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏)

∞

𝑛=0

𝐹
𝐸:𝐷;𝐷(2);…;𝐷(𝑠)
𝐴:𝐵+1;𝐵(2);…;𝐵(𝑠) (

[(𝑎1): 𝜃
(1), … , 𝜃(𝑠)]: [−𝑛: 1], [(𝑏):𝜙];

[(𝑐):𝜓(1), …𝜓(𝑠)]:                 [(𝑑): 𝛿];

 

 

[(𝑏(2)): 𝜙(2)];… ; [(𝑏(𝑠)): 𝜙(𝑠)];

𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑠
[(𝑑(2)): 𝛿(2)];… ; [(𝑑(𝑠)): 𝛿(𝑠)];

) 𝑡𝑛 

 

 

= (1 − 𝑡)−𝑎𝑥𝑒𝑏𝑥𝑡𝐹
𝐸+𝐷:0;0;𝐷(2);…;𝐷(𝑆)
𝐴+𝐵:0;1;𝐵(2);…;𝐵(𝑆) (

[(𝑒): 𝜑(1), … , 𝜑(𝑠+1)]: −, [𝑎𝑥: 1];

[(𝑓): 𝜉(1), … , 𝜉(𝑠+1)]:        −;

 

 

[(𝑏(2)): 𝜙(2)];… ; [(𝑏(𝑠)): 𝜙(𝑠)];

(−𝑢1𝑏𝑥𝑡), (
𝑢1𝑡

𝑡 − 1
) , 𝑢1, … , 𝑢𝑠

[(𝑑(2)): 𝛿(2)];… ; [(𝑑(𝑠)): 𝛿(𝑠)];
)

 
 

 

 

 

bilateral doğurucu fonksiyon bağıntısı elde edilir. Buradaki, 𝑒𝑗, 𝑓𝑗 , 𝜑𝑗
(𝑠)

 ve  𝜉𝑗
(𝑠)

’nin 

katsayıları 

 

𝑒𝑗 = {
𝑎1𝑗 ,

𝑏𝑗 − 𝐴,
   

(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐴)

(𝐴 < 𝑗 ≤ 𝐴 + 𝐵)
 

 

𝑓𝑗 = {
𝑐𝑗,

𝑑𝑗 − 𝐸,
     

(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐸)

(𝐸 < 𝑗 ≤ 𝐸 + 𝐷)
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𝜑𝑗
(𝑟) =

{
 
 

 
 𝜃𝑗

(1)

𝜃𝑗
(𝑟−1)

𝜙𝑗−𝐴
0

    

(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐴; 1 ≤ 𝑟 ≤ 2)

(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐴; 2 < 𝑟 ≤ 𝑠 + 1)

(𝐴 < 𝑗 ≤ 𝐴 + 𝐵; 1 ≤ 𝑟 ≤ 2)

(𝐴 < 𝑗 ≤ 𝐴 + 𝐵; 2 < 𝑟 ≤ 𝑠 + 1)

 

ve 

𝜉𝑗
(𝑟) =

{
 
 

 
 𝜓𝑗

(1)

𝜓𝑗
(𝑟−1)

𝛿𝑗−𝐸
0

  

(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐸; 1 ≤ 𝑟 ≤ 2)

(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐸; 2 < 𝑟 ≤ 𝑠 + 1)

(𝐸 < 𝑗 ≤ 𝐸 + 𝐷; 1 ≤ 𝑟 ≤ 2)

(𝐸 < 𝑗 ≤ 𝐸 + 𝐷; 2 < 𝑟 ≤ 𝑠 + 1)

 

 

şeklindedir [6]. 

Sonuç 3.3.5. Teorem 3.3.5’de 

 

Ω(𝑓(𝑚1, … ,𝑚𝑠),𝑚2, … ,𝑚𝑠) =
(𝑎1)𝑚1+⋯+𝑚𝑠

(𝑏2)𝑚2
…(𝑏𝑠)𝑚𝑠

(𝑐1)𝑚1
…(𝑐𝑠)𝑚𝑠

 

 

ve 

 

𝜙 = 𝛿 = 0  (𝜙1 = ⋯ = 𝜙𝐵 = 𝛿1… = 𝛿𝐷 = 0) 

 

alınırsa, 

 

∑𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏)𝐹𝐴
(𝑠)[𝑎1, −𝑛, 𝑏2, … , 𝑏𝑠 ; 𝑐1, … , 𝑐𝑠; 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑠]𝑡

𝑛

∞

𝑛=0

 

= (1 − 𝑡)−𝑎𝑥𝑒𝑏𝑥𝑡𝐹1:0;0;1;…;1
1:0;1;1;…;1  (

[(𝑎1): 1, … ,1]: −; [𝑎𝑥: 1];

[(𝑐1):𝜓
(1), … , 𝜓(𝑠+1)]: − ;      − ;

   

 

 

[𝑏2: 1];… ; [𝑏𝑠: 1];

(−𝑢1𝑏𝑥𝑡), (
𝑢1𝑡

𝑡−1
) , 𝑢2, … , 𝑢𝑠

[𝑐2: 1];… ; [𝑐𝑠: 1];

), 

 

bilateral doğurucu fonksiyon bağıntısı elde edilir.  
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Buradaki, 𝜓(𝜂)’nin katsayıları 

 

𝜓(𝜂) = {
1,
0,
  

(1 ≤ 𝜂 ≤ 2),

(2 < 𝜂 ≤ 𝑠 + 1),
 

 

şeklindedir. Buradaki 𝐹𝐴
(𝑠)

, birinci çeşit Lauricella fonksiyonudur[6]. 

Sonuç 3.3.6. Teorem 3.3.5’de 

 

Ω(𝑓(𝑚1, … ,𝑚𝑠),𝑚2, … ,𝑚𝑠) =

(𝑎1
(1))

𝑚2

…(𝑎1
(𝑠−1))

𝑚𝑠

(𝑎2
(1))

𝑚2

…(𝑎2
(𝑠−1))

𝑚𝑠

(𝑐)𝑚1+⋯+𝑚𝑠

 

 

ve 

 

𝐵 = 1, 𝜙1 = 1, 𝛿 = 0, 

 

alınırsa, 

 

∑𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏)𝐹𝐵
(𝑠)[−𝑛, 𝑎1

(1), … , 𝑎1
(𝑠−1), 𝑏1, 𝑎2

(1), … , 𝑎2
(𝑠−1); 𝑐; 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑠]𝑡

𝑛

∞

𝑛=0

 

 

= (1 − t)−𝑎𝑥𝑒𝑏𝑥𝑡𝐹1:0;0;0;…;0
1:0;1;2;…;2  (

[(𝑏1): 𝜃
(1), … , 𝜃(𝑠+1)]: −; [𝑎𝑥: 1];

[(𝑐): 1,… ,1]: −;     −;

                             

 

[𝑎(1): 1];… ; [𝑎(𝑠−1): 1];

(−𝑢𝟏𝑏𝑥𝑡), (
𝑢1𝑡

𝑡 − 1
) , 𝑢2, … , 𝑢𝑠

−    ;     …  ;        −    ; )

 , 

 

bilateral doğurucu fonksiyon bağıntısı elde edilir. Buradaki, 𝜃(𝜂)’nin katsayıları 

 

𝜃(𝜂) = {
1,
0,
    

(1 ≤ 𝜂 ≤ 2)

(2 < 𝜂 ≤ 𝑘 + 1)
 

 

şeklindedir. Buradaki 𝐹𝐵
(𝑠)

, ikinci çeşit Lauricella fonksiyonudur [6]. 
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Sonuç 3.3.7. Teorem 3.3.5’de    𝜙 = 𝛿 = 0   ve 

 

Ω(𝑓(𝑚1, … ,𝑚𝑠),𝑚2, … ,𝑚𝑠) =
(𝑎1)𝑚1+⋯+𝑚𝑠

(𝑏2)𝑚2
…(𝑏𝑠)𝑚𝑠

(𝑐)𝑚1+⋯+𝑚𝑠

 

 

alınırsa,  

 

∑𝑓𝑛(𝑥; 𝑎, 𝑏)𝐹𝐷
(𝑠)[𝑎1, −𝑛, 𝑏2, … , 𝑏𝑠 ; 𝑐; 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑠]

∞

𝑛=0

𝑡𝑛 

 

= (1 − 𝑡)−𝑎𝑥𝑒𝑏𝑥𝑡𝐹𝐷
(𝑠+1) [𝑎1, 0, 𝑎𝑥, 𝑏2, … , 𝑏𝑠; 𝑐; (−𝑢1𝑏𝑥𝑡), (

𝑢1𝑡

𝑡 − 1
) , 𝑢2, … , 𝑢𝑠] 

 

bilateral doğurucu fonksiyon bağıntısı elde edilir. Buradaki  𝐹𝐷
(𝑠), dördüncü çeşit 

Lauricella fonksiyonudur [6]. 
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4. ÇOK DEĞİŞKENLİ GENELLEŞTİRİLMİŞ SYLVESTER 

POLİNOMLARI VE ÖZELLİKLERİ  

Bu bölümde üç değişkenli genelleştirilmiş Sylvester polinomları tanıtılacak ve özellikleri 

verilecektir. Bu üç değişkenli Sylvester polinomlarını, çok değişkenli Sylvester 

polinomları diye adlandıracağız. Ayrıca bu polinomun bilinear ve bilateral doğurucu 

fonksiyon bağıntıları verilecektir.  Bu bağıntılar yardımıyla bazı özel durumlar elde 

edilecektir.  

4.1. ÜÇ DEĞİŞKENLİ GENELLEŞTİRİLMİŞ SYLVESTER POLİNOMLARI VE 

ÖZELLİKLERİ 

2017 yılında Choi ve Aklaq, üç değişkenli Sylvester polinomlarını 

𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ), 

 

                                              

× 𝐹(3) [
−𝑛 ∷ −; −;
−∷ −; −;    

−: 𝑎𝑥; 𝑏𝑦;
−: −; −;

    
𝑐𝑧;
−;     −  

1

𝑑𝑥
, −

1

𝑒𝑦
, −

1

ℎ𝑧
 ], 

 

şeklinde tanımlamışlardır [5]. Buradaki 𝐹(3)[… . ; 𝑥, 𝑦, 𝑧], üç değişkenli Srivastava’nın 

genelleştirilmiş hipergeometrik serisidir [14]. Eşitlik (4.1) ifadesi düzenlenirse, 

 

𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)  

∶=
(𝑑𝑥)𝑛(𝑒𝑦)𝑛(ℎ𝑧)𝑛

𝑛!
  ∑

(−𝑛)𝑟+𝑠+𝑘(𝑎𝑥)𝑟(𝑏𝑦)𝑠(𝑐𝑧)𝑘
𝑟! 𝑠! 𝑘!

∞

𝑟,𝑠,𝑘=0

(−
1

𝑑𝑥
)
𝑟

(−
1

𝑒𝑦
)
𝑠

(−
1

ℎ𝑧
)
𝑘

 

  𝑓
𝑛
(𝑥, 𝑦, 𝑧, ; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) ∶=

(𝑑𝑥)𝑛(𝑒𝑦)𝑛(ℎ𝑧)𝑛

𝑛!
 

 
(4.1) 

 : =∑∑ ∑
(𝑎𝑥)𝑟(𝑏𝑦)𝑠(𝑐𝑧)𝑘(𝑑𝑥)

𝑛(𝑒𝑦)𝑛(ℎ𝑧)𝑛

𝑟! 𝑠! 𝑘! (𝑛 − 𝑟 − 𝑠 − 𝑘)! (𝑑𝑥)𝑟(𝑒𝑦)𝑠(ℎ𝑧)𝑘

𝑛−𝑟−𝑠

𝑘=0

𝑛−𝑟

𝑠=0

𝑛

𝑟=0

 

 

(4.2) 
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ifadesi elde edilir.  

Bu üç değişkenli Sylvester polinomunun doğurucu fonksiyonu  

 

= 𝑒𝑑𝑥𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)−𝑐𝑧 

 

şeklindedir [5]. Ayrıca bu polinomun bir başka doğurucu fonksiyonu 

 

= 𝑒𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑧𝑡(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)−𝑎𝑥−𝑘(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)−𝑏𝑦−𝑘(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)−𝑐𝑧−𝑘 

× 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡), 𝑒(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡), ℎ(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)), 

 

şeklindedir [5]. 

Lemma 4.1. Çok değişkenli modified genelleştirilmiş Sylvester polinomları için 

aşağıdaki toplam ifadesi geçerlidir [23]: 

 

𝑓𝑛(𝑥1 + 𝑥2, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)                                           

= ∑
1

(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡)𝑚(1 − 𝑑𝑥2𝑒𝑦𝑡)𝑚

𝑛

𝑚=0

𝑓𝑛−𝑚(𝑥1, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) 

× 𝑓𝑚(𝑥2, 𝑦(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡), 𝑧(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡); 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ). 

 

İspat: Eşitlik (4.3) bağıntısında  𝑥 yerine   𝑥1 + 𝑥2  yazılır ve gerekli düzenlemeler 

yapılırsa, 

 

∑𝑓𝑛(𝑥1 + 𝑥2, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛 

= 𝑒(𝑥1+𝑥2)𝑑𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡(1 − 𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡)−𝑎(𝑥1+𝑥2)(1 − 𝑑(𝑥1 + 𝑥2)ℎ𝑧𝑡)
−𝑏𝑦(1 − 𝑑(𝑥1 + 𝑥2)𝑒𝑦𝑡)

−𝑐𝑧 

 ∑ 𝑓
𝑛
(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

 

(4.3) 

 ∑(
𝑛 + 𝑘

𝑛
) 𝑓

𝑛
(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

 

(4.4) 
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= (1 − 𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡)−𝑎𝑥1𝑒𝑑𝑥1𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡(1 − 𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡)−𝑎𝑥2𝑒𝑑𝑥2𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡                                                  

 × (1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡 − 𝑑𝑥2ℎ𝑧𝑡)
−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡 − 𝑑𝑥2𝑒𝑦𝑡)

−𝑐𝑧    

= 𝑒𝑑𝑥1𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡(1 − 𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡)−𝑎𝑥1(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡)
−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡)

−𝑐𝑧                                   

× 𝑒𝑑𝑥2𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡(1 − 𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡)−𝑎𝑥2 (1 −
𝑑𝑥2ℎ𝑧𝑡

1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡
)
−𝑏𝑦

(1 −
𝑑𝑥2𝑒𝑦𝑡

1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡
)
−𝑐𝑧

  

= ∑𝑓𝑛(𝑥1, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝑡
𝑛 (𝑒

𝑑𝑥2𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡
(1−𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡)(1−𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡)
(1−𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡)(1−𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡))

∞

𝑛=0

                              

× (1 − 𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡
(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡)(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡)

(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡)(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡)
)

−𝑎𝑥2

                                         

× (1 − 𝑑𝑥2ℎ𝑧𝑡
(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡)(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡)

(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡)(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡)
)

−𝑏𝑦

                                                  

× (1 − 𝑑𝑥2𝑒𝑦𝑡
(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡)(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡)

(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡)(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡)
)

−𝑐𝑧

                                       

= ∑𝑓𝑛(𝑥1, 𝑦, 𝑧, ; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝑡
𝑛

∞

𝑛=0

                                                                                        

× ∑ 𝑓𝑚(𝑥2, 𝑦(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡), 𝑧(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡); 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)                              

∞

𝑚=0

 

×
𝑡𝑚

(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡)𝑚(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡)𝑚
                                                                          

= ∑ ∑ 𝑓𝑛(𝑥1, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝑓𝑚(𝑥2, 𝑦(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡), 𝑧(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡); 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)

∞

𝑚=0

∞

𝑛=0

  

×
𝑡𝑛+𝑚

(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡)𝑚(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡)𝑚
                                                              

= ∑ ∑ 𝑓𝑛−𝑚(𝑥1, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝑓𝑚(𝑥2, 𝑦(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡), 𝑧(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡); 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)

𝑛

𝑚=0

∞

𝑛=0

 

×
𝑡𝑛

(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡)𝑚(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡)𝑚
                                                                        

 

elde edilir. Eşitliğin her iki tarafının 𝑡𝑛 katsayıları birbirine eşitlenirse, ispat tamamlanır.   
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Teorem 4.1. Çok değişkenli genelleştirilmiş Sylvester polinomu aşağıdaki integral 

bağıntısına sahiptir [23]: 

 

𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) 

=
1

𝑛! Γ(𝑎𝑥)Γ(𝑏𝑦)Γ(𝑐𝑧)
∑ (

𝑛

𝑚
)

𝑛

𝑚=0

 

×∫ ∫ ∫ 𝑒−(𝑢1+𝑢2+𝑢3)𝑢1
𝑎𝑥−1𝑢2

𝑏𝑦−1
𝑢3
𝑐𝑧−1(𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑧)𝑛−𝑚

∞

0

∞

0

∞

0

 

× (𝑒ℎ𝑦𝑧𝑢1 + 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑢2 + 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑧𝑢3)
𝑚𝑑𝑢1𝑑𝑢2𝑑𝑢3. 

 

İspat:   𝑅𝑒(𝑣) > 0  için,  

 

𝑎−𝑣 =
1

Γ(𝑣)
∫ 𝑒−𝑎𝑡𝑡𝑣−1

∞

0

𝑑𝑡,     

 

bağıntısı geçerlidir [16]. Eşitlik (4.3) bağıntısına, yukarıdaki bağıntı kullanılırsa 

 

∑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝑡
𝑛

∞

𝑛=0

 

= 𝑒𝑑𝑒ℎ𝑥𝑧𝑦𝑡
1

Γ(𝑎𝑥)
∫ 𝑒−(1−𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)𝑢1𝑢1

𝑎𝑥−1

∞

0

𝑑𝑢1                                

  ×
1

Γ(𝑏𝑦)
∫ 𝑒−(1−𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)𝑢2𝑢2

𝑏𝑦−1
𝑑𝑢2

1

Γ(𝑐𝑧)
∫ 𝑒−(1−𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)𝑢3𝑢3

𝑐𝑧−1𝑑𝑢3

∞

0

∞

0

 

= ∑
(𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑧𝑡)𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

1

Γ(𝑎𝑥)Γ(𝑏𝑦)Γ(𝑐𝑧)
∫ ∫ ∫ 𝑒−𝑢1−𝑢2−𝑢3          

∞

0

∞

0

∞

0

 

× 𝑒(𝑒ℎ𝑦𝑧𝑢1+𝑑ℎ𝑥𝑧𝑢2+𝑑𝑒𝑥𝑦𝑢3)𝑡𝑢1
𝑎𝑥−1𝑢2

𝑏𝑦−1
𝑢3
𝑐𝑧−1𝑑𝑢1𝑑𝑢2𝑑𝑢3 

=
1

Γ(𝑎𝑥)Γ(𝑏𝑦)Γ(𝑐𝑧)
∑∫ ∫ ∫

(𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑧)𝑛𝑡𝑛

𝑛!

∞

0

∞

0

∞

0

∞

𝑛=0

𝑒−(𝑢1+𝑢2+𝑢3)     

× ∑
(𝑒ℎ𝑦𝑧𝑢1 + 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑢2 + 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑢3)

𝑚𝑡𝑚

𝑚!

∞

𝑚=0

𝑢1
𝑎𝑥−1𝑢2

𝑏𝑦−1
𝑢3
𝑐𝑧−1𝑑𝑢1𝑑𝑢2𝑑𝑢3 
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= ∑(
1

n! Γ(𝑎𝑥)Γ(𝑏𝑦)Γ(𝑐𝑧)

∞

𝑛=0

∑ (
𝑛

𝑚
)∫ ∫ ∫ 𝑒−(𝑢1+𝑢2+𝑢3) 𝑢1

𝑎𝑥−1𝑢2
𝑏𝑦−1

𝑢3
𝑐𝑧−1   

∞

0

∞

0

∞

0

𝑛

𝑚=0

 

× (𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑧)𝑛−𝑚(𝑒ℎ𝑦𝑧𝑢1 + 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑢2 + 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑢3)
𝑚𝑑𝑢1𝑑𝑢2𝑑𝑢3)𝑡

𝑛 

 

elde edilir. Son ifadenin heriki tarafının  𝑡𝑛’nin katsayıları birbirine eşitlenirse, ispat 

tamamlanır.  ∎ 

Özellik 4.1. Çok değişkenli genelleştirilmiş Sylvester polinomu aşağıdaki türev içeren 

rekürans bağıntılarına sahiptir [23]: 

 

𝜕

𝜕𝑥
𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) 

= (𝑑𝑒ℎ𝑦𝑧)𝑓𝑛−1(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) 

+(𝑎) ∑
(𝑒ℎ𝑦𝑧)𝑚+1

(𝑚 + 1)
𝑓𝑛−𝑚−1(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)

𝑛−1

𝑚=0

 

+(𝑏𝑑ℎ𝑦𝑧) ∑(𝑑ℎ𝑥𝑧)𝑚𝑓𝑛−𝑚−1(𝑥, 𝑦, 𝑧, ; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)

𝑛−1

𝑚=0

 

+(𝑐𝑑𝑒𝑦𝑧) ∑(𝑑𝑒𝑥𝑦)𝑚𝑓𝑛−𝑚−1

𝑛−1

𝑚=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧, ; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) 

 

𝜕

𝜕𝑦
𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) 

= (𝑑𝑒ℎ𝑥𝑧)𝑓𝑛−1(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) 

+(𝑎𝑥𝑒ℎ𝑧) ∑(𝑒ℎ𝑦𝑧)𝑚𝑓𝑛−𝑚−1(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)

𝑛−1

𝑚=0

 

+(𝑏) ∑
(𝑑ℎ𝑥𝑧)𝑚+1

(𝑚 + 1)
𝑓𝑛−𝑚−1(𝑥, 𝑦, 𝑧, ; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)

𝑛−1

𝑚=0

      

             +(𝑐𝑑𝑒𝑥𝑧) ∑(𝑑𝑒𝑥𝑦)𝑚𝑓𝑛−𝑚−1

𝑛−1

𝑚=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧, ; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) 
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𝜕

𝜕𝑧
𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) 

= (𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦)𝑓𝑛−1(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) 

+(𝑎𝑥𝑒ℎ𝑦) ∑(𝑒ℎ𝑦𝑧)𝑚𝑓𝑛−𝑚−1(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)

𝑛−1

𝑚=0

 

+(𝑏𝑦𝑑ℎ𝑥) ∑(𝑑ℎ𝑥𝑧)𝑚𝑓𝑛−𝑚−1(𝑥, 𝑦, 𝑧, ; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)

𝑛−1

𝑚=0

 

+(𝑐) ∑
(𝑑𝑒𝑥𝑦)𝑚+1

𝑚 + 1
𝑓𝑛−𝑚−1

𝑛−1

𝑚=0

(𝑥, 𝑦, 𝑧, ; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) 

 

 

Özellik 4.2. Çok değişkenli genelleştirilmiş Sylvester polinomu aşağıdaki türev 

içermeyen rekürans bağıntısına sahiptir [23]: 

 

(𝑛 + 1)𝑓𝑛+1(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) 

= (𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑧)𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) 

+(𝑎𝑥) ∑(𝑒ℎ𝑦𝑧)𝑚+1
∞

𝑚=0

𝑓𝑛−𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) 

+(𝑏𝑦) ∑(𝑑ℎ𝑥𝑧)𝑚+1
∞

𝑚=0

𝑓𝑛−𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) 

+(𝑐𝑧) ∑(𝑑𝑒𝑥𝑦)𝑚+1
∞

𝑚=0

𝑓𝑛−𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ). 
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4.2. ÜÇ DEĞİŞKENLİ GENELLEŞTİRİLMİŞ SYLVESTER POLİNOMLARI 

İÇİN BILINEAR VE BILATERAL DOĞURUCU FONKSİYONLAR 

 

Bu kısımda çok değişkenli Sylvester polinomları için bilinear ve bilateral doğurucu 

fonksiyon bağıntıları verildi. Burada kullanılan yöntem ve uygulamaları [6], [17]-[21], 

[23] numaralı çalışmalarda bulmak mümkündür. 

 

Teorem 4.2.  Çok değişkenli genelleştirilmiş  Sylvester polinomları için,  -üncü 

basamaktan 𝑦1, … , 𝑦𝑟,  𝑟 ≥ 1 kompleks değişkenli sıfıra denk olmayan 

𝛺𝜇(𝑦1, … , 𝑦𝑟) (𝑟 ∈ ℕ) fonksiyonu için, 

 

 

ve 

 

Θ𝑛,𝑝
𝜇,𝜓(𝑥; 𝑐; 𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝜉) 

 

olsun. Her  𝑝 ∈  ℕ için,  

 

= 𝑒𝑑𝑥𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡(1 − 𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑𝑥ℎ𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑥𝑒𝑦𝑡)−𝑐𝑧                    

× Λ𝜇,𝜓(𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝜂),                                                                                    

 

ifadesi gerçekleşir [23]. 

 

 Λ𝜇,𝜓(𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝜁) ∶=∑ 𝑎𝑘Ω𝜇+𝜓𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝜁
𝑘,

∞

𝑘=0

     (𝑎𝑘 ≠ 0,   𝜇, 𝜓 ∈ ℂ  ) 

 

(4.5) 

∶= ∑ 𝑎𝑘𝑓𝑛−𝑝𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑘=0

𝛺𝜇+𝜓𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝜉
𝑘 , (4.6) 

∑Θ𝑛,𝑝
𝜇,𝜓

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ; 𝑦1, … , 𝑦𝑟;
𝜂

𝑡𝑝
) 𝑡𝑛 

∞

𝑛=0

 

 

(4.7) 
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İspat: Eşitlik (4.7) ifadesinin sol tarafına 𝑆  diyelim. Eşitlik (4.6) ifadesi Eşitlik (4.7)’de 

yerine yazılırsa, 

 

𝑆 = ∑ ∑ 𝑎𝑘𝑓𝑛−𝑝𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)Ω𝜇+𝜓𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝜂
𝑘𝑡𝑛−𝑝𝑘 ,

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑘=0

∞

𝑛=0

 

 

elde edilir. Bu son ifadede  Lemma 2.1 ve Eşitlik (4.3) bağıntısı kullanılırsa, 

 

𝑆 = ∑∑𝑎𝑘𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)Ω𝜇+𝜓𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝜂
𝑘𝑡𝑛

∞

𝑘=0

∞

𝑛=0

 

= ∑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝑡
𝑛∑𝑎𝑘Ω𝜇+𝜓𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝜂

𝑘

∞

𝑘=0

∞

𝑛=0

 

= 𝑒𝑑𝑒𝑥𝑦𝑧𝑡(1 − 𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑𝑥ℎ𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑥𝑒𝑦𝑡)−𝑐𝑧 

× Λ𝜇,𝜓(𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝜂)                                                               

 

ifadesi elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  ∎ 

Sonuç 4.1. Teorem 4.2’de    

 

Ω𝜇+𝜓𝑘(𝑦1, . . , 𝑦𝑟) = ℎ𝜇+𝜓𝑘
(𝑎1,…,𝑎𝑟)(𝑦1, … , 𝑦𝑟) 

 

alınırsa, 

 

Λ𝜇,𝜓 (𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝜁):= ∑𝑎𝑘ℎ𝜇+𝜓𝑘
(𝛼1,…,𝛼𝑟)(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝜁

𝑘   (𝑎𝑘 ≠ 0, 𝜇, 𝜓 ∈  ℂ)

∞

𝑘=0

 

 Θ𝑛,𝑝
𝜇,𝜓(𝑥; 𝑐; 𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝜉) ∶= ∑ 𝑎𝑘𝑓𝑛−𝑝𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑘=0

ℎ𝜇+𝜓𝑘
(𝑎1,…,𝑎𝑟)(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝜉

𝑘,   

 

elde edilir. 
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 Böylece, 

 

= 𝑒𝑑𝑥𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡(1 − 𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑𝑥ℎ𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑥𝑒𝑦𝑡)−𝑐𝑧Λ𝜇,𝜓(𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝜂) 

 

elde edilir [23]. Burada kullanılan ℎ𝜇+𝜓𝑘
(𝑎1,…,𝑎𝑟)(𝑦1, … , 𝑦𝑟) çok değişkenli Lagrange-Hermite 

polinomudur.  

Bu polinom       

     

(𝛼 ∈  ℂ;   |𝑡| <  min{|𝑥1|
−1, |𝑥2|

−1 2⁄ , … , |𝑥𝑟|
−1 𝑟⁄ }).                  

 

şeklinde doğurucu fonksiyonuna sahiptir [24].  

Uyarı 4.1. Sonuç 4.1’de  𝑎𝑘 = 1, 𝜇 = 0, 𝜓 = 1  alınır ve Eşitlik (4.9) bağıntısı 

kullanılırsa 

 

∑ ∑ 𝑓𝑛−𝑝𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)ℎ𝑘
(𝛼1,…,𝛼𝑟)(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝜂

𝑘𝑡𝑛−𝑝𝑘

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑘=0

∞

𝑛=0

 

= 𝑒𝑑𝑥𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡(1 − 𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑𝑥ℎ𝑧𝑡)−𝑏𝑦 

× (1 − 𝑑𝑥𝑒𝑦𝑡)−𝑐𝑧∏{(1 − 𝑦𝑗𝜂
𝑗)
−𝛼𝑗

}

𝑟

𝑗=1

 

(|𝜁| < min{|𝑦1|
−1, |𝑦2|

−2, … , |𝑦𝑟|
−1 𝑟⁄ }, |𝜂| < 1) 

 

elde edilir. Böylece çok değişkenli Sylvester polinomunun bir ailesi için bilateral 

doğurucu fonksiyonu elde edilmiş olur [23]. 

 

∑ ∑ 𝑎𝑘𝑓𝑛−𝑝𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑘=0

ℎ𝜇+𝜓𝑘
(𝛼1,…,𝛼𝑟)(𝑦1, … , 𝑦𝑟)

𝜂𝑘

𝑡𝑝𝑘
𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 (4.8) 

∏{(1 − 𝑥𝑗𝑡
𝑗)
−𝛼𝑗} = ∑ℎ𝑛

(𝛼1,…,𝛼𝑟)

∞

𝑛=0

𝑟

𝑗=1

(𝑥1, … , 𝑥𝑟)𝑡
𝑛 (4.9) 
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Teorem 4.3. Çok değişkenli genelleştirilmiş  Sylvester polinomları için,  -üncü 

basamaktan 𝑦1, … , 𝑦𝑟,  𝑟 ≥ 1 kompleks değişkenli sıfıra denk olmayan 

𝛺𝜇(𝑦1, … , 𝑦𝑟) (𝑟 ∈ ℕ) fonksiyonu için, 

 

Λ𝜇,𝜓
𝑛,𝑝 (𝑥1 + 𝑥2; 𝑐; 𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝑡) 

∶= ∑ 𝑎𝑘𝑓𝑛−𝑝𝑘(𝑥1 + 𝑥2, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)Ωμ+ψk(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝑡
𝑘

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑘=0

 

 

olsun. Burada   𝑎𝑘 ≠ 0, 𝑛, 𝑝 ∈  ℕ  ve  [𝑛 𝑝⁄ ] tam değerdir. 

 

Her  𝑝 ∈  ℕ için, 

 

∑ ∑ 𝑎𝑙
1

[(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡)(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡)]𝑘−𝑝𝑙
𝑓𝑛−𝑘(𝑥1, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)

[𝑘 𝑝⁄ ]

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

 

× 𝑓𝑘−𝑝𝑙(𝑥2, 𝑦(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡), 𝑧(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡);𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)Ω𝜇+𝜓𝑙(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝑡
𝑙 

                            

ifadesi gerçekleşir [23]. 

İspat: Eşitlik (4.10) ifadesinin sol tarafına 𝑇  diyelim. Eşitlik (4.5) ifadesi kullanılırsa,  

 

𝑇 = ∑ ∑ 𝑎𝑙
1

[(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡)(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡)]𝑘
𝑓𝑛−𝑘−𝑝𝑙(𝑥1, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)

𝑛−𝑝𝑙

𝑘=0

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑙=0

 

× 𝑓𝑘(𝑥2, 𝑦(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡), 𝑧(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡);𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)Ω𝜇+𝜓𝑙(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝑡
𝑙  

= ∑ 𝑎𝑙 (∑
1

[(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡)(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡)]𝑘
𝑓𝑛−𝑘−𝑝𝑙(𝑥1, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)

𝑛−𝑝𝑙

𝑘=0

)

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑙=0

                   

× 𝑓𝑘(𝑥2, 𝑦(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡), 𝑧(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡);𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)Ω𝜇+𝜓𝑙(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝑡
𝑙     

= ∑ 𝑎𝑙𝑓𝑛−𝑝𝑙(𝑥1 + 𝑥2, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)Ω𝜇+𝜓𝑙(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝑡
𝑙                                              

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑙=0

 

= 𝛬𝜇,𝜓
𝑛,𝑝 (𝑥1 + 𝑥2, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ; 𝑦1, … . , 𝑦𝑟; 𝑡) (4.10) 
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= Λ𝜇,𝜓
𝑛,𝑝 (𝑥1 + 𝑥2, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ; 𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝑡),                                                      

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  ∎ 

Sonuç 4.2. Teorem 4.2’de  𝑟 = 3  ve 

 

Ω𝜇+𝜓𝑙(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) = 𝑓𝜇+𝜓𝑙(𝑥3, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) 

 

alınırsa, 

 

Λ𝜇,𝜓
𝑛,𝑝 (𝑥1 + 𝑥2, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ; 𝑥3, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ; 𝑡) 

= ∑ 𝑎𝑘𝑓𝑛−𝑝𝑘(𝑥1 + 𝑥2, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)                                  

[𝑛 𝑝⁄ ]

𝑘=0

 

× 𝑓𝜇+𝜓𝑘(𝑥3, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝑡
𝑘, (𝑎𝑘 ≠ 0, 𝜇,𝜓 ∈  ℂ)                                              

 

elde edilir. Böylece, 

 

∑ ∑ 𝑎𝑙
1

[(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡)(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡)]
𝑘−𝑝𝑙

[𝑘 𝑝⁄ ]

𝑙=0

𝑛

𝑘=0

𝑓𝑛−𝑘(𝑥1, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) 

× 𝑓𝑘−𝑝𝑙(𝑥2, 𝑦(1 − 𝑑𝑥1ℎ𝑧𝑡), 𝑧(1 − 𝑑𝑥1𝑒𝑦𝑡); 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝑓𝜇+𝜓𝑙(𝑥3,𝑦, 𝑧, ; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝑡
𝑙 

= Λ𝜇,𝜓
𝑛,𝑝 (𝑥1 + 𝑥2, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ; 𝑥3, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ; 𝑡)                                     

 

elde edilir [23]. Burada kullanılan 𝑓𝜇+𝜓𝑙(𝑥3, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ), çok değişkenli Sylvester 

polinomudur.  
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Teorem 4.4. Çok değişkenli genelleştirilmiş  Sylvester polinomları için,  -üncü 

basamaktan 𝑦1, … , 𝑦𝑟,  𝑟 ≥ 1 kompleks değişkenli sıfıra denk olmayan 

𝛺𝜇(𝑦1, … , 𝑦𝑟) (𝑟 ∈ ℕ) fonksiyonu için, 

 

Λ𝜇,𝑝,𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ; 𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝑡) 

∶=  ∑ 𝑎𝑘𝑓𝑚+𝑞𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)Ω𝜇+𝑝𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝑡
𝑘

∞

𝑘=0

, 𝑎𝑘 ≠ 0, 

 

ve 

𝜃𝑛,𝑝,𝑞(𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝑧) ∶= ∑ (
𝑚 + 𝑛

𝑛 − 𝑞𝑘
) 𝑎𝑘Ω𝜇+𝑝𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝑧

𝑘.

[𝑛 𝑞⁄ ]

𝑘=0

 

olsun.  

Her  𝑝, 𝑞 ∈  ℕ için, 

 

∑𝑓𝑚+𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝜃𝑛,𝑝,𝑞(𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝑧)𝑡
𝑛

∞

𝑛=0

 

 

× Λ𝜇,𝑝,𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡), 𝑒(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡), ℎ(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑧); 

                                       𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝑧 (
𝑡

(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)
)
𝑞

) 

 

ifadesi gerçekleşir [23]. 

 

 

 

 

 

 

= 𝑒𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑡(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)−𝑐𝑧   (4.11) 
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İspat:  Eşitlik (4.12) ifadesinin sol tarafına 𝑇  diyelim. Eşitlik (4.5) ifadesi kullanılırsa,  

 

𝑇 = ∑𝑓𝑚+𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝑎𝑘Ω𝜇+𝑝𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)𝑧
𝑘𝑡𝑛+𝑝𝑘

∞

𝑛=0

 

=∑(∑(
𝑚 + 𝑛 + 𝑞𝑘

𝑛
) 𝑓𝑚+𝑛+𝑞𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝑡

𝑛

∞

𝑛=0

)

∞

𝑘=0

𝑎𝑘Ω𝜇+𝑝𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)(𝑧𝑡
𝑞)𝑘 

=∑𝑎𝑘𝑒
𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑧𝑡(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)−𝑎𝑥−𝑚−𝑞𝑘

∞

𝑘=0

(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)−𝑏𝑦−𝑚−𝑞𝑘(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)−𝑐𝑧−𝑚−𝑞𝑘  

× 𝑓𝑚+𝑞𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡), 𝑒(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡), ℎ(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡))  

× Ω𝜇+𝑝𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟)(𝑧𝑡
𝑞)𝑘  

= 𝑒𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑧𝑡(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)−𝑎𝑥−𝑚(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)−𝑏𝑦−𝑚(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)−𝑐𝑧−𝑚  

×∑𝑎𝑘𝑓𝑚+𝑞𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡), 𝑒(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡), ℎ(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡))             

∞

𝑘=0

 

× Ω𝜇+𝑝𝑘(𝑦1, … , 𝑦𝑟) (
𝑧𝑡𝑞

(1−𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)𝑞(1−𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)𝑞(1−𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)𝑞
)
𝑘

  

= 𝑒𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑧𝑡(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)−𝑎𝑥−𝑚(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)−𝑏𝑦−𝑚(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)−𝑐𝑧−𝑚  

× Λ𝜇,𝑝,𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡), 𝑒(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡), ℎ(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑧); 

                                𝑦1, … , 𝑦𝑟; 𝑧 (
𝑡

(1−𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)(1−𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)(1−𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)
)
𝑞

)  

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.   ∎ 

Sonuç 4.3.  Teorem 4.4’de 𝑠 = 1 ve 

 

 Ω𝜇+𝜓𝑘(𝑦1) = 𝑃𝜇+𝜓𝑘
(𝛼,𝛽)(𝑤) 

 

alınırsa, 

Λ𝜇,𝑝,𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ; 𝑤; 𝑡) ∶= ∑𝑎𝑛𝑓𝑚+𝑞𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝑃𝜇+𝑝𝑛
(𝛼,𝛽)

∞

𝑛=0

(𝑤)𝑡𝑘 

(𝑎𝑘 ≠ 0, 𝑚 ∈  ℕ0, 𝑘 ≠ 0, 𝜇, 𝜓 ∈  ℂ) 

 



43 
 

ve 

𝜃𝑛,𝑝,𝑞(𝑤; 𝑧) ∶= ∑ (
𝑚 + 𝑛

𝑛 − 𝑞𝑘
) 𝑎𝑘𝑃𝜇+𝑝𝑛

(𝛼,𝛽)(𝑤)𝑧𝑘

[𝑛 𝑞⁄ ]

𝑘=0

 

elde edilir. Böylece, 

 

∑𝑓𝑚+𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝜃𝑛,𝑝,𝑞(𝑤; 𝑧)𝑡
𝑛                                           

∞

𝑛=0

 

= 𝑒𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑧𝑡(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)−𝑎𝑥−𝑚(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)−𝑏𝑦−𝑚(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)−𝑐𝑧−𝑚 

× Λ𝜇,𝑝,𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡), 𝑒(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡), ℎ(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑧); 

                                  𝑦
1
, … , 𝑦

𝑟
; 𝑧 (

𝑡

(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)
)
𝑞

) 

 

 

elde edilir [23]. Burada kullanılan  𝑃𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑦), klasik Jacobi polinomudur. Bu polinom, 

 

∑𝑃𝑛
(𝛼,𝛽)

∞

𝑛=0

(𝑥)𝑡𝑛 =
2𝛼+𝛽

𝜌
(1 − 𝑡 + 𝜌)−𝛼(1 + 𝑡 + 𝜌)−𝛽, {𝜌 = (1 − 2𝑥𝑡 + 𝑡2)1 2⁄ } 

 

doğurucu fonksiyonuna sahiptir [1]. 
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4.3. ÜÇ DEĞİŞKENLİ GENELLEŞTİRİLMİŞ SYLVESTER POLİNOMLARI 

İLE APPELL FONKSİYONLARI ARASINDAKİ İLİŞKİLER 

 

Bu kısımda çok değişkenli Sylvester polinomları ile Appell fonksiyonları için bilateral 

doğurucu fonksiyon bağıntıları verilecektir.   

Teorem 4.5.  Çok değişkenli Sylvester polinomları için aşağıdaki bilateral doğurucu 

fonksiyon bağıntısı geçerlidir [23]: 

 

∑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝐹1(𝑎1, −𝑛, 𝑏2; 𝑐1; 𝑢1, 𝑢2)𝑡
𝑛

∞

𝑛=0

 

= 𝑒𝑑𝑥𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡(1 − 𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑𝑥ℎ𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑥𝑒𝑦𝑡)−𝑐𝑧  ×

𝐹𝐷
(5) [𝑎1, −, 𝑎𝑥, 𝑏𝑦, 𝑐𝑧, 𝑏2; 𝑐1; −𝑢1𝑥𝑦𝑧𝑑𝑒ℎ𝑡,

−𝑢1𝑡𝑒𝑦ℎ𝑧

1−𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡
,
−𝑢1𝑡𝑑𝑥ℎ𝑧

1−𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡
,
−𝑢1𝑡𝑑𝑥𝑒𝑦

1−𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡
, 𝑢2],      (4.13) 

 

buradaki   𝐹𝐷
(5),  Lauricella fonksiyonudur. 

İspat:  Eşitlik (4.13) ifadesinin sol tarafına, Eşitlik (4.4) ve Eşitlik (3.35) bağıntılarının 

değerleri yerine yazılırsa,  

 

∑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝐹1(𝑎1, −𝑛, 𝑏2; 𝑐1; 𝑢1, 𝑢2)𝑡
𝑛

∞

𝑛=0

 

= ∑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)

∞

𝑛=0

                                                       

 × ∑∑
(𝑎1)𝑚+𝑝(−𝑛)𝑚(𝑏2)𝑝

(𝑐1)𝑚+𝑝

𝑢1
𝑚

𝑚!

𝑢2
𝑝

𝑝!
𝑡𝑛

∞

𝑝=0

𝑛

𝑚=0

                         

= ∑ (∑(
𝑚 + 𝑛

𝑚
)𝑓𝑛+𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝑡

𝑛

∞

𝑛=0

)

∞

𝑚,𝑝=0

(𝑎1)𝑚+𝑝(𝑏2)𝑝
(𝑐1)𝑚+𝑝

(−𝑢1𝑡)
𝑚
𝑢2
𝑝

𝑝!
            

= 𝑒𝑑𝑥𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡(1 − 𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑𝑥ℎ𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑥𝑒𝑦𝑡)−𝑐𝑧   

× ∑ 𝑓𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, (1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡), 𝑒(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡), ℎ(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡))

∞

𝑚,𝑝=0
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×
(𝑎1)𝑚+𝑝(𝑏2)𝑝
(𝑐1)𝑚+𝑝

(
−𝑢1𝑡

(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)
)
𝑚 𝑢2

𝑝

𝑝!
 

= 𝑒𝑑𝑥𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡(1 − 𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑𝑥ℎ𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑥𝑒𝑦𝑡)−𝑐𝑧 

× ∑
(𝑎1)𝑚+𝑟+𝑠+𝑘+𝑝(𝑎𝑥)𝑟(𝑏𝑦)𝑠(𝑐𝑧)𝑘(𝑏1)𝑝

(𝑐1)𝑚+𝑟+𝑠+𝑘+𝑝

∞

𝑚,𝑟,𝑠,𝑘,𝑝=0

      

×
(−𝑢1𝑥𝑦𝑧𝑑𝑒ℎ𝑡)

𝑚

𝑚!

(−
𝑢1𝑡𝑒𝑦ℎ𝑧
1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)

𝑠

𝑠!

(−
𝑢1𝑡𝑑𝑥ℎ𝑧
1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)

𝑟

𝑟!

(−
𝑢1𝑡𝑑𝑥𝑒𝑦
1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)

𝑘

𝑘!

𝑢2
𝑝

𝑝!
 

= 𝑒𝑑𝑥𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡(1 − 𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑𝑥ℎ𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑥𝑒𝑦𝑡)−𝑐𝑧     

× 𝐹𝐷
(5) [𝑎1, −, 𝑎𝑥, 𝑏𝑦, 𝑐𝑧, 𝑏2; 𝑐1; −𝑢1𝑥𝑦𝑧𝑑𝑒ℎ𝑡,

−𝑢1𝑡𝑒𝑦ℎ𝑧

1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡
,
−𝑢1𝑡𝑑𝑥ℎ𝑧

1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡
,
−𝑢1𝑡𝑑𝑥𝑒𝑦

1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡
, 𝑢2], 

 

elde edilir. Böylece, Eşitlik (4.11) bağıntısı ispatlanmış olur. ∎  

Teorem 4.6.  Çok değişkenli Sylvester polinomları için aşağıdaki bilateral doğurucu 

fonksiyon bağıntısı geçerlidir [23]: 

 

= 𝑒𝑑𝑥𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡(1 − 𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑𝑥ℎ𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑥𝑒𝑦𝑡)−𝑐𝑧 

× 𝐹𝐴
(5) [𝑎1, −, 𝑎𝑥, 𝑏𝑦, 𝑐𝑧, 𝑏2; 𝑐1, 𝑐2; −𝑢1𝑥𝑦𝑧𝑑𝑒ℎ𝑡,

−𝑢1𝑡𝑒𝑦ℎ𝑧

1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡
,
−𝑢1𝑡𝑑𝑥ℎ𝑧

1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡
,
−𝑢1𝑡𝑑𝑥𝑒𝑦

1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡
, 𝑢2]. 

 

Buradaki   𝐹𝐴
(𝑠),  Lauricella fonksiyonudur. 

İspat:  Eşitlik (4.14) ifadesinin sol tarafına, Eşitlik (4.4) ve Eşitlik (3.36) bağıntılarının 

değerleri yerine yazılırsa,  

∑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝐹2(𝑎1, −𝑛, 𝑏1; 𝑐1, 𝑐2; 𝑢1, 𝑢2)𝑡
𝑛

∞

𝑛=0

 

= ∑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) ∑∑
(𝑎1)𝑚+𝑝(−𝑛)𝑚(𝑏1)𝑝

(𝑐1)𝑚(𝑐2)𝑝

𝑢1
𝑚

𝑚!

𝑢2
𝑝

𝑝!
𝑡𝑛 

∞

𝑝=0

𝑛

𝑚=0

∞

𝑛=0

  

= ∑ (∑(
𝑛 +𝑚

𝑚
)𝑓𝑛+𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝑡

𝑛

∞

𝑛=0

)

∞

𝑚,𝑝=0

(𝑎1)𝑚+𝑝(𝑏2)𝑝
(𝑐1)𝑚(𝑐2)𝑝

(−𝑢1𝑡)
𝑚
𝑢2
𝑝

𝑝!
 

∑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝐹2(𝑎1, −𝑛, 𝑏1; 𝑐1, 𝑐2; 𝑢1, 𝑢2)𝑡
𝑛

∞

𝑛=

 (4.14) 
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= 𝑒𝑑𝑥𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡(1 − 𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑𝑥ℎ𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑥𝑒𝑦𝑡)−𝑐𝑧       

× ∑
(𝑎1)𝑚+𝑟+𝑠+𝑘+𝑝(𝑎𝑥)𝑟(𝑏𝑦)𝑠(𝑐𝑧)𝑘(𝑏1)𝑝

(𝑐1)𝑚+𝑟+𝑠+𝑘+𝑝(𝑐2)𝑝

∞

𝑚,𝑟,𝑠,𝑘,𝑝=0

      

×
(−𝑢1𝑥𝑦𝑧𝑑𝑒ℎ𝑡)

𝑚

𝑚!

(−
𝑢1𝑡𝑒𝑦ℎ𝑧
1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)

𝑠

𝑠!

(−
𝑢1𝑡𝑑𝑥ℎ𝑧
1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)

𝑟

𝑟!

(−
𝑢1𝑡𝑑𝑥𝑒𝑦
1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)

𝑘

𝑘!

𝑢2
𝑝

𝑝!
 

= 𝑒𝑑𝑥𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡(1 − 𝑒𝑦ℎ𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑𝑥ℎ𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑥𝑒𝑦𝑡)−𝑐𝑧      

× 𝐹𝐴
(5)[𝑎1, −, 𝑎𝑥, 𝑏𝑦, 𝑐𝑧, 𝑏2; 𝑐1, 𝑐2; −𝑢1𝑥𝑦𝑧𝑑𝑒ℎ𝑡,

−𝑢1𝑡𝑒𝑦ℎ𝑧

1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡
,
−𝑢1𝑡𝑑𝑥ℎ𝑧

1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡
,
−𝑢1𝑡𝑑𝑥𝑒𝑦

1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡
, 𝑢2], 

 

elde edilir. Böylece, Eşitlik (4.14) bağıntısı ispatlanmış olur. ∎  
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4.4.   ÜÇ DEĞİŞKENLİ GENELLEŞTİRİLMİŞ SYLVESTER POLİNOMLARI 

İLE GENELLEŞTİRİLMİŞ LAURICELLA FONKSİYONLARI İÇİN 

BILATERAL DOĞURUCU FONKSİYONLAR 

 

Bu kısımda çok değişkenli Sylvester polinomları ile genelleştirilmiş Lauricella 

fonksiyonları için bilateral doğurucu fonksiyon bağıntıları verilecektir. 

Teorem 4.7.  Çok değişkenli Sylvester polinomları için aşağıdaki bilateral doğurucu 

fonksiyon bağıntısı geçerlidir: 

 

∑ 𝑓
𝑛
(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝜑𝑛(𝑢1; 𝑢2, … , 𝑢𝑠)𝑡

𝑛

∞

𝑛=0

 

 

= 𝑒𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑧𝑡(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)−𝑐𝑧  

 

× ∑ Ω(𝑓(𝑚1 + 𝑟 + 𝑠 + 𝑘, … ,𝑚𝑠), 𝑚2, … ,𝑚𝑠)
((𝑏))

(𝑚1+𝑟+𝑠+𝑘)𝜙

((𝑑))
(𝑚1+𝑟+𝑠+𝑘)𝛿

∞

𝑚1,𝑟,𝑠,𝑘,𝑚2,…,𝑚𝑠=0

 

 

× (𝑎𝑥)𝑟(𝑏𝑦)𝑠(𝑐𝑧)𝑘
(𝑑𝑥(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡))

𝑚1
(𝑒𝑦(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡))

𝑚1
(ℎ𝑧(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡))

𝑚1

𝑟! 𝑠! 𝑘! (𝑚1 − 𝑟 − 𝑠 − 𝑘)! (𝑑𝑥(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡))
𝑟
(𝑒𝑦(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡))

𝑠
(ℎ𝑧(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡))

𝑘 

 

 

×
(−𝑢1𝑥𝑦𝑧𝑑𝑒ℎ𝑡)

𝑚1

𝑚1!

(
−𝑢1𝑦𝑧𝑒ℎ𝑡
1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡

)𝑟

𝑟!

(
−𝑢1𝑥𝑧𝑑ℎ𝑡
1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡

)𝑠

𝑠!

(
−𝑢1𝑥𝑦𝑑𝑒𝑡
1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡

)𝑘

𝑘!

𝑢2
𝑚2

𝑚2!
…
𝑢𝑠
𝑚𝑠

𝑚𝑠!
. 

 

 

Buradaki  𝜑𝑛(𝑢1; 𝑢2, … , 𝑢𝑠), Eşitlik  (3.34)’deki gibidir. 

İspat: Eşitlik (3.34) ifadesi Teorem 4.7’in sol tarafına yazılır, gerekli işlemler yapılırsa, 

 

∑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝜑𝑛(𝑢1; 𝑢2, … , 𝑢𝑠)𝑡
𝑛

∞

𝑛=0

 

 

= ∑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ) ∑ ∑
(−𝑛)𝑚1

((𝑏))
𝑚1𝜙

((𝑑))
𝑚1𝛿

∞

𝑚2,…,𝑚𝑠=0

𝑛

𝑚1=0

∞

𝑛=0
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× Ω(𝑓(𝑚1, … ,𝑚𝑠),𝑚2, … ,𝑚𝑠)
𝑢1
𝑚1

𝑚1!
…
𝑢𝑠
𝑚𝑠

𝑚𝑠!
𝑡𝑛     

 

= ∑
((𝑏))

𝑚1𝜙

((𝑑))
𝑚1𝛿

∞

𝑚1,𝑚2,…,𝑚𝑠=0

Ω(𝑓(𝑚1, … ,𝑚𝑠),𝑚2, … ,𝑚𝑠)𝑒
𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑧𝑡(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)−𝑎𝑥−𝑚1 

 

× (1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)−𝑏𝑦−𝑚1(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)−𝑐𝑧−𝑚1 

× 𝑓𝑚1
(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡), 𝑒(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡), ℎ(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡))(−𝑢1𝑡)

𝑚1
𝑢2
𝑚2

𝑚2!
…
𝑢𝑠
𝑚𝑠

𝑚𝑠!
 

 

= 𝑒𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑧𝑡(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)−𝑐𝑧 

 

× ∑
((𝑏))

𝑚1𝜙

((𝑑))
𝑚1𝛿

∞

𝑚1,𝑚2,…,𝑚𝑠=0

Ω(𝑓(𝑚1, … ,𝑚𝑠),𝑚2, … ,𝑚𝑠) 

× 𝑓𝑚1
(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡), 𝑒(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡), ℎ(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)) 

× (−
𝑢1𝑡

(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)
)
𝑚1 𝑢2

𝑚2

𝑚2!
…
𝑢𝑠
𝑚𝑠

𝑚𝑠!
 

 

= 𝑒𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑧𝑡(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)−𝑐𝑧   

 

× ∑
((𝑏))

𝑚1𝜙

((𝑑))
𝑚1𝛿

∞

𝑚1,𝑚2,…,𝑚𝑠=0

Ω(𝑓(𝑚1, … ,𝑚𝑠),𝑚2, … ,𝑚𝑠) 

 

 

×∑ ∑ ∑
(𝑎𝑥)𝑟(𝑏𝑦)𝑠(𝑐𝑧)𝑘(𝑑𝑥(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡))

𝑚1
(𝑒𝑦(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡))

𝑚1

𝑟! 𝑠! 𝑘! (𝑚1 − 𝑟 − 𝑠 − 𝑘)! (𝑑𝑥(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡))
𝑟
(𝑒𝑦(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡))

𝑠

𝑚1−𝑟−𝑠

𝑘=0

𝑚1−𝑟

𝑠=0

𝑚1

𝑟=0

 

 

×
(ℎ𝑧(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡))

𝑚1

(ℎ𝑧(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡))
𝑘 (−

𝑢1𝑡

(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)
)

𝑚1
𝑢2
𝑚2

𝑚2!
…
𝑢𝑠
𝑚𝑠

𝑚𝑠!
, 

 

elde edilir. Lemma 2.1’deki uygun ifade birkaç defa uygulanırsa, 

 

∑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝜑𝑛(𝑢1; 𝑢2, … , 𝑢𝑠)𝑡
𝑛

∞

𝑛=0

 

 

= 𝑒𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑧𝑡(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)−𝑐𝑧   
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× ∑ Ω(𝑓(𝑚1 + 𝑟 + 𝑠 + 𝑘, … ,𝑚𝑠), 𝑚2, … ,𝑚𝑠)

∞

𝑚1,𝑟,𝑠,𝑘,𝑚2,…,𝑚𝑠=0

 

 

×
((𝑏))

(𝑚1+𝑟+𝑠+𝑘)𝜙

((𝑑))
(𝑚1+𝑟+𝑠+𝑘)𝛿

(𝑎𝑥)𝑟(𝑏𝑦)𝑠(𝑐𝑧)𝑘
𝑟! 𝑠! 𝑘! (𝑚1 − 𝑟 − 𝑠 − 𝑘)!

 

 

 

×
(𝑑𝑥(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡))

𝑚1
(𝑒𝑦(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡))

𝑚1
(ℎ𝑧(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡))

𝑚1

(𝑑𝑥(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡))
𝑟
(𝑒𝑦(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡))

𝑠
(ℎ𝑧(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡))

𝑘  

 

×
(−𝑢1𝑥𝑦𝑧𝑑𝑒ℎ𝑡)

𝑚1

𝑚1!

(
−𝑢1𝑦𝑧𝑒ℎ𝑡
1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)

𝑟

𝑟!

(
−𝑢1𝑥𝑧𝑑ℎ𝑡
1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)

𝑠

𝑠!

(
−𝑢1𝑥𝑦𝑑𝑒𝑡
1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)

𝑘

𝑘!

𝑢2
𝑚2

𝑚2!
…
𝑢𝑠
𝑚𝑠

𝑚𝑠!
, 

 

ifadesi elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. ∎ 

Sonuç 4.4. Teorem 4.7’de 

 

Ω(𝑓(𝑚1, … ,𝑚𝑠),𝑚2, … ,𝑚𝑠) 
 

=

∏ (𝑎1𝑗)𝑚1𝜃𝑗
(1)
+⋯+𝑚𝑠𝜃𝑗

(𝑠)
𝐴
𝑗=1

∏ (𝑐𝑗)𝑚1𝜓𝑗
(1)
+⋯+𝑚𝑠𝜓𝑗

(𝑠)
𝐸
𝑗=1

∏ (𝑏𝑗
(2))

𝑚2𝜙𝑗
(2)

𝐵(2)

𝑗=1

∏ (𝑑𝑗
(2))

𝑚2𝛿𝑗
(2)

𝐷(2)

𝑗=1

…

∏ (𝑏𝑗
(𝑠))

𝑚𝑠𝜙𝑗
(𝑠)

𝐵(𝑠)

𝑗=1

∏ (𝑑𝑗
(𝑠))

𝑚𝑠𝛿𝑗
(𝑠)

𝐷(2)

𝑗=1

 

 

alınırsa, 

 

∑ 𝑓
𝑛
(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)

∞

𝑛=0

𝐹
𝐸:𝐷;𝐷(2);…;𝐷(𝑠)
𝐴:𝐵+1;𝐵(2);…;𝐵(𝑠) (

[(𝑎1): 𝜃
(1), … , 𝜃(𝑠)]: [−𝑛: 1], [(𝑏): 𝜙];

[(𝑐):𝜓(1), …𝜓(𝑠)]:                 [(𝑑): 𝛿];

 

 

 

[(𝑏(2)): 𝜙(2)]; … ; [(𝑏(𝑠)): 𝜙(𝑠)];

𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑠
[(𝑑(2)): 𝛿(2)];… ; [(𝑑(𝑠)): 𝛿(𝑠)];

) 𝑡𝑛 

 

 

= 𝑒𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑧𝑡(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)−𝑐𝑧 
 

 

× 𝐹
𝐸+𝐷:0;0;𝐷(2);…;𝐷(𝑆)
𝐴+𝐵:0;1;𝐵(2);…;𝐵(𝑆) (

[(𝑒): 𝜑(1), … , 𝜑(𝑠+3)]: − ;  [𝑎𝑥: 1]; [𝑏𝑦: 1]; [𝑐𝑧: 1]; [(𝑏(2)): 𝜙(2)];

[(𝑓): 𝜉(1), … , 𝜉(𝑠+3)]: −  ;        −;     −;          −;      [(𝑑(2)): 𝛿(2)];
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… ; [(𝑏(𝑠)): 𝜙(𝑠)];

(−𝑢1𝑥𝑦𝑧𝑑𝑒ℎ𝑡), (
−𝑢1𝑦𝑧𝑒ℎ𝑡

1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡
) , (

−𝑢1𝑥𝑧𝑑ℎ𝑡

1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡
) , (

−𝑢1𝑥𝑦𝑑𝑒𝑡

1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡
) , 𝑢2, … , 𝑢𝑠

… ; [(𝑑(𝑠)): 𝛿(𝑠)]; )

 
 

 

 

 

bilateral doğurucu fonksiyon bağıntısı elde edilir. Buradaki, 𝑒𝑗, 𝑓𝑗 , 𝜑𝑗
(𝑠)

 ve  𝜉𝑗
(𝑠)

’nin 

katsayıları 

 

    𝑒𝑗 = {
𝑎1𝑗 ,

𝑏𝑗 − 𝐴,
   

(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐴)

(𝐴 < 𝑗 ≤ 𝐴 + 𝐵)
    

 

 

 

   𝑓𝑗 = {
𝑐𝑗,

𝑑𝑗 − 𝐸,
     

(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐸)

(𝐸 < 𝑗 ≤ 𝐸 + 𝐷)
 

 

 

 

𝜑𝑗
(𝑟) =

{
 
 

 
 𝜃𝑗

(1)

𝜃𝑗
(𝑟−1)

𝜙𝑗−𝐴
0

(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐴; 1 ≤ 𝑟 ≤ 4)

(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐴; 4 < 𝑟 ≤ 𝑠 + 3)

(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐴; 1 ≤ 𝑟 ≤ 4)

(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐴; 4 < 𝑟 ≤ 𝑠 + 3)

      

 

ve 

 

𝜉𝑗
(𝑟) =

{
 
 

 
 𝜓𝑗

(1)

𝜓𝑗
(𝑟−1)

𝛿𝑗−𝐸
0

  

(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐸; 1 ≤ 𝑟 ≤ 4)

(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐸; 4 < 𝑟 ≤ 𝑠 + 3)

(𝐸 < 𝑗 ≤ 𝐸 + 𝐷; 1 ≤ 𝑟 ≤ 4)

(𝐸 < 𝑗 ≤ 𝐸 + 𝐷; 4 < 𝑟 ≤ 𝑠 + 3)

 

 

şeklindedir. 
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Sonuç 4.5. Teorem 4.7’de 

 

Ω(𝑓(𝑚1, … ,𝑚𝑠),𝑚2, … ,𝑚𝑠) =
(𝑎1)𝑚1+⋯+𝑚𝑠

(𝑏2)𝑚2
…(𝑏𝑠)𝑚𝑠

(𝑐1)𝑚1
…(𝑐𝑠)𝑚𝑠

 

 

ve 

 

 

𝜙 = 𝛿 = 0  (𝜙1 = ⋯ = 𝜙𝐵 = 𝛿1… = 𝛿𝐷 = 0) 

 

alınırsa, 

 

∑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝐹𝐴
(𝑠)[𝑎1, −𝑛, 𝑏2, … , 𝑏𝑠 ; 𝑐1, … , 𝑐𝑠; 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑠]𝑡

𝑛

∞

𝑛=0

 

 

= 𝑒𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑧𝑡(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)−𝑐𝑧 

 

× 𝐹1:0;0;1;…;1
1:0;1;1;…;1  (

[(𝑎1): 1,… ,1]: −; [𝑎𝑥: 1]; [𝑏𝑦: 1]; [𝑐𝑧: 1];

[(𝑐1):𝜓
(1), … , 𝜓(𝑠+3)]: − ;     −  ;       −  ;      − ; 

   

 

  

[𝑏2: 1];… ; [𝑏𝑠: 1];

(−𝑢1𝑥𝑦𝑧𝑑𝑒ℎ𝑡), (
−𝑢1𝑦𝑧𝑒ℎ𝑡

1−𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡
) , (

−𝑢1𝑥𝑧𝑑ℎ𝑡

1−𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡
) , (

−𝑢1𝑥𝑦𝑑𝑒𝑡

1−𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡
)𝑢2, … , 𝑢𝑠

[𝑐2: 1];… ; [𝑐𝑠: 1];

), 

 

bilateral doğurucu fonksiyon bağıntısı elde edilir. Buradaki, 𝜓(𝜂)’nin katsayıları 

 

𝜓(𝜂) = {
1,
0,
  

(1 ≤ 𝜂 ≤ 4),

(4 < 𝜂 ≤ 𝑠 + 3),
 

 

şeklindedir. Buradaki 𝐹𝐴
(𝑠)

, birinci çeşit Lauricella fonksiyonudur. 
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Sonuç 4.6. Teorem 4.7’de   𝐵 = 1, 𝜙1 = 1, 𝛿 = 0   ve 

 

Ω(𝑓(𝑚1, … ,𝑚𝑠),𝑚2, … ,𝑚𝑠) =

(𝑎1
(1))

𝑚2

…(𝑎1
(𝑠−1))

𝑚𝑠

(𝑎2
(1))

𝑚2

…(𝑎2
(𝑠−1))

𝑚𝑠

(𝑐)𝑚1+⋯+𝑚𝑠

 

 

alınırsa, 

 

∑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝐹𝐵
(𝑠)[−𝑛, 𝑎1

(1), … , 𝑎1
(𝑠−1), 𝑏1, 𝑎2

(1), … , 𝑎2
(𝑠−1); 𝑐; 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑠]𝑡

𝑛

∞

𝑛=0

 

 

= 𝑒𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑧𝑡(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)−𝑐𝑧 
 

× 𝐹1:0;0;0;0;0;…;0
1:0;1;1;1;2;…;2  (

[(𝑏1): 𝜃
(1), … , 𝜃(𝑠+3)]: −;  [𝑎𝑥: 1]; [𝑏𝑦: 1]; [𝑐𝑧: 1]; [𝑎(1): 1];

[(𝑐): 1,… ,1]: −;        −;       −;          −;              −;   

    

 

   

… ; [𝑎(𝑠−1): 1];

(−𝑢1𝑥𝑦𝑧𝑑𝑒ℎ𝑡), (
−𝑢1𝑦𝑧𝑒ℎ𝑡

1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡
) , (

−𝑢1𝑥𝑧𝑑ℎ𝑡

1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡
) , (

−𝑢1𝑥𝑦𝑑𝑒𝑡

1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡
)𝑢2, … , 𝑢𝑠

…  ;           −   ; )

 
 
, 

 

bilateral doğurucu fonksiyon bağıntısı elde edilir. Buradaki, 𝜃(𝜂)’nin katsayıları 

 

𝜃(𝜂) = {
1,
0,
    

(1 ≤ 𝜂 ≤ 4)

(4 < 𝜂 ≤ 𝑠 + 3)
 

 

şeklindedir. Buradaki 𝐹𝐵
(𝑠)

, ikinci çeşit Lauricella fonksiyonudur. 
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Sonuç 4.7. Teorem 4.7’de 

 

Ω(𝑓(𝑚1, … ,𝑚𝑠),𝑚2, … ,𝑚𝑠) =
(𝑎1)𝑚1+⋯+𝑚𝑠

(𝑏2)𝑚2
…(𝑏𝑠)𝑚𝑠

(𝑐)𝑚1+⋯+𝑚𝑠

 

 

ve 

 

𝜙 = 𝛿 = 0, 

 

alınırsa,  

 

∑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, ℎ)𝐹𝐷
(𝑠)[𝑎1, −𝑛, 𝑏2, … , 𝑏𝑠 ; 𝑐; 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑠]

∞

𝑛=0

𝑡𝑛 

 

= 𝑒𝑑𝑒ℎ𝑥𝑦𝑧𝑡(1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡)−𝑎𝑥(1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡)−𝑏𝑦(1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡)−𝑐𝑧 
 

× 𝐹𝐷
(𝑠+3)[𝑎1, 0, 𝑎𝑥, 𝑏𝑦, 𝑐𝑧, 𝑏2, … , 𝑏𝑠; 𝑐 

 

(−𝑢1𝑥𝑦𝑧𝑑𝑒ℎ𝑡), (
−𝑢1𝑦𝑧𝑒ℎ𝑡

1 − 𝑒ℎ𝑦𝑧𝑡
) , (

−𝑢1𝑥𝑧𝑑ℎ𝑡

1 − 𝑑ℎ𝑥𝑧𝑡
) , (

−𝑢1𝑥𝑦𝑑𝑒𝑡

1 − 𝑑𝑒𝑥𝑦𝑡
) , 𝑢2, … , 𝑢𝑠] 

 

bilateral doğurucu fonksiyon bağıntısı elde edilir. Buradaki  𝐹𝐷
(𝑠), dördüncü çeşit 

Lauricella fonksiyonudur. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

Bu çalışmada tek değişkenli Sylvester polinomları, onların genelleştirilmiş halleri, toplam 

ifadeleri, modified genelleştirilmiş Sylvester polinomları incelenmiştir. Bu polinomların 

bazı özellikleri verildikten sonra bu polinomlar yardımıyla üç değişkenli genelleştirilmiş 

Sylvester polinomları için multilineer ve multilateral doğurucu fonksiyon bağıntılarını 

veren teoremler elde edilmiştir. Ayrıca bu teoremlerin özel durumları elde edildi ve özel 

tipten bazı polinomların üç değişkenli genelleştirilmiş Sylvester polinomlarının Appell 

ve genelleştirilmiş Lauricella fonksiyonları arasındaki ilişkileri verildi. 

Bu tezde çalışılan konuların ışığı altında gelecekte farklı polinomların doğurucu 

fonksiyon bağıntıları, başka polinomlarla ilişkisi elde edilebilir. Hatta bu polinomların 

𝑛 − değişkenlisi tanımlanıp benzer özellikler incelenebilir. Ayrıca burada kullanılan 

yöntemler, başka polinomların farklı özelliklerinin incelenmesi konusunda yardımcı bir 

kaynak oluşturmaktadır. 
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